Matrices y determinantes

Las matrices y los determinantes son herramientas del algebra de gran utilidad en

muchas disciplinas.

Los campos de aplicaciéon de la teoria de las matrices y de los determinantes
son muy amplios, abarcando desde las mas clésicas aplicaciones en el campo de las
Matematicas y de la Fisica, como son, entre otras, su aplicacion en la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales, que se verd en el capitulo siguiente, o en el anélisis de
la dependencia lineal de un conjunto de vectores, hasta su aplicaciéon en disciplinas
como las Ciencias Sociales, la Economia o la Biologia, donde las matrices aparecen

de manera natural, facilitando la ordenacién y el manejo de datos.

1. Matrices. Definicion

Una matriz es una disposicién rectangular de nimeros en filas y columnas del modo

siguiente:

apxy a2 i3 ... Qin

a a a ... a ) )
A= 21 22 23 2n < Filas de la matriz A
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2 Matrices y determinantes

Cada elemento de la matriz tiene dos subindices. El primero indica la fila y
el segundo la columna a las que pertenece el elemento. Asi, el elemento a;; es el
elemento de la matriz A situado en la i-ésima fila y en la j-ésima columna. Por

ejemplo, el elemento agy es el elemento situado en la tercera fila y cuarta columna.

La matriz A también se puede expresar de forma abreviada como A = (a;;).

Orden, tamano o dimensién de una matriz.

Si una matriz A tiene m filas y n columnas se dice que es de orden m X n o que
su tamano o dimension es m X n (siempre en primer lugar el nimero de filas y en

segundo lugar el de columnas).

2. Tipo de matrices

e Se llama matriz nula a la matriz cuyos elementos son todos cero.

A_[0 00
000

es una matriz nula de orden 2 x 3.

Ejemplo:

e Se llama matriz fila a la matriz que sélo tiene una fila, es decir, a una matriz

de orden 1 x n.

Ejemplo:
B = < -2 01 -3 5>

ac 11ma matriz fila de_dimencidn 1 =
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Matrices y determinantes 3

Ejemplo:

es una matriz columna de tamano 4 x 1.

e Se llama matriz traspuesta de una matriz A, y se representa por A!, a la
matriz que se obtienen al intercambiar las filas y las columnas de A. Por tanto, si

A = (a;;) es una matriz de orden m x n entonces A* = (a;;) es de orden n x m.

Ejemplo: si A = ( _; (1) g ), entonces la matriz traspuesta de A es:
-1 2
A=1 01
5 3

Se verifica que (A")' = A, es decir, la traspuesta de la traspuesta es la matriz

inicial.
e Un matriz se dice que es escalonada si cumple que:

1. Todas las filas cero estan en la parte inferior de la matriz.

2. El primer elemento de cada fila diferente de cero esta a la derecha del primer

elemento diferente de cero de la fila anterior.

Ejemplo:
Matrices escalonadas: Matrices no escalonadas:
/ 1 a 1 [>) \ / 1 a \ [ N\
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4 Matrices y determinantes

e Se llama matriz cuadrada a la matriz que tiene el mismo nimero de filas

que de columnas, es decir, a una matriz de orden n X n o simplemente de orden n.

Ejemplo:
1 -2 6
D= 0 3 -1
-1 1 5

es una matriz cuadrada de orden 3.

En una matriz cuadrada:

- Se llama diagonal principal en la matriz cuadrada

a;; a2 i3 ... Qin

a a a ...a
A— ?1 ?2 ?3 2n

An1 Am2 Am2 ... Gpp

a la formada por los elementos que tienen los dos subindices iguales, es decir,
a la formada por ajq,as,...,a,,. En la matriz D del ejemplo anterior, la

diagonal principal esta formada por los elementos 1, 3, 5.

- Se llama diagonal secundaria en la matriz cuadrada A a la formada po los
elementos aj,, a2 n—1,a3n-2,...,a,1. En la matriz D del ejemplo anterior, la

diagonal principal esta formada por los elementos 6, 3, —1.

- Se define la traza de la matriz A, y se denota por tr(A), como la suma de los

elementos de la diagonal principal. Es decir,

t?”(A) :Zaii:a11+a22+...+a,m

=1

En la matriz D del ejemplo anterior, se tiene que tr(A) =1+3+5=09.
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Matrices y determinantes )

Si todos los elementos por debajo de la diagonal principal son nulos, se dice
que la matriz es triangular superior y triangular inferior si son nulos todos los

elementos situados por encima de dicha diagonal.

3 00
. 4 —1 . : :
Ejemplo: es triangular superior y 5 4 (0 | es triangular
03 -1 -3 2

inferior.

Si una matriz cuadrada es a la vez triangular superior e inferior se le denomina

100
matriz diagonal. Por ejemplo, | 0 4 0 | es una matriz diagonal.
0 00
En particular, la matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal
principal son uno, se denomina matriz unidad o identidad. Se representa por I,

donde n es el orden de la matriz.

Ejemplo:
1
Ly (ree) (ran
I, = , I3 = 010 e I, = son las matrices
01 00 1 0010
00 01

identidad de orden 2, 3 y 4, respectivamente.

e Se llama matriz simétrica a la matriz cuadrada que coincide con su traspuesta,

es decir, aquella para la que se cumple que A® = A.

4 1 0
Ejemplo: La matriz | 1 —3 2 | es una matriz simétrica.
0 21

En una matriz simétrica, los elementos son simétricos respecto a la diagonal

principal.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



6 Matrices y determinantes

Entonces, se cumple que aj; = —a;; para todo ¢,j = 1,2...,n y, por tanto,
a;; = 0 para todo ¢ = 1,2...,n. Asi, en una matriz antisimétrica, los elementos
de la diagonal principal son siempre nulos, y los restantes son opuestos respecto a

dicha diagonal.

0 -1 2
Ejemplo: La matriz 1 0 —3 | es una matriz antisimétrica.
-2 3 0

3. Operaciones con matrices

Suma de matrices

Dadas dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) del mismo orden m x n, se define la suma
como la matriz de orde m X n en la que cada elemento es igual a la suma de los

elementos correspondientes de A y B. Asi,

(A+ B) = (a;; + bi;)

Ejemplo: SeanA—(l 2>yB—<4 _é),entoncesA—i-B—

0 —3 1 B
5 1
1 -3 )
La suma de matrices no esta definida para matrices de distinto orden.

Propiedades de la suma de matrices:

a) Conmutativa: A+ B=B+ A
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Matrices y determinantes 7

d) Elemento opuesto de A: La matriz —A, que resulta de cambiar de signo a los

elementos de A.

e) Se verifica: (A+ B)! = A" + B?

Producto de una matriz por un escalar

Dada una matriz A = (a;;) y un nimero real cualquiera k, el producto kA es la

matriz kA = (ka;;) del mismo orden que A.
. 1 2 —4 -8
Ejemplo: —4 = .
w4 (3= () )
Propiedades:

Sean A y B dos matrices y r y s dos niimeros reales cualesquiera, se cumplen las

siguientes propiedades:

a) Distributiva respecto de la suma de matrices: k(A + B) = kA + kB
b) Distributiva respecto de la suma de nimeros: (r + s)A =14 + sA
¢) Asociativa: r(sA) = (rs)A

d) Elemento neutro, el nimero 1: 1A = A

e) Se verifica: (k- A =Fk- A

Producto de matrices

Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices de ordenes m X p y p X n, respectivamente,
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8 Matrices y determinantes

Obsérvese que esta operacion sélo estd definida cuando el nimero de columnas
de la primera matriz coincide con el nimero de filas de la segunda. Si no es asi las

matrices no son multiplicables.

Ejemplos:
air a2 bb a11011 4 a12b21  a11b12 + ajabas
21 Q22 ( bu b12 ) = az1b11 + agebar  a21b12 + agabag
asy Aasg 2 v a31011 4 asebar  asibia + asebas
1 2 4 -1 _ 6 —1
0 -3 1 0 -3 0

Nota:

e Una matriz cuadrada A tal que A? = A, donde AP = A- P). -A y siendo p un

nimero entero y positivo, se llama nilpotente.

e Una matriz cuadrada A tal que A? = A se llama idempotente.
. 0 2
Ejemplo: .
oo 2

Propiedades del producto de matrices:

Dadas las matrices A, B y C se cumplen las propiedades siguientes, suponiendo
que los ordenes de las mismas cumplen las condiciones para poder realizar las co-

rrespondientes sumas y productos:

a) Asociativa: A(BC) = (AB)C

b) Distributiva respecto de la suma:
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Matrices y determinantes 9

¢) Elemento neutro, la matriz identidad correpondiente, esto es, si A es m X n:

I,, es el elemento neutro para la multiplicacion por la izquierda: A, =
I,,, es el elemento neutro para la multiplicacién por la derecha: I,, A = A
d) El producto de matrices no es, en general, conmutativo.

e) El producto de dos matrices no nulas A y B puede dar lugar a una matriz

nula.

Ejemplo: 3 1 L =3)_(00
6 2 -3 9 0 0

f) AB = AC no implica necesariamente que B = C.

Ejemplo:
Dadas
1 -3 2 1 4 10 2 1 -1 -2
A=|2 1 -3 |,B= 111 |yC=3 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 =5 —1 0
-3 -3 0 1
se cumple que AB = AC = 1 15 0 =5 |yB#C.
-3 15 0 =5

g) Se verifica: (ABC)' = C'B'A*

4. Matriz inversa

El producto de matrices cuadradas de cualquier orden tiene un elemento neutro: la

matriz identidad de ese orden, es decir, si A es una matriz cuadrada de orden n, se

tiene e AT — T A — A
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10 Matrices y determinantes

Definicion

Dada una matriz cuadrada de orden n , A, se dice que A es invertible o regular o
no singular o simplemente que posee inversa, si existe otra matriz cuadrada
del mismo orden, denominada matriz inversa de A, que se denota por A~!, tal
que:

AAT =ATTA =1,

Si A no tiene inversa, se dice que es singular o no invertible.

Nota: Una matriz cuadrada A tal que A% = I, se llama involutiva. Por tanto,

la inversa de una matriz involutiva es ella misma.

) -1 0
Ejemplo: A = )
jemp ( 01)

Propiedades de la matriz inversa:

a) La inversa de una matriz, si existe, es tnica.

b) Si A es una matriz invertible, entonces A~! también es invertible y se verifica:

(A1 = A,

¢) Si A es una matriz invertible, entonces A’ también es invertible y se verifica:

(A1) = (A7),

d) Si Ay B son matrices invertibles del mismo orden, entonces AB también es

invertible y se verifica: (AB)™' = B71A™L.

e) Si A es una matriz invertible y & un numero real cualquiera, entonces kA

también es invertible y se verifica: (kA)™! =k 1A™1 = %A‘l.
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Matrices y determinantes 11

Matriz ortogonal. Definicién. Una matriz cuadrada de orden n se llama

ortogonal si

ATA = AA =1,

Ejemplo: A:( cos « sena)

—sena  Cos«

Se cumple que:

e Una matriz cuadrada A de orden n es ortogonal si y sélo si es invertible y

A7t = At
e La matriz identidad de orden n es una matriz ortogonal.

e Si Ay B son dos matrices ortogonales de orden n, entonces AB también es

una matriz ortogonal de orden n.

e Si A es una matriz ortogona de orden n, entonces A~! también es una matriz

ortogonal de orden n.

Calculo de la matriz inversa

El calculo de la matriz inversa no es inmediato, en este apartado veremos dos

métodos para el calculo de la matriz inversa de una matriz dada cuando dicha ma-
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12 Matrices y determinantes

Método directo

Dada la matriz cuadrada de orden n

11 a2 aiz ... QAip

a a a .. a
A= ?1 ?2 ?3 2n

An1 Ap2 Ap3 ... QApp

el método consiste en determinar A~! planteando un sistema de ecuaciones del

siguiente modo:

Puesto que se busca otra matriz de igual orden tal que AA™' =1,y A7*A=1,,

entonces, si

11 Ti2 Ti3 ... ZTin
_ T T T .
A1 — 21 22 23 2n
Tpl Tp2 Tp3z ... Tpp
se tiene que cumplir que:
a1111 -+ 1221 + ...+ A1 Tnl = 1
_ a11T12 + a12%29 + ... + a1, =0
AA 1:[n 11212 12722 1nTn2

Ap1T1p + n2%on + - o + CunTon = 1
Si el sistema tiene solucion, la matriz tiene inversa y ésta se obtiene resolviendo
el sistema de ecuaciones obteniendo los valores z;; con ¢,7 = 1,2,...,n. Se puede
comprobar que también se cumple que A71A = I,,. Si el sistema no tiene solucién,

la matriz no tiene inversa.

El sistema de ecuaciones anterior consta de n? ecuaciones y n? incégnitas, por
lo que este método sélo se suele utilizar para matrices de orden 2, puesto que para

matrices de orden superior se obtienen sistemas con un elevado niimero de ecuaciones

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Matrices y determinantes 13

Ejemplo: Para determinar la matriz inversa de A = ( (1) g ), se tiene que
cumplir que AA™! = [, = L2 zy )10 —
0 -3 z t 01
r+2z =1
r+2z y+2t ) _ [ 10 . por tanto, y+2t = 0
—3z —3t 01 -3z =0
-3t =1
Resolviendo el sistema se obtiene que . =1, y = %, z=0yt= —%, por lo que
2
1 &
la matriz inversa es: 3 1=1 3 2 .
0o —1 3lo -1
3

Se puede comprobar que también se cumple que A7 A = I,.

Ejemplo: Si A = ( ; i ) , se procede del mismo modo, es decir, se tiene que
cumplir que AA™ = [, = L2 vy (L0 —
2 4 z t 0 1
r+2z =1
r+2z y+2t ) _ (10 . por tanto, y+2t = 0
20 +4z 2y +4t 01 20 +4z = 0
2u+4t = 1
y, por ejemplo, de la segunda ecuacién se tiene que y = —2t, que si se sustituye

en la cuarta ecuacién se obtiene —4t + 4t = 1, es decir, 0 = 1, por lo que el sistema

no tiene solucién. Por tanto A no es invertible, es singular.

Método de Gauss-Jordan
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14 Matrices y determinantes

1. Intercambiar la fila (columna) i por la fila (columna) j.
2. Multiplicar la fila (columna ) i por un nimero k # 0.

3. Sumar a la fila (columna) 7 la fila (columna) j multiplicada por un nimero k.

Estas tres transformaciones se pueden describir también mediante el producto

de matrices de la forma siguiente:

1. Intercambiar las filas ¢ y j en una matriz de orden m X n es equivalente a
multiplicar a la izquierda dicha matriz por la matriz identidad I,,, en la que
previamente se han intercambiado las filas i y j.

1 3
Ejemplo: Dada la matriz A = 2 4 |, si queremos intercambiar la

-2 1
primera y la tercera fila, tendremos que multiplicar a la izquierda a A por

la siguiente matriz:

0 01

F=[010

1 00
-2 1
asi, FA = 2 4
1 3

2. Multiplicar la fila 7 de una matriz de orden m X n por un nimero k es equiva-
lente a multiplicar a la izquierda dicha matriz por la matriz identidad I,,,, en
la que se ha sustituido el 1 correspondiente al elemento a;; por k.

1 3
Ejemplo: Dada la matriz del ejemplo anterior A = 2 4 |, si queremos

-2 1
multiplicar la segunda fila por 3, tendremos que multiplicar a la izquierda a A

nor la cioniente_matriz:
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Matrices y determinantes 15

1 3
asi, FA = 6 12
-2 1

3. Sumar a la fila ¢ la fila j multiplicada por un ntimero k en una matriz de orden
m X n, es equivalente a multiplicar a la izquierda a dicha matriz por la matriz
identidad I,,, en la que se ha sustituido el elemento correspondiente a la fila ¢

y columna j por k.

1 3
Ejemplo: Consideramos nuevamente la matriz A = 2 4 |, si queremos

-2 1
sumar a la segunda fila la tercera multiplicada por 4, tendremos que multiplicar

a la izquierda a A por la siguiente matriz:

1 00

F=101 4

0 01
1 3
asi, FA=| —6 8§
-2 1

Estas matrices, que se suelen denotar por F', representan las transformaciones

aplicadas a las filas.

De forma analoga, se pueden describir las transformaciones sobre las columnas
mediante el producto por la derecha de determinadas matrices. Estas matrices se

suelen denotar por C'y representan las transformaciones aplicadas a las columnas.

Definicién. Dos matrices A y B de orden m x n se dicen equivalentes por
filas o equivalentes por la izquierda cuando se puede obtener una de ellas a

partir de la otra mediante un numero finito de transformaciones elementales sobre

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



16 Matrices y determinantes

donde F; con i« = 1,...,p son las matrices que representan las transformaciones

aplicadas a las filas.

Ejemplo: Las matrices A = ( ; i ) y B = ( 2 13 ) son equivalentes por

filas.

En efecto, la matriz B se obtiene aplicando las siguientes transformaciones ele-
mentales a las filas de la matriz A:

1. Sumar a la segunda fila de A la primera multiplicada por 3.

2. Multiplicar por 2 la primera fila de A.

Por tanto, B = F5-F}-A y las matrices A y B son equivalentes, siendo F; = ( Z1’> (1) )

0

2 . .
y Fy = ) las matrices que representan, respectivamente, las transforma-

0
ciones 1 y 2 aplicadas a las filas de A.

Teorema. Si A es una matriz cuadrada regular entonces es equivalente por filas

a la matriz identidad.

Corolario. Dos matrices A y B de orden m X n son equivalentes por filas si y

sOlo si existe una matriz cuadrada regular P de orden m tal que B = PA.

De forma analoga, se define la equivalencia de dos matrices por columnas o por la

derecha y se tienen un teorema y un corolario similares a los expuestos anteriormente.

Aplicacion: Calculo de la matriz inversa por el método de

Gauss-Jordan
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Matrices y determinantes 17

el corolario anterior, existe una matriz cuadrada regular P de orden n tal que [, =
PA y, multiplicando a la derecha a ambos miembros de la igualdad por A~!, se tiene

que I,A™' = PAA™! es decir A~ = P.

Por tanto, A~! es la matriz de las transformaciones aplicadas a las filas de A que
permite obtener la matriz equivalente por filas I,,. De igual forma se obtendria por

columnas.

Utilizando estos resultados se puede hallar la inversa de una matriz cuadrada

regular de la siguiente forma:

Se dispone, en una misma matriz, la matriz A y a continuacién la matriz iden-
tidad del mismo orden que A. En esta nueva matriz realizamos, como se vera mas
adelante, las transformaciones necesarias sobre las filas hasta conseguir transformar
la matriz A en la identidad. El resultado es una matriz con la identidad y a su

derecha la matriz inversa de A:

A|I) = transformaciones fila = (PA|PI) = (I|P uesto que P = A1 se
(AlT) (PA|PI)=(I|P)yp q :

tiene que: (A|I) = transformaciones fila = (I|A™!)

De forma similar se podria obtener la inversa de una matriz cuadrada regular

utilizando transformaciones sobre las columnas.

A continuacion se describen las transformaciones sobre las filas para pasar de la

matriz A a la identidad:

1. En la matriz formada por A y la matriz identidad correspondiente, se hacen
todos los elementos de la diagonal principal de A igual a uno y cero todos los
elementos por debajo de ésta, usando las siguientes transformaciones elemen-

tales sobre las filas:
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18 Matrices y determinantes

por la fila 3.

- Sia; # 1 para todo @ = 1,...,n, se cambia la fila 1 por cualquier
fila cuyo primer elemento, a;;, sea distinto de cero. Posteriormente, se

dividen todos los elementos de la primera fila por a;;.

Una vez se ha obtenido a;; = 1 no se volvera a modificar la primera fila

en este primer paso.

1.2. Se pretende que a;; = 0 para todo ¢ = 2,...,n, es decir, se pretende
hacer cero todos los elementos por debajo de ay;. Para ello, a cada fila,
cuyo primer elemento a;; sea distinto de cero, se le resta la primera fila

multiplicada por dicho elemento a;;.

Para hacer ass = 1,...,a,, = 1 y ceros por debajo de dichos elementos, se
procede como en los pasos 1.1 y 1.2 para cada a; con ¢ = 2,...,n, teniendo
en cuenta que cada vez que se consigue un a; = 1 no se volvera a modificar la

fila i en este primer paso.

2. Se hacen ceros por encima de la diagonal principal de A. El proceso es similar

al utilizado en el paso 1.2:

Primero se hacen cero los elementos por encima de a,,, restando a cada fila
por encima de este elemento y con a;, # 0 (1 = 1,...,n — 1), la dltima fila
multiplicada por dicho elemento a;,. Después se hacen cero los elementos
por encima de a,_1,_1, restando a cada fila por encima de este elemento y con
ain—1 #0 (i =1,...,n—2), la pentimtima fila multiplicada por dicho elemento

a;n—1, v asi sucesivamente hasta obtener a5 = 0.

Al final se obtiene una matriz con la identidad en la parte izquierda y la matriz

inverea on la narte derocha

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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matriz A no tiene inversa puesto que no puede reducirse a la matriz identidad.

Cuanto mayor sea el orden de la matriz, mejor es este método frente al método

directo.
-2 1 -1
Ejemplo: Dada la matriz A = 0 3 1 |, a continuacion se obtiene la
1 -1 0

matriz inversa de A aplicando el método de Gauss-Jordan.

Consideramos la matriz formada por A y la identidad de orden 3:

92 1 —1]1 0 0 1 -1 o0l/0 o0 1
AL)=| o 3 1lo10]|™ ™ o 3 1]l01 0
1 -1 o0lo o0 1 2 1 -1]1 0 0
R s 1 -1 o0l0o o0 1
T g 3 1]o 1 0 |28 1 ~1]1 0 2
0 -1 —-1]1 0 2 0 3 1l0 1 0
s [ 00 1 = 00 1
2l 1 1l-10 —2 |10 1 1]-10 -2
0 1l o1 o 0 0 -2 31 6
/3 1 -1 0 0 1 1 -1 0/ 0 0 1
—2 fo—f3 1 1
210 11]-1 o0 —2|=kfo 10 1 I 1
0 01/-3 -4 -3 0 01/-3 -3 -3
11
f(l)flo()??z
= lor ol o 1 =wa
3 1
00 1/-3 -4 -3
Por tanto,
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20 Matrices y determinantes

También se puede expresar, sacando factor comun, de la siguiente forma:

1 1 4
A== 1 1 2
-3 -1 -6

Ejemplo: Seguidamente se aplica también el método de Gauss-Jordan para

-2 1 —4
obtener la inversa de la matriz A = 0 3 0
1 —1 2

Consideramos la matriz formada por A y la identidad de orden 3:

-2 1 4100, 1 -1 2/0 0 1
AL)=| o 3 olo1 o™ o 3 olo1 0
1 -1 2l00 1 9 1 —4|1 0 0
[T L 2000 1 -1 210 0 1
EPh 3 0lo10™=F0 -1 010 2
0 -1 0[1 0 2 0 30l010
(1120 1 (v -2 00
e 1 olc1 0 2 |20 1021 0 2
0 30/ 01 0 0 31 6

Como en la parte correspondiente a la matriz A aparece una fila de ceros, la

matriz A no tiene inversa.

5. Rango de una matriz

Dependencia lineal de filas (o columnas). Definicién.
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tales que:

fi=kifi+. . . Fkiafiatkiafint.. +Enfm

X . . , / / / / .
(o para las columnas: si existen numeros reales ki, ... K1 Ky, ky, tales que:

Cj = ]{3/101 —|— e + ké‘_lcj—l + k’}_’_le_,_l + e —|— k;cn)

Si ninguna fila (o columna) depende linealmente de las otras se dice que las filas

(o columnas) son linealmente independientes.

Nota: En toda matriz el numero de filas linealmente independientes es igual al

numero de columnas linealmente independientes.

Rango de una matriz. Definicion.

El rango de una matriz es el nimero maximo de filas (o columnas) que son lineal-

mente independientes.

Puesto que en una matriz el nimero de filas linealmente independientes coincide
con el nimero de columnas linealmente independientes, tiene sentido hablar simple-
mente del rango de una matriz, y para su estudio es indiferente usar las filas o las

columnas.

El rango de una matriz A se denota por rango(A) o rg(A).

Propiedades:

1. Sea A una matriz no nula de orden m x n, se cumple que

1 <rg(A) < min{m,n}
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22 Matrices y determinantes

4. Dadas dos matrices A y B de érdenes m x n y n X p, respectivamente, se tiene

que rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}.

5. Sea A una matriz de orden m x n y sean B y C' dos matrices cuadradas

invertibles de érdenes n y m, respectivamente, entonces
rg(AB) = 1g(A)
rg(CA) = rg(A)
6. Una matriz cuadrada A de orden n es invertible si y sélo si rg(A) = n.
7. El rango de una matriz escalonada es igual al nimero de filas no nulas.
8. Dos matrices equivalentes por filas (o columnas) tienen el mismo rango.
Teniendo en cuenta las propiedades 7 y 8, para calcular el rango de una matriz A
podemos, utilizando el método de Gauss, obtener una matriz escalonada equivalente

por filas a ella, asi, el rango de la matriz A serd igual al rango de la matriz escalonada,

es decir, el niumero de filas no nulas de ésta.

Ejemplo: Dada la matriz A = , & continuacion se obtiene el rango

W N =
ot W N
N =~ W

de A aplicando el método de Gauss.

Puesto que el objetivo es obtener una matriz escalonada equivalente por filas
a la matriz A, aplicaremos las trasformaciones elementales sobre las filas 1.1 y 1.2

expuestas en las paginas 17 y 18.

1 2 3 (o2 s o2 1 2 3
9 3 4 |20 1 2 |00 o1 o |20 o1 22
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tanto, el rg(A) = rango de la matriz escalonada = 2 (ntmero de filas no nulas de la

matriz escalonada).

6. Ejercicios

1. Hallar los siguientes productos:

1 -1 1 1 2 3
b) Dadas las matrices : A = | —3 2 -1 |yB=1|2 4 6 |, calcular
—2 1 0 1 2 3
ABy BA.
2 -1 1
c) Dada lamatriz A= | 0 1 2 [, hallar A3.
1 01

2. Obtener la inversa, si existe, por el método de Gauss-Jordan de las siguientes

matrices:
2 31 1 -1 3 g ;l g Z
a)| 1 2 3 b) 2 01 c)
31 2 3 -1 1 25 23
4 5 14 14
3. Hallar el rango de las siguientes matrices:
1 2 —1 4 1 2 3 1 2 3
a) 2 4 3 5 b)| 2 4 6 c)|l 21 3
-1 -2 6 —7 36 9 3 21
/ 1 aQ ‘)\
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24 Matrices y determinantes

1 -2 1
4. Calcula el rango de A = | 1 1 3 | segun los valores de k. ;jPara qué
5 —1 k

valores de k tiene inversa la matriz A7

7. Determinantes

Conceptos previos

Permutaciones. Definiciéon. Se llaman permutaciones de n elementos a todas las

diferentes ordenaciones que se pueden realizar con dichos elementos.

De las n! permutaciones, hay una sola permutacion en la que los elementos
figuran en un orden previamente acordado (habitualmente el orden natural); a esta

permutacién se le llama permutacién principal.

Indice de una permutacion. Definiciéon. El indice de una permutacion es
el minimo numero de modificaciones que se deben realizar a sus elementos para

obtener la permutacién principal. Se denota por i(o), donde o es la permutacion.

Determinante de una matriz cuadrada. Definicion

Sea A una matriz cuadrada de orden n, se define el determinante de A, y se denota
por |A] o det(A), de la forma siguiente:

n!

Al =D (=1)Wayj az, . . an;,
k=1

r‘]nﬂf‘]ﬂ (’1‘1 ’in 1 \ 09 11119 f:ID ]QQ ’Y)' Y\DY‘YY‘II1“‘QF;(\Y‘IDC f:IO] f‘{\Y\i11Y\f(\ I‘I ‘-) /V'll fa) /;(/T \
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a;; que se obtienen fijando los subindices relativos a las filas en el orden natural y
permutando los subindices correspondientes a las columnas. De este modo, en cada
producto figura un elemento y sélo uno de cada fila y de cada columna. Ademas,
cada producto ira precedido del signo + o — segtin que el indice de la permutacion
de los subindices correspondientes a las columnas sea par o impar respecto al orden

natural.

Entre otras aplicaciones, los determinantes resultan de gran utilidad en el calculo
del rango o de la matriz inversa, también a la hora de resolver determinados sistemas

de ecuaciones lineales o analizar la dependencia lineal de un conjunto de vectores.

Propiedades de los determinantes

1. El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.

2. Si A tiene matriz inversa, se verifica que: |A™!| = ‘7}|

3. Si una matriz tiene una fila (columna) de ceros, su determinante es cero.

4. Si una matriz tiene dos filas (columnas) iguales o proporcionales, su determi-

nante es cero.

5. Sien una matriz se intercambian entre si dos filas (columnas), su determinante

cambia de signo.

6. Si los elementos de la i-ésima fila (columna) de una matriz se pueden descom-
poner como suma de k filas (columnas), su determinante es igual a la suma de
los determinantes de las k& matrices que tienen la i-ésima fila (columna) igual

a cada una de las filas sumandos y las demés filas (columnas) iguales a las de

la nrimera matriz
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26 Matrices y determinantes

la matriz original multiplicado por dicho nimero.

8. Si a una fila (columna) de una matriz se le suma otra multiplicada por un

numero, el determinante no varia.

9. El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto

de los determinantes de ambas matrices.

10. Si en una matriz los elementos de una fila (columna) son combinacién lineal

de las restantes filas (columnas) entonces su determinante es cero.

Calculo del determinante

. . ay; a
Determinante de una matriz cuadrada de orden 2: Sea A = ( 2
Q21 22

Para calcular el determinante a partir de la definicién hay que tener en cuenta
que:

- El nimero de productos es n! = 2.

- Las permutaciones correspondientes a los subindices de las columnas son
(1,2) y (2, 1) que dan lugar a los productos ajjase v ajaas;, fijados previamente

los subindices de las filas en el orden natural.

- El indice de las permutaciones (1, 2) y (2, 1) son cero y uno, respectivamente.

Entonces, aplicando la definicién de determinante, se tiene que:

|A‘ = (—1)(]@11@22 + (—1)16L126L21 = a11Q22 — Q12021
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11 a2
4] = | % | = Q11099 — Q120
a1 %a,, 11422 12421

2

Ejemplo: (1-1)—(2-1)=-1

Determinante de una matriz cuadrada de orden 3:

apin a2 Qi3
Consideramos la siguiente matriz cuadrada de orden 3, A = | ay; a9 a9

gy az2 0433
En este caso el numero de productos es n! = 3! = 6. A continuacién se muestran
las permutaciones correspondientes a los subindices de las columnas, el indice de
cada permutacién y los productos a los que dan lugar dichas permutaciones (fijados

los indices de las filas en el orden natural).

Permutaciones Indice de la  Productos

permutacién
(1,2, 3) 11022033
(1, 3,2) 1 (1123032
(2,1, 3) 1 (12021033
(3,1, 2) 2 (13091032
(2,3, 1) 2 (12023031
(3,2, 1) 1 (13092031

Asi, aplicando la definicién de determinante, se tiene que:

1 /a0 L a1 4 2\ 9
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28 Matrices y determinantes

Un método facil de recordar para el calculo del determinante de una matriz

cuadrada de orden 3 es la la regla de Sarrus que consiste en lo siguiente:

Se consideran sumandos positivos a los obtenidos al multiplicar:

- Los elementos de la diagonal principal: a;jassass.

- Los elementos de la linea paralela superior a la diagonal principal por el ele-

mento aislado de la esquina inferior izquierda: aisaszas;.

- Los elementos de la linea paralela inferior a la diagonal principal por el ele-

mento aislado de la esquina superior derecha: asiassaqs.

Se consideran sumandos negativos a los obtenidos al multiplicar:

- Los elementos de la diagonal secundaria: ai3assas;.

- Los elementos de la linea paralela superior a la diagonal secundaria por el

elemento aislado de la esquina inferior derecha: ajsa91ass.

- Los elementos de la linea paralela inferior a la diagonal secundaria por el

elemento aislado de la esquina superior izquierda: asszasoaqy.

Gréaficamente:

31 32 3

Entonces.
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Ejemplo: =(2:0-043-1-24+1-1-5)—(5-0-24+1-1-24+3-1-0) = 9

N = DN
_ O W
S = Ot

Calculo del determinante por adjuntos.

Calcular el valor del determinante de una matriz cuadrada de orden n > 3 apli-
cando la definicién puede ser muy complicado, por ejemplo, para calcular el deter-
minante de una matriz de orden 4 se tienen 4! = 24 productos y es facil equivocarse
a la hora de realizar las 24 permutaciones, y puesto que el nimero de permutaciones
aumenta considerablemente al aumentar n, se hace necesario considerar un método

alternativo a la definicién para calcular el determinante.

A continuacion se muestra un método general para el calculo del determinante

de una matriz cuadrada de orden n.
Menor complementario. Definicién

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se define el menor complementario de
un elemento de A, a;j, como el determinante de la matriz que se obtiene al suprimir

en A la fila 7 y la columna j. Se representa por M;;.

2 35
Ejemplo: En lamatriz A= 1] 1 0 1 | del ejemplo anterior, los menores com-
210
plementarios de cada uno de los elementos de la primera fila son:
. 01
Menor complementario de a1 = 2: My = ) =0—-1=-1
. 11
Menor complementario de a1 = 3: Mip = 5 0 =0—2=-2
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Adjunto. Definicion

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se define el adjunto de un elemento a;;

de A como:

Ay = (1) Mij

es decir, es el menor complementario correspondiente precedido del signo + o —

dependiendo de la fila y la columna en la que se encuentre dicho elemento.

Ejemplo: En la matriz anterior, los adjuntos de los elementos de la primera fila

son:
Adjunto de a;; = 2: Ay = (=1)IMy =1 (=1)= -1
Adjunto de a19 = 3: App = (—1)'"2Mp = (—1) - (=2) =2
Adjunto de a;3 =5: Az = (-D)!BMpz=1-1=1

En general se puede saber si el signo del menor complementario y del adjunto
coinciden o no utilizando una regla gréafica, por ejemplo, para matrices de érdenes

3y 4 se tiene:

I+ I+
+ I+

[+
N
~
Fo
+ |+

donde el + indica que el adjunto coincide con el menor complementario y el —

que tienen signo contrario.

A partir de estos conceptos se puede obtener el determinante de una matriz
cuadrada de orden n como la suma de los productos de los elementos de una fila

(columna) cualquiera de la matriz por sus adjuntos correpondientes.
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que: |A| =2(—1)+3(2)+5(1) = 9.

Se se hubiese elegido otra fila o columna, por ejemplo la columna 3, se tiene que:

A =5 1 Ol =2 3 )40 2 3 =501-0)+1(=(2-6))+0(0-3) = 9.
2 2 1 1
21 5 1
. 11 -3 —4 :
Ejemplo: Sea A = 5 6 _o . Desarrollando por la primera columna,
2 2 2 =3
se tiene que:
1 -3 —4 1 5 1 1 5 1
Al=2-16 -2 1|+l [-|6 -2 1||+3-]1 =3 —4
2 2 =3 2 2 =3 2 2 =3
1 5 1
+2- =1 =3 —4 || =2-(—-120)+1-(=120)+3-0+2-120 = —120.
6 -2 1

Cuando el orden de la matriz n es muy elevado este método puede resultar

también muy laborioso, puesto que habria que calcular n determinantes.

Alternativamente, utilizando la propiedad 8 de los determinantes, se puede hacer
que una fila o columna tenga todos los elementos menos uno cero. De este modo,
al calcular el determinante por los adjuntos de esa fila o columna sélo interviene
el adjunto correspondiente al elemento no nulo, debido a que el resto quedarian

multiplicados por cero.

Ejemplo: Calculamos el determinante de la matriz A del ejemplo anterior. Hare-
mos ceros todos los elementos de la primera columna excepto el elemento as;, ya

que al valer uno facilita los calculos.
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5 1| F 25K 0 -1 11 9
3 4 B, 1 1 -3 —4
2 1| Fy—3F, 0 3 7 13

2 —3| F,—2F 0 0 8 5

Al =

N W =N
N O = =

y podemos calcular este ultimo determinante por los adjuntos de la primera

columna, por tanto,

~1 11 9
Al=1|-| 3 7 13||=(-D((~1-7-5+11-13-0+3-8-9)—(9-7-0+
0 8 5

13-8-—1+411-3-5)) = —(181 — 61) = —120.

Determinantes especiales

Determinante de una matriz triangular:

a;r a2 a3 ... Qin a1 0 0 c. 0
0 929 A23 ... QA9p 921 Q929 0 e 0
. . . . - . . . . = a11492 . .. Qpp
0 0 0 ... apn Api Qpa Ap3  -.. Gpn

Determinante de una matriz diagonal:

aiq 0 c. 0

0 a92

. . = A11Q422 ...0Ann
0 0 ... au

Determinante de Vandermonde:

Se llama matriz de Vandermonde a toda matriz de la forma siguiente:

(11...1\
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y se cumple que |A| = (z, — x1)(zp — x2) ... (T — Tp1) ... (X2 — 7).

Ejemplos:
1 1 1

A=| x y =z |, entonces |Al = (2 —z)(z —y)(y — )
2 2 2

, entonces Al =(3-1)3—-2)(2—-1)=2

oy

|
— = =
=~ N
© W =

Aplicacién de los determinantes al calculo de la matriz in-

versa

Existe una gran relacién entre la inversa de una matriz cuadrada y su determinante.

Concretamente, se verifica que:

e Una matriz cuadrada A tiene inversa <= |A| # 0.

e Si la matriz cuadrada A tiene inversa, ésta se puede calcular de la forma

siguiente:
1
A

es decir, la matriz inversa de una matriz cuadrada A se puede obtener como

AT (Aj)

el producto de |7¥| por la traspuesta de la matriz que se obtiene al sustituir

cada elemento de A por su adjunto.

-2 1 -1
Ejemplo: Sea A = 0 3 1 |. A continuacién de obtiene la matriz
1 -1 0

inveraa de A mediante octe nracedimiontn
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—2 1 -1
IAl=] 0 3 1|=0+140)—(=3+2+0)=2#0, por tanto A tiene
1 -1

inversa.

A continuacion, se obtiene la matriz cuyos elementos son los adjuntos de los

elementos de A:

3 1 o 0 3
10 1 1 -1
1 -3
) _| 1 -1 2 -1 _|—2 L I I
1] - -
1 1 1 -1
0 0 42 -6
T T R 2 1
3 1 0 1 0 3

Posteriormente, se obtiene la matriz trapuesta de (A;;):

(Aij)t = )
—3 —1

Finalmente, sustituyendo en la expresién A=! =

(A;;)', se obtiene:

IAI

11
11 5 9 2
o1 |1 1
At=g| 11 2= 3 5o
3 —1 —6 3 1 4

)

Aplicacion de los determinantes al calculo del rango de una

matriz

El rango de una matriz cualquiera también se puede obtener de una forma sencilla

modiante lne determinantaog
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cuadradas de orden k que se pueden obtener al suprimir m — k filas y n — k columnas

de la matriz A.
Una definicién alternativa del rango de una matriz es la siguiente:
El Rango de una matriz A es el orden del mayor menor no nulo de dicha matriz.

Es decir, una matriz tiene rango k cuando existe al menos un menor de orden &

distinto de cero y todos los menores de orden k + 1, si los hay, son nulos.

El procedimiento para obtener el rango de una matriz A de orden m X n es el

siguiente:

1. Si algin elemento de la matriz es distinto de cero, entonces su rango es al
menos 1. En caso contrario (matriz nula) el rango seria 0 y el proceso habria

terminado.

2. Se elige, si existe, un menor de orden 2 distinto de cero, entonces el rango es
al menos 2. Si no existiera ningtin menor de orden 2 distinto de cero, el rango

de la matriz seria 1 y el proceso habria terminado.

3. Al menor de orden 2 distinto de cero, obtenido en el paso anterior, se le anade
otra fila y otra columna cualesquiera hasta encontrar, si existe, un menor de
orden 3 distinto de cero. De esta forma, el rango de la matriz es al menos 3.
Si todos los menores de orden 3 son nulos, el rango de la matriz seria 2 y el

proceso habria terminado.

4. Al menor de orden 3 distinto de cero, obtenido en el paso anterior, se le anade

otra fila y otra columna cualesquiera hasta encontrar, si existe, un menor de
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Se repite este proceso hasta encontrar algin menor de orden k (1 < k& < minimo{m,n})
distinto de cero y de forma que todos los menores de orden k41 sean nulos. Entonces

el rango de la matriz es k.

1
Ejemplo: Sea A = | 2 A continuacion se obtiene el rango de A
3

Ot W N
- W

mediante este procedimiento.

1. Puesto que todos los elementos de esta matriz son distintos de cero (por ejem-

plo, a;; =1 # 0) su rango es al menos 1.

2. Se elige un menor de orden 2 anadiendo una fila y una columna cualesquiera al

elemento distinto de cero del paso 1, por ejemplo: , entonces el rango

es al menos 2, ya que =3—4=-1#0.

3

3. Se elige un menor de orden 3 anadiendo una fila y una columna cualesquiera

1 2 3
al menor de orden 2 distinto de cero del paso 2: | 2 3 4 |, éste es el el unico
35 7
1 2 3
menor de orden 3 que existe y, dado que | 2 3 4 | = (21 + 24+ 30) — (27 +
3 5 7

20 + 28) = 75 — 75 = 0, el proceso ha terminado y el rg(A) = 2 (el orden del

mayor menor no nulo de dicha matriz).
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8. Ejercicios

1. Calcular los siguientes determinantes:

-5 —4 0 2 -3 —4 1 1 1 1 i le éf
a) 44—3b)10—20)a2a3ad)1111
—11 —4 -5 — 2 4a? 2
0 0 -5 -6 a a® 9a 1 39 97
2. Obtener los siguientes determinantes:
2 3 -2 4 10 -1 2
3 =2 1 2 2 3 2 =2
3 2 34| |24 2 1
-2 4 05 31 5 =3
a) Desarrollando por los adjuntos de una fila o columna.
b) Haciendo todos los elementos menos uno de una fila o columna cero.
1 0 =2
3.SeaA=| 1 1 1 |. Calcular el determinante de las matrices: 24, A3! y
11 0

(A31)L,

4. Hallar la inversa de las siguientes matrices:

-1 1 2| v
o 1 1 2 3 5 -5
3 -4 -5 8

5. Calcular el rango de las matrices siguientes:

2
1 c)

N =
w =

123 2 b2l

132 2

Vo235 b 2 4 3 4
1345 01 a
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