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Técnicas del lugar de Raices (LDR)

» La  respuesta del régimen  transitorio  depende,
mayoritariamente, de la ubicacion de los polos del lazo
cerrado.

» Con el proposito de conocer los polos de la cadena cerrada,
sin calcularlo analiticamente, se presenta una técnica grdfica
que muestre su colocacion en el dominio complejo, a partir de
la informacion de la cadena abierta.

» Su importancia actual es el de ajustar el punto de
funcionamiento de estos sistemas mediante la variacion de
algun parametro intrinseco, en general, la ganancia estatica.
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Técnicas del lugar de Raices (LDR)

» La técnica del lugar de raices muestra las infinitas
soluciones del polinomio caracteristico de la cadena
cerrada, | +G(s)H(s), a traves de una representacion grafica
en el dominio complejo, empleando solo la informacion
de los polos y ceros de la cadena abierta.
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Ejemplo (rltool — Matlab)
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Matlab e
>>GH=tf([1 0.5],[1 3 12 -16 0]) Ll s e
>>r|t00|(G H) J SISO Design for SISO Design Task MEE D8RS H

Eile Edit View Designs Analysis Tools Window Help
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Step Responze
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Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)
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Lugar de las raices

» El metodo del lugar de las raices, LDR, consiste en un
conjunto de reglas mediante las cuales se puede
determinar la posicion de los polos de la cadena cerrada,
cuando uno o varios parametros de la FDT del sistema,
en bucle abierto, varian desde -0 a +oo. Normalmente
este parametro suele ser la ganancia estatica, k.

» Tipos:

» Trazado directo k >0 e inverso k <0.

» Contorno de las raices.
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Fundamentos

» Criterio del modulo y del a

rgumento

E(s)
&t@% G() o ___G(s) Polos  1+G(s)H(s)=0
- M (S) = —
[ 1+G(s)H(s) Cadena  G(s)H(s)=-1
1 HE) cerrada |
[G(s)H(s) =1
> Ejemplo arg(G(s)H(s))=z(29+1) q=0x1%2,...
Entrada Ganancia G Scope 3// d, j 2 ‘Sp + a‘ _
: \182 | o \\ﬂl s, +b[s, +]
— o BE— Vi fa) A
f;; s=-c s=-a s:-b _ ‘Sp +bHSp +C‘ _ d2 .d3
Un punto pertenece al LDR si: s, +4) d,
arg(G(s)H(s) =cx —(B.+ 3,)=1802q+1) q=041+2,
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Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (1/4)

» Regla |: Numero de ramas

» El numero de ramas del LDR es igual al nUmero de polos de la cadena
abierta.

» Regla 2: Puntos de inicio y final

» Cada rama del LDR comienza en un polo de la cadena abierta, para el
cual corresponde con k=0, y termina en un cero de la misma,
correspondiente a k=0, Si el numero de ceros es inferior al de polos,
existiran un numero de ceros en el infinito complejo igual a la diferencia
entre los polos y ceros en cadena abierta.

» Regla 3: Lugar de las raices que estan en el eje real

» Un punto situado sobre el eje real pertenecera al LDR, si el nimero de
polos y ceros contados desde la derecha hacia la izquierda, esto es,
desde los positivos reales hacia los negativos reales del dominio
complejo, es un numero impar de ellos.

» Regla 4: Simetria
» ElI LDR es simétrico respecto del e
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Ejemplo 10.1

» Trazado del LDR del

siguiente sistema de control

LOR
T

08
0B
M g : :_13 F|_| 041
Entrada Ganancia Gpia Scope E 02r k=inf k=0
§ Opeee e ——— TR TSR .
T 02t
04f
R1: Numero de ramas 1 oo
R2: k=0  s=-1
k=40 s=-3 35 3 25 2 45 4 ©5 0 0%

R3: Ramas en el gje real

| NMatlah
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Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (2/4)

» Regla 5: Angulos de las asintéticas

» Las ramas del LDR que terminan en el infinito complejo son
asintoticas a rectas cuyos angulos con el eje real vienen dados por
la expresion:

9, = (2?:1%'” q=0+1+2,...

» Regla 6: Centroide de las asintotas

» Las asintotas, las provenientes de la anterior regla, cortan al eje
real en un punto situado a una distancia o, del origen, dado por:

‘G _ X partesreales polos GH(s)—X partesrealescerosGH(s)
=

n na
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Ejemplo 10.2

» Calcular el LDR del equipo Peltier sometido a una
realimentacion unitaria.

0,045
’v‘w - >| : - >
(5+0. 0T)is+0.525)

Entrada GZanancia Gpig Scope

————————————————————————————————————————————————————————————

AN
R1 4 !
e 2| v Uor(s) 0045 U con(s)
4l U.’-"'/ 6 " (5+ .. I_,+ | :] _____________
uel o—ANA - 1_/_':"3[ L_s 0.525); +0.07
Lo
R2 = uAT41
et 0
¥ | Amplificador de error FDT Peltier
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Ejemplo 10.2

» Calcular el LDR del equipo Peltier sometido a una
realimentacion unitaria.

LDR
T

M

Entrada
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| : 0.045 > ]
rs+0.07)E+0.525)

0.2

01ar

GZanancia Gpig Scope

R1: Numero de ramas 2.
R2: k=0 s=-0.07.
k=0 s=-0.525.
R3: LDR en el eje real entre -0.07 y —0.525.
R4: Simetria respecto al eje real.

(2q +1)7Z' T 31

2 22

R5:9 =

01

00sr

Bie imaginario
o
T

005

01

01aE

0z 1 1 1 Il 1
-0B 45 -0.4 03 -02
Be real

1
-0 1}

0.1

ena99 com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al

Articulo 17g1 de la Ley de Servicios de'la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Sila mformaClon contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.




Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (3/4)

» Regla 7: Angulos de salida y de llegada para raices
complejas conjugadas

» Los angulos de salida/llegada de los polos/ceros complejos de

la cadena abierta forman una tangente a la correspondiente

rama del LDR respecto el eje real que habra de aplicar el
criterio del argumento:

arg(G(s)H(s))=(2q+1)r q=0+122,...

» Regla 9: Interseccion del LDR con el eje imaginario

» Los puntos de corte del LDR con el eje imaginario corresponden
a polos que hacen al sistema criticamente estable, lo que implica
la aparicion de una fila de ceros en la tabla de Routh.
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Ejemplo 10.4.

» Determinar el LDR del siguiente sistema de control

O > o S [m=
{1+ 2)(5+1-172) 3|
Entrada3 Ganancia G Scoped
HZ(g ]
10 1
i
{2+ ot
R1: N° de ramas 3 4
§=-2 2 3
R2: k=0 S=-1+j2 )
s=-1-j2 R7: Angulos de salida de los polos complejos de la cadena abierta:
R3: Ramas en el eje real
R4: Simetria con el eje real _(181 + 1, +,B3) - (Zq +1)'77 = f?
T o 2
Rs1g, =20+l 7 5 fp=+5<>90° f=arcy (Z—_J =634 f3 =26.56°
3 3 3
S(-1-1-2)-0 4 . R9: Los polos para la ganancia critica seran de +j3.
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Reglas para el trazado directo del lugar de las raices (4/4)

» Regla 8: Puntos de dispersion y confluencia
» Los puntos de dispersion y confluencia seran las raices de la
derivada de k respecto a s igualado a cero:

1+G(s)H(s) =B(s)+kAs)=0 = k= _AIZ’S) % __ B'(S)A(Z)\Z—(S(S)A' (s) _ 0

» Para polinomios caracteristicos mayores al tercer orden un
método iterativo se plantea. La alternativa es la siguiente
ecuacion:

» Regla 10:Valor de k

Cartagena99

WWW. cartf%gena99 .com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al
Articulo 17.1 de la' Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Sila mformaClon contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.



Ejemplo 10.3

» Calcular el LDR para la estructura de realimentacion indicada en la figura

adjunta.
A : o] B IR
(= 1a=+2) :
Entrada Ganancia Gpiz) Scope 1L sigma=-1.4
1_ I 2r
(5+3) st :
Hiz) at
R1: Nl:lmero de ramas 3 *y -3!5 3I -2!5 zl 1!5 -1I -0!5 [ 0!5 1
S=-1
R2: k=0 S=-2 Rg:—+ 1 1 45
S=-3 (O'd +3) (O'd +1) (O'd +2)

R3: Ramas en el eje real
R4: Simetria sobre el eje real.

(o4 +Wo, +2)+(0, +3)oy +2)+(0, +3)o, +1)=0

2 _
R5:,9a=( q3 )”=%,7z,5§ 30% +(3+5+4)o, +(2+6+3)=0 = 307 +120, +11=0=>0=-1.42
3k(s+3

A~ _—1-2-3 _ 9 R9: M(S): 3 . o0 (44 ),\ . _La ganancia critica es de k= 20

[ CLASESP RTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
( : rt n LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

a age 39 9 ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

(9] \-I-,L_l. VJI

brmacion contenida en el presente documentg en virtud al

Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,

Artict |§?‘W&l§@@i@E@C%?Ssrﬁéﬂgns‘?gg'&%% de Ty

olesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.

Si la ibforma




Formas basicas del LDR

» Sistemas de primer orden

=+h

Ay >{k . >
s+a

Entrada Ganancia GpiE Scope

» Sistemas de segundo orden

W 1 ] o
a.32+h s
Entrada Ganancia Gpig Scope

Y

k=0

Cartagena99

N
ol
N
~
\I
o

WWW., cartz%g
Articulo 17.1 de la' Ley de Servicios de la Sociedad.

ena99 com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al
de la Informacion y de Comercio Electrénico, de 11 de julio de 2002,

Sila mformaClon contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.




Adicion de polo a un sistema de segundo orden simple

I

Entrada

Cartagena99

WWW. cartz%g
Articulo 1

S

Fanancia

1
P
(=+ax=th)
Gpis) Scope
1
J— ————————|
=+
Hi=)

e la Informacion y

de
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Adicion de un ceros a un sistema de segundo orden simple

—p - L] 1 i
il (s+a)(s+h) > b
Entrada Ganancia Gp(S Scope 0sl 1
T < IR
H(s) Al 45
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Practica de laboratorio

» Calcular el LDR del equipo Peltier sometido a una
realimentacion unitaria.

3I0(s+1/2 n.045
J > > (e+122) > p]
(s+1) (5+0.07)(s+0 525)

Red adelanto de fase Modelo Peltier

Vs

IJodelo Peltier 9
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Practica de laboratorio

ru SISO Design for SISO Design Task EEES)
File Edit View Designs Analysis Tools Window Help
[F]x 0 % &+ |[RE MW
Root Locus Editor for Open Loop 1 (OL1)
1.5
ru LTI Viewer for SISO Design Task = E &1
1k . Eile Edit Window Help
0D&S| %S|
05 T Step Response
1.4 T T T
»
=
= 1 - 1.2 =
o] e e — .
T = — - — - - — |— - — - = - — - — - — - — - — - — - — - — - — - ——
05 0 A4  L._-.___ e e
g 08 ! ! ! -
1 F = i I | I
e | | | i
| | |
0.4 . \ ' _
-1.5
14 o 1 08 06 04 0.2 0 | | |
Real Axis i i i
02 , , , -
Right-click on the plots for more design options. | | |
0 1 It || [ I I 1 1 I
0 1 1
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Practica de laboratorio

J > > 30(s+1/2) > 0.045 > |:|
(s+1) (s+0.07)(s+0 525)
e Red adelanto de fase Modelo Peltier Seope
151+2s 0.045
U(s) T 1+s (s+0.07)fs+0.525) _ 1.35(s+0.5)
Uy(s) 115142 0.045 s® +1.59552 +1.985 +0.712
" 1+s (s+0.07)s+0.525)
u,(s) 1.35(s+0.5) 1.35(s+0.5) N 1.36

U,(5)  s°+15955° +1.985+0.712 (5+0.496)(s’ +1.15+1437)  s° +1.1s+1.437

Los polos son -0.55+j1.065. El sistema es sub-amortiguado, luego los valores de los puntos caracteristicos son:

Step Response

1.4

t,=957s t,=29 t =195 M =196% ..

T

= A

¥
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Reglas para el trazado del lugar inverso

» En el trazado de las ramas del lugar inverso de las
raices la ganancia de la cadena abierta resulta negativa
y el criterio del argumento cambia |80°.

—o0<k<0
» El criterio del modulo se mantiene, pero varia el del
argumento. Las reglas que se modifican son las reglas

3,5y 7.

N
ol
N
N
\I
o

Cartagena99

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al
Articulo 17.1 de la' Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,
Sila mformaClon contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.



Reglas para el trazado inverso del lugar de las raices

» Regla 3: Comportamiento en el eje real

» Un punto situado sobre el eje real pertenecera al lugar inverso de
las raices, si el numero de polos y ceros contados desde la
derecha, esto es, desde los positivos reales hacia los negativos del
dominio complejo, es un numero par de ellos.

» Regla 5: Angulos de las asintéticas
_Q-2n

9 =" q=04142,...
Nn—m

» Regla 7: Angulos de salida y de llegada
arg(G(s)H(s))=q-2r  q=0+122,...
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Sistemas de fase no minima

» Supongase una planta sobre-amortiguada modelada por Ziegler-Nichols
que se le dé una realimentacion unitaria:

il »Q o>yl 210 »| ]
: (s+1/T)

Entrada Ganancia
I Gp( Scope

» La ganancia de la cadena abierta se aproximara por Pade a:

1_T7ds S—

G(s)H(s)=k 2 =k

[1+T2ds)(1+sT) T(5+T2JTES+

- AT /
Al |
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Ejemplo 10.5

» En el trabajo de campo, los resultados del equipo de
practicas Peltier ante una entrada en escalon se
caracteriza por un modelo de Ziegler-Nichols de plantas
sobreamortiguadas. Las medidas realizadas dan un retardo
aproximado de 4s., el tiempo de establecimiento es de 45
segundos Yy tiene una ganancia estatica de [.22.
Determinar el trazado del lugar de las raices.

r ~ 4 i
ved e NV e () aoss  |Vacon(®)!

______________

- *|
R1 o "B (s +0.523] +007)
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Ejemplo 10.5

(5)= (1-2sp.22  -0.09s-0.5)
P (1+2s)1+13.66s) (s+0.5)s+0.073)

0.8

R1: NUmero ramas =2

06+

R2: k=0 s=-0.5 o4t
s=-0.073 ol
k=« — s+0.5 1
R3: Ramas del eje real
R4: Simetria o
R5: ‘9a = @ =360 -0:5
2-1
R6:0, = _0'5_3013_0'5 o, =—1.0073
—0.073-0.5
R8: Punto de dispersion: 1 1 1
—+ =
o, +05 o,+0.073 *1 —0.5
11 1 : : _—
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Ejemplo 10.5

G.(s)= (1-2sp.22  -0.09s-0.5)
P (1+2s)1+1366s) (s+0.5)s+0.073)
R8: Punto de dispersion: 0

%%Symbolic toolbox
>>Syms S
>>k=(s+.5)*(s+.073)/(.09*(s-.5))
>>diff(k,s)
>>pretty(diff(k,s))
>>solve(diff(k,s))

R9: s2+(0.579-0.09K)s+0.0365+0.045Kk

s2 1 0.0365+0.045k
sl 0.579-0.09k « _0579_ .
s®  0.0365+0.045k 009
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Ejercicio 10.4

La figura muestra, de forma basica, un sistema de reconocimiento astronomico.
En ella se puede ver como este satélite esta formado por dos bloques (unidos
por conexiones no rigidas), siendo el mayor de estos bloques el que contiene el
sistema de comunicacion, propulsion y fuentes de alimentacion; mientras que el
otro bloque solo contiene sensores que deben estar aislados de las vibraciones
del primer bloque. Si la estructura metalica de conexion entre los bloques se
modelan por un resorte, K, y un rozamiento equivalente, B. Se pide:

1. Demostrar la FDT entre el giro del segundo
blogue respecto al par dado en el blogue

principal: 0,(s)  0.6(s+2.97)
T(s) sz((s+3)2 +32)

2. Si el sensor de posicion del blogue segundo y
el elemento de potencia tienen FDT unitaria,
dibujar el diagrama a bloques del sistema de
control realimentado.

2 Natarminar al trazadr
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Ejercicio 10.4

|. El conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que caracteriza
dinamica de rotacion del satélite son:

T(t)=2,6,t)+K(6:(t)-6,(t) + Bl
K(6,(6)-0,(t)+ B6,(t)-6,(t)) = 9,6, ()

6,(s) K +sB 0.6(s +2.97)

s2(3,- 3,52 +B(3, + 3, )6+ K(3, +3,))  s2((s+3)F +3?)

Etapa de potencia

M . ;D—p 1

Sefnal de mando Compensador

0.6(s+2.97
(=+2.97) o]
ST R 3T

Angulo de 2° blogque

Flanta

la
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Ejercicio 10.4

R1: N° de ramas 4

R2: k=0 (0,0,-3+{3) k=w0 (-2.97) i f

R3: Ramas en el eje real r /

R4: Simetria con el eje real

(2q+1)7r T S )
3 373 A

R5:0, =

R6: 0, = (—0—0—:«;—3)+2.97 .1

R7: Angulos de salida de los polos complejos de la cadena abierta: ~ sase

a—2p,+p,+p,)=(2q9+1)x a;ﬁ3=+%3:900 ﬂlzyz—arctg@:%’” B,=—=

R8: Hay el punto de dispersion de los polos dobles del origen y un punto de confluencia que se calculara
de manera numeérica:

2-(0CS+3)+ 1 N 1 1
(0:+3f +32 (0:+0) (0:+0) (0.+297) -3.5 -4.44  -4.37

R9: D(s)=s*+6s%+18s? +0.6ks +1.78k
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Ejercicio 10.4

R3: Ramas en el eje real
R5: 0, =2 _ 2% 2%
3 3 3
R7: Angulos de salida de los polos complejos de la cadena abierta:

a_(zﬂl + 5, +ﬂ3):2-ﬂq B, 5_6%

10

- >>g=tf(.6*[1 2.97],poly([0,0,-3-3*,-3+3*i]))
>>rltool(g)

Imaginary Axis
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Examen (enero 2017)

Se ha introducido un sencillo control de velocidad manejado por el usuario para el Airwheel de la
figura. De manera simplificada, y en condiciones ideales sin pendiente y para un peso de usuario
medio, se ha obtenido un modelo del comportamiento del sistema control-vehiculo, tal y como
se refleja en el diagrama de bloques. Se ha modelado ademas el efecto que provoca la pendiente
del terreno sobre la respuesta en velocidad del sistema. Se desea estudiar el efecto de la ganancia
K de un controlador proporcional. Se pide:

I. Razonar mediante el uso del lugar de las raices el efecto que tendra la modificacion del valor
de K sobre el tiempo de establecimiento, la sobreoscilacion, el régimen permanente y la
estabilidad. ;Cual es el valor maximo admisible de K para que el sistema sea estable? NOTA:
Para obtener el punto de dispersion calcular y obtener la ecuacién correspondiente sin
resolverla

Pendiente 4
Pz

-5
=+1

Cortmil P Ftm-rmarmato Comtml-vehicwo
e o+ ] e | [=n! | | O |

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 68
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Examen (enero 2017)

Luego hay cuatro ramas, las cuales terminan todas en infinito.
180(2q+1)

Fendiente

Las asintotas: , = = 45,135,—-45y — 135 Fis)

. : ~10-20~24j=2-J)
Centroide: g, = el - g5

4 -
Angulo de salida de los polos complejos: +51
1 1 o
ay=0— a_,_j—a_o—a_+180(2q + 1) = =90 — atan_ — atan —+ 180 = 80
8 18 Contmd B Fitm-nand Chntmlbvehicul
La K critica y el punto de corte con el eje imaginario lo obtenemos por Routh: v v o
P(s) = 1+ KG(s)H(s) = s* + 3453 + 32552 + 9505 + 1000 + K, pp Vet o o L5 50 [, 02 | ;
4 1 325 1000 + Kygyr . s+10 shHis4h | 4
s3 34 950
52 m 1000 + Kldr Va Tacéngm
s n *
20
sl 1000 + Kq, ot

m = 297.05

_297:950-34(1000+Kqy) _

e 0 = K4, = 7298 y dado que K4, = 200K la K critica es% = 36

Si hacemos uso del polinomio auxiliar. obtenemos el corte con el eje imaginario dado que toda la
columna es positiva: D(s) = 297s% + 8298 = 0 = s = +5.28j

dK, d . :
d‘s‘" = — 2 (s* + 345 4 32557 + 9505 + 1000) = 0
(453 + 10252 + 6505 +950) = 0 = s = —165, —6.86, —2.09
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