Sistemas de ecuaciones lineales

Este tema resulta fundamental en la mayoria de las disciplinas, ya que son muchos los
problemas cientificos y de la vida cotidiana que requieren resolver simultaneamente

varias ecuaciones lineales para hallar las soluciones comunes a todas ellas.

1. Conceptos preliminares

Una ecuacién es una igualdad que establece una relacién entre variables des-

conocidas y que, por ello, se les denomina incégnitas.
Ejemplos:
x + 3y% — 2y = 1 es una ecuacién con dos incégnitas: = e y.
x + 1y = 20 es otra ecuacién con dos incégnitas: z e y.
3x 4+ 2y + 62 = 6 es una ecuacion con tres incognitas: x, y y z.

Una ecuacion se llama lineal si es de la forma a;z1+asx2+. .. +a,x, = b, donde
X1, %9, ..., T, son las incognitas, ay, as, ..., a, son nimeros conocidos denominados

coeficientes y b es también un nimero conocido denominado término indepen-
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2 Sistemas de ecuaciones lineales

incognitas para que la igualdad sea cierta.

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

2. Sistemas de ecuaciones lineales. Definicion

Se llama sistema de ecuaciones lineales a un conjunto de cuaciones lineales cuyas
soluciones, si las hay, han de ser simultdaneamente soluciones de todas las ecuaciones

del sistema.

Es decir, un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales

de la forma:

anTi + a1y + a13r3 + ...+ apr, = b
a21T1 + ag9xo + 23X3 + ...+ agnTy, = b2 (1)

Am1T1 + Am2T2 + Gp3T3 + ... + CGppTyp = bm
donde, z; con? = 1,...,nson las incognitas, a;; € IR, coni =1,... . myj=1,....n
son los coeficientes y b; € IR, con ¢ = 1,...,m, son los términos independientes del

sistema.
El sistema (1) se dice que es un sistema de m ecuaciones y n incégnitas.
Ejemplo 1: El sistema

T+ 225 + 23
31‘1 + Ty — 2[E3

I
B = N

4%1 - 3]}2 — X3
2.2131 + 4.172 + 2.733 =

es un sistema de 4 ecuaciones con 3 incégnitas.
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Sistemas de ecuaciones lineales 3

4 incognitas.

ry + ro —+ rs + Ty = 0
r1 + 3x9 + 223 + 4dxy = 0
2!13'1 + rs — Ty = 0

3. Expresiéon matricial de un sistema

El sistema (1) se puede expresar en forma matricial como AX = B, donde:

a1 a2 ... Qip
a a ceeoa . .
A= 2 e 2n | de orden mxmn, es la matriz de los coeficientes,
AQm1 Am2 ... Omn
I
X = 2 |, de orden n x 1, es el vector o la matriz de las incégnitas
Tn
b1
bo . .
y B = “ |, de orden m x 1, es el vector o la matriz de los términos
bm
independientes.

Ejemplo: En el sistema del ejemplo 1, se tiene que:

1 2 1
3 1 =2 : .

A= 43 1 | de orden 4 x 3, es la matriz de los coeficientes,
2 4 2
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

y B = , de orden 4 x 1, es el vector o la matriz de los términos indepen-

= W~ N

dientes.

Se llama matriz ampliada del sistema a la matriz de orden m x (n + 1) que
se obtiene al anadir a la matriz de coeficientes la columna de los términos indepen-

dientes, es decir,

a1 a19 RN Q1n bl
a a ... a b
Umi Qma -+ Gmn | Om

Ejemplo: En el sistema del ejemplo 1,

1 2 1|2

301 2|1
(A|B) =

-3 1|3

2 4 2|4

es la matriz ampliada.

4. Solucién de un sistema de ecuaciones lineales

Un conjunto ordenado de numeros reales (s, S, ..., S,) es una solucién del sis-
tema (1), si al sustituir las incégnitas xy,zs,...,x, por los respectivos valores
S1,Sa,...,8, se verifican a la vez las m ecuaciones.

Resolver un sistema de ecuaciones lineales es hallar, si existen, todas sus solu-

clones.
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Sistemas de ecuaciones lineales 5

reales que tengan, en:

1. INCOMPATIBLES si no tienen solucion.
2. COMPATIBLES si tienen solucion.

2.1. DETERMINADOS si tienen una unica solucién.
2.2. INDETERMINADOS si tienen mas de una solucién.

Observaciones:

- Un sistema homogéneo siempre es compatible, pues 1 =253 = ... =2, = 0

siempre es solucion del sistema.

- Si el sistema homogéneo es compatible determinado entonces xy = x9 = ... =

T, = 0 es la tnica solucién del sistema.

5. Existencia de soluciones

Teorema de Rouché-Frobenius. La condicién necesaria y suficiente para que
un sistema de ecuaciones lineales tenga solucién, es decir, para que sea compatible,

es que rg(A) = rg(A|B), donde A es la matriz de coeficientes y (A|B) la matriz

ampliada.

Si el sistema es compatible, es decir, si rg(A) = rg(A|B), se verifica que:

- Sirg(A) = rg(A|B) = numero de incégnitas, entonces el sistema es compatible

determinado.
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6 Sistemas de ecuaciones lineales

Ejemplo 1: A continuacién se obtiene, aplicando el método de Gauss, el rango
de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada del sistema del ejemplo 1 dado

en la pagina 2.

1 2 1|2 3 1 2 1] 2
4 =3 —1|3 | F5—4F 0 —11 —5|—5
2 4 24 ) F-2F 0 0 0] 0
. 1 2 1| 2 12 1|2
BP0 1 1) 1 [ Reus | 001 11
0 —11 —5|—5 00 6|6
0 0 0] 0 0000

Por tanto, rg(A|B) = rg(A) = 3 (numero de filas no nulas de la matriz escalo-
nada), por lo que el sistema es compatible. Por otro lado, se tiene que rg(A|B) =
rg(A) = 3 = ndmero de incdgnitas, por lo que el sistema es compatible determinado

y tendra una tunica solucién.

Ejemplo 2: Consideramos el sistema del ejemplo 2 dado en la pagina 2. Sabemos
que el sistema es compatible, ya que es un sistema homogéneo, e indeterminado,
puesto que tanto el rango de la matriz de coeficientes como el de la ampliada es
menor o igual que 3 (1 < rg(A4) < min{m,n}), que en este caso es menor que el

nimero de incognitas.

Concretamente, el rango de la matriz de coeficientes y de la ampliada es 2, ya que
1

existe un menor de orden 2 distinto de cero, = 2 # 0, y todos los menores

de orden 3 son cero.

Por tanto, la solucion depende de un nimero de parametros igual al nimero de

incognitas menos el rango, es decir, depende de 4 — 2 = 2 pardmetros.
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Sistemas de ecuaciones lineales 7

Ejemplo 3: Dado el sistema:

r, + To + 21’3 + Ty = 5
201 + 3w — x3 — 214
4.CB1 + 5£E2 + 3373 =7

Il
DO

A continuacién se calcula el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada

del sistema aplicando el método de Gauss.

11 2 1|5 F 11 2 1| 5
(AB)=|2 3 -1 =2|2 | g,—2p, —| 0 1 —5 —4| -8
45 3 0|7) p—4aR 01 -5 —4|-13

BB g 1 5 —4] -8

Por tanto, rg(A|B) = 3 # rg(A) = 2, por lo que el sistema es incompatible.

6. Sistemas equivalentes

Se dice que dos sistemas son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

Dos sistemas de ecuaciones equivalentes no tienen que tener el mismo nimero

de ecuaciones, aunque si es necesario que tengan el mismo nimero de incégnitas.

Existen transformaciones sobre las ecuaciones de un sistema que pasan de ese

sistema a otro equivalente a él. Estas transformaciones son:

- Intercambiar ecuaciones.

- Intercambiar el orden de las incégnitas.
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8 Sistemas de ecuaciones lineales

- Suprimir una ecuacion que es combinacion lineal de otras.

Mediante la aplicaciéon de estas transformaciones se puede obtener otro sistema
equivalente al inicial y que sea mas sencillo de resolver. Esto resulta de gran utilidad

en la resolucién de sistemas de ecuaciones, como se vera mas adelante.

7. Resolucion del sistema. Métodos directos

Resolver un sistema de ecuaciones es hallar, si existen, todas sus soluciones, por lo
que lo primero que se debe hacer es discutir la compatibilidad del sistema mediante

el teorema de Rouché-Frobenius.

Los sistemas mas sencillos son aquellos en los que solo hay dos ecuaciones con dos
incognitas. En estos sistemas incluso no es necesario utilizar al teorema de Rouché-
Frobenius para discutir la compatibilidad del sistema, ésto se obtiene directamente
al resolverlo. Para resolver este tipo de sistemas existen distintos métodos:

- Reduccién

- Igualacion

- Sustitucion

Estos métodos deben ser ya conocidos, por lo que en este tema nos centraremos
en otros métodos para la resolucién de sistemas de ecuaciones mas complejos. En
el ejemplo siguiente, a modo de recordatorio, se aplican los tres métodos senalados
anteriormente.

r+2y = —3

Ejemplo:
Jemp {—2a7+y = 1
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Sistemas de ecuaciones lineales 9

de donde y = —1 y sustituyendo en la primera ecuacién: x + 2(—1) = —3, se
tiene x = —1. Por lo que la tnica soluciéon es © = —1 e y = —1, es decir, el
sistema es compatible y determinado.

r = —3-2
y—1

xr = 2

- Por igualacion:

dedonde—3—2y:yT_1:>—4y—6:y—1:>5y:—5:>y:_1y

sustituyendo en la primera ecuacion se tiene z = —1.

- Por sustitucién: Despejando = de la primera ecuacion: z = —3 — 2y y
sustituyendo en la segunda ecuacién se tiene —2(—3 —2y) +y =1 = 6 +
dy+y=1= by = —5 = y = —1 y sustituyendo en la primera ecuacién se

tiene x = —1.

Para resolver sistemas con un nimero mayor de ecuaciones y/o de incognitas los
métodos anteriores pueden resultar muy complicados, por lo que conviene aplicar

otros métodos.

A continuacién, se muestran los siguientes métodos:

- Método de Gauss
- Regla de Cramer

- Método de la matriz inversa

7.1. Método de Gauss:

Este método es la generalizacion del método de reduccién y se basa en el concepto de

equivalencia. Se puede utilizar para resolver cualquier tipo de sistema de ecuaciones

linealee Fn la nrdctica og ol métada mdge 1itilizadan
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10 Sistemas de ecuaciones lineales

el sistema A’X = B’ se puede resolver facilmente y las soluciones de este sistema

son las soluciones del sistema inicial, puesto que son sistemas equivalentes.

Dado un sistema de m ecuaciones con n incégnitas, se trata de obtener un sistema
equivalente, de manera que la primera ecuacién tenga n incognitas, la segunda n—1,
y asi sucesivamente hasta llegar a la ultima ecuacién que tendra una sola incognita.
De este modo, se resuelve la tltima ecuacién, a continuacion la pentultima ecuacién,

y asi sucesivamente hasta resolver la primera ecuacién.
Observaciones:

1. Las transformaciones sobre el sistema para obtener otro sistema equivalente
(véase seccion 6) se pueden hacer, prescindiendo de las incégnitas, sobre la matriz

ampliada del sistema, lo que resulta en la practica mas cémodo, ya que:

- Intercambiar ecuaciones (o incégnitas) del sistema equivale a intercambiar las

correspondientes filas (o columnas) de la matriz ampliada.

- Multiplicar una ecuacion por un ntumero distinto de cero equivale a multiplicar

la correspondiente fila de la matriz ampliada por dicho ntimero.

- Sumar a una ecuaciéon una combinacién lineal de las restantes equivale a sumar
a la respectiva fila de la matriz ampliada la correspondiente combinacion lineal

de las restantes filas.

2. Utilizando este método no es necesario estudiar primero la compatibilidad del
sistema con el Teorema de Rouché-Frobenius, puesto que las transformaciones para
obtener un sistema equivalente, descritas en la seccién 6, son las mismas que las

que se hacian, en el tema Matrices y Determinantes, para el calculo del rango de
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Sistemas de ecuaciones lineales 11

Ejemplo 1: Consideramos nuevamente el sistema dado en el ejemplo 1 de la
pagina 2:

T+ 21’2 + I3
3[E1 + T9 — 21’3

I
B W~ N

41’1 — 31’2 — X3
21‘1 + 41’2 + 2[E3 =

Para discutir la compatibilidad del sistema, mediante la aplicacion del teorema
de Rouché-Frobenius, en la seccién 5 se utilizdé el método de Gauss, realizando
sobre la matriz ampliada las transformaciones necesarias para obtener una matriz
escalonada equivalente por filas a ella, con el objetivo de calcular el rango de la

matriz de coeficientes y de la matriz ampliada. Concretamente, se obtuvo:

12 12 1 2 1|2
4 -3 —-1|3 0 0 6|6
2 4 2|4 0 0 0]0

y r1g(A|B) = rg(A) = 3 = numero de incdgnitas, por lo que el sistema es compatible

determinado y tendrd una tnica solucién.

Estas transformaciones también dan lugar a un sistema equivalente mas sencillo
y con las caracteristicas descritas anteriormente, es decir, que cada ecuacion tenga
una incognita menos que la ecuacién anterior. Por lo que también ya se ha aplicado

el método de Gauss para la resolucion del sistema.

La matriz obtenida es la matriz ampliada de un sistema equivalente al inicial:

T+ 25(72 +xr3 =
i) + r3 = 1
6&73 =

Se resuelve este sistema:
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12 Sistemas de ecuaciones lineales

Finalmente, se sustituyen x5 = 0y x3 = 1 en la primera y se obtiene que z; = 1.

La solucién de este sistema es 1 = 1, 19 = 0 y 3 = 1 y también es la solucién

del sistema inicial por ser sistemas equivalentes.

Ejemplo 2: Consideramos el sistema dado en el ejemplo 2 de la pagina 2:

1 + Ty + x3 + x4 = 0
T, + 3z9 + 21‘3 + 411’4
2%1 + r3 — Ty = 0

I
o

El sistema es compatible, porque es un sistema homogéneo.

A continuacién se aplica el método de Gauss para resolver el sistema:

111 1]0 F 1 1 1 1[0

(AB)=|132 40| p—p —[0 2 1 30
201 =10 F3 — 2F, 0 -2 -1 =310
11110

R0 2 1 3]0
00000

Por tanto, como se habia comentado anteriormente, con el método de Gauss
vemos también que el rg(A|B) = rg(A) = 2 (véase seccién 5, pagina 6), por lo que el
sistema es indeterminado y la solucién depende de un nimero de parametros igual
al nimero de incognitas menos el rango, es decir, la solucién depende de 4 — 2 = 2

parametros.

La ultima matriz obtenida al aplicar el método de Gauss es la matriz ampliada

de un sistema equivalente al inicial:

$1+Q32+$3+I4:O
2$2+!B3+3£L’4:O
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Sistemas de ecuaciones lineales 13

Sustituyendo en la primera ecuacion xy = —%.’L‘g — %m, se tiene 1 = —%xg—i- %m.

Por tanto, para cada valor fijado de x3 y x4 se tiene una solucion del sistema,

por lo que hay infinitas soluciones.

La solucién del sistema es:

—_

mlz—%)\—i-%u, :ng—?)\—%,u, Tg=Ny xg=p,con A\ p€IR.

7.2. Regla de Cramer:

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si tiene
el mismo ntimero de ecuaciones que de incognitas y el determinante de la matriz de

los coeficientes no es nulo.

Un sistema de Cramer es, por definicién, siempre compatible y determinado.
Puesto que, al ser el determinante de la matriz de coeficientes no nulo, el rango de
esta matriz es igual a n (nimero de incégnitas o nimero de ecuaciones). También
el rango de la matriz ampliada es n, pues esta otra matriz tiene n filas y n + 1
columnas y su rango no puede ser mayor que n. Por tanto, aplicando el teorema de

Rouché-Frobenius, el sistema es compatible y determinado.

La resolucién de un sistema de Cramer puede efectuarse mediante la siguiente

regla:

Regla de Cramer: En un sistema de Cramer, cada incégnita z; puede obtenerse

mediante el cociente de dos determinantes. El numerador es el determinante de la
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14 Sistemas de ecuaciones lineales

Ejemplo: Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

2LL’1 + 3.772 + T3 = 9
r, + 2%2 + 31’3 = 6
3l‘1 + To -+ 2ZL‘3 = 8

aplicamos la regla de Cramer para su resolucion.

Podemos aplicar la regla de Cramer puesto que es un sistema de Cramer, es decir,

2 31
tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitasy [A] =] 1 2 3 | =18 #0.
3 1 2
Entonces,
9 3 1 2 91 2 39
=156 2 3|=%33, wm=15]163[=8 vy m=%|126|=1
8 1 2 3 8 2 3 1 8

Este método no resulta muy aconsejable para los sistemas de més de 3 ecuaciones
con 3 incognitas, pues el calculo de los determinantes de orden superior a 3 puede
resultar una tarea mas ardua que los calculos matriciales que exige el método de

Gauss.

La regla de Cramer también se puede usar en sistemas compatibles indetermi-

nados. El ejemplo siguiente ilustra como se procede en estos casos.
Ejemplo: Consideramos el sistema de ecuaciones del ejemplo 2 de la pagina 2:
r1 + T9 + x3 + x4 = 0

r1 + 3xy + 223 4+ 4dxy 0
21’1 + rs — Ty = 0

Este sistema no es un sistema de Cramer puesto que no tiene el mismo ntmero de

. . s .
Ac11TacriNmnNAQ N1e f“ID 1neagnitag
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En la seccion 5, pagina 6, vimos que el rango de la matriz de coeficientes y de la

ampliada es 2, ya que existe un menor de orden 2 distinto de cero, =2+#0,y

todos los menores de orden 3 son cero. Entonces, la tercera ecuacién es combinaciéon
lineal de las otras dos, ya que este menor corresponde a las dos primeras ecuaciones,
y podemos prescindir de la tercera ecuacién puesto que el sistema resultante es

equivalente al inicial:

T + x2 + w3 + w14 = 0
$1+3$2+2I3+4$4:O

En cada ecuacion, se pasan al término independiente todas las incognitas no
implicados en el menor distinto de cero, multiplicadas por el correspondiente coefi-

clente:

r, + Ty = —X3 — X4
T 4+ 39 = —2x3—4ry

Ahora tenemos un sistema de Cramer con 2 ecuaciones y dos incognitas: x; y xa,

donde la matriz de los coeficientes es ( 1 ; ), cuyo determinante es distinto de

. . : —x3—
cero, y el vector de los términos independientes es 3 1.
—2373 — 433‘4

Aplicando la regla de Cramer a este sistema, se tiene:

1 —x3— x4 1 1 1
T =75 = —5T3+ 5%
! 2 —2$3—4I4 3 273 27 Y
azzzl ! T :—l$3—§374
201 —2a5 — day 27 2
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16 Sistemas de ecuaciones lineales

7.3. Método de la matriz inversa:

En la seccion 3 vimos que un sistema de ecuaciones lineales se puede expresar en
forma maticial como AX = B, donde A, X y B son las matrices ya definidas de
los coeficientes, las incégnitas y los términos independientes, respectivamente. El

objetivo es calcular la matriz X de las incognitas.

Si la matriz A tiene inversa, es decir, si A es una matriz cuadrada, o equivalen-
temente si el sistema tiene el mismo ntimero de ecuaciones que de incégnitas, y el
determinante de la matriz de los coeficientes es no nulo, esto es, si es un sistema
de Cramer, también se puede resolver, aprovechando el concepto de matriz inversa,
multiplicando a la izquierda en ambos miembros de la igualdad AX = B por la

matriz inversa de A:

A7 (AX) = A7 B, y aplicando la propiedad asociativa del producto de matrices,

se tiene

(A7'A)X = A7'B, es decir, IX = A7'B, y puesto que la matriz identidad, I,

es el elemento neutro del producto de matrices se llega a la expresién: X = A71B.

Este método tiene el inconveniente de necesitar calculos incomodos, pero la ven-
taja de resolver, sin tener que repetir la resolucion completa, los sistemas que se
obtienen al cambiar tinicamente los términos independientes, lo que resulta de gran

utilidad en muchos problemas practicos.

Ejemplo 1: Consideramos el sistema de ecuaciones dado en la subseccién 7.2

de la pagina 14:

JQZL’1+3ZE2+ I3:9
.T1+2£E2+3$C3:6
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2 31

Puesto que |[A|=| 1 2 3 |=18 #0, existe la matriz inversa de A. Por tanto,
3 1 2
o de

podemos aplicar el método de la matriz inversa: X = A~'B.

1 =5 7
En primer lugar se obtiene la matriz inversa de A: A= = Tlg 8 1 —6
-5 7 1
x 1 =5 7 9 35
Entonces, X = A"'B=| gz, | = Tl8 7 1 -5 6 | = Tl8 29
T3 -5 7 1 8 5

Por tanto, z; = %, Ty = %ﬁ v a3 = %

Ejemplo 2: Consideramos el sistema de ecuaciones del ejemplo 2 de la pagina

2:
ry + ro + rs + Ty = 0
r1 + 39 + 223 + 4dzs = 0
2[L‘1 + rs — Ty = 0

En principio no se puede aplicar el método de la matriza inversa a este sistema, ya

que no tiene el mismo niimero de ecuaciones que de incégnitas.

Vimos que el sistema es compatible e indeterminado (el rango es 2 < que el

nimero de incoégnitas, puesto que =2 # 0, y todos los menores de orden 3

son cero) y que este sistema es equivalente al siguiente (seccién 7.2, pag. 15):

$1+$2+$3+5L’4:O
r1 + 39 + 223 + 4dxy = 0

Entonces, podemos pasar al término independiente todas las incégnitas no implica-
dos en el menor distinto de cero, multiplicadas por el correspondiente coeficiente. De

este modo nos aseguramos que existe la matriz inversa de la matriz de coeficientes,

( 1 } \ , puesto que su determinante es distinto de cero:
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18 Sistemas de ecuaciones lineales

Por tanto, se puede aplicar el método de la matriz inversa: X = A~!B.

En primer lugar se obtiene la matriz inversa de A: A~! = % ( i’ _1 )
Entonces, X = A7'B = | ! | = % 3 -1 BT o
T -1 1 —293'3 — 41‘4
% ( T3t T ) Por tanto, xq = —%.’Bg + %354 Yy Xo = —%xg — %m.
—T3 — 3%4

La solucién del sistema es:

xlz—%)\—i-%u, 332:—%)\—%#, Tg=\Ny Tg=p,con A puc IR

8. Ejercicios

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

201 + o+ b3+ 24 = 5
T+ 209 — 13 = 1
r1+ 29 —3x3 —4xy, = -—1
a) —31'1 + T9 — 2£L'3 = 2 b)
45 4 5 31+ 619 — 223 +x4 = 8
— To —4dx3 = —
! 2 5 2wy + 219 + 203 — 31y, = 2

T+ 2.1‘2 - 31’3 - 41’4 = § 21’1 + Ty — I3 = —6

C) T+ 31’2 + T3 — 21’4 = 4 d) 3.1'1 — X9 + T3 = -5

2rx1 + 519 — 223 —bxy = 10 dri + 229 — 223 = —1
—2$1+!B2—3$3 =0 CE1+$2—21‘3+$4+3$5 =1
e) ¢ mxy+ 2wy — 4z = 0 ) 221 — zo + 225 + 224 + 625 =2
1 + 379 = 0 321 + 229 — 43 — 3wy — 9T5=3
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3. Se ha pagado un total de 156 euros por 24 litros de un producto A, 6 kilos de B
y 12 litros de otro producto C. Calcular el precio de cada producto, sabiendo
que un litro de C cuesta el triple que un litro de A y que un kilo de B cuesta

igual que cuatro litros de C més cuatro litros de A.

4. Un almacén distribuye cierto producto que fabrican tres marcas distintas: A,
B y C. La marca A lo envasa en cajas de 250 g y su precio es de 100 euros; la
marca B lo envasa en cajas de 500 g a un precio de 180 euros y la marca C lo

hace en cajas de 1 kg a un precio de 330 euros.

El almacén vende a un cliente 2,5 kg de este producto por un importe de 890
euros. Sabiendo que el lote iba envasado en 5 cajas, calcular cuantos envases

de cada tipo ha vendido el almacén a dicho cliente.
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