Integracion

El calculo integral es de gran importancia en muchas areas de estudio, como la
economia, la biologia, la quimica, la fisica y la matematica en general. Las aplica-

ciones mas conocidas del célculo integral son en:

1. El céalculo de éreas, longitudes de arco y volimenes.

2. La solucién de ecuaciones diferenciales. Por lo que las integrales y derivadas
son de gran utilidad para resolver un gran nimero de problemas en fisica, ya

que éstos se modelizan en su mayoria con ecuaciones diferenciales.

3. El célculo de probabilidades para variables aleatorias continuas.

En este tema vamos a considerar dos partes. En la primera parte nos ocuparemos
del problema de calcular una primitiva o la integral indefinida de una funcion. Es
decir, dada una funcién f(x), queremos determinar otra funciéon F(z) tal que para
todo z del dominio de f(z) se verifique que f(x) = F’(z). Por tanto, en la primera

parte veremos la integraciéon como el proceso inverso de la derivacién.

En la segunda parte se define el concepto de integral de Riemann, o integral
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2 Integracion

por una funcién positiva f(x), por las rectas x = a y x = b, con a < b, y el eje de

abscisas (véase figura 1).

Figura 1:

y=f(x)

Los problemas considerados en ambas partes estan estrechamente relaciona-
dos como veremos mediante el teorema Fundamental del Calculo, que relaciona

la derivada y la integral y facilita el calculo de la integral definida.

Parte I: Calculo de primitivas

1. Funcién primitiva. Definicion

F(z) es una funcién primitiva de f(z) si F'(z) = f(z) para todo = del dominio de

f.
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Integracion 3

2. Funcién integral indefinida. Definicién

Dada la funcién f, se llama funcién integral indefinida de f al conjunto de todas

sus funciones primitivas, y se escribe:

/f(:v)dx:F(:v)—i-C

donde C' es una constante arbitraria y F' una primitiva cualquiera de f.

3. Integrales inmediatas

En la tabla 1 se presentan algunas integrales inmediatas, obtenidas considerando la

integracion como un proceso inverso de la derivacion.

Tabla 1: Tabla de integrales inmediatas

[rdr=rke+C Jotwy (@) de = 9" Lo 1)
[ @y dn = e 4 O Ja g/ () dr = A

/gg/((gf))da: — In|g(z)| + C

/ cos g() ¢'(z) dx = sen g(z) + C / sen g(z) ¢'(x) da = —cos g(z) + C
[secg(a) g'(w) da= [eosec?g(w) g () do =

@+ tg(a)g (@) do = [+ cote?g(@))g(x) dw =

_ Coi;f()x) do = te g(z) + C _ Se?;”&) dz = —cotg g(x) + C
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4 Integracion

Tabla de integrales inmediatas (continuacién)

ﬂdx:arcsen z)+C ﬂdx:arccos r)+C
/ B gl) + /m g(x) +

= —arc seng(x) + C

@) gy~ are t C 9@ g, ¢ C
/1—|—g(3:)2 x = arc tgg(x) + /1 () r = arc cotg g(x) +

4. Propiedades de la integral

Dadas dos funciones f y g que admiten primitiva y una constante k € IR, se verifica:
L@+ g@) de = [f@)de [g(x)da
2, /kf(x) dr = k;/f(x) dz

5. Técnicas de integracion

En esta seccion se presentan algunas técnicas que permiten transformar integrales

complicadas en otras mas sencillas.

5.1. Cambio de variable

Supongamos que se quiere obtener una integral del tipo / f(g(x)) ¢'(z) dzx, donde

f es una funcién continua y ¢ una funcién con derivada ¢ continua. Entonces,
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Ejemplo

Calcular / dx

rlnx

Puesto que % es la derivada de Inx, haciendo el cambio t = Inxz, se tiene que

1

Entonces, wcllr:fw = /% =ln|t|+C=1In|lnz|+ C.

5.2. Integracion por partes

Si f y g son dos funciones derivables se verifica que

[f@)g(@)dr = f(@) gla) = [ /() gla)do

Normalmente se suele escribir la expresion anterior de la forma siguiente:

/udv:uv—/vdu

El objetivo es el de reducir la integral inicial a otra mas sencilla. Por tanto, se
elige como u la funcion cuya derivada resulte ser una funcién mas simple y de modo

que sepamos obtener una primitiva para dv.

Ejemplo

Calcular / xcosx d.

Eligiendo u = x v dv = cos x dx, se tiene que du = dx v v = sen . Aplicando la
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6 Integracion

6. Integracion de funciones racionales

Una funcién es racional si es el cociente de dos polinomios, es decir, f(z) = ggg

Su dominio es IR menos los puntos en los que se anule el denominador. Las funciones

racionales se pueden descomponer en fracciones simples.

Supondremos que el grado del numerador es menor que el del denominador.
Si no fuese asi, se hace la divisién y se expresa el numerador (P(x)) en funcién
del denominador (Q(z)), del cociente (C(z)) y del resto (R(z)), es decir, P(x) =
Q(z) C(x) + R(z). Dividiendo a ambos miembros por Q(z) se obtiene:

donde C(X) y R(z) son polinomios y el grado de R(x) es menor que el grado de
Q).

Por tanto, la integracién de ggi% se reduce a la integracién del polinomio C(z),
que es inmediata, y a la de gg%, cuyo numerador tiene grado menor que el deno-

minador.

D(z)

Asi, supondremos que el grado del numerador de o) es menor que el grado del

denominador. También supondremos que el coeficiente del término de mayor grado

de Q(z) es 1.

Descomposicion en fracciones simples: Sean aq,ao,...,a, las raices de
Q(x).

Caso 1: Las raices a; son reales y distintas.

P(z)

Entonces. =% se puede descomponer de la forma siguiente:
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y por tanto,
P A A A
/ <x)d:c:/ ! dx+/ 2 d$+...+/ " dx
Q(z) T — a T — a9 T — an,

donde/ 4 de = A;ln|z —a;| + C.

Tr — a;

Determinacién de A;:

P(z) _ A Ay A,
(x—al)(x—ag)...(x—an)_17—G1+$—a2+"‘+x—an7

multiplicando ambos miembros de la igualdad por (z — a;) se obtiene:

P(x)

(x—ay)...(x —a;i1)(x — ajy1) ... (x — ay)

Al(I — ai) Ai—l(l' — (li) Al(l' — ai) Ai+1(£L' — ai) An<l' — CLZ‘) o
T — ap .. T — a;_1 + xr — a; + T — Qit1 st xr—a,
Az — a;) A1 (x — a;) A (x — ay) Ap(r — a;)
T — ap .. T — a;_1 + A + T — Qi1 T T —a,

y sustituyendo x por a;, se tiene que

A = P(a;) ‘
t (ai—al)...(ai—ai,l)(ai—aiﬂ)...(ai—an)
. . l’

Ejemplo: /7952 S P dx.

T _ A Ay

xXr — — +
22-3z+2 (@-D@-2) -1 -2

multiplicando ambos miembros por (z — 1), se obtiene:

- :A1+%, y para x = 1 se tiene que A; = —1.

De forma andloga se obtiene As. es decir. multinlicando ambos miembros por
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8 Integracion

Asi,
/mdx:/ﬁ__l dx—o—/x%?dx:—ln|x—l|—|—2ln|x—2|+C’.

Caso 2: Las raices son reales pero algunas con multiplicidad mayor que 1.

Sean ai,as,...,a las raices, con multiplicidad nq,ns,...,ng, respectivamente,
siendo ny +ng+...+n; = n (grado de Q(x)). Entonces, ggg se puede descomponer

de la forma siguiente:

P(z)  An Apo Aip,
= O L
Q(x) r—ar (xr—ay) (x —a1)
Ag Ago Ao,
+ T — as (x—a2)2+”'+(a:—a2)"2
A Ak Akny
+ T — a (a:—ak)z—i_” +($—ak)”k
y por tanto,
P(.Z') A12 Aln
dv = / dx —I—/ ...+/71ndx
/Q(x) r—a (z —ap)? (x —ap)™
A
Y AR
T — Qo x—ag (33—@2)2
A A A,
+ / L d:v+/ k2 +/ i
T — ag (x — a)? (r —ag)"

A, —Ajj .
—r : 1.
donde/(aj_al)h dx = =)@ = ) +C,sih#

Los coeficientes A1y, ..., Ay, se obtienen reduciendo a comin denominador. El
minimo comun multiplo serd Q(z), e igualando los numeradores se obtiene un sis-

tema de n ecuaciones con n incégnitas.

1 [
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Integracion 9

Alx—1*+Bx—1)+C _ As’+(-2A+ B)z+(A— B+ C)
(x —1)° (x —1)° '

es decir,

x A+ (—2A+B)x+(A-B+C)
(x —1)° (x —1)° ’

y dado que los denominadores son iguales, también deben coincidir los numera-

dores.

Por tanto, igualando los coeficientes de términos del mismo grado, se tiene:

A=0
B-2A=1
A-B+C=0

y como consecuencia: A =0, B=1y C = 1.

Asi,

x _ 1 1 —
/x3—3x2+3x—1dx_/(x— )?dx+/(:v— )3dx—

(a:_—ll) * 2(;1:_—11)2 +C.

7. Integracion de funciones trigonométricas
Las integrales /sen(aa:) cos(bx) dx, /sen(aa:) sen(bz)dz y /cos(am) cos(bx) dx
se transforman en integrales inmediatas mediante las siguientes formulas:

2senzseny = cos(x—y)—cos(r+y)

2cosxcosy = cos(x—y)+ cos(z+y)
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10 Integracion

|—

Aplicando la primera igualdad, se tiene que sen?z = 5 (1 —cos (2z)), por tanto,

/senQ:c dx = /%(1 — cos (2x))dx = %(:c — %sen (2z)) + C.

8. Ejercicios

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

3 2
2 _x _ 3z rz+1
L. /(x 3z +42)dx =3 5-+2z+C |11 /x —|—4x+4
2. \/——4\/_+O :ln|x+2|+ﬁ2+0
3. /xzezda::(x2—2a:+2)e‘”+0 12./(3:2+1:\/:r2—1)da:
3 2 3
+/(22 -1
1 [FERE g —mf3+anal +C _ eV o
5. /me’”2 dx = %e"’“ﬂ +C 13./excosxdx:%(senx + cosx)+C
6. /sen(33:)cos(2x)dx 14/x +1dm——+ln’x+1‘+0
:—Cosl(g)x)—COQSI—FC 15. /00523$dx—f+sen6x+0
da: Jf |z — 2 / 2r + 1
etz — € — —1
8. /e dr =e* +C 2(x2+m—|—1)2+0
_x—senx 2 +1
9. /sen de = =————+C 17'/:52—33:—1—2(133
n o
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Integracion 11

Parte II: Integral Definida o integral de Riemann

1. Definiciones generales

Particion. Definiciéon

Dado un intervalo [a,b] C IR, se llama particién de [a,b] a una coleccién finita de

puntos en el intervalo, P = {xg, x1,...,2,}, tales que zop = a < x; < ... < x, = b.

Toda particién P del intervalo [a,b] divide a éste en n subintervalos [z;, z;11],

i=0,1,....,n—1.

Suma superior e inferior. Definicién

Sea f : [a,b] — IR una funcién acotada, y sea P = {x¢,x1,...,2,} una particiéon

de [a, b].

a) Se define la suma inferior de f en [a,b] con respecto a la particiéon P, y se
denota por L(P, f), como:
L(P, f) = Zmz(:ﬁl —x;_q1), donde m;=inf{f(z):z;_1 <z <ux;}
i=1
a) Se define la suma superior de f en [a,b] con respecto a la particién P, y se

denota por U(P, f), como:

U(P, f) = Zn:Mz(xz —x;1), donde M;=sup{f(r):z; 1 <x <}

=1
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12 Integracion

Figura 2:

2. Integrabilidad. Definicién

Se dice que la funcién f : [a,b] — IR acotada es integrable Riemann (o simplemente

integrable) en [a, b] si
sup{L(P, f) : P particién de[a, b]} = inf{U (P, f) : P particién dela, b]}
A este numero se le denomina integral definida o integral de Riemann de f(z) en
[a,b] y se denota por /Zf 0 /zf(x) dx.
Notas:
1. Cuando a = b o b < a se utilizara el convenio siguiente:

[r@ar=0y [ f@)yae=—[ f)ir

b
2. Si f es integrable y positiva en el intervalo [a, b], / f(x)dx es el area de la

region limitada por la funcién f(x), el eje OX y las rectas x =a y = b.

3. Funciones integrables
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2. Si f es continua en [a, b], entonces f es integrable en |a, b].

3. Si f es continua en [a, b] salvo en un conjunto finito, o incluso infinito nume-

rable, de puntos de [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

4. Sea ¢ € (a,b), entonces f es integrable en [a,b] si y s6lo si es integrable en

[a,c] y en [c,b] y
b c b
/f(:z:) d:c:/ (@) d:c+/ f(z) dz
5. Si f:]a,b] — IR es integrable, entonces |f| también es integrable y

[ r@ i) < [r@]ds

6. Si f: [a,b] — IR es integrable, entonces, para todo n € IN, f" también es

integrable.
7. Si f,g:[a,b] — IR son integrables, entonces fg es integrable en [a, b].

8. Si f :[a,b] — IR es integrable y f(z) > ¢ > 0 para todo = € [a, b], entonces

% es integrable en [a, b].

4. Propiedades basicas de la integral

1. Si f,g:[a,b] — IR son integrables y A € IR, entonces:
b b b
i) f+ g es integrable y / (f(x)+g(z))de = / f(z)dx +/ g(x)dx.
b b
ii) A\f es integrable y / M(z)dx = )\/ f(z)dx.

2. Si f,g: [a,b] — IR son funciones integrables tales que f(z) < g(x) para todo
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14 Integracion

5. Teorema Fundamental del Calculo y Regla de Barrow
Teorema Fundamental del Calculo
Sea f :[a,b] — IR continua y sea G : [a,b] — IR. Entonces son equivalentes

i) G es continua en |a, b, derivable en (a,b) y G'(z) = f(x) para todo = € (a,b).

i) G(z) — G(a) = /xf(t) dt para todo z € [a,b].

Corolario. Regla de Barrow

Si f es una funcién continua en [a,b] y G es continua en [a, b], derivable en (a,b) y

tal que G'(x) = f(z) para todo = € (a,b), entonces

[ @iz = G) - Ga)

El Teorema Fundamental del Calculo relaciona los dos conceptos mas impor-

tantes del Analisis, la derivacion y la integracion.

La regla de Barrow reduce el problema del calculo del area a encontrar una
funcion primitiva de f, para lo que se usardn las técnicas vistas en la Parte I. A
continuacion se dan las versiones para la integral definida de la integracion por partes

y de la técnica del cambio de variable.

Integracion por partes
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Integracion 15

Cambio de variable

Sea ¢ una funcién con derivada ¢’ continua en [a,b] y f : g([a,b]) — IR continua.

Entonces, haciendo el cambio t = g(x), se tiene

[ oty g@yar= [ s

g(a)

6. Integrales impropias

En esta seccién se trata de generalizar el concepto de integral definida en IR a casos
en los que interviene el infinito, ya sea porque el intervalo de integracién sea no

acotado, o porque la funcién a integrar sea no acotada.

Integral impropia. Definicién

b
La integral / f(z) dx se dice que es impropia si ocurre al menos una de las hipdtesis
a

siguientes:
i) El intervalo (a,b) no esta acotado.

ii) La funcién f no estd acotada en el intervalo (a,b).

6.1. Integrales en intervalos no acotados
Integral impropia de primera especie. Definicién

Se denominan integrales impropias de primera especie a las integrales de funciones
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16 Integracion

a) Sea f(x) una funcién acotada e integrable en todo intervalo de la forma [M, b],
siendo b un valor fijo y M un valor cualquiera tal que M < b. Se define la

b
integral impropia / f(x) dx como

b
La integral del primer miembro se dice que es convergente o divergente segin
que exista limite finito o infinito en el segundo miembro. Si no existe dicho

limite, se dice que no existe la integral.

Figura 3:

El 4rea de la zona sombreada es finita si la integral es convergente e infinita

si es divergente (véase figura 3).

b) Sea f(x) una funcién acotada e integrable en todo intervalo de la forma [a, M],
siendo a un valor fijo y M un valor cualquiera tal que M > a. Se define la

o
integral impropia / f(z)dx como
a

/:of(x) dx = Jvljgnoo/:/[f(x) dx

La integral del primer miembro se dice que es convergente o divergente segin

que exista limite finito o infinito en el segundo miembro. Si no existe dicho
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Figura 4:

a

c¢) Se define

/°° f(x)dx:/coof(x)dx+/:of(x)dx,

oo .
siendo ¢ un numero real arbitrario. Entonces, teniendo en cuenta a) y b), se

tiene que

/io f(z)dx = lim jw f(z)dx + lim MQf(:I;) dx

M]_*)*OO MQ*}()O c

La integral del primer miembro se dice que es convergente si existen y son
finitos ambos limites, y se dice divergente si al menos uno de los dos limites

es infinito. En otro caso, se dice que no existe la integral.

El caracter de la integral y su valor no dependen del ¢ elegido.

Ejemplo

[o.¢]
La integral / e~3% dx es una integral impropia de primera especie ya que la funcién
0

f(x) = e 3% es acotada e inteorable en todo intervalo de la forma [0 M1 Entonces
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6.2. Integrales de funciones no acotadas
Integral impropia de segunda especie. Definicién

Se denomiman integrales impropias de segunda especie a las integrales de funciones

no acotadas en ningin entorno de uno o varios puntos de un intervalo finito [a, b].

a) Caso de un solo punto de no acotacién correspondiente al limite superior b.

Sea f(z) una funcién integrable en todo intervalo cerrado contenido en [a,b).

b
Se define la integral impropia / f(x)dx como

b b—e
/ f(z)dx = lim f(z)dx

e—0+

La integral del primer miembro se dice que es convergente o divergente segin
que exista limite finito o infinito en el segundo miembro. Si no existe dicho

limite, se dice que no existe la integral.

Figura 5:

El area de la zona sombreada es finita si la integral es convergente e infinita
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Sea f(z) una funcién integrable en todo intervalo cerrado contenido en (a, b].
b
Se define la integral impropia / f(z)dx como
a
b b
/ f(z)dx = lim f(z)dx
a e—=0tJ a+e
La integral del primer miembro se dice que es convergente o divergente segiin
que exista limite finito o infinito en el segundo miembro. Si no existe dicho

limite, se dice que no existe la integral.

Figura 6:

El area de la zona sombreada es finita si la integral es convergente e infinita

si es divergente (véase figura 6).

¢) Caso de un solo punto ¢ interior al intervalo [a, b].

Se define

a

/bf(:n)dx — /Zf@)dw/if(@@:

= lim f(z)dx + lim b f(z)dx

e1—0t a go—0t ct+eo

La integral del primer miembro se dice que es convergente si existen y son

finitos ambos limites, y se dice divergente si al menos uno de los dos limites

A~ . —.
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de aditividad respecto del intervalo de integracién para descomponer la inte-
gral en suma de las que fuese necesario, de modo que para cada intervalo de

integracion la funcién tinicamente no esté acotada en uno de los extremos.

Ejemplo

1
La integral / _dr__ es una integral impropia de segunda especie ya que la funcién
g Om g prop g p yaq

_ 1 _ . ;o .
f(z) = - es no acotada en el punto x = 1 correspondiente al limite superior.

Entonces,

= lim = lim [arcsenz]; ©

/1 dx b dx
0v]1 — 2 e=0tJ o 1 — 12 e—0t

7r
lim (arcsen(l —¢) — arcsen0) 5

6.3. Integral impropia de tercera especie. Definicion

Se denominan integrales impropias de tercera especie a las integrales sobre intervalos
no acotados de funciones no acotadas en ningtin entorno de uno o varios puntos de

un intervalo [a, b].

El estudio de una integral impropia de tercera especie se reduce, por la aditividad

respecto al intervalo, a estudiar por separado una (o dos) integrales de primera

ocanecie v 11ma (n variag) de geoninda eoenocie
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7. Aplicaciones geométricas de la integral

En esta seccion veremos algunas aplicaciones de tipo geométrico del calculo integral,
como el calculo de &reas, longitudes de arco y volumenes, que se pueden tratar

mediante integrales de funciones de una variable.

7.1. Area de una regién plana

Si f y g son funciones integrables en [a,b] y g(x) < f(x) para todo = € |a,b,
entonces el drea de la regién plana limitada por las curvas y = f(z), y = g(z) y las

rectas verticales x = a y x = b (véase figura 7) es

A= [ (@)~ gw)

Figura 7:

Observaciones:
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2. Si f(x) >0y g(xz) =0, se obtiene el drea de la figura plana determinada por

f, las rectas verticales z = a y x = b y el eje de abscisas (véase figura 8), que es

A:/Zf(x)dx

Figura 8:

3. Supongamos que f(x) > 0 para x € [a,c] y f(z) <0 para x € [c,b], entonces
podemos obtener el area de la regién plana encerrada por f, las rectas verticales

r=ayx=>by el eje de OX de la forma siguiente (véase figura 9):
c b
A= / f(z)dx —/ f(z)dx

b b
puesto que —f(z) > 0 para = € [¢,b] y /C—f(x) dr = —/cf(x) dx

Figura 9:
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7.2. Longitud de un arco de curva

Dada la curva y = f(z), siendo f una funcién derivable y con derivada continua en

[a, ], 1a longitud del arco AB de dicha curva viene dada por

| = /Z\/1+ (f'(x))? do

siendo A y B los puntos de coordenadas (a, f(a)) y (b, f(b)) respectivamente (véase
figura 10).

Figura 10:
A
fl@pr —— =
I e
fy)y—— - “X::H_ - _\ B

7.3. Volumen de un cuerpo de revolucién

Si se hace girar la curva y = f(x) alrededor del eje OX se genera un sélido de
revolucién cuyos cortes perpendiculares al eje OX tienen drea A(z) = n(f(x))? (al

ser circunferencias de radio |f(z)|) (véase figura 11); por tanto,
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Figura 11:

7.4. Area de una superficie de revolucion

Sea y = f(x) con f(x) > 0 para todo = € [a,b] y f’ continua en [a,b]. Entonces el
area de la superficie de revolucion engendrada al girar la curva y = f(x) alrededor

del eje OX entre los valores de abscisas a y b es

—27r/f V14 (f/(2)? de

8. Ejercicios

1. Calcular las siguientes integrales definidas:

1. /z(\/f—l—\d/f)dx:%\/i%—%w 4. /01+\/_ 2(1 —1n2)

1 w/2
2. [ % dr=1In2 / =T 1
/ox2+3x+2d$ ng 5 . reoszdr = 5
w/4 w2
3./ cos’2xdr = T 6./ seny/x dr = 27
0 0
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2. Calcular las siguientes integrales impropias, caso de que sean convergentes:

1 00
1. /_1 ?/% =0 D. /1 Inxdr no es convergente

1 0
de _ 2 T —
2/0%—3 6/_006 de =1
2 d 00
3. /_1(m_$1)2 no es convergente 7. /0 e Pdr=1

2 00
4. / dixg no es convergente 8. / e?**dxr  no es convergente
1 (1' - 1) —00

3. Determinar el drea limitada por y = 2% — 3z + 2 y el eje OX entre:
a)r=0yxz=1 blaz=1lyz=3
4. Calcular el drea limitada por y = x(x —1)? y el eje OX entre x =0y x = 1.

5. Obtener el area limitada por la onda y = senz y el eje de abscisas en el

intervalo [0, 27].

6. Hallar el area comprendida por las curvas:

2
a)y =2z e y:% b)y=2*>y z—y+2=0

7. Determinar la longitud del arco
a) de la curva y = % comprendido entre los puntos de abscisas z; = —1

v xo = 1.

b) de la curva y = V& — 2% + arc seny/z comprendido entre los puntos de

ahericae r. = N v o —1
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9. Calcular el volumen del sélido engendrado por la rotacion, alrededor del eje

0OX, de la figura limitada por la curva y = i+26—_:6, el eje OX y lasrectas x =0y

xz =1n2.

10. Obtener el area de la superficie generada por la rotacién, alrededor del eje

0X, de la curva y = 2% entre los puntos v = 1 y = = 3.

12. Hallar el area de la superficie que se obtiene al girar, en torno al eje OX, la

curva y = v/4x entre las abscisas 0 y 1.
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