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S binarias

> dos objetos estan relacionados si saéisfan cierto criterio (y no lo
itisfacen dicha regla).

as dos personas podemos establecer la relasaohijo/a de”.

y_ _ N—
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‘tn unas de otras. ¢ Como realizarlas de manera satuenc

tudiar relaciongsariasentre los elementos de un conjunfoy los
otrtl/ (que puede ser el misno).

S binarias se usan para estudiar objetos:

ncias en aritmetica modular (Tema 5).

2 lenguajes y maguinas de estados finitos.
A encontrar maquinas con el minimo nimero de estdadosos que
una cierta tarea.

cion de tareas en un proyecto complejo: tenemobkanuareas que

jones son un tipo particular de relaciones binarias
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»S binarias entre dos conjuntos

~

yinaria R del conjunto V" al conjunto W es un subconjunto del producto carte-

VxW = {(v,0)|(veV)A(weW)}.
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[ X W. El dominio de R es:
DomR = {veV | (v,w) € R paraalginw € W}.
2 R es:

ImagR = {we W | (v,w) € R paraalginv € V' }. -

), w) € R, lo escribiremosRw.
A =1{2,4,6}y B=1{1,2,3,4,5,6} y larelacion"menor que” (<)
ntonces

R = “<" = {(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(4,5),(4,6)}

R="<" = 2R4 = 2 <4,
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¢ ):s binarias en un conjunto

~

binaria R sobre un conjunto V' es un subconjunto del producto cartesiano
'R C V x V. El dominio de R es:
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DomR = {v eV | (v,w) €ER paraalginw € V'}
2 R es:

ImagR = {weV | (v,w) € R paraalginv € V}. Y

A = {2,4,6} y larelacion“menor que” (<) sobreA. Entonces

R = “<” = {(2,4),(2,6), (4,6)}.

importanteina funcionf: A — B es una relacion entre los conjuntds
cada elemenioc Dom( f) le corresponde un Unicglemento deB (i.e.,
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tacion grafica de una relacion

B =1{2,3} yR =“<". Entonces,
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on con diagramas de Venn:
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) en caso contrario.
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N
Sy

V={1,2,3}, W={23}, A. =

R = {(1,2),(1,3),(2,3)}.

Vo, ..., Uyt Y W = {wy,wa,...,ww}. Laentraddi, j) de Ar esl

O O
s R S
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¢ ytacion grafica de una relacion sobrg

y R = “<”. Entonces,

R = {(1,2),(1,3),(2,3)}.

dd~ asociado &-:
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7z = (V, E) son los elementos del conjuritbsobre el que esta
acioriR. El conjunto de aristas (dirigidas) esta dado por

E = {(’U@',’Uj) eV xV | ’U@'R’Uj} .

3
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- {ciudades de EspafidV = {comunidades autonompag definimos
nte la siguiente reglaRw si la ciudadv esta ubicada en la comunidad

s, LéridéR Cataluia, La Corun® Galicia, Fuenlabrad®& Madrid, etc.
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{1,2,3,4} y sea la relaciorR definida porvRw siv divide aw.

ntakR mediante la matriz de adyacencia y el grafo orientado adocia
r cR| -2 <z <2}yaRysiz? +y? = 1, representar.

el dominio, laimagen y la representacion matfrabéaas siguientes
S

{1,2,3,4,8}, W = {1,4,6,9} y vRw siv divide aw.

W ={1,2,3,4tyvRwsiv <w+ 1.

W =Ry vRw Siw = |v].

W =1{1,2,3,4} y vRw siv < w.
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Inversa y relacion complementaria

on R sobre V', se define su relaci 6n inversa R~ como la relacion en V'
(vi,v2) E R™L & (vg,v1) € R6biencomovi R vy & vaRuy.
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prientadd?» -1 asociado a la relacion inverga ! se obtiene del grafa
(- asociado & cambiando el sentido de todas las aristas.

7 de adyacencid—: asociada a la relacion inver&r ! es la
stde la matrizAr asociada &:

AR—l — A%

hn R sobre V', se define su relaci 6n complementaria 7R como la relacion en

no (v1,v2) E R & (v1,v2) € R.

v

» de adyacencid= asociada a la relacién complementaRiae obtiene
trizA asociada & intercambiandd < O.

A4
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s son subconjuntos del conjunita W, luego podemos efectuar las
ciones gue con un conjunto cualquiera

1 =1{(1,2),(1,3),(2,2)} yR2 = {(1,2),(1,3),(2,4)}, entonces:
— {(17 2)7 (17 3)7 (27 2)7 (27 4)}
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acion de V en W y sea S unarelacion de W en Y. La relaci 6n compuesta

n Y es un subconjunto del producto cartesiano V' X Y tal que U(S @ R)y con
Y si existe algtin w € W tal que vRw y wSy.

J

W Y

R S 4

SoR

® & o)
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C—].:ic’)n de relaciones
p =
—
—

hoemade

- Si A es la matriz de adyacencia de la relacion R de V en Wy Ag es )
lyacencia de la relacion S de W en Y, la matriz de adyacencia Ag. de la
Jesta S o R viene dada por:
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‘cto booleano de dos variables binarias es siethamenos que ambas

Asor = AR O As,

icto ® es el producto booleano de matrices. )

ndas de las matrices a multiplicar son variablesias0 v 1.

licar las matrices la suma y la multiplicacion deldias variables binari
IS reglas de las operaciones booleanas.

booleana de dos variables binarias es siehgraenos gue ambas Ss¢
jicoV).

ND logico A).
7 producto tiene las entradas binarias.

= Wtal que(AR)vw = 1Y (As)w.y = 1.

y Si'y s0lo Si(Asor)v,y = 1. Esta condicion se cumple siy sélo si exi

a
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jes de las relaciones sob®

¢ es reflexiva si paratodo v € V' se cumple que vRv.

0 G de una relacion reflexiva debe tener un bucle en cada vértice
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DS diagonales iguale$.a

7 de adyacencidr de una relacion reflexiva debe tener todos sus

L es anti-reflexiva si paratodo v € V' se cumple que vRw.

DS diagonales iguale.a

D (G de una relacion anti-reflexiva no debe tener ningun bucle.
7 de adyacencidr de una relacion anti-reflexiva debe tener todos su:

ite:Una relacion no reflexiva no tiene por qué ser anti-reflexiva.
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jes de las relaciones sob®

2 es simétrica siR = R~!, es decir, sivRw = wRw.

ciOn es simétrica si y solo si su matriz de adyacefigi@s simeétrica
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R -

X es anti-sim étrica si (v1Rv2) A (V2 Rv1) = v = va.

= 1 para algun # j, entoncegAg);; = 0.
ondicion alguna sobre los elementos diagonales.

7 de adyacencidr de una relacion anti-simétrica debe ser tal que si
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jes de las relaciones sob®

¢ es transitiva si (V1 Rv2) A (v2Rvs) = v1Rus.

2 Unarelacion R es transitiva siy solo si R™ C R paran € N. La potencia
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n R se define recursivamente como sigue:

R'=R, R'=RoR"'.

J

N
Una relacion R es transitiva si y solo si para toda entrada no nula (Ag2); ; =

de adyacencia de R2?, la correspondiente entrada de la matriz de adyacencia
énnonula (Agr); ; = 1.
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)S de equivalencia

2 sobre el conjunto V' es una relaci 6n de equivalencia si es reflexiva, simétrica

> es una relacion de equivalencidy b se suele denotar por
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a=b (mod R).

\

acion de equivalencia sobre V. El conjunto de todos los elementos relaciona-

rtro v € V se denomina clase de equivalencia de v y se denota por [’U]R 0
or [v]. Luego

vl = {w eV |vRw} .

nento w € [’U]R (en particular, v) se denomina representante de la clase de

)]R. /

7,y tal que aRb < a + b es par. Demostrar que es una relacion de
alcular sus clases de equivalencia.
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¢ ycociente

R - : ) )
Sea R una relacion de equivalencia sobre V. Entonces dos clases de equiva-
bien son iguales o bien son disjuntas. Es decir:

| & aRb
| = [a]n[b] =0

hoemag
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ses de equivalengid no son vacias. ¢ Por qué?

Sea R una relacion de equivalencia sobre V. Entonces dicha relacion deter-
cion del conjunto V.
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¢ ycociente

hoemag

= ., . . )
Sea R una relacion de equivalencia sobre V. Entonces las clases de
le ‘R constituyen una particion de V. Reciprocamente, dada una particion
de V/, existe una relacion de equivalencia ‘R tal que sus clases de equivalen-

jjuntos V.

J
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Z

mina conjunto cociente de A por R y de denota por V/R:

VIR = {vJgr |[veV}.

Acion de equivalencia sobre V. El conjunto de todas las clases de equivalencia

~
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n

as siguientes relaciones son de equivalencia. Encontrar las correspondientes
llencia y el conjunto cociente V/R.:

vRw si |v — w| es maltiplo de 2.
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pRw siv? — w? = v — w. Describir la clase de equivalencia de 2005.

(2, y)R(u, w) sizy = uw.

(u,
(2, y)R(u, w) si (z —y)(z +y) = (u—w)(u+w)
(2, y)R(u, w) siz? + 9y = u? + w?.

R definida sobre N x N de manera que (a, b)R(c, d) siy solo si

Demostrar que R es una relacion de equivalencia y que existe una biyeccion
) cociente (N x N)/RyN.

R\ {0}) se define la relacion (a, b)R(c, d) siy solo si ad = bc. Demostrar
lacion de equivalencia y encontrar las clases de equivalencia y el conjunto
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n

definida en V' es circular si verifica

(aRb) A (bRc) = cRa.

669119331193

ina relacion R es de equivalencia si y solo si es circular y reflexiva.

definida en V' es débilmente transitiva si paratodo a, b, ¢, d € V se verifica que

ANITINO SVOINOZL SVIdOL1lNlL ‘SEI?:IV'IHC)I:L?:IVd SASV10

(aRb) A (bRe) A (¢Rd) = aRd.

dad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

ion simétrica y débilmente transitiva es transitiva.

0L v¥ GV 689:ddVS1LVHM dO T1VO
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ion reflexiva, simétrica y débilmente transitiva es de equivalencia.

Z
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de orden parcial

;obre un conjunto V' se denomina orden parcial (o relaci 6n de orden ) si es
imétrica y transitiva.

relaciones de orden se suelen denotar por el simholo
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| equipado con una relacion de orden < se denomina conjunto parcialmente
=) (o poset).

‘[relacion de orden parciglnada garantiza que dos elementos cualquie

lacion < es una relacion de orden en el conjunto N.

ables (al contrario de lo que ocurre coneanN).
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C—j.de orden total
p =
—
—
-

hoemad

1 conjunto parcialmente ordenado. Dos elementos a, b € V' son comparables

. b 6 bien b < a. Sino se verifican ninguna de estas condiciones, dichos

Jenominan no comparables . )
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Z

~\

rcialmente ordenado (1, <) esta totalmente ordenado  cuando cualquier par

a,b € V son comparables. Se dice entonces que (V, j) es un conjunto

enado (o cadena). )

Jacion R sobre N definida como a/Rb siy solo si a divide a b es una relacion de
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Gﬁeuaﬁmwa

5 relaciones representadas por las siguientes matrices de adyacencia son
den parcial o total. Para aquellos casos que representen relaciones de orden,
) asociado y discutir como se podria simplificar la representacion.
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(1010\
| 0 1 1 0 1 0111
) 1 1 A, =| 0 1 Agzo()ll
) 1 1 0 0 1 \1001)
(1111\
A, — 0 1 1 1
0 0 1 1
\0 0 0 1)
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¢ s de Hasse, 1926
=
<=

hovuad

)iciado a una relacion de ordese puede simplificar eliminando las
, derivadas de las propiedades de orden

a obtener el diagrama de Hasse del orden patcia
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es reflexiva, hay un bucle en cada vértice. Eliminar todobulmes.
tividad de< se refleja en la posible existencia de subgrafos del tipo

v b = ¢, eliminar la arista superflua asociada & c.
5 que todas las aristas apunten hacia arribairtakral sentido de las

ama de Hasse de la relacion C sobre el conjunto P(A) con A = {1, 2, 3}.
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s extremales

le Hasse asociadg®d{1,2,3}),C) es
{1,2,3}
{1,2} 2,3}

663uaﬂmwa

1,3}
1} 13}

1 conjunto parcialmente ordenado. M € V es un elemento maximal si para
V[ < v implica que M = v. Es decir, no hay ningln elemento por encima de
s un elemento minimal si paratodov € V, v < m implica que m = v. Es
ingun elemento por debajo de m.
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v

D practicdos elementos maximales y minimales ocupan respectivim
os “valles” del diagrama.
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anteriof) es el elemento minimal ¥, el maximal.
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"> E extremales
p =
—
—
-

hoemad

n conjunto parcialmente ordenado. M* € V es un elemento m aximo si
atodo v € V. Es decir, M™ esta encima de todos los elementos de V.
Jn elemento minimo si m* < v paratodo v € V. Es decir, m”™ esta por
s los elementos de V.
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~

J

mentos extremales pueden no existir.

nto maximo ya que para todce P(A), X C A.

anteriof) es el elemento minimo ya qéleC X para todaX € P(A)y

E| elemento maximo M ™ de un conjunto ordenado A, si existe, es Unico.
plemento maximo es maximal.
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L
g 1 conjunto parcialmente ordenadoy B C V. u € V es una cota superior o
..___E:,p: B sib <X uwparatodo b € B. El conjunto de las cotas superiores de B se

"> E extremales
p =
—
—
-
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5 de B se denota minor(B).
infimo de B si es la mayor de las cotas inferiores: d* = max(minor(B)).

upremo de B si es la menor de las cotas superiores: u* = min(mayor(B)).

cota inferior o minorante de B sid =< bparatodo b € B. El conjunto de las

\

/

mentos extremales pueden no existir.
maximalV') =1, max V) =1
minimal(V') = {7,8}, no existe miQV)
SeaB = {4,5,6}

mayol(B) = {1,2,3}, no existesup(B)
minor(B) = {6,7,8}, inf(B)=6
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¢ yal compatible con un orden parcial
|
%
—i

gue un proyecto consta de distintas tareas yoyuas de ellas solo
letarse una vez que otras tareas han concl@idamosse puede
ejecucion secuencial de dichas tareas?

se desarrolld y uso por la marina de EE.UU. eonistruccion del
ylaris en los anos 50].

o
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DS un orden parcial p (dependencia de las tareas) de tal modo que:
v; Xp v; & v; hecesita que; haya acabado

AMOS un orden totalr: compatible con<p.

< es compatible con el orden parcial <p siparatodov,w € V,v <p w
=7 W.
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al compatible con un orden parcial

‘denaci 0On topol 6gica)
Order( (V, <p) : conjunto finito parcialmente ordenado)

669119331193
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nto minimal de (V, <p)

k)

.. =1 v, s un ordenotal compatible con<p
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J OO R twWwN =
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"> bien ordenado
p =
—
—
-

hoemad

conjunto bien ordenado si < es un orden total y cualquier subconjunto no

ne siempre un minimo.
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5 un conjunto bien ordenado.

Q4+, <) no son conjuntos bien ordenados.
LINtos bien ordenados satisfaceRmhcipio de induccion

1 (Principio de inducci 0n para conjuntos bien ordenados)

sl se satisfacen las condiciones:

se: P(vg) es verdadera para el minimo de V.

Sea

en ordenado. Entonces, la propiedad P se cumple para todos los elementos

induccion: si P(w) es verdadera para todo w < v, entonces P(v) es ver-

(V, <))

J
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. Tipos de relaciones
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N4

=
—
m . . 7 . . . Ve - A
e Reflexiva | Simétrica | Antisimétrica | Transitiva
-,:3:: SI SI NO SI
o~
T, S NO S S
Sl NO Sl ] Todo par es comparable
) SI NO Sl ] Todo subconjunto no vacic
tiene minimo
Relaciones

De Equivalencia

ldentidad

Orden Total

Orden Parcial

Bien Ordenadc
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