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Tema 0 

1. Sistemas de coordenadas ortogonales: cartesianas, cilíndricas, esféricas 
2. Algebra vectorial: suma, resta y multiplicación de vectores. (no está) 
3. Cálculo vectorial: diferenciación e integración de vectores. 

– Operaciones: 
  Gradiente (escalar-vector) 
   Divergencia (vector-escalar) 
  Rotacional (vector-vector) 

Sistemas de Referencia 

Cartesiano                                             Cilíndrico                                                             Esférico 
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Cambio de vectores unitarios y coordenadas de cilíndricas a cartesianas y viceversa 
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Relación entre vectores unitarios de los sistemas cartesiano y esférico 

 

  

Cambio de coordenadas de esféricas a cartesianas y viceversa 

    

 

Cambio de coordenadas de esféricas a cilíndricas 
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Resumen 
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Diferenciales de longitud, área y volumen 

Cartesianas 

  

Longitud                                                       Superficie ( 𝒅𝑺⃗⃗ = 𝒅𝑺𝒂⃗⃗ 𝒏 )                              Volumen 

                                               

 

Cilíndricas 

  

Longitud                                                       Superficie ( 𝒅𝑺⃗⃗ = 𝒅𝑺𝒂⃗⃗ 𝒏 )                              Volumen 
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Esféricas 

  

Longitud                                                            Superficie ( 𝒅𝑺⃗⃗ = 𝒅𝑺𝒂⃗⃗ 𝒏 )                              Volumen 

                           

 

Resumen 

 

Factores de escala  

Las líneas coordenadas de un sistema de coordenadas en el espacio tridimensional son aquellas que se 
obtienen partiendo de un punto dado, de coordenadas y se mantienen fijas las otras dos. Un sistema de 
coordenadas se dice ortogonal si las líneas coordenadas son ortogonales en cada punto. Las 
coordenadas cartesianas, las cilíndricas y las esféricas, son ejemplos de coordenadas ortogonales.  

Dado un conjunto de coordenadas ortogonales, puede construirse una base vectorial ortonormal en 
cada punto, a partir de los vectores tangentes a cada línea coordenada. En la obtención de estos 
vectores se definen unas cantidades, denominadas factores de escala, que aparecen frecuentemente en 
las fórmulas del cálculo vectorial. Tomando los vectores tangentes a cada línea en un punto, obtenemos 
tres vectores ortogonales entre sí, pero no necesariamente unitarios:  
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 Debe recordarse que el espacio tridimensional, en el que existe una función para medir distancias 
y longitudes de curvas, Existen los factores de escala que relacionan como pueden  calcularse, por 
ejemplo un "desplazamiento infinitesimal" en los tres sistemas de referencia mencionados. 

En el sistema cilíndrico 

Disponiendo de la base de coordenadas cilíndricas se obtiene que la expresión del vector de posición en 
estas coordenadas es: 

 

Nótese que no aparece un término . La dependencia en esta coordenada está oculta en los 
vectores de la base.  

Efectivamente:  

 

Diferenciales de línea, superficie y volumen 

Diferencial de línea 
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Un desplazamiento infinitesimal, expresado en coordenadas cilíndricas, viene dado por  

 

Diferenciales de superficie 

La expresión general de un diferencial de superficie en coordenadas curvilíneas es complicada.  

Sin embargo, para el caso de que se trate de una superficie coordenada, q3=cte, el resultado es  

 

En el caso particular de las coordenadas cilíndricas, los diferenciales de superficie son  

 

Diferencial de volumen 

El volumen de un elemento en coordenadas cilíndricas  

  

En el sistema Esférico 

En el cálculo de esta base se obtienen los factores de escala

 

Disponiendo de la base de coordenadas esféricas se obtiene que la expresión del vector de posición en 

estas coordenadas es  

Nótese que no aparecen término en 𝜑⃗  𝑦 𝜃 . La dependencia en estas coordenadas está oculta en el 
vector 𝑟  .  

 

Diferenciales de línea, superficie y volumen 
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Diferencial de línea 

Un desplazamiento infinitesimal, expresado en coordenadas esféricas, viene dado por  

 

Diferenciales de superficie 

La expresión general de un diferencial de superficie en coordenadas curvilíneas es complicada. Sin 
embargo, para el caso de que se trate de una superficie coordenada, q3=cte, el resultado es  

 

En el caso particular de las coordenadas esféricas, los diferenciales de superficie son  

 

Diferencial de volumen 

 

que para coordenadas esféricas en las que el ángulo vertical empieza en el eje z da  

 

y en las que el ángulo vertical empieza en el plano XY da  

 

 

 

 

 

Integral de Línea 
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En general la integral va a depender del recorrido que haga para ir de a a b, si no depende del recorrido, 

el vector se dice que es conservativo y la integral a lo largo de un recorrido cerrado será 0. 

Flujo 

Si tenemos un vector que atraviesa una superficie, 𝑑𝑎⃗⃗ ⃗⃗  , se define flujo,  

    = ∫ 𝐹 
𝑆

. 𝑑𝑎⃗⃗ ⃗⃗  = ∫ |𝐹 |
𝑆

. 𝑑𝑎 cos 𝜃 

 

Gradiente 

•Para analizar cómo cambia un campo escalar, si tenemos un función escalar en un punto P, ejemplo la 

temperatura T, puede variar su valor en otro punto, P1, para estudiar sus variaciones en el espacio se 

utiliza las derivadas parciales en tres direcciones. 

•La derivada depende de cuál es la dirección en que nos movemos, 

•El gradiente de un campo escalar V es un vector que representa la magnitud y la dirección de la 

máxima rapidez de incremento espacial de la función 

Sea la función V 
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La derivada es más grande a lo largo de la normal (PQ), porque es la distancia más corta entre ambas 

curvas (superficies) de nivel   

•El gradiente es perpendicular a la curva de nivel 

•Las derivadas en otras direcciones puede escribirse como el gradiente proyectado en esta dirección 

El diferencial de V se puede expresar con el producto escalar de 

 

Que representa cuando cambia el valor de la función cuando se varía la posición de P a S, dV. Recordar 

que el gradiente de un escalar es un vector. 𝛁𝑽 = 𝒂⃗⃗  con componentes 
𝝏𝑽
𝝏𝒂𝒊
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Divergencia 

El flujo saliente de un vector a través de una superficie cerrada se puede calcular o bien con: 

 = ∫ 𝐹 
𝑆

. 𝑑𝑎⃗⃗ ⃗⃗   

O a través del cálculo de 

 = ∫ [
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑥

+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑧

]
𝑉

𝑑𝑉 

Donde dV es un diferencial de volumen 
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Al término [
𝜕𝐹𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑧

] , flujo saliente por unidad de volumen recibe el nombre de divergencia 

y se representa por ∇𝐹 . La divergencia de un vector es un escalar 

Teorema de la Divergencia 

El flujo hacia fuera de un campo vectorial A, a través de una superficie cerrada, S, equivale a la integral 
de volumen (encerrado por la S) de la divergencia de A 

        =  ∫ 𝐹 
𝑆

. 𝑑𝑎⃗⃗ ⃗⃗  = ∫ ∇𝐹 
𝑉

. 𝑑𝑣  

En el primer término se utilizan los valores de F sobre la superficie, mientras en el segundo se 
utilizando en todo el volumen que encierra S.  

Por tanto, las derivadas espaciales de un vector se pueden representar con líneas de flujo 

–Curvas que indican en cada punto su dirección 

–La magnitud se puede indicar con la densidad o la longitud de las líneas 

Resumiendo 
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Opcional, demostración de la ecuación anterior 
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Propiedades 

 

 

Rotacional 

El rotacional es un vector  cuya magnitud es la circulación máxima de A por unidad de área conforme el 
área tiende a cero. La orientación sigue la regla de la mano derecha. 

 Vector  
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El rotacional es una función vectorial puntual, su componente en cualquier otra dirección es la 
proyección del rotacional sobre estas. 

•Se puede obtener como la circulación por unidad de área normal a esta y tendiendo a cero 
•Componente en otra dirección puede determinarse: 

 

 

Demostración del valor del rotacional, optativo en cartesianas 
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Utilizando los factores de escala 
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Operadores diferenciales en coordenadas cilíndricas 

El gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano poseen expresiones particulares en coordenadas 
cilíndricas:  

 

Operadores diferenciales en coordenadas esféricas 
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