Tema 0

1. Sistemas de coordenadas ortogonales: cartesianas, cilindricas, esféricas
2. Algebra vectorial: suma, resta y multiplicacion de vectores. (no estd)
3. Calculo vectorial: diferenciacién e integracion de vectores.

— Operaciones:

Gradiente (escalar-vector)
Divergencia (vector-escalar)
Rotacional (vector-vector)

Sistemas de Referencia

Cartesiano Cilindrico

—0 < x < @

—c <y <™ /

- < z< @

(AnA,A) or Aa,+Aa, +Aa,

O=p <=
0=é <27

-0 <L 7L X

(A, Ag, Ag)

Esférico

or

a,

2o

0=sr<w
O=f=7

0=¢ <27

A,a, + Aaag + A¢a¢
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Cambio de vectores unitarios y coordenadas de cilindricas a cartesianas y viceversa

sing a
. cus¢a¢
/‘/Hp

//
//
///
P
- X

a, = cosga, — singay a, =cos¢a, +singa,

a = a

< "L az — az
A, cos¢p sing 0[] A, Ay cosp sing 0| '|A,
Ayl =|—sind coseé O||A, Ay | = | —sin¢ cos¢ 0 Ag
A, 0 0 1A, | |A, 0 0 1| |A,
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Relacidn entre vectores unitarios de los sistemas cartesiano y esférico

z <
a o
o r /Nl
a, 6 : Ay
P '
a, N !
8 fr '
, 5 "y
a, sin 0\/%
[ 1_\7
ag cos 0
X
x

a, = sinfcos ¢ a, + cos 8 cos ¢ ag — sin ¢ a, a, =sinfcosgpa, +sinfsinga, +cosfa,
ay=Sinﬂsintba,—Fcosesind)ag+cos¢a¢ ay = cosfcospa, +cosfsinga, —sinfa,

. a, = —sin¢a, +cosda,
a, =cosfa, — sinfap ¢ ¢ 2 o8,

Cambio de coordenadas de esféricas a cartesianas y viceversa

A, sin f cos ¢ sin f sin ¢ cosf || A, A, sin @ cos ¢ sin @ sin ¢ cos @ || A,
Ag | =| —cosficos¢ cosfising —sinf (| A, Ag | = | —cosfcos¢ cosOsing —sinf || A,
A, —sin ¢ cos ¢ 0 || A, Ay —sin ¢ cos ¢ 0| A,

Cambio de coordenadas de esféricas a cilindricas

A, sinf 0 cosf ||A,
Ay | =|cos@® 0 —sinf || A,
| Ag | | O | 0 |4
A, sinff cos® 0| A,
A, =1 O 0 1| As
A, ] |cos@ -—sinf 0]]A,]
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CARTESIANAS

¥

L

o BN P b

CILINDRICAS

ESFERICAS

-~

= B O

o

Cartagena

Resumen
CILINDRICAS ESFERICAS
= pcosg =rsenfcos¢
= pseng =rsenfsen ¢
=z =rcosd
=cos¢p —sen o =sen & cos ¢r + cos & cos g?l;‘! —sengo
=sen@p +cos PP =sen @ sen@r + cosdsen @8 + cos PP
= =cosOF —send9
CARTESIANAS ESFERICAS
= -.lllx: + _].'J' = rsen &
= tan (y/x) =g
=z = rcos &
=cos X +seng ¥ =senf1i +cos 80
=—sen@t+cos gy = ¢
=7 =cos F—sen 8 O
CARTESIANAS CILINDRICAS
Y ST R _ FPE_:E
—cos}z/7) = COS_I[:Z /r)
= cotan " (x/ y) =g
=sencosPX + sen ren g v + cos 2 =senfp +cos I
=cosfcosgX + cosFsengv —senf 2 =cosfp—senfi
=—senpt +cosg¥ =9
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Diferenciales de longitud, area y volumen

Cartesianas

Longitud

dl = dxa, + dva, + dza,

Longitud

Cartagcna

v (@) (b) (c)
~y
X

Superficie (dS = dSd,, ) Volumen
dS = dydz a,

dx dz a,

dz dya, dv = dxdy dz

Cilindricas

Superficie ( dS = dSd,, ) Volumen

dS = pdp dza,
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Esféricas

pdg = rsin 6 d¢

rsin 8d¢ r sin Bd¢

(a) (b) ()

X

Longitud Superficie ( dS = dSd,, ) Volumen

dS = r*sin 6 df do a,
rsin @ dr d¢ ay

dl =dra, + rdfay, + rsinfdoa, rdrdfa, dv = r’sin 0 dr d6 do
Resumen

CARTESIANAS CILINDRICAS ESFERICAS
dl=dxi+dyvv+dzz dl=dop+ pd¢¢+dzz dl:n’rf+=‘d6’€l+r'sen§'d¢q‘)
dS, =dydz as , = pdgdz ds, = rlsen8d8dg
ds, = dxdz dS, =dpdz dS, =rsenfdrdg
dS, =dxdy ds, = pdpdg dS, =rdrdg
dV = dxdyd:z dV = pdpdddz dV = risen8drdB@dg¢

Factores de escala

Las lineas coordenadas de un sistema de coordenadas en el espacio tridimensional son aquellas que se
obtienen partiendo de un punto dado, de coordenadas y se mantienen fijas las otras dos. Un sistema de
coordenadas se dice ortogonal si las lineas coordenadas son ortogonales en cada punto. Las
coordenadas cartesianas, las cilindricas y las esféricas, son ejemplos de coordenadas ortogonales.
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Coordenadas esféricas y cilindricas | editar]

Aplicando el calculo de los factores de escala a las coordenadas cartesianas se obtiene:
hy=1, hy=1,  hy=1

En coordenadas cilindricas:
hi =1 ha = p hys =1

y en coordenadas esféricas:

hy =1, ha =7, ha = rsenf

Debe recordarse que el espacio tridimensional, en el que existe una funcidon para medir distancias
y longitudes de curvas, Existen los factores de escala que relacionan como pueden calcularse, por
ejemplo un "desplazamiento infinitesimal” en los tres sistemas de referencia mencionados.

En el sistema cilindrico

Disponiendo de la base de coordenadas cilindricas se obtiene que la expresidn del vector de posicién en
estas coordenadas es:

T=pp+zi

Ndtese que no aparece un término . La dependencia en esta coordenada estd oculta en los
vectores de la base.

Efectivamente:
Fo= xi+y)+zk

= p::n:;-s:p_z: + psiuw}—l—zi’

— — .
— alenein 7 b einnn 2% L =0
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Un desplazamiento infinitesimal, expresado en coordenadas cilindricas, viene dado por
dr = h,dpp +h,dpp+h.dzz2=dpp+pdpp+dzz
Diferenciales de superficie

La expresidn general de un diferencial de superficie en coordenadas curvilineas es complicada.

Sin embargo, para el caso de que se trate de una superficie coordenada, gs=cte, el resultado es
dS:,IH_ =cte — lhl h’E d(h dQE ":_-:'ﬂ;j.

En el caso particular de las coordenadas cilindricas, los diferenciales de superficie son

s p=cte: a!gp:m = pdpdzp
« Q=cfe: dg;:m =dpdzyp
s 7=Cle: dﬁ;Fm =pdpdyp z

Diferencial de volumen

El volumen de un elemento en coordenadas cilindricas
dV =hyhy hydqn dgp das gy = pdpdyp dz

En el sistema Esférico

En el calculo de esta base se obtienen los factores de escala

h, =1 hg =r h, = rsinf
Disponiendo de la base de coordenadas esféricas se obtiene que la expresidn del vector de posicion en

r=rr
estas coordenadas es
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https://es.wikipedia.org/wiki/Factores_de_escala

Diferencial de linea

Un desplazamiento infinitesimal, expresado en coordenadas esféricas, viene dado por
dF = hpdr# + hed68 + h,de @ =dr# +1dff +rsinfde @

Diferenciales de superficie

La expresidn general de un diferencial de superficie en coordenadas curvilineas es complicada. Sin
embargo, para el caso de que se trate de una superficie coordenada, gs=cte, el resultado es

dSﬁ'u=¢“‘ = h] -’12 dq1 f.qu é.ﬂ
En el caso particular de las coordenadas esféricas, los diferenciales de superficie son

s r=cte: dg'f-_cf.ﬂ — p? sinf df di T
» B=cte: dég_m = rsinfdr dcpé
s g=cte: dg'ﬁ_[;tr = rdrdf

Diferencial de volumen
dV' = hy hy hs dg) dq; dgs
gue para coordenadas esféricas en las que el angulo vertical empieza en el eje z da

dV = r? sinfdr df dy

y en las que el angulo vertical empieza en el plano XY da

dV = r® cos B dr df dy
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b
JA~d|= J |A| cos 0 dl
L

a

b N
J F-dl = lim >, F,;- Al

a(C) N—% ;=1

ng-a’l %F.dl
L G

En general la integral va a depender del recorrido que haga para ir de a a b, si no depende del recorrido,

pathL/

el vector se dice que es conservativo y la integral a lo largo de un recorrido cerrado sera 0.
Flujo

Si tenemos un vector que atraviesa una superficie, da, se define flujo, ®

sutface S —

®= [, F.da= [ |F|.dacos6

Gradiente

ePara analizar cdmo cambia un campo escalar, si tenemos un funcién escalar en un punto P, ejemplo la
temperatura T, puede variar su valor en otro punto, P4, para estudiar sus variaciones en el espacio se
utiliza las derivadas parciales en tres direcciones.
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« dV es el diferencial total de V como resultado de un cambio de
posicionde Pa S

17 3 3
av ="+ g —vva
oI, ol al,
Y- A ) ) ) i
oV = dl + S dl, + = dl, = VN, dlh, + VV,.dlh, + V'V, dlh,
al, o, >
vv.dih =2 ar
ol
AL
h, ol
V= MllierhLiJrangiﬁ Operador gradiente
hodl by di h, di,

La derivada es mas grande a lo largo de la normal (PQ), porque es la distancia mas corta entre ambas
curvas (superficies) de nivel

*El gradiente es perpendicular a la curva de nivel
eLas derivadas en otras direcciones puede escribirse como el gradiente proyectado en esta direccidon

El diferencial de V se puede expresar con el producto escalar de

dV =(V.J)dl

Que representa cuando cambia el valor de la funcidn cuando se varia la posicion de P a S, dV. Recordar

AaAxx
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-~ ; -~
av =1 <V g —vva
ol o1, ol
., OF or or . . i
OV = ——dl +—dl, +——dl, =VV, dl.h + V'V, dl,h, +VV,dLh,
ol, an, " al, e
VV.dlh = i_d{
él
v, =2
h. ol
V= | au liJ”n n I 0 = tau 190 Operador gradiente
Chdl hy i, by dl,

Férmulas de calculo, facilmente comprobables

(ay Viv+ U) = VW + VU
(b) V(VU) = VVU + UVV

© v{ V] Uvv — vyVU
C — =

U U
(d) V" = pv" 'YV

Divergencia

El flujo saliente de un vector a través de una superficie cerrada se puede calcular o bien con:

&= | F.da
S

O a través del calculo de

[ [0F, O0F, 0F]
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oFy 9F,

Al término OFx + + , flujo saliente por unidad de volumen recibe el nombre de divergencia
dx ~ dy 0z

it
y se representa por VF. La divergencia de un vector es un escalar
Teorema de la Divergencia

El flujo hacia fuera de un campo vectorial A, a través de una superficie cerrada, S, equivale a la integral
de volumen (encerrado por la S) de la divergencia de A

s
L~ TN
/ \ - _7_7_/_,,/ \
\Volumen \/x\g./'
— ds

L ®= [ F.da- [ vF.dv

En el primer término se utilizan los valores de F sobre la superficie, mientras en el segundo se
utilizando en todo el volumen que encierra S.

Por tanto, las derivadas espaciales de un vector se pueden representar con lineas de flujo
—Curvas que indican en cada punto su direccién
—La magnitud se puede indicar con la densidad o la longitud de las lineas

Resumiendo
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Divergencia de un Campo vectorial:

%A-ds
divA=V:-A= lim =5—
Av—0 Av

N
AN

(b) (ch

|
|

|

Fuente, Sumidero, Divergencia nula,
+ -

Opcional, demostracion de la ecuacién anterior

Encontremos la expresién en coordenadas cartesianas

fam(] o[ [ o[ Jaa

front right top bottom

Desarrollo de Ax alrededor de P con series de Taylor

dA, 0A
A, 3,0 = AdXo, Yor Zo) T (X — Xg)—— | + (¥ —yo)
ox |p ay e
dA, .
+(z — 2,) + higher-order terms
0z |p

z

top side

front side. oz Id
x=x, + di2 o ~

T
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dx 0A,
J A-dS = d.\’ az [A.r(x()v Yoo Z0) T o
2 ox

J + higher-order terms

front p

back side, x = x, — dx/2,dS = dy dz(—a,)

z

[ top sidtdjI d:( —a,).

jV

dx 9A,
2 dx

A ldz

J A-dS = —dyd; {Ar{,x},, Yor Zo) — J + higher-order terms

back

P [

-— 0" right side
dy
¥y

dA,
J A-dS + J A dS = dxdy dz--é*-*‘- + higher-order terms
X | p

front back
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+ higher-order terms

dA,
A-dS+ J A-dS = dxdyd;—
P

ay

|

left right

dA,

p + higher-order terms
4

P

J A-dS+-[ A-dS =dxdydz

top bottom

Av = dxdydz

lim
Av—0 Av

$A-dS _ (M,r L4y 611.1)
0x ay 0z

at P

dA, A,
+ i

Propiedades

3. V-A+B)=V-A+V-B
4. V- (VA)=VV-A+A-VV

Rotacional

El rotacional es un vector cuya magnitud es la circulacion maxima de A por unidad de drea conforme el
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Componente Rotor de A,
Direccién u

Rotor de A o N
\<// ///’{_7-\/‘1 (,--—-- B - — A
e A — [f—
/ /A urva Lu
N /CE"'VB L Il\h_ - ?/,-'éurva L

El rotacional es una funcién vectorial puntual, su componente en cualquier otra direccién es la
proyeccidn del rotacional sobre estas.

*Se puede obtener como la circulacidn por unidad de drea normal a esta y tendiendo a cero
eComponente en otra direccidén puede determinarse:

(VxA), =a_(VXA)= lim L(gSA.dIJ

Astt—0 ASH 9

0Az Ay

(VXA)X = - — - a, a, a;
oy OZ VXA = % aiy ?iz
Nv  AA~ ¢
OAx OAz
(VXA).,V = - A, Ay 4
oz ox oA
(VXA)’= 4Ly L ay 9z az Ix |7
al" a ) + % — an a
i dx  dy | *

Demostracidon del valor del rotacional, optativo en cartesianas
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* Expresion del rotacional en coordenadas x,y,z

z Rotor de A

X/ _ y //ﬁ/“

 __Curval

P (X,,Y0:2,)

Desarrollo en series de Taylor

N A+ A A o I
Ax = Ax(x, 3,20+ (2= 2) 5k (= ) S () 22
oz vV X
oAy oAy 04y
Ay = Ay(n,0,2) - 2) ZE () o () 22
0z Cy Ox
0A Az 0Az
Az=Adz(x,,y,,z,)+(z— zo)¥+ (y—y,)—+(x—x,)
0z oy Ox
".‘_1 y ﬁ‘_l s ‘34_1 y
Ay=Ay(x,,y,.z,)+(z~z,) Cﬁ" +(y-vy,) (ﬁ“‘ +(x—x,) i
0z y ox

groa=( e Lo L Lna

ab, dl = dy a, =2, — di2,

dz | ¥ o P
dz 9A,
f A N dl = dy [A\:(xuf }’m Zo) - —‘ . :l
a b y ab 2 az
dy

cd,dl = dyayand z = z, + dz/2, so

dz dA,
J A-dl = —dy [Axx‘,. YorZo) ¥ = —2 }
d 2 dz P
A
OAy
———dz.dy
Oz
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« Para los lados bcy da
be,dl = dza,andy = y, + dy/2, so

) 0A,
J A-dl=d: [Az(xu, Yor Zo) T d_)('i_ J
be 2 ay P 4, ¢
d_| .P
da,dl = dza andy =y, — dy/2, so b ’
dv
dy dA,
J A-dl = —d [Az(x,,, Yoo = 5 ]
da y P
0Az
dz.dy
oy
OAz oAy
~—dzdy———dz.dy Az oA
oy oz O OAy
(VxA)x=— = ——
dz.dy oy oz

Utilizando los factores de escala

El rotacional expresado para las variables ul,u2,u3

Cilindricas (p.¢.2):
aulhl aHZhZ 21”3]3 hi=1, h2=p h3=1
1 c 0 0
VA = — — — - ‘
h.h,hy| ou, — Ou,  du, Esféricas (r,6.4):
- - ) hi=1,h2=r; h3=r.sen@
hA  hA hA,
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¢ Teorema de Stoke: la circulaciéon de un campo A alrededor de
una trayectoria cerrada L es igual a la integral de superficie del
rotacional de A sobre la superficie S circunscripta por L, siempre
qgue A y rotA sean continuos en S

ds

L Closed Path L

Surface §

§A~d1=J(VXA)-dS
L 8§

VXA—(lim M)a

as-0  AS i
A -dl
A-dl= f{) A-dl= Y B AS,
c g, x AS;
¢ Identidad Nula. Divergencia de un rotor
V.(VxA) =0
Sc=Sc1+Sc2
1 Gauss
- T T [[]V.vxayar = {{f (vxa)ds
v Se
——"""[1 —\, sLa integral de superficie se
T — Divide en dos, conectadas
¢~ L2  ~——  porunafronteracomunlLly
-/ L2,
\\\_ - e «Se aplica Stoke
n2 fpvxards =p(vxa)ds, + ff(Vxa)ds2
A Se Sel Se2

<jj> (VxA).ds :<j> Adl + <j> Adl=0
Se Ll L2

Si la divergencia de un campo vectorial es nula, el
campo es solenoidal y se puede expresar como el
rotacional de otro campo vectorial
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¢ Identidad Nula. Rotor de un gradiente

Vx(VI) =0

¢ Aplicamos Stoke en cualquier superficie

[[vxr)ds=pvrydi= Ide =V (P)-V(P)=0

*Si el rotacional de un campo es nulo este campo se
puede expresar como el gradiente de una funcion
escalar.

*Un campo vectorial irrotacional es conservativo, y se
puede expresar como el gradiente de un campo escalar

¢ Divergencia (Gradiente)-->Laplaciano de un Escalar
2
V(VV)=V¥

v P 8 o Operador nabla
- At Ayt —-az - en rectangulares

ox oy cz
0 &) e c c &)
- 4 J J A A J
Vi=VV=(—ax+—ay+—az).(—ax+—ay+—az)
- - - -~ -~ - - -~
ox oy oz ox oy oz

vie 9 @ ¢ - Laplaciano en
-2 -2 ~2
o’x 0y 0z rectangulares

« Rotor de Un Rotor= Gradiente(divergencia)-Laplaciano del
vector

VxVxA = V(V.A)-V’A

¢ Clasificacion de Campos Vectoriales segun sus
fuentes de rotor y divergencia
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Teorema de Helmholtz

¢ Un campo vectorial esta determinado si su divergencia y
su rotacional estan especificados en todo punto

- En el infinito debe anularse
- O bien si esta limitado a una regién, se debe conocer la

componente normal en la superficie limite
V-A=p, VXA=ps

¢ Un campo vectorial puede expresarse como |la suma de
dos vectores uno irrotacional y otro solenoidal de

divergencia nula.

A=-V+ VXB

A,’ = -VV As = V X B
V.AS = (0 Solenoidal

VXA =0 Irrotacional

V-A=p, VXA=pg

A=-VWV+ VXB

Laplaciano del vector A se define como

V’A=V(V.A)-VxVxA

Ecuacion diferencial de A en funcion de sus fuentes

V'A=V(p,)-Vx(p,)

/ Vector: densidad de circulacion

Densidad de origen o “carga’
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Operadores diferenciales en coordenadas cilindricas

El gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano poseen expresiones particulares en coordenadas
cilindricas:

« Gradiente

dp, 104, 0O,
BTy A =
« Divergencia

. 10(pF,) 10F, oF.
v.po 1006F) 10F, oF.

Vo

P Op p Op Oz

« Rotacional

P pe  E
= 1|4 El El
VxF p|lB B B
F, pF, F

« Laplaciano

. 14 qu) 1 8% 8%
Vz —_— —_—— e —
( " p? 0p?  02°

Operadores diferenciales en coordenadas esféricas

« Gradiente
By . 10¢. 1 8¢ .
= —& + ——&p + —é,
or " v e Tsing Ay 7
« Divergencia

V.5 1 a(r*F) 1 d(sinf Fy) 1 d(F,)

V¢

rt  dr rsinf ae rsinf  dy
« Rotacional
# rf rsing @
= 1 a 8 E)
VXF_rzsinH T e
F, rFy rsinfF,
« Laplaciano

. 18 dp 1 a O 1 9%
SO st )
2o\ o 2sing 06\ 90 r2sin®g dp?
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Anexo:Tabla en coordenadas cilindricas y esféricas

Esta es una lista de algunas formulas de calculo vectorial de empleo corriente trabajando con varios sistemas de coordenadas.

Operacion |coordenadas cartesianas (x,y.z)||coordenadas cilindricas (p,g,z) coordenadas esféricas (r,8,9)
T = pcosg r = rsenfcosd
Yy = pseno y rsen fsen ¢
= z z = reosf
Definicion = = =
de las r = VEEF Pt 22
— /e "] R
coordenadas ro= * +3’I" g = arcwn((\/“’? + yg );fz)
¢ = arctan(y/z) & = arctan(y/z)
z = z
A AR+ A Y+ A App+ Ay + A2 A+ Agb + Ay
of . 10f 1 af -
of,  of. 9f, of o 10f 5, 0f, o 7 98°  reent0g®
e R s R Ry R S N 6 o¢
vs oz oyY T B:° LAY P =
i(’)f‘?.ﬁl, . 1  8Aysenf n 1 94,
VA 04. 04y  0A. 1 9pA, + 1 04, + 0A. r?  or rsenf 08 rsenfl d¢
Ox dy 0z p Op p Op Oz
1 A, sen 6 DA |
A, 94, o 184, 94y L rsen e W)r +
( By Bz ) x (FW B ) Pt (SE 1 dd, 1 ""-“a)é +
. oa oA o4y on) TR
VxA (az Ba;)y f (6: 3,0)¢ + L ordy A 3
(aAy (34) . L, Ay A, (% a9
)2 (o W )E
18 ,0f 1 d af 1 #f
72 2 52 2 9 fll=—=—(r* =) + —(senf—) +
Af=Vif £+3f+ﬂ lﬂ(pa_f)+lﬂ+ﬂ r2 87'( 81'} r23e11989( 5‘9) r? sen? @ H¢?
gz By 82 pdp" Op p? agr 82
A L 04y
p(AAd, -~ — = —
p( " o? gt 90 ) + . AA. — 24, 2086
AA = VA XAA; +FAA, + ZAA, + A 2 94 r (A4, £ 2 sen
! qﬁ(AA,, - — + ——) + .
ra ot dg 3 iy 2 a4,
2AA. TR eens m‘;) -
- Ag
Reglas de calculo no triviales: o (A4 m
1 divgrad f = V- (Vf) = V2f = Af (laplaciano) 2 84 2csd ﬂ) I
#oan r?sen? § de
2. rotgrad f=V x (Vf)=0 R A
3 divrot A=V -(VxA)=0 ¢ (Ady - 5ss
drotrot A=V x (VxA)=V(V-A)-ViA 294 | 2cosh ﬂ)
o2 2 At r‘?:s 2 I":':‘
S_Afg:ngl 2Vf-Vg | Q'Af r? sen® @ Ao en o
6. Formula de Lagrange para el producto vectorial:
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)

Cir 4gend
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