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Nota

En todo lo que sigue se utilizara la herramienta matematica MATLAB. Esta herramienta,
de reconocido prestigio académico y profesional, ayudara al alumno a resolver los
problemas que se le presenten haciendo mas énfasis en su planteamiento que en la
mecédnica de la resolucién, y ademds le proporcionara el entorno ideal para resolver
problemas reales cuya solucién analitica puede ser muy compleja o incluso imposible.
Por otra parte, al permitir escribir guiones de la resolucién de problemas, e incluso
programas, sirve también de introduccién a la carrera que empieza con esta asignatura.
Ademads, a lo largo de la carrera no le faltardn oportunidades para utilizar esta
herramienta en multiples asignaturas e incluso puede afadirla a su curriculo para un
futuro desarrollo profesional.

Existe gran cantidad de bibliografia que puede ayudar a conocer la herramienta
MATLAB. Muchos textos estan disponibles de forma gratuita en formato pdf. Nosotros
recomendamos Aprenda MATLAB 7.0 Como si estuviera en primero que fue preparado por
la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales de la Universidad Politécnica de
Madrid. Aunque la versién del programa no es la misma que se utilizara en este curso,
los conceptos y comandos estudiados si son los mismos y puede servir para el
aprendizaje del mismo.

Si se quiere un conocimiento mds sistematico y profundo de toda la herramienta,
recomendamos los siguientes libros:

e Moore, Holly. MATLAB para ingenieros. Pearson-Prentice Hall
e Hanselman D. y Littlefield B. Mastering MATLAB. Prentice Hall

En cuanto a los libros de texto que pueden utilizarse para seguir la asignatura, son
muchos y pueden utilizarse cualquiera de ellos. Nosotros recomendamos:

e Larson, Hostetler, Edwards. Calculo. 8 6 9% Edicién. 2010

Se recomienda que el alumno siga todos los ejercicios con la herramienta MATLAB
delante. S6lo la practica continua podrd conseguir dominar las materias que aqui se
exponen. Tenga en cuenta que cada paso es de facil comprension, pero todos los
conceptos unidos requieren una practica que no se improvisa. MATLAB ayuda en las
operaciones y cédlculos que puedan resultar tediosos o complejos, pero no puede hacer
nada para llegar a un adecuado planteamiento del problema y a un enfoque acertado de
la solucién. Considérese por tanto a MATLAB como lo que es, una herramienta, no un
“solucionador universal de problemas”.
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Conocimientos previos
Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase:

e Valor absoluto y distanciaen Ry R 2

e Representacion cartesiana de puntos en el plano

e Representacion grafica. Suma y diferencia de vectores en el plano
e Aritmética de polinomios.

e Funciones exponenciales y logaritmicas.

Introduccion

Se suele decir que los matematicos se parecen a los sastres, los cuales miden y cortan los
patrones para hacer un traje sin tener en cuenta quién es el que lo llevara puesto. Los
Numeros Complejos constituyen una buena afirmacion de esto. Los Numeros Complejos
se inventaron para resolver un determinado tipo de problemas y en los dltimos casi tres
siglos han permitido a los matematicos construir ttiles y en ocasiones bellas teorias. Hace
relativamente poco, tales nimeros se mostraron extremadamente ttiles para representar y
resolver determinados tipos de problemas en ingenieria y en fisica. Hoy en dia han llegado
a ser basicos e indispensables como herramientas en la teoria de vibraciones, control
roboético, dindmica de fluidos, transferencia de calor, circuitos de corriente alterna,
tratamiento de imagenes, teoria de mecanismos, electrostatica y procesamiento de sefial,
entre otros.

En este capitulo hablaremos de la definicién de los nimeros complejos y sus propiedades
basicas. La funciones de MATLAB que manejan estos nimeros se iran introduciendo en el
estudio gradualmente. Se elaborardn algunos ejemplos de empleo de estos ntimeros para
ilustrar su utilidad y proponer nuevas ideas para su uso.

Como siempre, el alumno no deberd tener miedo a su estudio y su empleo. Con
herramientas como MATLAB nos podemos centrar mas en la reflexiéon sobre el problema a
resolver que en la mecdnica de su resoluciéon. Cierto es que se debera tener un
conocimiento minimo del algebra de los complejos, pero mds para esbozar una solucién a
mano o para interpretar un resultado obtenido que para resolver de forma analitica el
problema. Ademas, con las potentes herramientas de visualizacién de que dispondremos,
se podran analizar mejor las soluciones e incluso experimentar con variaciones y nuevas
propuestas para que los conocimientos adquiridos queden mejor sedimentados.
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1. Definicion de nimero complejo

Si consideramos la ecuacion x? + 1 = 0, observamos que no existe ningtn namero real que
la verifique. Con objeto de dar solucién a esta ecuaciéon vamos a definir un conjunto de
nimeros que amplien a los ntimeros reales.

Definicién (Numeros complejos).- El conjunto  R* ={(a,b)/a,b € R} con las operaciones
suma y producto siguientes:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b)*(c,d)=(ac-bd,ad + bc)

se llamara Conjunto de Nameros Complejos y lo denominaremos por C.

Cada ntmero complejo z = (a,b) puede identificarse con el punto P de coordenadas

(a,b), que recibe el nombre de afijo de z. Al niimero complejo (0, 1) le llamaremos unidad
imaginaria y representaremos por i . Ademas, el namero real a se identifica con el nimero
complejo (1,0), es decir, a = (a,0).

En el plano cartesiano, los nameros reales se representan de la siguiente forma:

Eje imaginario

P(a,b)

& ticreal Fzgum 1-1. Rep.resentaczon grdfica de un
niimero complejo

a

Noétese que se cumple que

i2 = (0/1) ¥ (011) = (—1/0) =-1
Teniendo en cuenta que
(a,b) = (a,0) + (b,0) * (0,1)

podemos considerar la siguiente forma de expresar un ntiimero complejo:

Forma binémica de un ntimero complejo: el complejo z = (a,b) se representa en forma
binémica como z =a + bi.
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Sea z=a+bi unnamero complejo. Se define el conjugado de z, y se representa por <,

como el nimero complejo z=a-bi.

[V Ver opuesto

s ¥ Ver conjugado

8.

4.

z=6+3i
2]
0 ‘ §
: <] 4 2 0 2 4 YG 8 10 12

2] Figura 1-2. Representacion grifica del opuesto y
e A I S | ipd el conjugado de un niimero complejo
72630

-4

(iii)z-w=z"w
(iv) z- zes un nimero real positivo

Si z=a+bi, se define la parte real de z, Re(z), y la parte imaginaria de z, Im(z), como:

Re(z)=Z;—Z=aER; Im(z)=%=bER

2. Médulo y argumento

Si z = (a,b) es un nimero complejo, se define el médulo de z, |z

|Z|=\/?=\/a2+b2

, COMO:

Al médulo de un nimero complejo también se le suele denominar distancia.

Sea z un namero complejo con afijo P. El angulo medido en radianes que forma el vector
OP con la direccioén positiva del eje real se llama argumento del niimero complejo z,
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—adh i =Arg z
b & z=a+b i @ g
e
ro_— :
" H
—~ H
- } Figqura 1-3. Representacion grifica de un
NP & mitgmero com lp' I 8 ﬁ -
plejo en la forma moédulo
a argumento

De la definicion y la figura anterior se deducen las siguientes igualdades:

Re(z) _Im(z)

seng =
4 4

Llamaremos valor principal del argumento al valor comprendido entre -y &

cosQp =

Consideraremos las siguientes formas de expresion de un nimero complejo:
e Forma polar: z=7,
e Forma trigonométrica: z =r(cos@ +iseng)
« Forma exponencial:z = re”
o Forma binémica:z = a + bi

siendo

e = cos +iseng (Férmula de Euler)

3. Operaciones elementales

Suma

zxzw=(a+bi)x(a'+b'i)=(axa)+(bxb")i

Producto
Binomica: zw=(a+bi) (a'+b'i)=(aa'-bb")+(ab'+a'b)i
Polar: Z=T W=", '=>z-w= (rr')‘pw,

Exponencial: z=r w=r,"=z"w=_(rr el @)
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Cociente

Consideramos z y w dos nameros complejos donde w es distinto de cero. El cociente de
z/w se reduce al producto de z por el inverso de w:

Bindmica: para calcular el cociente entre dos ntimeros complejos, basta con multiplicar
numerador y denominador por el conjugado del denominador:

z a+bi _ (a+bi)-(a'-Db'i) aa'+bb' a’b—ab'i

w o a'+b'i (a'+b'i)-(a'-b'i) a’+b”* a”+b"

Polar:  z=71,;
"2
. "\ ig-g'
Exponencial: z=ryw=r' =—_= (—)e’(‘p 7
¢ ¢ 1
wo\r
4. Funcion exponencial

Sea z = a + bi, definimos la funcién exponencial como

e* =e"" =e“(cosb +isenb)
Propiedades:
(i) e =é'e” (i) "=1 (i) e =1
(iv) ¢ =¢ () |ef|=e"? (vi) Arg e’ =Im(z)
(vii) Re e’ =Re(e™™) = e"(cosb) (viii) Im e® = Im(e””) = e“(sen b)

5. Potencias y raices enésimas de complejos
Si‘n’ es un nimero entero

ip n n_ing

l=re = 7 =re

Entonces
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2" =[r(cosp+iseng)] = r"(cosng +isen ng)

La anterior se conoce como la fé6rmula de De Moivre.

Analogamente,

1/

z "=[r(cos<p+isen(p)]1/n " (c osw+ (p+2k7r) k=0,1,2,..(n-1)
n n

6. Funciones trigonométricas complejas

De la misma forma que hemos ampliado al campo complejo la funcién exponencial, en
este apartado vamos a extender las funciones trigonométricas a los complejos.

En primer lugar observamos que si 2 es un nimero real, entonces se tiene:

e =cosa+isena

“ = cosa —isena

Si sumo y resto ambas expresiones, obtenemos:

ia

€ +e™ =2cosa

ia

e —e™ =i2sen a

Por tanto, y extendiendo lo anterior a cualquier niimero complejo,

iz —iz iz —iz
+

e
COSZ:T sen 7 =

2i

y a partir del seno y el coseno quedan definidas también la tangente y la cotangente. Lo
expresamos a continuacion:

iz —iz
sen z e —e . T
tanz = =—i—r siz#=—+km, k=0,1,2,...
CcoSZ e“+e 2

cosz .e“+e .
cotz= =i— - siz#=km, k=0,1,2,...

sen z e —e

7. Tratamiento de nimeros complejos con MATLAB

MATLAB tiene capacidad para manejar nimero complejos con unas cuantas funciones
que se muestran a continuacién en una tabla:
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Funcién Descripcion Ejemplo
abs(z) Calcula el valor absoluto de un nimero >> z = 3+4i;
complejo, que es equivalente al médulo o >> abs(z)
radio si el ntimero complejo se expresa en ans =
coordenadas polares 5
angle(z) Calcula el angulo desde la horizontal y en el >> z = 3+41;
primer cuadrante, en radianes, cuando el >> abs(z)
nimero complejo se representa en ans =
coordenadas polares 0.9273
complex(a, b) Genera un niimero complejo con una >> a =3, b = 4;
componente real z y una componente >> complex(a, b)
imaginaria b ans =

3.0000 + 4.00001

real(z) Devuelve la componente real del ntimero >> z = 3+4i;
complejo z >> real(z)
ans =
3
imag(z) Devuelve la componente imaginaria del >> z = 3+41i;
ndmero complejo z >> imag(z)
ans =
4
isreal(z) Determina si los valores en un vector o matriz | >> A = 5-21i;
son reales. Si lo son, se devuelve 1; si son >> isreal(A)
complejos, devuelve un 0 ans=
0
conj(z) Genera el conjugado complejo del ntimero z >> z = 3+4i;
>> conj(z)
ans =
3.0000 - 4i

8. Problemas resueltos

Problema resuelto 1

Si queremos hacer la transformacion entre la forma bindmica y la forma polar, y viceversa,
usaremos las funciones abs y angle:

% Transformacién de forma bindmica a polares (médulo argumento)

Z1 = 1-2i;
modulo 7Z1 = abs(Z1) % Devuelve modulo 7Z1 = 2.2361
argumento_Z1 = angle(Z1l) % Devuelve argumento Z1 = -1.107 (rad)

grados_Zl = argumento Z1*180/pi % argumento en grados -63.4349
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Problema resuelto 2

Sea la ecuacion w = Az + B siendo z un niimero complejo, A=1+1, B =2+ i. Esta ecuacion
transforma puntos (X, y) en el plano complejo z, en puntos (u, v) en el plano complejo w. Resolver
usando MATLAB los siguientes apartados:

(a) Realizar la transformacion definida por w para los puntos del plano z siquientes: z1 =0, z»=
1+3i, z3=2.

(b) Dibujar el tridngulo definido por los puntos anteriores en color rojo.
(c) Dibujar el triangulo transformado en color verde y en la misma figura.
(d) Comprobar que tanto el triangulo en el plano z como e tridngulo en el plano w son equildteros.

Solucién
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La figura obtenida con los tridangulos es la siguiente:
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Transformacion de Z en'W

Parts imaginaria

. u 1 2 3 4 5 Figura 1-4. Transformacion de
pateled Z en W segiin w= Az + B

Problema resuelto 3
Dados los niimeros complejos:
7, =2/3+2i

=i
7, =2e3

Se pide:
(a) Representar grdficamente en el plano complejo los afijos de los niimeros z1 y zo.

(b) Hallar el producto z1.z> y expresar el resultado en forma bindmica y en forma exponencial.

Solucién
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Y las figuras obtenidas son las siguientes:

Figura 1-5. Problema 3.
Representacion de los complejos
Ejereal ' 21Y 22
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Representacion del producto z 122

Figura 1-6. Problema 3.
Representacion polar del producto
21.22

Problema resuelto 4

Calcular:

@ z=Y1-3i
_Ja+pa-iy?
® = \]3 (1+~/3i)’
(c) Escribir el resultado en forma trigonométrica y exponencial.

Solucién

La resoluciéon manual o analitica de este ejercicio seria muy laboriosa. Con MATLAB
resulta trivial:
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Figura 1-7. Problema 4. Representacion
polar de z1y z2

Problema resuelto 5
Escribir una ecuacion de segundo grado cuyas raices sean 2 + 2iy 2 - 2i.

Nota: Si x1y x2 son las raices de una ecuacion de segundo grado ax*+ bx + ¢ = 0, entonces se
cumple que x1+ x2 = -b/a y x1x2= ¢/a
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Solucién

Problema resuelto 6

Calcular el valor de a y b para el complejo z que se muestra a continuacion sea real y de modulo
igual a la unidad.

3b-2ai
Z=
4-3i
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Solucién

En la forma en que nos presentan el nimero complejo z es dificil determinar cudl es su
parte real y cudl su parte imaginaria. Es necesario operarlo para que podamos conocer
ambas partes. Manualmente lo podemos conseguir multiplicando numerador y
denominador por la conjugada del denominador, pero MATLAB puede simplificarnos
mucho las operaciones. Para ello utilizaremos la funcién simplify y la funcién pretty
que nos presenta el resultado de forma mas legible:

>> pretty(simplify(3*b - 2i*a)/(4-31))
cuyo resultado es:
8 sgrtmone \ / 9 sqgrtmone

/ \
a | 6/25 = —————————n | + b | ———mmm———- + 12/25 |
\ 25 / \ 25 /

(MATLAB pone en las simplificaciones el valor de i como sgrtmone, es decir square root
minus one, raiz de menos uno). O lo que es igual:
8 i \ / 9 i

/ \
a | 6/25 = ————————un | + b | ———mmo———- + 12/25 |
\ 25 / \ 25 /

Ahora bien, en esta solucién no viene ordenada la parte real y la parte imaginaria, lo que
nos facilitaria la resolucion del problema. Es trivial ordenarlas; quedaria del siguiente
modo:

12b + 6a 9b - 8a

Ahora bien, el problema nos dice que la parte imaginaria tendra que ser cero (solucioén
real) y de modulo unidad. Si la parte imaginaria debe ser cero, el médulo coincide con la
parte real. Por tanto la igualaremos a 1. S6lo nos queda utilizar la funcién solve para
resolver el sistema de dos ecuaciones, parte imaginaria igual a cero y parte real igual a
uno, con las incégnitas a y b:

>> sol = solve(9*b - 8*a == 0, 12*b + 6*a == 25)

que nos devuelve la estructura p con las dos variables a y b:

sol =
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Por tanto, a = 3/2 y b = 4/3 para que z tenga la parte imaginaria igual a cero y el médulo
unidad.

Problema resuelto 7
Visualizacion de un vector rotativo

El programa o guion que se muestra a continuacion nos permite visualizar la rotacion de un vector
representado por un niimero complejo. Esto es muy itil para visualizar movimientos armonicos,
que son movimientos que pueden ser descritos por una funcion sinusoidal en el tiempo.

En el programa, se hace girar un vector a una velocidad angular definida por su frecuencia. EI
vector es representado como un niimero complejo en forma exponencial, en el que el tiempo actiia
como multiplicador del dngulo haciéndolo variar en lapsos de tmax/36, es decir, en lapsos de 1/36
del tiempo que tarda en dar una vuelta completa, que depende de la frecuencia.
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La declaracion tiempo = [tiempo t] VY la declaracion movimiento = [movimiento v]
son dos vectores que se van cargando con cada lapso de tiempo con el tiempo transcurrido y
la posicion de la “cabeza” del vector en ese instante, representada por el valor de la
coordenada y.

La declaracion plot ([0 x1, [0 y1) dibuja una linea con origen en (0, 0) y cada punto (x,

y) calculado.

Para visualizar el movimiento armonico, podemos teclear la siguiente expresion:

>> plot(tiempo, posicion)

En la figura resultante, vemos que el movimiento de la “cabeza” del vector estd representada
por una sinusoide:

1

0.8

0.6

04|

0.2+

ok
02k
-0.4
06 F

Figura 1-8. Problema 6. Sinusoide
representando un movimiento
0002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002 armonico definido mediante
niimeros complejos

0.8 F

9. Problemas propuestos

Ejercicio n° 1: Nadador en un rio.

En la figura que se muestra a continuacion, un nadador atraviesa un rio que tiene 1,1 Km de ancho.
La velocidad media del nadador es V = 0,9 km/h y la velocidad de la corriente es S = 1,5 Km/h. El

nadador empieza en el punto A con la intencion de llegar a B en la orilla opuesta del rio, pero llega a

otro punto C.
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(a) Expresar el vector V y el vector S como niimeros complejos.

(b) Calcular la velocidad real R como suma de dos niimeros complejos.

(c) Calcular la velocidad real R y el dngulo de la misma con la perpendicular.

C B
@ 4
S
«—
R \Y
Figura 1-9. Ejercicio propuesto 1.
Esquema del paso de un rio por un
A nadador con velocidad Vy corriente

del agua S.

Ejercicio n° 2: Carga de un procesador

Un procesador tiene una velocidad (frecuencia de trabajo) de 2 GHz. A lo largo de un ciclo, se
encarga de procesar una serie de tareas simulando un multiproceso. Cada una de esas tareas tiene
una intensidad distinta, es decir, son cargas de trabajo distintas. Considerar, a efectos de

presentacion, que las cargas siguen una distribucion normal de media 0.5 y desviacion tipica 0,3.

Demostrar que dicho trabajo del procesador puede ser representado como un movimiento armonico

y dibujar las grificas correspondientes.

NOTA: Consultar la ayuda de MATLAB para determinar como se generan niimeros aleatorios que
siguen una distribucion normal con una media y una desviacion tipica especificada. Tener en
cuenta que dicha distribucion puede generar niimeros negativos.

Ejercicio n° 3:

Los puntos A, B, Cy D de un diagrama de Argand representan los niimeros complejos 9+i, 4+13i,

-8+8i, -3-4i respectivamente. Demostrar que ABCD es un cuadrado.
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Ejercicio n® 4:

Si zy 7 son numeros complejos conjugados, hallar dos niimeros complejos z = z1y z = z2 que

satisfagan la ecuacion:
32.74+2(z-2)=39+12i

Sobre un diagrama de Argand, estos dos niimeros vienen determinados por los puntos Py Q. Si R

representa el niimero 1i, demostrar que el dngulo PQR es recto.
Ejercicio n® 5:

Si z = x + yi, donde x e y son reales, hallar los valores de x e y sin utilizar MATLAB cuando:

Ejercicio n° 6:

Siendo z1 = 5 -7i; zp = 1+4i; z3 = -2+3i, resolver la ecuacion para cada uno de los casos y
expresar el resultado en forma a) bindmica, b) polar, c) trigonométrica, d) exponencial. En las
formas que contengan dngulos, estos se dardn en grados y en radianes. (Febrero 2014).

a) Z + Z -2 d) Z _ Z +2
we=l|T2s we=|"%2
<y 25
b) z z 4*2 e) . z Z+2
w=|B"% || 2
23 g
C) 7 +z2 3% f) z z 4+
w=|2t% w=|2"%
4 33
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