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Una mirada previa al calculo:
é¢Qué es el calculo?

El calculo es...

e La matematica de los cambios: velocidades y aceleraciones

e El desarrollo de modelos que permite entender situaciones de la vida real > conceptos:
rectas tangentes, pendientes, areas, voliUmenes, curvaturas...

Estrategia:

Pasar de las matematicas previas al calculo (estaticas) al calculo (dinamico) = reformulacidn a
través de un proceso de limite

Matematicas Proceso o P
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Una mirada previa al calculo:
¢Queé es el calculo? Il

Ejemplo: ¢ qué podemos hacer con calculo diferencial?

Sin calculo Con calculo diferencial

Valor de fix) ! y=r Limite de f{x) cuando
cuando x = ¢ | xtiendeac
|
X

Pendiente de una recta Pendiente de una curva

Recta secante _ &-“"’j.’-_’ Recta tangente ﬁ ,/
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Una mirada previa al calculo:
¢Qué es el calculo? 1lI

Ejemplo: ¢ qué podemos hacer con calculo integral?

Sin calculo Con calculo integral

v
Area de un Area bajo
rectangulo una curva

| = X
Trabajo realizado por / Y Trabajo realizado por / N\ e~
una fuerza constante una fuerza variable

.1'.
Centro de un { el P Centroide de una
rectanonlo -8 regiin
S PARTIC
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Una mirada previa al calculo:
El problema de la recta tangente

A partir de una funcién f y de un punto P de su grafica, encontrar la ecuacién de la
recta tangente a la grafica en el punto P
e  (Calcular la pendiente de una recta secante que pase por Py por otro punto Q de la curva

e Si Q tiende a P, la pendiente de |la recta secante de aproxima a la de la tangente - la
pendiente de la recta tangente es el limite de la pendiente de la recta secante

y y y

O(c+ Ax, flc+ Ax))

Rectas
secantes

y= f(x}
P(c. (o)

i fle+Ax)—fle)

Recta tangente -

Wi

Recta tangente
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Una mirada previa al calculo:
El problema del area

Determinar el area de una region plana delimitada por graficas de funciones
e  Estimar el drea bajo la curva utilizando varios rectangulos
e La aproximacion mejora al aumentar el nimero de rectangulos

e Elareade laregion puede calcularse entonces como el limite de la suma de las areas de los
rectangulos cuando el nimero de éstos crece sin fin

v y ¥y

¥y =fx) y=f(x)

/
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Introduccion a los limites

Descripcion “informal” de limite:

Si f(x) se acerca arbitrariamente a un nimero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los
dos lados, entonces:

Iim f(x) = L

X—C ;
limfix)=3 "
a—] f “, 3)

Ejemplo: estimacion del limite de una funcidn de manera grafica

=1
flx)= x#=1
x—1"
x se aproxima a | por la izquierda. > < x se aproxima a | por la derecha.

x 0.75 0.9 099 | 0999 | 1 | 1.001 | 1.01 1.1 1.25

Yy numérica

Ay 12313 12710 12970 12997 1 2 (3003 (303013310 (3813 x-1
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Limites que no existen

éCuando decimos que un limite no existe?

COMPORTAMIENTOS ASOCIADOS A LA NO EXISTENCIA DE UN LIMITE

1. f(x) se aproxima a numeros diferentes por la derecha de ¢ que por la izquierda.
2. f(x) aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c.
3. f(x) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

I
Ejemplo: Analizar la existencia del limite limsen—

=0 X f) = sen%

X 7/11- 2/37 T/ﬁﬂ' 2/7m | 2/97 | 2/11=w x—0 ﬁ [\
| ! X

sen (1/x) —1 — 1 ] El limite no lec.’rle ] l B
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Definicion formal de limite

DEFINICION DE LIMITE

Sea funa funcion definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posiblemente
en ¢) y L un numero real. La afirmacion

lim f(x) = L

X—C L+
significa que para todo & > 0 existe un o > 0 tal que si e/
L - |
0<|x—c|<é, entonces |f(x)—Ll<e |  F---- |

L-el

NOTA:

Algunas funciones carecen de limite cuando x > ¢, pero las

LC+5

gue lo poseen no pueden tener dos limites diferentes
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Definicion formal de limite Il

Ejemplo:
HH s e s/ . y=4+e|--
Utilizar la definicion formal de limite para demostrar que: ol
lim 3x — 2) =4 y=d—elfl]
x—2 . A

\—x=2+5
Soluciodn: Lx:?
y x=2-46

. Probar que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que
|(3x—2)—4| <esiempreque0< |x—2| <6

. Puesto que la eleccion de 6 depende de € es
necesario establecer una relacion entre los valores 27
absolutos |(3x—2)—-4|y |x—-2]|

. |(3x—2)—4| = |3x—-6| =3|x—-2]|
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites

ALGUNOS LIMITES BASICOS

S1 b y ¢ son niimeros reales y n un entero positivo:

1. limb=2>~b 2., limx=¢ 3, limx"=c"

X—C X—C X—C

Demostracion de la propiedad 2:

e Paratodotodo € >0 existeun 6 >0tal que |x—c| <esiempreque0< |x—c| <d

e Sielegimos 6 = g, entonces la segunda desigualdad lleva implicita la primera, por lo que
gueda demostrada la propiedad

NOTA: En las funciones que son continuas en ¢, se puede evaluar el limite por sustitucién directa
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites Il

PROPIEDADES DE LOS LIMITES
Si by ¢ son numeros reales y n un entero positivo, /'y g son funciones con los limites
siguientes:
lim f(x) = L y lim g(x) = K

1. Multiplo escalar: Iim [ f(x)] = bL
2.  Suma o diferencia: Iim [ f(x) £ g(x)] =L+ K
3. Producto: Iim [ f(x)g(x)] = LK

. # f(’r) L :
4. Cociente: lim=——=—,  siempre que K # 0

x—c g(JL’) K pred
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites Il

Ejemplo: Limite de un polinomio

lim (4x* + 3) = lim 4x* + lim 3 Propiedad 2.

x—2 x—2 x—2

Se observa que el limite de la funcién polinomial
es simplemente el valor de dicha funcidn en x =2

- 4(}‘_',2 ‘rz) + lim 3 Propiedad 1. ‘ Esta propiedad de sustitucion directa es valida
para todas las funciones polinomiales vy
racionales cuyos denominadores no se anulen
=19 en el punto considerado

=4(2?) + 3

LIMITES DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

Si p es una funcion polinomial y ¢ un namero real, entonces:

lim p(x) = plc)

X—>C

Si r es una funcién racional dada por r(x) = p(x)/g(x) y ¢ un nimero real tal que
a(c) # 0, entonce
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites IV

LIMITE DE UNA FUNCION RADICAL

Si n es un entero positivo. El siguiente limite es valido para toda ¢ si n es impar, y
para toda ¢ > 0 si n es par:

LIMITE DE UNA FUNCION COMPUESTA

Si fy g son funciones tales que lim g(x) = Ly l1m f(.r f(L), entonces:

X—C

il Ao o T

Cartagcna99 _




Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites V

LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea ¢ un numero real en el dominio de una funcion trigonométrica dada.

1. limsenx = senc 2. lim cos x = cos ¢
X—C X—C

3. limtanx = tanc 4. lim cotx = cot ¢
X—C X—C

5. limsecx = secc 6. lim cscx = csc ¢
X—C X—C

Ejemplo: Limites de funciones trigonométricas

a) limtanx = tan(O} =0

x—0

lim (x cos x) = I1m r)( lim_cos

C al'tagﬁnag 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP: 68
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites

FUNCIONES QUE COINCIDEN EN TODO SALVO EN UN PUNTO

Sea ¢ un numero real y f(x) = g(x) para todo x # ¢ en un intervalo abierto que contiene
a c¢. Si existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a ¢, entonces también existe el

limite de f{x) y

lim f(x) = lim g(x).

X—C X—C

Estrategia para el calculo de limites:

e Siel limite de f(x) cuando x se aproxima a ¢ no se puede evaluar por sustitucion directa, es
necesario encontrar una funcidn g que coincida con f para todo x distinto de x = ¢

Fl limite de a ce dehe n

C artagena9 9 OR SCIENCE STUDENTS
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites Il

Ejemplo: Técnica de cancelacion

2 -
;. . x> tx—6
Encontrar el limite: lim
r——3 X + 3

e No se puede realizar una sustitucidon directa puesto que el limite del numerador y del
denominador son 0 > 0/0 = indeterminacion

e Si factorizamos el numerador veremos cual es su factor y
comun con el denominador L | / .
-2 -1 2
2+x—6 (+3)kx-—2)
= = _ = — 2 = ;] = —3 -1+
1) x+3 x-+73 8(x), !

e Por tanto, aplicando el “Teorema de las funciones que
coinciden salvo en un punto” tenemos que:

Cartagena99 _
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites Il

Ejemplo: Técnica de racionalizacion

, . x+1—1
Encontrar el limite: Hn?: VX I

*  Sirealizamos sustitucion directa llegamos a la indeterminacion 0/0

. En este caso, se puede reescribir la fraccidon racionalizando el numerador para encontrar el
factor comun

Jx+T1—-1 [(Jx+1—-1\[Ix+T1+1\_ k+1)—1
X _( x )(Jx+1+1) AJx+1+1) foy= Y211

, I\ . .l .

(x+1+1) J+1+1 ————
. Y finalmente evaluar el limite: _|I 1
Si la mformamomemntem
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites IV

Ejemplo: Técnica del encaje y limites trigonométricos especiales

TEOREMA DEL ENCAJE

hix)<fix)=g(x)
Si h(x) = f(x) = g(x) para todos los x en un intervalo abierto que contiene a c, por la

posible excepcion de la propia c, y si
lim h(x} = = lim g(_x} \ Jqueda aqui
X—>C X—C g
- P . f
entonces el E_I_I’Ef{«’f] existe y es igual a L. I

DOS LIMITES TRIGONOMETRICOS ESPECIALES

e

. senx .1 —cosx
1. lim =1 2, lim———
—0 X x— X

Il
o

Teorema del encaje

c : 45 4470
artagena99 -
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites V

Ejemplo (continuacion): Técnica del encaje y limites trigonométricos especiales

o ~ sen0
Demostrar el limite: lim =1
-0 9

. La siguiente figura muestra un sector circular encajado entre dos triangulos

¥

-

(cos 8, sen §)
\ (1, tan 6) . \
f "ﬁﬁ (1,0) . ‘ \ ) '. !
: 1 |
Area del triangulo > Area del sector > Area del triangulo
tan 0 0 sen 0

J— 2 PR
2 2 2

»tan 8

I

J Al multiplicar cada expresion por 2/sen®, tomando sus sen 0

, .. . . ) Ccos f <
reciprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene:
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

Definicion informal de la continuidad de una funcion:

Decir que una funcion f es continua en x = ¢ significa que no hay interrupcion de la grafica de fen c >
la grafica no tiene saltos o huecos en ¢

CONDICIONES DE DISCONTINUIDAD DE FUNCIONES:
1. Lafuncidn no esta definidaenx=c
2. Noexisteel limitede f(x)enx=c

3. Ellimite de f(c) en x = c existe, pero no es igual a f(c)

¥ ¥ ¥y

estd definida no existe

lim f(x) # fic)
X—C

| |
| |
| |
| f(c)no |
|
| |
| |
| |
|
|

I
:
I
lim f(x) |
X—=C |
1
1
1
I

U
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto Il

DEFINICION DE CONTINUIDAD

Continuidad en un punto: Una funcion f es continua en c si se satisfacen las tres
condiciones siguientes:

1. f(c) esta definida.
2. lim f(x) existe.

X—C

3. limf(x) = £(0).

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcion es continua en un intervalo

abierto (a, b) si es continua en cada punto del intervalo. Una funcién continua en la
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto lli

Considerar un intervalo abierto / que contiene un niumero real ¢

e Si una funcion f esta definida en I (excepto, posiblemente, en c¢) y no es continua en ¢, se dice
gue f tiene una discontinuidad en ¢

CATEGORIAS DE DISCONTINUIDADES

1. Evitables o removibles = f se puede hacer continua redefiniendo apropiadamente f(c)

2. Inevitables o no removibles > f no puede hacerse continua redefiniendo f(c)

¥ ¥y y
i

L

I
I
I
|
|
I
|
I
I I
I | I
I | I
I [ ]
I

I
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto IV

Ejemplo: Analizar la continuidad de la funcién f(x) = .
e El dominio de f lo constituyen todos los nimeros reales distintos de cero
e  fcumple las tres condiciones de continuidad en todos sus puntos exceptoen x=0

e  Existe una discontinuidad inevitable en x = 0, ya que no hay modo de redefinir f(0) para
gue la nueva funcion sea continuaenx=0

Discontinuidad

inevitable o no ‘

removibleenx=0
CLASES PARTICUL
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Limites laterales:

1. Limite por la derecha > x se aproxima a c por valores superiores a ¢ ==) lim f(x) =

x—c’

2. Limite por la izquierda > x se aproxima a c por valores inferiores a ¢ == lim f(x)

xX—c

y y

f i
. X se aproxima
X S€ aproxima a a c por la
¢ por la derecha izquierda
- X -
c<Xx c>x
y
@) Limite por la derecha b) Limite por la izquierda
3__
L3 ] 4 h 2
Ejemplo: - I

Encontrar el limite de f(x) cuando x se aproxima a -2 por la derecha /\
CLASES PARTICULARES, Té’%%&"%s TE%NICAS ONLINE
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado Il

Cuando el limite por la izquierda no es igual al limite por la derecha, el limite (bilateral) no existe:

EXISTENCIA DE UN LIMITE

Sifes una funcion y ¢ y L son numeros reales, el limite de f{x) cuando x se aproxima
aces Lsiysolosi

Iim f(x) = L y lim f(x) = L.

X—=C x—c™t

Este concepto de limite lateral extiende la definicion de continuidad a los intervalos cerrados:

DEFINICION DE CONTINUIDAD EN UN INTERVALO CERRADO

Una funcion f'es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es continua en el inter-
valo abierto (a, D) y

- S Y ASE SP RTICULARES. T TUTORIAS TECNICAS ONLINE
( : r t 0 LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
d age a99 ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado llI

Ejemplo: Continuidad en un intervalo cerrado
Analizar la continuidad de f(x) = /1-x?
e Eldominio de fes el intervalo cerrado [-1, 1]

e Entodos los puntos del intervalo abierto (-1, 1) f cumple las condiciones de continuidad

e Ademas: y
) N f@)=+v1-x*
lim /1 —x2 =0 = f(—1) Continua por la derecha. 1
x——17

lim /1 —x*=0=f(1) Continua por la izquierda.

x—1"

) Por lo que se puede concluir que:

Cartagena99 _
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Propiedades de la continuidad

PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD

Sibesun numero real y /'y g son continuas en x = ¢, entonces las siguientes funciones
también son continuas en c.

Multiplo escalar: bf
Suma y diferencia: f+ g
Producto: fg

o A

Cociente: i st g(c) #0

[

Las funciones de los siguientes tipos son continuas en sus dominios:

1. Funciones polinomiales:  p(x) = ax"+a, X" '+ -4+ ax + a,
. . X
2. Funciones racionales: r(x) = % glx) # 0

Cartagena99 L -_
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Propiedades de la continuidad Il

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA

S1 g es continua en ¢ y f es continua en g(c¢), entonces la funcion compuesta dada por
(f ° g)(x) = flg(x)) es continua en c.

Demostracion:

e  Por definicién de continuidad 1im g(.r) = g(C) y lim f(l) (g(t))

xX—c x—glc)

e Al aplicar el teorema del limite de una funcion compuesta con L = g(c) se obtiene:

lim £(g(x)) = f(lim g(x)) = f(g(c))
T T CIASES PARTICULARES, JUTORIAS TECNICAS ONLINE
QNLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Propiedades de la continuidad IlI

Ejemplo: Prueba de la continuidad

Describir el intervalo o intervalos donde la siguiente funcién es continua:

senl, x#0

glx) =
0, x=20

J Puesto que y = 1/x es continua excepto en x = 0 y la funcion seno es continua para todos los
valores reales de x, resulta que g(x) es continua en todos los valores reales salvoenx=0

e Enx=0,no existe el limitedeg(x} !

| f [\
J Por tanto, g es continua en los siguientes intervalos: : } |

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Teorema del valor intermedio

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

fle) = k.

Sifes continua en el intervalo cerrado [a, b], fla) # f(b) y k es cualquier numero entre
fla) y fib), entonces existe al menos un numero ¢ en [a, b] tal que

NOTA:

e El teorema del valor intermedio suele emplearse para localizar los ceros de una funcion
continua en un intervalo cerrado

o Si f es continua en la..

Cartagena99
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Teorema del valor intermedio

Ejemplo: Yo f=x3+2x—1
Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que
f(x) = x3+ 2x - 1 tiene un cero en el intervalo [0, 1]
e Se observa gue f es continua en el intervalo cerrado
[0, 1]
e Dado que:
f0)=034+20)—1=—1
f(yy=13+21)—-1=2

resulta que:

fi0) <0y fi1) >0

C artagena9 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S_ONS IZOF%OS
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Limites infinitos:
Introduccion a los limites infinitos

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS

Sea f una funcion definida en todo nimero real de un intervalo abierto que contiene v
a ¢ (salvo, posiblemente, en el propio ¢). La expresion

lim f(x) =

X—=C
significa que para toda M > 0 existe una & > 0 tal que fix) > M, siempre que 0 < [x — ¢|
< 6. Del mismo modo, la expresion | Mp-----ofoge koo

lim f(x) = —

X—C

lim f(x) = ==

X—=C

significa que para todo N < 0 existe un & > 0 tal que fix) < N, siempre que
0<|x—¢| <.

Para definir el limite infinito por la izquierda. sustituir 0 < |x — ¢| < & por
¢ — 0 <x < c. Y para definir el limite infinito por la derecha. reemplazar Limites infinitos
O<|x—¢|<dporc<x<c + .

NOTA:
Cartagcna99 -




Limites infinitos:
Introduccion a los limites infinitos II

Ejemplo: v
. 3 ’
Sea f la funcion dada por f(x) = —— :
x—2 6+ I
|
¢Qué ocurre cuando x se aproxima a 2? :
4 ——
3 flx) d i in limi | :
. _ x) decrece sin cota o sin Iimite cuando x I
lim === =00 "7 " o 2+
x—-27 X se aproxima a 2 por la izquierda. 1
1
q ) ) ) ) | | | |
lim — — - fix) crece sin cota o sin limite cuando x ~c —rill : :
X2t X — 2 se aproxima a 2 por la derecha. 24 |
|
3 Ly oo i
x se aproxima a 2 por la izquierda. > < x se aproxima a 2 por la derecha. x=2 T4+ : 3
cuandox — 27 : f(x)=x_2
v 15 | 19 | 199 | 1.999 2001 | 201 | 21 | 25 T |
flx)| —6 —30 —300 —=3000 | ? 3000 | 300 30 6
y f(x) crece y decrece sin cota o sin limite

S PARTICULARES, TUT OBQIASS TE%NICAS ONLINE
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Limites infinitos:
in

Asintotas verticales

DEFINICION DE ASINTOTA VERTICAL

Si fix) tiende a infinito (0o menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
izquierda, se dice que la recta x = ¢ es una asintota vertical de la grafica de f.

NOTA:
Si la grafica de una funcidn f tiene una asintota vertical en x = ¢, entonces f no es continua en ¢

ASINTOTAS VERTICALES

Sean [y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a c. Si fic) # 0,
g(c) = 0, y existe un intervalo abierto que contiene a ¢ tal que g(x) # 0 para todo
x # ¢ en el intervalo, entonces la grifica de la funcion esta dada por

f®

hix) =
c artagenag 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S_ONS OF%OSCIENCE STUDENTS
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Limites infinitos:
Asintotas verticales Il

Ejemplo:
2
: , . g x<+ 2x — 8
Determinar todas las asintotas verticales de la grafica de f(x) = S
e  En primer lugar es necesario simplificar la expresion:
fm_x“+2x—8
2 B _ 1’2—‘-1-
) x2+2x—8 (x+4)x—2) x+4 45 v
] = = = . X 2 -
x2—4 (x+2)x—2) x+2 N
|
i 4 No definido
e Aplicando el teorema de las asintotas verticales se puede | enx=2
. ] v . 2
concluir que existe una asintota vertical en x = -2 i T——
B i | =X
" _ | 2
x2+2x—8 x2 4+ 2x — 8 + |
s - _ ; - — | Asintota
_11}@3- x2—4 - y .r—l}lE[:lE* x2 -4 - i —27  vertical
nx=_2

C SES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONII_INE
MA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Limites infinitos:
Asintotas verticales lli

PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS

Sean ¢ y L numeros reales, y /'y ¢ funciones tales que

lim f(x) = oc y Iim g(x) =

X—C X—C

1. Suma o diferencia: lim [ f(x) + ¢g(x)] = oo

X—C

2. Producto: Iim [ f(x)g(x)] = o0, L > 0
Ilim [ f(x)g(x)] = —o0., L < 0
3. Cociente: lim @ =0
x—n:f)f)

Cartagcna99 _




Limites infinitos:
Asintotas verticales IV

Ejemplo: Calculo de limites utilizando las propiedades de los limites infinitos

1

a) Puesto que lim 1 = 1y lim — = oo, se puede escribir

x—0 x—0 X

) 1

lim|1 + 5| = o0. Propiedad |

x—0 X

b) Puesto que lim (x> + 1) = 2y lim (cot 7x) = — oo, se deduce que
x—1- x—1"
Y
x=+ 1
Iim ——— = 0. Propiedad 3
x—17 cOol 7mX

c) Alser lim 3 =3y lim cotx = oo, se tiene

x—07" x—07
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE%NICAS ONLINE
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La derivada:
La derivada y el problema de la recta tangente

El problema de encontrar la recta tangente a la funcion f en un punto P se reduce al de calcular
su pendiente en ese punto

Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente usando la recta secante que pasa por Py
por otro punto cercano de la curva

Ax—0

m=— =
Xy — X Ax

Yo — ¥y P fle + Ax) — fle) (c, f(c))

DEFINICION DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE m /
(e, fle))
Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademas existe el limite S
Refcta tangente
3 _+_ b —
lim Ay _ lim fle + Ay ~ fc) =m
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

Cartagena99 _
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La derivada:
La derivada y el problema de la recta tangente Il

Ejemplo:

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f(x) en los puntos (0, 1) y (-1, 2)

fx) =x*+ 1

Sea (c, f(c)) un punto cualquiera de la grafica de f: la pendiente de la recta tangente en él se encuentra

mediante:
f(c+At)—f(c) lim [(c + Ax)2 + 1] — (> + 1) v
&x—:»(] Ax Ax—>0 Ax
— iim 4 2c(Ax) + (Ax)* + 1 —c*— 1 _ lim 2¢(Ax) + (Ax)? T
Ax—0 Ax Ax—0 Ax 3+
f)=x2+1
— 17 . , Recta > L
— A]xli](} (2(‘ + A}t) = 2 tangente Recaa tlangeme
en(—1,2) /en( D
| a nendiente en cualauier nuntale_flr)) de 1a srafica de fes m = 2¢

C artﬂgﬁna9 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP: 68
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La derivada:
Derivada de una funcion

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

La derivada de f en x esta dada por

f’()‘.‘) — lim f(x + Ai) —f(}f)

Ax—0 A):

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, f’ es
una funcion de x.

Una funcion es derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto
(a, b) si es derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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La derivada:
Derivada de una funcion Il

Ejemplo: Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto

e  Encontrarf(x) para f(x) = Jx
e  (Calcular la pendiente de la grafica de fen los puntos (1, 1) y (4, 2)

e  Analizar el comportamiento de fen (0, 0)

) x + Ax) — f(x o Yx+ Ax — Jx }t
R T v

— lim (\/er Ax — \/})(\/r + Ax + f)

Ax—0 Ax Jx + Ax + Ux
— lim (x + Ax) — x _ lim Ax

Ae—0 m(m + V) a0 AT(Vx + Ax + Vi)

1

:ﬂ};glox/ijAer\/_ 2V/x ©=0 —

Cartagena99 _
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad

éQueé relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

fx) = fle)

fc) = lim
X—cC X —C
. La derivada de f en c se calcula segun la expresion y
anterior siempre que dicho limite exista > los (v, f(x))
limites laterales deben existir y ser iguales
. Se dice que f es derivable en un intervalo cerrado \ fx) = f(c)

[a, b] si: i
o esderivableen(a, b)y '

e_a - _____7_ I1_

c artagcna9 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S_ONS IZOF%OSCIENCE STUDENTS
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad Il

¢Qué relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

DERIVABLE IMPLICA CONTINUA

S1 f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.

Demostracion: para comprobar que f es continua en x = ¢ bastard con mostrar que f(x) tiende a
flc) cuando x> ¢

im [0 = 7)1 = im [ = o L2 =L = o)) -

x—c x—c X —C

Puesto que la diferencia f(x) - f(c) tiende a cero cuando x = ¢, f es continuaenx=c¢

Por tanto:

Qii1ina fiinriAn ac darivahl,

C al'tﬂgella9 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP: 68
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad IlI

Ejemplo: grafica con recta tangente vertical

La funcion b f=x1

flx) = x!1/3 T

es continua en x = 0, sin embargo:

o =
—
()

N 13 _
) (x) (0) X 0
lim ! / = Iim
x—0 X — 0 x—0 X
) |
= ]im i
x—=0 x - f no es derivahleen ¥y = ()_noraue tiene
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
La regla de la constante

LA REGLA DE LA CONSTANTE

%m:u

La derivada de una funcion constante es 0. Es decir., s1 ¢ es un ntimero real, entonces

Demostracion:

Sea f(x) = c. Entonces, por la definicién de derivada mediante A
el proceso de limite se deduce que

Ll =)

[ + Ax) — f(x)

= lim
Ax—0 Ax

Carfagce;a99

La pendiente
de una recta
horizontal es 0

Se observa que la regla de la constante equi-
vale'. a decir que la pendiente de una re-:t.a' La derivada de
horizontal es 0. Esto demuestra la relacion l una funcion

f)=c

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
La regla de la potencia

LA REGLA DE LA POTENCIA

Si n es un numero racional, entonces la funcion f(x) = x" es derivable y

d
E[x”] = nx" !

Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un niimero tal que x" ~ ' se encuentre
definido en un intervalo que contenga al 0.

—[x 1= lim (c + A = "
Demostracion: Ax—0 Ax

_ 1 -n—2
x" + nx" " Y(Ax) + n(n b

(Ax)Q_{_. . '+(A)C)"—

. - 2
Si n es un entero positivo — lim
Ax—0 Ax
mayor que 1, el desarrollo del aln — 1)xn=2
— n—1 h = . —
binomio resulta ) — lim L i (Av) + + (A"
CLASES PA T CULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
La regla del multiplo constante

LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE

Si f es una funcion derivable y ¢ un numero real, entonces c¢f también es derivable

y W] = ')

Demostracion:

%[cf(r)] = A1)1;1‘11 ofle + A;))L — /W = Jj@oc[f(r L &Ai) _f(’t)}
= | yim S0 =)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

NOTA: Las constantes se pueden extraer de la derivada, incluso si aparecen en el denominador
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Las reglas de suma y diferencia

LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables f y g es deri-

vable en si. Ademas, la derivada de f + g (o f — g) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de f y g.

_[f(l) + g()] =) + g'(v) Regla de la suma.

E[f(l) - g(x)] = ff(x) - g’(x) Regla de la diferencia.
Demostracion:
d .. e L+ A) + gl + A] = [f(0) + )] o [+ A — flx) | gl + Ax) — g(v)
E[f(l) 8] = A];:E}() Ax B A])}E}() [ Ax i Ax }

e R Ny R S R
T CLASES P CU ES, UTORIAS ECNICAS ONLINE
LAMA 9454470
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Derivada de las funciones seno y coseno

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

d d
S€énx| = COS X COS X| = —senx
o Lsenx] = oleosx] =
Demostracion (para f(x) = sen x):
) V= y =sen x
X+ — X D
- [sen X] = lim Sen(r AX) e Definicion de derivada.

dx Ax—0 Ax

I
b=
5
1 -
Il
-_—— - e --
——. 5 -
. 4
~ .
[ ]
El

senx cos Ax + cos x senAx — senx :
Ax -1 ! |
I v =0
cos x sen Ax — (sen x)(l — COS A)L) vcreciente v decreciente  y creciente
= lim
Ax—0 Ax R i . ,
y’ positiva v’ negativa y’ positiva
. sen Ax 1 — cos Ax y I I I I
= Iim | (cos x) — (senx)| —— | | | |
Ax—0 Ax Ax | | | |
| | |
sen Ax [ 1 — cosAx) I I I I
C

SES PARTICULA ES, UTORI S TECNICAS ONLINE
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Razén de cambio

La derivada se utiliza para determinar la razon de cambio de una variable con respecto a otra >
tasas de crecimiento, tasas de produccion, tasas de flujo de un liquido, velocidad, aceleracidn...

Uso frecuente: Descripcion del movimiento de un objeto que va en linea recta

La funcidn s que representa la posicion (respecto al origen) de un objeto como funcién del tiempo t se
denomina funcion de posicion - si durante cierto lapso de tiempo At el objeto cambia su posicion en
una cantidad As = s(t + At) — s(t), entonces su velocidad media es:

) distancia Cambio en distancia  As
Razon = —— == ' - —
tiempo Cambio en tiempo Ar
En general, si s = s(t) es la funcidn posicion de un objeto en 0 = 1t st + A1) — s(7) 0
movimiento rectilineo, su velocidad en el instante t es: i) = Af—0 At AU

CLASES PART,ICULARES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Razén de cambio i

Ejemplo: Aplicacion de la derivada para calcular la velocidad

En el instante t = 0, un nadador se lanza desde un trampolin que esta a 32 pies sobre el nivel del
agua, y durante la caida, su posicion esta dada por:

s(f)y = =162 + 16t + 32
donde s se mide en pies y t en segundos.
NOTA: g = -32 pies/s?

a) ¢éCuanto tarda el nadador en llegar al agua?

Hacemos s =0y despejamos t :

-16t2 + 16t +32 =02 -16(t+ 1)(t—2) =0, t = 2 segundos
8 LINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del producto

LA REGLA DEL PRODUCTO

El producto de dos funciones derivables f y g también es derivable. Ademas, su de-
rivada es igual a la primera funcion por la derivada de la segunda mas la derivada de

la primem por la segunda.

[f( 0g(0)] = fx)g(x) + g(x)f"(x)

Demostracion:

%[f(r)g(x)] — 1im flx + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)

Ax—0 Ax
o O ADglr o+ Ax) = f+ Avg() + f(x + Ane(r) = fx)e()
Ax—0 Ax
_ i Vo g S FHAY — el e S+ Ax) — fy)
B Al;g(} flx + A) o Ax i hm g( ) Alxm(} Ax
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del cociente

LA REGLA DEL COCIENTE

El cociente f/g de dos funciones derivables f y g también es derivable para todos los
valores de x para los que g(x) # 0. Ademads, la derivada de f/g se obtiene mediante
el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada
del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

)] _ ) — e
dx[g(x)} P W0

Demostracion:

flx +Ax)  fx)
d [ M} _ i S AY gl g()f (e + Ax) = flx)g(x + Ax)

dx 2(x) A0 Ax ~ Ao Axg(x)g(x + Ax)
_ oy SO+ AY) — f0g(0) + /)glo) — flgle + Ax)
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonomeétricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite establecer
las de las cuatro funciones trigonométricas restantes

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d ,, d B 5
dx[tan x] = sec?x dx[COt x] = —csc’x
d d

I —[sec x] = sec x tan x I —[csc x] = —csc x cot x

Demostracion (para f(x) = tan x): Considerando tan x = (sen x) / (cos x) y aplicando la regla del
cociente, se obtiene

d ltan +] = (cos x)(cos x) — (sen x)(—senx)

("'nf“ A
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonomeétricas Il

Ejemplo: Diferentes formas de una derivada

Derivar ambas formas de la siguiente funcion

| — cosx
y = = CSC X — Ccot X
sen x

Primera forma:

(senx)(senx) — (I — cosx)(cosx)  sen’x + cos’x —cosx | — cosx

senz x sen? x sen? x

o

Segunda forma:

4

y’ = —cscxcotx + csc?

X

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, basta escribir:
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior

La segunda derivada de f es la derivada de la primera derivada de f > la segunda derivada es un
ejemplo de derivada de orden superior

Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra a continuacion:

Primera derivada: ', 1(x), % %[ ()], D [v]
Segunda derivada: . 1"(x), jj;, (x)], DZ2[vy]
3y a’3 |
Tercera derivada: V", 17(x), P ﬁ[f (x)]. D/[y]
Cuarta derivada: }-‘(4), f {4}(«?), j—;, %[f (x)]. D} y]

Cartagena99 _




Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior Il

Ejemplo de uso: la segunda derivada de la funcidn posicion es la funcién aceleracion
a(r) = v'(t) = s"(1)
En la Luna, la funcion posicion para un objeto que cae en ella viene definida por la funcidn:

s(t) = —0.81# + 2

s(t) es la altura en metros y t es el tiempo en segundos

éCuales la relacidn entre la fuerza de la gravedad de la Tierra y la de la Luna?
s(f) = —0.81#> + 2 Funcién posicion
N ’(l‘) = —1.62¢ Funcién velocidad

s”(1)

La aceleracion de la gravedad en la Luna es de -1.62 m/s2. Como sabemos que la aceleracion de la

—1.62 Funcion aceleracion

aravandad an la Tiarra ac dAa _Q
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena

La regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rapido que u, mientras que u
cambia du/dx veces mas rapido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx) veces mas rapido que x

Ejemplo:

En un juego de ruedas dentadas la segunda y la tercera giran sobre un eje comun. Cuando la primera
gira, impulsa a la segunda y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u y x los niumeros de revoluciones por
minuto del primero, segundo y tercer ejes. Encontrar dy/du, du/dx vy dy/dx, y verificar que:

dy dy du
dx du dx
. . dy
J El primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una > — I =3
J El segundo eje debe dar dos vueltas para que el tercero complete una > E =2
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadenal Il

LA REGLA DE LA CADENA

Siy = f(u) es una funcion derivable de u y ademas u = g(x) es una funcion derivable
de x, entonces y =f{g(x)) es una funcion derivable de x y
: ' Funcién exterior

dy _dy du / \

dx " du dx y = f5) = /(1)
o su equivalente . \ . /
unclon interior
d
— L] = Flg()g (). V=)

Demostracion: Sea h(x) = f(g(x)). Es necesario demostrar que para x = ¢, h’(c) = f'(g(c))g’(c)

h ’(C) — lim f(g(x)) . f(g(c))

x—c X —cC

{f(g(x)) —f(g() | glx) — 8(0)1 ¢(x) # glc)

= lim
xX—c Q(’C) — Q(L) X —C
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena lll

Ejemplo: Descomposicion de una funcién compuesta

y = fg) 1= gv) y = fl)
| 1
a) y= { = x +1 ) = —
) ) x + 1 L . u
b) vy = sen2x u = 2x y = senu
) y=3x2—x+1 u=3x>—x+1 y=Vu
d) y=tan’x U = tan x y = u?

Ejemplo: Aplicacién de la regla de la cadena

Encontrardy/dxparay=(x*+1)3>u=x*+1

@ = 3(x2 + 1)*(2x) = 6x(x? + 1)?
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La regla de la cadena:
La regla general de la potencia

LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA

Sty = [u(x)]". donde u es una funcién derivable de x y n es un nimero racional,
entonces
dy du
= nfu(x)]' =" ==
dx dx

o su equivalente

di[n”] =nu""'u’
X

Demostracion:

: dy dv\(du
Puesto que y = u", aplicamos la regla de |la cadena para obtener — = ()( ) [u ]
dx du /\ dx
Por medio de la regla (simple) de la potencia, se tiene D [u"] = nu" !
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La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas

Técnicas para simplificar las derivadas de funciones que involucran productos,
cocientes y composiciones

Ejemplo: Simplificacion por factorizacion de la potencia minima

f():) = 21 — x? Funcion original.
= -r2(1 — .?«CZ)U2 Reescribir.
/ 2 d 2y1/2 2y1/2 d 2
f(.l’) = X- . ) / ] + (1 — x?) / J [I“] Regla del producto.
X X

= xz[; (I — 4‘62)1’/2(2&,’)} (1 — )1/2(2)1) Regla general de la potencia.

= —x3(1 — xg)—uz + 2x(1 — xz)]/g Simplificar.

— vl — ¥ 12— 2(1) + 2(1 — ¥2)] Factorizar
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La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas Il

Ejemplo: Simplificacion de la derivada de un cociente

X

f(x) = m Funcion original.
— X - .
= (}:2 n 4)1/3 Reescribir.
x2 4+ HVE(1) — x(1/3)(x2 + 4)72/3(2
f"(x) = (35 ) ( ) (.I;S- /4)1(/: ) ( ?C) Regla del cociente.
1 J3(x%+4) — (2x2)(1
= g(xz + 4)_2f3[ ( (X2 lr 4)(%3 )( )} Factorizar.
X2+ 12 B
= 32 + 43 Simplificar.
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La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas llI

Ejemplo: Simplificacién de la derivada de una potencia

(Bx—l)z L
y=|—5——= Funcion original.
- x=+ 3
n u" ! '
|\ r - N
j.‘f -9 (i; 4: ;) j [32 I i] Regla general de la potencia.
— [2(33 — 1)}[(]( T 3)(3)3_ (3'): — ])(2;()} Regla del cociente.
x>+ 3 (x2 + 3)2
— -2 — Gyv2 -
— 2(3x ])(Sl . +9 Ox~ + 2)') Multiplicar.
(x% + 3)°

2(3x — 1)(—3x% +2x + 9) . _

Cartagcna99 -_




La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadena

“Versiones de la regla de la cadena”
funciones trigonométricas:

correspondientes a las derivadas de las

d d
senu] = (cos u) u’ —[cosu] = —(senu) u

dx ) dx ( Ju’

d 2 ’ 2 ’

a[tan u] = (sec?u) u —[cot u]l = —(csc?u)u

d , d ’

E[sec ul = (sec u tan u) u = —[cscu] = —(csc u cot u) u

. lo: u COS i u’
Ejemplo: PN —— ——
1

a) y = sen2x y/ = cos 2xﬁ [2x] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x
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La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadena Il

Ejemplo: Recta tangente a una funcién trigonométrica
e  Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = 2senx + cos2x en el punto (m, 1)

e  Determinar todos los valores de x en el intervalo (0, 2rt) en los que la grafica de f tiene una

tangente horizontalmn
Primero se calcula f(x): f(x) = 2cosx + (—sen2x)(2) = 2 cosx — 2sen2x

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente en (m, 1), hay que evaluar f/(n):

f(w) =2cos7 — 2sen2m = —2 y  f)=2senx+cos2x
Utilizando la forma punto-pendiente, se obtiene |la ecuacion de la recta I (m.1) /‘
tangente: / A G St
. m{x—x} y—1=—=2(x—m) vyv=1—2x+ 27w / : \\T/
VS S5 S oS O
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RESUMEN de las reglas de derivacion estudiadas hasta el momento

Reglas generales de derivacion  Sean f, g y u funciones derivables de x.

Regla del multiplo constante: Regla de la suma o de la diferencia:
d d
el = cf’ gl =+
Regla del producto: Regla del cociente:
d : : d\f|_sf—1e
_ — 4 Ll =8 JE
o Lfel = 1" + &f dx[g} 22
Derivadas de funciones Regla de la constante: Regla simple de la potencia:
algebraicas d d d
—_ fr —_ fr n—1 —_ fr
Zc1=0 i B G B
. i d d d
Derivadas de funciones a[sen x] = cos x a[tan x] = sec2x a[sec x] = sec xtan x
trigonométricas
i[{:os x] = —senx i[cot = =EEre i[{:sc x] = —cscxcotx
dx dx dx
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Derivacion implicita:
Funciones explicitas e implicitas

¢En qué se diferencian las funciones y ecuaciones explicitas de las implicitas?
e Explicitas > la variable y esta escrita explicitamente en funcion de x

e Implicitas = la variable y no esta escrita explicitamente en funcidon de x

¢Qué hacer cuando es dificil despejar y?
DERIVACION IMPLICITA

e Siaparecen términos que solamente contienen a x > derivacion habitual

Qi anareren términng dn

c 3rtagcna9 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP;
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Derivacion implicita:
Estrategias para la derivacion implicita

Estrategias para la derivacion implicita

-

Derivar ambos lados de la ecuacion respecto de x.
2. Agrupar todos los términos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la
ecuacion y pasar todos los demas a la derecha.

3. Factorizar dy/dx del lado izquierdo de la ecuacion.
4. Despejar dy/dx.

Ejemplo: Encontrar la tangente a la grafica de x? (x? + y?) = y? y

en el punto (+/2/2,.V2/2)

4x3 + x (21d—) + 2xy?

dy
dx =0

d X i (
|
I

dy _ x(2¢* +y?)
dc  y(1 —x?) _

Pendiente y ecuacion de la recta tangente
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Razones de cambio relacionadas:
Calculo de razones de cambio relacionadas

Aplicacion relevante de la regla de la cadena: encontrar razones de cambio de dos o mas
variables relacionadas que estan cambiando con respecto al tiempo

Ejemplo: Dos razones de cambio relacionadas
Sean x e y dos funciones derivables de t, relacionadas por la ecuacion y = x> + 3

Calcular dy/dt para x = 1, sabiendo que dx/dt =2 parax=1

e  Es necesario derivar ambos lados con respecto t, utilizando la regla de la cadena
y = x2+3 Ecuacién original.
— LVl = i x2+3 Derivar con respecto a 7.
dt dt
d dx
@y = 2;1 — Regla de la cadena.
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Razones de cambio relacionadas:
Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas

Estrategia para la solucion de problemas de razones de cambio
relacionadas

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla-
sificarlas.

2. Escribir una ecuacion que incluya las variables cuyas razones de cambio se en-
cuentran en la informacion dada o deben calcularse.

3. Utilizando la regla de la cadena, derivar de manera implicita ambos lados de la
ecuacion con respecto al tiempo t.

4. Después de terminar el paso 3, sustituir en la ecuacion resultante todos los valores
conocidos de las variables y sus razones de cambio. LLuego se despeja la razon de

——
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Razones de cambio relacionadas:
Solucidon de problemas con razones de cambio relacionadas I

Ejemplo: Velocidad de un avién detectado por radar

Un avion vuela en direccion a una estacion de radar a 6 millas de altura. Si s esta decreciendo a
razon de 400 millas por hora cuando s = 10 millas, écuadl es la velocidad del avion?

Sea x la distancia horizontal al radar, cuandos=10> x = J 10 — 36 = 8§

e Ritmo dado: ds/dt = -400 cuando s = 10

X
e  Encontrar: dx/dt cuandos=10yx =8 U j‘xjaé‘
: .
x2 + 6% = s? Teorema de Pitdgoras. : !
| #
2y dx 5 ds et ! s/
— = 25— ivar con respecto af. : ;
dr d erivar con respecto a 6 II].IlliElS ’
dx (ds) oo dutd : /
— spejar dx/dt. ‘
1\ dr espejar dx /¢ L
| -
dx l” i
Sustituir s, x y ds/dk.

Cartagena99
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funcidn logaritmo natural

La funcidn logaritmo natural se define como: f(x) = In x

f(x) = 1/x > cada pequeiio segmento recto de la grafica de In x tiene una pendiente de 1/x

RECORDATORIO: Propiedades de los logaritmos
1. In(1)=
2. Inlabl=Ilna+Inb

Cartagena99 _
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural Il

DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

Sea ¢ una funcion derivable en x.

d | 1 du
1. —J|lnx|=-. «x 2. — = = —,
d.r[ln x] oox> 0 [1n u] = = > 0
i x(x% + 1)?
Ejemplo: Derivar f(x) = In ( )
2x° — 1

1
fX) =Inx +2mIn(x2+ 1) — 5 In(2x* — 1)  Reescribir antes de derivar.

L 1 2X 1 6.2 ,
fx) = T + 2()C2 n 1) - 5(2)(3 — 1) Derivar.
1 4)( 3x2
= — Simplificar.
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas

DEFINICION DE FUNCION INVERSA

Una funcion g es la funcidn inversa de la funcion f si

f(g(x)) = x para todo x en el dominio de g

g(f(x)) = x para todo x en el dominio de f.

La funcién g se denota por f~! (se lee como “inversa de )

Acerca de las funciones inversas...

1. Sigesunafuncioninversa de f, entonces f es |la funcion inversa de g

2. El dominio de f ! es igual al rango de fv el recorrido o rango de f -1

I
es ioual aue el dominio de_f
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas Il

CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS

Sea f una funcion cuyo dominio es un intervalo I. Si f tiene una funcion inversa,
entonces los siguientes enunciados son verdaderos.

1. Si f es continua en su dominio, entonces f~! es continua en su dominio.

2. Si f es creciente en su dominio, entonces f~! es creciente en su dominio.

3. Si f es decreciente en su dominio, entonces f~! es decreciente en su dominio.
4. Si f es derivable ency f'(¢) # 0, entonces f~! es derivable en f(c)

LA DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA

Sea f una funcién derivable en un intervalo /. Si f tiene una funcién inversa g, entonces
g es derivable para todo x tal que f'(g(x)) # 0. Ademas,
CLASESOPARTICULARES TUTORI S TECNICAS ONLINE
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Derivacion de funciones trascendentes:

Funciones inversas lll

Ejemplo: Cilculo de la derivada de una funcién inversa
éCual es el valor de f1(3)? ¢Cuadl es el valor de f1/(3)?

f es inyectiva = f tiene inversa

Como f(x) = 3 cuando x = 2, se sabe que f1(3) =

e  Como la funcidn f es derivable y tiene inversa:

FUG) @) -
(FY(3) = S P
ff=2x+1== ()3 =57 =3 = - ’
/2 2 +1 4 Las graficas de las funciones inversas f y
£~ ! tienen pendientes reciprocas en los
NOTA: puntos (a, b) y (b, a)
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
C rta ena LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
a g 9 9 ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

hebom

Artlcu?o 1791101 dailey

. i 0 85
Si la mformamomemntem




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e

DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

La funcion inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcion ex-
ponencial natural y se denota por

) = e
Esto es,
) = Inx —
y=e*siysolosi x=Iny. In(e¥) = x y e X

RECORDATORIO: Operaciones con funciones exponenciales y

s . . 3__
e Seanay b dos numeros reales arbitrarios

‘1. eaeb — eu+b

C LLAME O ENVIA WHATSAPP:
artagenag
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e |l

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

S1 u es una funcion derivable de x.

[ex]

dx

2' ) o d”
dx [ﬂ] ‘ dx

Ejemplo: Derivacién de funciones exponenciales

d . , du
e~ 1| = pu = e —1 u=72x—1
h:[ ] dx

C 3ftagell3.9 9 LLAMA O ENVIA WHA.T_SAPP: 68
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e lll

DEFINICION DE UNA FUNCION EXPONENCIAL BASE a

St a es un numero real positivo (@ # 1) y x es cualquier numero real, entonces la
funcion exponencial base a se denota por a* y se define como

at = e (In a)x+

Sta = 1,entonces y = 1* = | es una funcion constante.

DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMICA DE BASE ¢

St a es un numero real positivo (a # 1) y x es cualquier nimero real positivo, entonces
la funcion logaritmica base a se denota log, x y se define como

CLASES PARTICULAR S TUTORIASS TE%NICAS ONLINE
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e IV

DERIVADAS PARA OTRAS BASES

Sean @ un numero real positivo (a # 1) y u una funcién derivable de x.

d Ldu
1. dj[a 1= (Ina)a 2. [a 1= (Ina)a" T

d d | du
3|- - - 4!- -

a’;r:[lD 1= (In n) dx axHoga 4] = (In a)u dx

Ejemplo: Derivadas de funciones de base distinta a e

a) y=2" == y' =—[2]=(In2)2"

M v =23 = = —[2%]

Cartagena99 LLAMA O ENVIA WHjA_.T_SAPP;
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas

Las seis funciones trigonométricas NO SON INYECTIVAS - NO TIENEN INVERSA

SOLUCION: encontrar un dominio restringido en el que puedan tener inversa

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Funcion Dominio Recorrido o rango
y = arcsen x sl y solosiseny = x -1 <x<1 —géygg
y = arccos x sl y solosicosy = x -1 <x<1 O<y<s7w
D T T
y = arctan x si y sélo sitany = x —00 < X < oo —5<y <5
y = arccot x si y sélo sicoty = x —00 < X < 00 O<y<m
— arecee v Qv cdla o - T
V = arcsec X sl v s ec v = —
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas |l

Y =arcsen x

T, ___
2

-_rl
2

Dominio:[— 1, 1]
Recorrido o rango: [ — /2, 7/2]

v

o

¥ =arccsc .x

-1 | 2

Cartagenagg

X

¥ =arccos x

(]|
4-/‘
E
l;l._J 4
|
5
|
s ——

Dominio: (— o0, o0)

Dominio: [— 1, 1]
Recorrido o rango: (— w/2, 7/2)

Recorrido o rango: [0, 7]

¥ ¥

¥ = arcsec x ¥ = arccot x

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
(S )
|
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas lli

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

S1 u es una funcién derivable de x.

d u’ 1 —u’
— larcsenu| = £ aArccos u| = “
dx dx

1 — 2 V1= u?
d " { —u
E[arctan u] = l _T_ = é[al‘ccot u] = 1 +uuz

d u’ d —u’

— [arcsec u] = — [arcesc u] =
(il‘[‘ esec u] lu| Vu? — 1 dx[c cese u] lu| Vu? — 1

Ejemplo: Derivacidn de funciones trigonométricas inversas

d 2 2
a 7. =
@) Lresen (0] = —= 202 V1 — 42
d 3 3
b I s s
) 0 [arctan (3x)] = LT ()2 =TT o2
~  (1/2yx" V2 |

Cartagena99 _
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RESUMEN de las reglas basicas de derivacion de funciones elementales:
funciones algebraicas + funciones trascendentes

d d d
. —[cu] = cu’ V] =u v’ e —[w] = wv’ + vu’

1 a‘x[cu] cu 2 dx[u vl]=u’+v 3 a‘x[m] uv’ + vu
dfuf_yu’ —uv’ s drq_ Al = =t

4. a‘x[v] = 3 5. dx[c] =0 6. dx[u | = nu""'u
d d u , d _u’

7. E[X] =1 8. EH”H = W(M ), u#0 9, a’x[]n u] =
d d u’ d

10. “~[ev] = e u’ 1. < = 12. “[a] = (In a)au’
dx[€ )= e dx[ 0g, 4] (In a)u a’x[a || = ez

13. i[sen u] = (cos u)u’ 14. i[cos u] = —(senu)u’ 15. i[tam u] = (sec® u)u’
dx dx dx

16. i[cot ul = —(csc2u)u’ 17. i[*sec: u] = (secutan u)u’ 18. i[cs,c u] = —(csc ucot u)u’
dx dx dx

r o !

20. %[arccos ul] = - 21. n,i[arctan u] =

CLASES PARTICULAR E1%,\ EJ'I('SOBQI STE7%NICAS ONLINE
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

er — et ]

senhx = —— csch x = . x#F0
2 senh.x
e+ e * |
coshxy = —— sechx =
2 cosh x
senhx |
tanh x = coth x = .o x#0
cosh x tanh x

Identidades hiperbdlicas

cosh? x —senh?x = | senh(x + y) = senh x cosh y + cosh xsenhy
tanh? x + sech?x = 1 senh(x — y) = senh x cosh y — cosh x senhy
coth? x — csch? x = | cosh(x + y) = cosh x cosh y + senhx senhy

cosh(x — y) = cosh x cosh y — senhxsenh y

ES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas Il

¥ v =coshx
24 7 24
¥ =tanh x
fl:I) 1+ _ _..\\ . el’ ________ | +=--=-=-==
v =senh x h(x) = e_zx N I fxy =%
E— b=t X — : | == x ——r1 ——f—>x
S | 1-="1 2 2 1 2 -2 -l 1 2
14 - . =7 T T ——
2(x) —_T
2+ 24 =24+
Dominio: (—20, o0) Dominio: (— 0, 22) Dominio: (—20, o)
Recorrido o rango: (— o0, 90) Recorrido o rango: [1, 20) Recorrido o rango: (—1, 1)
b b

wn
1Y)
>
Py
-
)
(e
-
>
Py
m
%2
—|
=
80
©
>
(0]
_|
m
0O
Z
0
P
(0]
o)
pd
=
pd
IT1

c : 45 4470
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas lll

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Sea u una funcion derivable de x.

1
ﬁ—_ [senh u] = (cosh u)u’

dx = —(csch® u)u
dx = (senhu)u’ c— [sech u] = —(sech u tanh u)u’
d 2 4 S . ’
dr [tanh u] = (sech® u)u dx — (csch u coth u)u
Ejemplo:
d , , senh.x
a) —|[senh(x? — 3)] = 2xcosh(x2 — 3) b) —[ln( hx)] = = tanh x
dx cx cosh x
U

CLASES PARTICULARES, TUTOBQI S TECNICAS ONLINE
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas IV

y v y
|
37 y=senh™! 37T y=cosh™! | 3
2+ 2-- L2k
| |
T T / REny;
| |
—1— ——F—= —+— S e —t+— F——t—x
-3 -2 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 12 3
-1+ -1+ f +
l |
24 2t y=tanh~'x [, | |
|
-3+ 3 -3+
|
Dominio: (— oo, o0) Dominio: [, o0) Dominio: (—1, 1)
Recorrido o rango: (— 00, o0) Recorrido o rango: [0, o0) Recorrido o rango: (— o0, 00)
y v V

1+

-1+

\ 3 -3 -2 -1 1 2 3
. _l__

|
S PARTICULARES, TU'%OBQIAS TECNICIZAS
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas V

DERIVACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Sea u una funcién derivable de x.

o i[cosh—l u] = o
Jur + 1 dx ur — 1
Lif !

d
a[coth_l i) = 1

d
E[Senh_1 u] =

d
E[tanh_l ] =

2 2

l —u
/ 7

%[csch_ Lu] =

| —u

—Uu

%[sech_ Lu] =

uJ1 — u? u| /1 + u?
Ejemplo:
y=asech_1£— Ja* —x? |a=20
N L) | AT
20 sech™ lt — . 2 _ xﬂ —20(..—\ (:\ a

Cartagena99 e
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Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital

A veces, al evaluar limites, nos encontramos con formas indeterminadas > no garantizan que
un limite existe, ni indican el valor del limite, si éste existe

¢Como resolver estas formas indeterminadas?

1. Funciones algebraicas - técnicas algebraicas

2.  Funciones algebraicas y trascendentes mezcladas = regla de L'Hopital

LA REGLA DE LHOPITAL

Sea f y g funciones que son derivables en un intervalo abierto (a, b) conteniendo c,
excepto posiblemente el propio c. Asumir que g’(x) # 0 para todo x en (a, b), excepto

posiblemente el propio c. Si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a ¢ produce la forma
indeterminada 0/0, entonces

CRAG)
Dielo T )

RTAS TECNICAS ONLINE
454470

Cartagena99 ST R

ONLINE PRIVATE LESSONS IZOF%OSCIENCE STUDENTS

I gﬁEQ .com n
Artlcu?o 17glfd dai ey
Si la mformamomemntem




Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital Il

Ejemplo: Aplicar la regla de L’'H6pital mas de una vez

lim

x—=—oo e ¥

Resultado de la sustitucion directa: c0/c0 - se aplica la regla de L'Hopital

d, ,
) X2 ) dx[x | ) 2x
Im —= lim — = Ilim —
x—>—co0 @ ¥ X——0o0 i[e_x] x—>—oo —e~
dx

Este limite da la forma indeterminada (—20)/(—92) - se aplica de nuevo la regla de L’Hopital

4 [24]

A

S
C artagena9 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S_ONS IZOF%OSCIENCE STUDENTS
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Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital Il

Si encontramos formas indeterminadas de los tipos c0 — 00, () - o0, 0V, 1~ y o' es necesario
intentar reescribir el limite o utilizar otros procedimientos con los que se obtengan formas
indeterminadas de los tipos /0, ©0/00 que permiten utilizar la regla de L’Hépital

Ejemplo: Resolucidon de un limite tomando logaritmos naturales y aplicando L’Hopital

= lim (] + l)’CI:> Iny = 11’1|: lim (1 + l)] = lim (11’1[1 + (I/X)])
X—0c0 X B X—00 X Yoo l/x

(Y O e L
= hm( ~1 R ) lL1_)0014_(1/)() 1 y=e

X—00

NOTA: Las siguientes formas deben reconocerse como “determinadas”

oo+ oo — oo El limite es infinito positivo.

—00 — OO0 — — 00 1 limite g 1

I?QT,ICULARES, TU'I('SOBQIAS TECNICAS ONLINE
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Extremos en un intervalo:
Extremos de una funcion

DEFINICION DE EXTREMOS

1.
2.

Sea f definida sobre un intervalo I que contiene a c.

Los minimos y maximos de una funcion en un intervalo son los valores extremos, o
simplemente extremos, de la funcion en el intervalo. El minimo y el maximo de una
funcion en un intervalo también reciben el nombre de minimo absoluto y maximo
absoluto en el intervalo.

f(c) es el minimo de fen I si f(c) < f(x) para toda x en /.
f(c) es el maximo de fenIsi f(c)= f(x) paratoda x en I.

EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Cartagcna99 _
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos

DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS

1. Sihay un intervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c¢) es un maximo, entonces
f(c) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un maximo relativo en (c, f(c)).

2. Sihay un intervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un minimo, entonces
f(c) recibe el nombre de minimo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un minimo relativo en (¢, f(c)).

El plural de maximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo
es minimos relativos. Un maximo relativo y un minimo relativo algunas veces son

llamados maximo local v minimo local resnectivamente.
S PARTICULARES., TU_T6053|AS TECNICAS ONLINE
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos Il

Ejemplo: El valor de la derivada en los extremos relativos

“': Maximo Jx) = o0 3_ 3)
9();& — ’%) . relativo X
a) f{r 13 = ﬁm\
o X3(18x) — (9)(x2 — 3)(3x?) 09 — x?) ; ; I
fx) = (x3)2 - 4 2 4 6
En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f(3) =0 1
-4 4
b) f(x)=x
En x = 0 la derivada de f(x) no existe debido a que difieren !
los siguientes limites laterales: foy=|x| 3+
2 ——
X
lim I ) = lim | | _ = —1 I Minimo
x—0" 0 r—0" X
CLAS

relativo
S PARTICULARES, TUT60§|AS TECNICAS ONLINE t
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos lli

DEFINICION DE UN NUMERO O PUNTO CRITICO

Sea f definida en ¢. Si f'(¢) = 0 o si f no es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

f’(¢) no existe

Tangente
horizontal

RIAS TECNICAS ONLINE
9 45 44 70
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos IV

LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SOLO EN NUMEROS
0 PUNTOS CRITICOS

Si f tiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

Demostracion:
Caso 1:si f no es derivable en x = ¢, por definicion ¢ es un punto critico de f > teorema es valido

Caso 2:si f es derivable en x = c entonces f'(c) debe ser positiva, negativa 6 0

f'(c) = lim () = f(e) > () == fx) — fle)

xX—cC X —c X —C

> 0, para todox # ¢ en (a, b)

Izquierdade c: x < ¢y f(x) < f(c) > f(c) noesunminimo relativo

Derechadec: x> c vy f(x) > f(c) > f(c) noesun miximo relativo
ONL NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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Extremos en un intervalo:
Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Estrategias para la determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una funcidén continua f en un intervalo cerrado
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos criticos de f en (a, b).
2. Seevalua f en cada punto critico en (a, b).
3. Seevalua f en cada punto extremo de [a, D].
4. El mas pequeio de estos valores es el minimo. El mas grande es el maximo.
Ejemplo: Encontrar los extremos de f(x) = 2x — 3x%3 en [-1, 3] (©0.0)] Maximo |

f) =20 =30 = ) =2~ 5 = 2(1:—;—1)

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho

C ASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
AMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema de Rolle

TEOREMA DE ROLLE

Sea fcontinua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b).
Si

fla) = f(b)

entonces existe al menos un ntimero ¢ en (a, b) tal que f’(¢) = 0.

Demostracion: Sea f(a) = d = f(b)

Caso 1: Si f(x) = d para todo x en [a,b], f es constante en el intervalo, y por tanto, f(x) = 0 para todo
xen (a, b)

Caso 2: Si f(x) > d para algun x en (a, b) entonces, por el teorema del valor extremo, se sabe que f
tiene un maximo en algun punto ¢ del intervalo. Como f{c) > d, este maximo no puede estar en los

puntos terminales. Por tanto, f tiene un maximo en el intervalo abierto (g, b) por lo que f(c) es un

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema de Rolle Il

Ejemplo: Aplicacién del teorema de Rolle

Sea f(x) = x* — 2x2. Determinar todos los valores de c en el intervalo (-2, 2) tal que f’(c) =0

e fsatisface las condiciones del teorema de Rolle - continua en [-2, 2], derivable en (-2, 2)
e Ademas f(-2) = f(2) = 8 > existe al menos una cen (-2, 2) tal que f(c) =0

e lgualando a cero la derivada se obtiene:

: flx)= W A
=8 -

fix) = 463 —4x =0 1=
Ax(x = Dx+1)=0 o1
x=0,1,—1 4
2__

| £0)=0
CTASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema del valor medio

EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b),
entonces existe un numero ¢ en (a, b) tal que

f(b)—f(a) El término “medio” se refiere al ritmo
b—a de cambio medio de fen [a, b]

f'(c)=

¥ Pendiente de la recta tangente = [”(¢)

Demostracion: Sea y = recta secante

f(b)—f(a)
b—a

Recta tangente

=f(x)—y —f(xJ—[‘ }(x—a)—f(J

Recta secante

g(a) = g(b) = 0. Como f es continua en [a, b] y derivable en (a, b)

g también lo es > Se puede aplicar el teorema de Rolle a g: : (0. (b))
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema del valor medio Il

Ejemplo: determinacién de ritmo de cambio instantaneo > radar de tramo

Dos patrullas equipadas con radar se encuentran a 5 millas de distancia. Cuando pasa un camion al
lado de la primera se registra una velocidad de 55 millas/h. Cuatro minutos después, cuando el
camion pasa al lado de la segunda, se registra 50 millas/h. Demostrar que el camién ha excedido el
limite de velocidad (55 millas/h) en algiin momento dentro de ese intervalo de cuatro minutos

. Sea t = 0 el tiempo (en horas) cuando el camion pasa al lado de la primera patrulla. El tiempo en
el que el camidn pasa al lado de la segunda es:

t=4/60=1/15 hora

=35 millas

B

camion, entonces la velocidad promedio del camidn sobre
el tramo de cinco millas es

_ Tlac =4 minutos t=0
=75 millas por hora No esid di T
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes

DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una funcion f es ereciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos nimeros x, y
X, en el intervalo, x, <x, implica f(x,) < f(x,).

Una funcion f es decreciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos numeros x,
y X, en el intervalo, x, <.x, implica f(x)) > f(x,).

J Una funcidn es creciente si, cuando x se mueve hacia la
derecha, su grafica asciende (derivada positiva)

J Una funcidn es decreciente si, cuando x se mueve a la derecha,
su grafica desciende (derivada decreciente)

. . .
lleua £Friinnlihnh taa mmn mvumnlmiaba al daava et andba [ on e cdeada) o0
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes Il

CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea f una funcion que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el
intervalo abierto (a, b).

1. Sif'(x) >0 paratodo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].
2. Sif'(x) <0 paratodo x en (a, b) entonces f es decreciente en [a, b].
3. Sif'(x) =0 paratodo xen (a, b) entonces f es constante en [a, b].

Demostracion: Caso 1 > f/(x) > 0 para todo x en el intervalo (a, b)

Sean x; < x, dos puntos cualesquiera del intervalo. Mediante el teorema del valor medio, se sabe
que existe un numero c tal que x; < c <X,

_ )= f(x)

(c)=
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes Ill

Estrategias para determinar los intervalos en los que una funcion
es creciente o decreciente

Sea f continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los
cuales f es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos criticos de f en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos

de prueba.
2. Determinar el signo de f'(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter-

valos.
3. Determinar si f es creciente o decreciente para cada intervalo.

Estas estrategias también son validas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo
de la forma (—00, b), (a, ) o (—0C0, 00).
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:

Funciones crecientes y decrecientes IV

Ejemplo: Intervalos sobre los cuales f es creciente y decreciente

flx) = x* — 312

e fesderivable en toda la recta de los numeros reales

e  Para determinar los puntos criticos de f, igualar a cero f’(x)

- 2
f(x) = 3x? — 3x =
3(x)x—=1) =0
x=0,1

Escribir la funcion original.

Derivar e igualar f'(x) a cero.

Factorizar,

Puntos criticos.

e Como no hay puntos para los cuales f no exista > x =0y x =1 son los Unicos puntos criticos

Intervalo

| < x < oo

""".'II.III" .fll—l I‘Il*lll—l]'l A
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivada

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea ¢ un punto critico de una funcién f que es continua en un intervalo abierto I que
contiene a ¢. Si f es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
f(c) puede clasificarse como sigue.

1. Si f'(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo relativo
en (¢, f(c)).

2. Si f'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un mdximo relativo
en (c, f(c)).

3. Sif'(x) es positiva en ambos lados de ¢ o negativa en ambos lados de ¢, entonces
f(c) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo.

: fixy<0
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivada Il

L ° . 4 . . . . }.‘
Ejemplo: Aplicacion del criterio de la primera derivada 2_ 423

fx) =(x

Encontrar los extremos relativos de f(x) = (x2 — 4)%/3

Maximo
| relativo

- (0,/16)

e  Observamos que f es continua en toda la recta real

2 4x
02 — NV-1/3(7y) —
3 (x 4) (2x) 32 )

e Derivadadef: f'(x) =

o f(0)=

O La derivada no existe cuando x =-2 ni cuando x =2

(=2.0) (2.0)
Puntos criticos: x=-2. 0. 2 Minimo Minimo
' P relativo relativo
Intervalo —o<x<—2| 2<x<0] 0<x<?2 2 <x< oo
Valor de nrueba = y = —1 x = | r =23 __ Se puede aplicar el criterio de la primera
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad

Localizar los intervalos en los que f’ es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar
dénde la grafica de f se curva hacia arriba o se curva hacia abajo

DEFINICION DE CONCAVIDAD

Sea f derivable en un intervalo abierto I. La grafica de f es concava hacia arriba
sobre I'si f' es creciente en el intervalo y concava hacia abajo en 'si f es decreciente
en el intervalo.

Concava hacia arriba.
[’ es creciente.

Céncava hacia abajo,
[’ es decreciente.
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad Il

CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea f una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto /.

1. Si f"(x) > 0 para todo x en I, entonces la grafica de f es concava hacia arriba
en .

2. Si f"(x) < 0 para todo x en I, entonces la grafica de f es concava hacia abajo
en .

Para aplicar este teorema, es necesario seguir la siguiente ESTRATEGIA:

1. Localizar los valores de x para los cuales f(x) = 0 6 f’(x) no existe

llIcar Ing valares de ¥ nara_determinar los intervalons de nriieha
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad lll

Ejemplo: Determinacién de la concavidad y
,, Concava : | Concava
4+ hacia arriba || 07 | hacia arriba
f(x) | |
.l - 4 : ) :
0 (2 — 4)(2x) — (2 + 1)(2x) —10x S
X) = - 5 = . 3 | |
x- — 4)° x- — 4)- — | |
( ) ( ) 6 -4 -2 2
£ = (x2 — 4)2(—10) — (—10x)(2)(x2 — 4)(2x)  10(3x> + 4) | |
' (2 — 4y (2 — 4)3 | |
No hay puntos en los cuales f’(x) =0, peroenx=-2yenx = -2 | |
fno es continua, por lo que: Concava
hacia abajo
Intervalo —o<x< —2 —2<x<?2 2<x<oo
Valor de prueba = - x=20 r = 3
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexion

DEFINICION DE PUNTO DE INFLEXION

Sea f una funcion que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grafica de f tiene una recta tangente en este punto (¢, f(¢)), entonces
este punto es un punto de inflexion de la grafica de f si la concavidad de f cambia
de concava hacia arriba a concava hacia abajo (o de concava hacia abajo a concava
hacia arriba) en ese punto.

Concava
hacia arriba

Concava
hacia abajo

Concava
hacia
arriba

Concava
hacia abajo

Concava
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexidn Il

PUNTO DE INFLEXION

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la gréfica de f, entonces f“(c) = 0 o f” no
existe en x = c.

Ejemplo: Determinacion de los puntos de inflexion de f(x) = x* — 4x3
Flx) = 43 — 1222 e
FAx) = 12x% — 24x = 12x(x — 2)

| Puntosde
inflexion

f”(x) = 0 > puntos de inflexidon posibles: x=0y x =2

Intervalo —oc <x <0 0<x<?2 2<x<oo -9+
Valor de prueba x = —1 x =1 x=3 _18
Signo de f"(x) f(=1) >0 (1) <0 f(3) >0

274
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f una funcion tal que f'(c) = 0y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Si f"(¢) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (¢, f(c)).
2. Sif"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (c, f(c)).

Si f"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiza tenga un méximo relativo, un
minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de
la primera derivada.

Demostracion:

Sif(c) =0y f”’(c) >0, existe un intervalo abierto | que contiene a ¢ para el cual it MCHNPEC) >0
X—=C X—=C

Paratodox #cen /. Six<c, entonces x—c<0vy f(x) <0. Ademas, si x > c, entoncesx—c >0y f(x) > 0.

De tal modo, f'(x) cambia de negativa a positiva en cy el criterio de la primera derivada implica que f(c)
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada Il

Por tanto, ademas de como método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda
derivada para efectuar una prueba de maximos y minimos relativos

e)>0

Coéncava
hacia abajo

Concava
hacia arriba

|
|
|
|
C

: \
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada lli

Ejemplo: Empleo del criterio de la segunda derivada

Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = -3x> + 5x3

En primer lugar se determinan los puntos criticos de f F() = =3x5 + 523
‘]N(I) - - 15.}:4 + 15.1'2 — 1512(1 - .JL‘E) = () t Mz'lx_imo
relativo
x=—1,0,1 ) (1.2)

Posteriormente, se aplica el criterio de la segunda derivada

F(x) = —60x® + 30x = 30(— 22 + x)

Punto (=1,-2) (1,2) (0,0) _2' —Il
Signo de /"(x) (1) > 0 (1) < 0 70) = 0

Conclusion Minimo relativo Maximo relativo Falla de la prueba
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Limites al infinito:
Limites en el infinito

DEFINICION DE LIMITES AL INFINITO

Sea L un nimero real.

1. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > 0 existe un M > 0 tal que

f(x) — L| < £ siempre que x > M.

2.  Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > () existe un N < 0 tal que

N ——ie2

f(x) — L| < £ siempre que x < N.

- "t

j . lim fix) =L
Para un numero positivo dado € \H"’

existe un numero positivo M tal
que, para x > M, la grafica de f ==
estara entre las rectas horizontales

L
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Limites al infinito:
Limites en el infinito Il

Ejemplo: Limites en el infinito de f(x)

) =X

)=

. 2
x°+1 v

b )= 3x2
< > 4+ 24+
x decrece sin limite. X crece sin [imite.
X —ooé— | —100 —-10| —1 0 ] 10 100 — oo 2
: flx)y—3 flx)y — 3
f(x) 3¢ 29997 | 297 | 1.5 0 1.5 | 2.97 2.9997 -3 cuando x — —ee\ cuando 1 —s oo
——— >

< fix) se aproxima a 3. flx) se aproxima a 3. > -+ 3 =2 - b2 3 4

El limite de f(x) cuando x tiende a —c0 o

: e : o0 es 3
lim f r) = 3 Limite en infinito negativo. e
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales

DEFINICION DE UNA ASINTOTA HORIZONTAL

La recta y = L es una asintota horizontal de la grafica de f si

lim f(x) =L o lim f(x) =L

X— —00 X—co

NOTA: a partir de esta definicion se concluye que la grafica de una funciéon de x puede tener como
mucho dos asintotas horizontales (una hacia la derecha y otra hacia la izquierda)

LIMITES AL INFINITO

Si r es un namero racional positivo y ¢ es cualquier nimero real, entonces

Para evaluar limites en . c
el infinito, resulta util r—oo x7
el siguiente teorema:
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales i

Ejemplo: Determinacién de un limite al infinito

(]

/ lim (2x — 1) = oo

X—0Cco

[im lr; ll mmmmmw) |forma indeterminada —
x—oo X o0

X—C0o

2x — 1

]
2x — 1 lim X I X
— = 1l1m
x—oco X + 1 x—oo X + l X—oo 1

. oy
x l ——) | /r

! 34 B

Iim 2 — lim - I—lq/
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales lll

Estrategia para determinar limites en =< de funciones racionales

1. Siel grado del numerador es menor gue el grado de denominador, entonces el
l[imite de la funcion racional es 0.

2.  Siel grado del numerador es igual al grado de denominador, entonces el limite
de la funcién racional es el cociente de los coeficientes dominantes.

3. Siel grado del numerador es mayor gue el grado del denominador, entonces el
limite de la funcién racional no existe.

Ejemplo:

F) = — |

x? + 1 2T =

El limite de f(x) cuando x tiende a infinito es 0 porque el

grado del denominador supera al del numerador
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales IV

Si en vez de funciones racionales tenemos funciones algebraicas y trascendentes mezcladas es
posible que sea necesario utilizar la regla de L’'Hopital para evaluar los limites al infinito

En este caso, la regla de L’Hopital se establece de la siguiente manera:

Si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a oo (0 —00)
produce la forma indeterminada 0/0 si 0 /00, entonces

LW FW)
o g e g0

suponiendo que el limite de la derecha existe.

EjempIO'

—flnx]
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ré

Limites al infinito:

rd L L

Limites infinitos al infinito

Muchas funciones no tienden a un limite finito cuando x crece (o decrece) sin limite:

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS AL INFINITO

Sea f una funcion definida en el intervalo (a, ©0).

1. El enunciado lim f(x)=° significa que para cada numero positivo M, existe

T——o

un numero correspondiente N > 0 tal que f(x) > M siempre que x > N.

2. Elenunciado lim f(x)=—00 significa que para cada nimero negativo M, existe

X——

un numero correspondiente N > 0 tal que f(x) < M siempre que x > N.

Pueden darse definiciones similares para los enunciados:
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Limites al infinito:
Limites infinitos al infinito Il

Ejemplo: Determinacién de limites infinitos al infinito

a) lim x° b) Iim x° y
X—0C0O X— — OO0 1

a) Cuando x crece sin limite, x3 también crece sin limite,

por tanto: flo) =27
’ 3 ]——
lim x” =00
X—0
e y : I I I I =X
b) Cuando x decrece sin limite, x> también decrece sin -3 -2 12 3

limite, por tanto:

s 3
lim x° =—-00

X——w

NOTA: los resultados deben concordar con los que se
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Analisis de graficas

La importancia de las graficas en matematicas...

“Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance fue lento y sus
aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se unieron, extrajeron una de la otra
una fresca vitalidad, y a partir de ahi marcharon a gran velocidad hacia la perfeccion”

Lagrange

Estrategia para analizar la grafica de una funcion

1. Determinar el dominio y el rango de la funcion.
2. Determinar las intersecciones, asintotas y simetria de la grafica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f”(x) son cero o no existen. Usar
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Analisis de graficas Il

Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcién racional ) xP=2x+4

(x — 8 x=2
H Segunda derivada: f"(x) = G-2p

Intersecciones en x: Ninguna  Interseccion eny: (0. —2)

Primera derivada: [ ’(.r) =

‘\_.‘
Asintota vertical: x = 2 Asintotas horizontales: Ninguna A .
(o
Comportamiento final o asintético:  lim f(x) = —oo, lim f(x) = 81
x——oo X2 & !
Puntos criticos: x = 0,x =4 6+ T,
. , _ =' (4.6
Dominio: Todos los nimeros reales excepto x = 2 51 (4,6)
4 -+ 7 !'Minimo
Intervalos de prueba: (—oo,0),(0, 2),(2,4),(4, oo g! .
p (=00, 0).(0,2).(2. 4).(4. o) 2! relative
s \g 1
f(x) f(x) Sx) Caracteristicas de la grafica < :
—c<x<0 - - Creciente, concava hacia abajo ] I I I F—x
x=20 -2 0 - Maximo relativo -4 (62_2) ? 4 6
0<x<?2 - - Decreciente, concava hacia abajo 1_:—Mlax_lm0
y relativo
x=2 Indef. Indef. | Indef. Asintota vertical
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Analisis de graficas Il

Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcién radical

10 \ 20(x" =1
o =—x P -2y o= (; T )

: X ](‘(Y) — 2'1.5,.-’3 — 5 14,"3
e Lafuncidn tiene dos intersecciones > (0, 0) y (125/8, 0)

e No hay asintotas horizontales o verticales
J La funcion tiene dos puntos criticos (x =0y x = 8) y dos

y  Miximo ) =2x>7 — 5x43
posibles puntos de inflexion (x =0y x=1) (Ofeé?“"o
o El dominio son todos los nimeros reales i é
fx) f(x) f(x) Caracteristicas de la grafica (1,-3)
Punto de
—oo <x <0 + — Creciente, concava hacia abajo inflexién
x=20 0 0 Indef. Maximo relativo
0<x< |1 — — Decreciente, concava hacia abajo
x =1 -3 — 0 Punto de inflexién

O
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Analisis de graficas IV

Ejemplo: Dibujo de la gréfica de una funcion trigonométrica

I ) COS X
Primera derivada: (x) = =—————— Segunda derivada:  f"(x) = '
F) | + senx ’ (1 + senx)? f(x): cos X
Periodo: 21  [Interseccion en x: (5 0) Interseccioneny: (0, 1) I+ sen.x
) ) T 3 ., . .
Asintotas verticales: x = ——, x = —  Asintotas horizontales:  Ninguna .
2 2 | . Elea
. : . . . T . ' I
Puntos criticos:  Ninguno Posibles puntos de inflexion: x = 5 = \ =,
- | — |
L ) 3+ 4n 2 2|
Dominio:  Todos los numeros reales excepto x = T = =
2 g 2
- = |
f(x) f(x) f(x) Caracteristicas de la grifica 2| 2,
S S
m -~ - . . w1 w1
X = ——= Indef. Indef. Indef. Asintota vertical - -
2 N\, | i | i b x
L -, ;1
T <x < T - + Decreciente, concava hacia arriba : T : 2
2 2 -1+ (5.0) |
] I i |
x = g 0 ) 0 Punto de inflexion : Punto de |
—2- _inflexidn .
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Problemas de optimizacion

Estrategias para resolver problemas aplicados de minimos y maximos

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible,
elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini-
mizar.

3. Reducir la ecuacion primaria a una que tenga una sola variable independiente.
Esto quiza implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables
independientes de la ecuacion primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es, determinar los
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

5. Determinar el valor maxvimo o minimo deceadn mediante lac téenicas de ecalenln
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Problemas de optimizacion Il

Ejemplo: Determinacién de la distancia minima
éQué puntos sobre la grafica de y = 4 — x? son mas cercanos al punto (0, 2)?

Hay dos puntos a una distancia minima del punto (0, 2)

d = \/(x — 0)2 + (}/‘ - 2)2 Ecuacién primaria
d= Vx> + (@4 —x2—-2)2= /x*—3x2+ 4

El dominio de f (o d) es toda la recta de los numeros reales

Determinacion de los puntos criticos de f:
3 3
f/0) =4t — 6x =220 —3) =0 = x =0, \/5_\/5

Criterio de la primera derivada:

x = 0 produce un maximo relativo [
CLASES PARTICULARES, TU_'I('SOBQIAS TEC
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Problemas de optimizacion lll

Ejemplo: Un maximo en un punto terminal

Se van a usar cuatro pies de alambre (longitud) para formar un cuadrado y un circulo. {Qué
cantidad de alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar
la maxima area total?

Area total = A = 4rea del cuadrado + area del circulo = x2 + 7112
X Area: )C2

4 (pies) = perimetro del cuadrado + circunferencia del circulo

=4x+2nr>r=2(1-x)/n

AZ_)C2-I—W[z(l—_ﬁ]zzx2+u:l[(w+4)x2—8x+4]

m T o

;@

i
AR

Perimetro: 4x

i

.

4 pies
El dominio admisible es [0, 1]

A —
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Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente

Sabemos que si una funcidn es derivable en ¢, la ecuacion de la recta tangente en el punto
(c, f(c)) viene dada por:

y — fle) = fe)x — ¢
y = flc) + fle)x — ¢

y es llamada aproximacion por medio de una recta tangente (o aproximacion lineal) de fen ¢

e Como c es una constante, y es una funcion lineal de x

Restringiendo los valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a ¢, los valores
de y pueden utilizarse como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los

valarec de la fiinciAn f
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Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente Il

Ejemplo: Utilizacién de la aproximacion por medio de una recta tangente

Determinar la aproximacion por medio de una recta tangente de

flx) =1+ senxenelpunto (0, 1)

j Recta tangente

Utilizar una tabla para comparar los valores y de la funcién lineal
con los de f(x) en un intervalo abierto que contengaax=0

=1+x /r‘r
7}

—05] —0.1 —0.01 0 0.01

C 3Itagena9 9 LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 68

R SCIENCE STUDENTS
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f(x)=1+senx
f(x) = cos x

y=f(0)=f(0)(x-0)>y-1=(1)x-0) >y

> X

N
Lo =
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Diferenciales:
Definicion de diferenciales

DEFINICION DE DIFERENCIALES

Considerar que y = f(x) representa una funcion que es derivable en un intervalo
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero
real distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy = f'(x) dx. ¥

Cuando la tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)) se

) o _ (c + Ax, f(c + Ax))
usa como aproximacion de la grafica de f, la cantidad x-¢c | | - #%----- 5
recibe el nombre de cambio en x > Ax (e, Fle)

| > flc + Ax)
Cuando Ax es pequena (Ax = dx) , el cambio en y (Ay = dy) —

J S [ S
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Diferenciales:
Propagacion del error

Los diferenciales se usan habitualmente para estimar los errores de distintos
dispositivos de medida (ejemplo: dispositivos biomédicos = ECG, EEG, EMG...)

e Sixdenota el valor medido de una variable y x + Ax representa el valor exacto, entonces Ax
es el error de medida

e Siel valor medido se usa para calcular otro valor f(x), la diferencia entre f(x + Ax) y f(x) es
el error propagado

Error de Error
medicion propagado
™ ™
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Diferenciales:
Propagacion del error Il

Ejemplo: Sensor de glucosa

Glucose-containing
_ . liquid
Se mide el valor de saturacion de la carga Q de un

) Enzyme layer
sensor de glucosa tras una medida: Q =275 pC ly _,

"~ Electrode

La medicidon no tiene un error mayor que 0.1 pC

Q = —nFALC,
Estimar el error propagado de la concentracion de
glucosa en sangre (C,), considerando que -
—nFAL=2.5puC ml/ mg .
C,=Q/ (-nFAL) > dC,=dQ [/ -nFAL = £ 0.04 mg/ml ]
CLASES PARTICULARE NICAS ONLINE
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Diferenciales:
Calculo de diferenciales

Todas las reglas de derivacion pueden escribirse en forma diferencial

e Siuyvson funciones derivables de x, puede escribirse:

du =u'dx 'y dv = v'dx

FORMULAS DIFERENCIALES

Sean u y v funciones diferenciables de x.

Muiltiplo constante:  d[cu] = c du
Suma o diferencia:  d[u + v] = du + dv

Producto: uv] = udv + vdu
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Diferenciales:
Calculo de diferenciales Il

Ejemplo: diferencial de una funcién compuesta

y=flx) =@+ 1) Funcion original.
l _ X
]N(I) = _(-1?2 + 1) 1;’2(2_,‘:) I Aplicacion de la regla de la cadena.
2 x= + 1
L X .
dy = f(l) dx = 21 dx Forma diferencial.

NOTA: Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones:

[l + Ax) = f(x) + dy = f(x) + f(x) dx
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Resumen

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Comprender qué es el calculo y como se compara con el precalculo @
. Comprender que el problema de la recta tangente es basico para el calculo

. Comprender que el problema del area también es basico para el calculo

. Estimar un limite utilizando los métodos numérico y grafico

. Identificar diferentes formas en las qué un limite no puede existir

. Conocer y utilizar la definicidon formal de limite

. Evaluar un limite mediante el uso de las propiedades de los limites

. Evaluar un limite mediante el uso de distintas técnicas analiticas

. Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto

. Determinar limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

. Usar las propiedades de continuidad

° Camnrandar v anlira
CLASES PARTICUL ES, UTORI S TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA ATSAPP: 689 4

Cartagenagg S

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
LL OR WHATSAPP:689 45 44 70

I %E?g@om ng 148
Si la |nf0rmaamﬁromnten|

Artlcu?o 17911



Resumen |l

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto @

. Usar la definicién de limite para calcular la derivada de una funcidn

. Comprobar la relacion entre derivabilidad y continuidad

. Encontrar |la derivada de distintos tipos de funciones utilizando las reglas basicas de
derivacion

. Usar las derivadas para calcular razon de cambio

. Encontrar las derivadas de orden superior de una funcion

. Encontrar |la derivada de una funcion compuesta por la regla de la cadena

. Encontrar |la derivada de una funcion por la regla general de la potencia

. Simplificar la derivada de una funcidn por técnicas algebraicas

. Aplicar la regla de la cadena a funciones trigonométricas

. Distinguir entre funcij
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Resumen lli

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Identificar y derivar las principales funciones trascendentes @

. Reconocer los limites que producen las formas indeterminadas

. Aplicar la regla de L’'Ho6pital para evaluar un limite

. Entender la definicion de extremos de una funcién en un intervalo

. Entender la definicion de extremos relativos de una funcion en un intervalo
abierto

. Encontrar los extremos en un intervalo cerrado

. Comprender el uso del teorema de Rolle

. Comprender el uso del teorema del valor medio (teorema de Lagrange)

. Determinar los intervalos sobre los cuales una funcion es creciente o decreciente

. Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los extremos relativos de una
funcion
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Resumen |V

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...
. Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar extremos relativos @

de una funcidn
. Determinar limites (finitos) al infinito
. Determinar las asintotas horizontales (si las hay) de la grafica de una funcién
. Determinar limites infinitos en el infinito
. Analizar y trazar la grafica de una funcion
. Resolver problemas de maximos y minimos aplicados (optimizacién)
. Entender el concepto de una aproximacion por medio de una recta tangente
. Comparar el valor de la diferencial con el cambio real
. Estimar un error propagado utilizando una diferencial

. Encontrar la diferencial de una funcion utilizando formulas de derivacion
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