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Aplicaciones afines 128 sept
- -

Aplicación lineal f : IRZ-R2

R2 ^ f- IR
Vrt (deteriorada pa¥s iii.Iruna base

del espacio
de partida).

Aplicación II.÷ f
: Ak-
Aarti

Ann ¥ i:*e- Air . n↳ 'aiüüiütí es
pa la imagen ffpy • ¡

i

Ra =p; siiii 44 . JEEat
¡
i
'

o una ref- afin ?
2. 1. APLICACIONES AFINES y REPRESENTACIÓN MATRI-

Cia

2. 1.1 Definición y propiedades de las aplicaciones
afines

Definición . Sean A y Á espacios afines .

Una aplicación

f : A → Á es afín si preserva las combinaciones

afines , es decir , f (dopotdrprt . . .tk?n)--doflPo)t..-tdnfR)

con Édi =L lfi.qde.PE?iff
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Corolario : sean Pops , -,Pretty f : A →A
' afín

afínmaleindepsiBEA es el baricentro de R, Ps , _, PREA
entonces FCB)

es el bar. centro de flpo ) , AR) , _ .

,
flpr )

.

Demostración : Por definición de barato , las
coordenadasbaicéntricasde B respecto de Po Pr .-Pr sa di = ¥1 , i-Q.r.ir.

por tanto D
se puede expresar como la combinación fin .

.

B--ÉEPI TÍÍFAD = ÍEFAI)E-O

y flB) es el baricentro de

flpo) , flpr ) , - . . , f-(Pr) ya que
tiene por coordenadas

baicéntricas

respecto a ellosdíf , i --44 . . -Nga

Preposición: la definición de aplicación afín es equivalente a :

1) paratodo PEA , la aplicación ft: V -V
'

es lineal
.

-put- IFIQ)

2) Existe PEA
,
talque la aplicación I : V -V

'
es lineal

.

PP 1- flint
Dez: Def ⇒ 1) ⇒ 2) ⇒ Def

pef⇒1 Supongamos f afín y probemos que sample 1). para

ver quejes lineal , sean vi
,
VI EV

,
de .dzEIK .

quiero probar que f-ldrvitdava) -- deflvittdzflva)
.

Sea PEA y dados VI. VI EV , existen Qr , Qa tales que
PQTEVST ,

PUTE VI . Definimos R : =P+ de POT+ da PQTS
= Ptdrvntdavz

.

Observamos que R = doptdp Qrtdslta can do = 1-de -da
.

combinación afín ya que dotdrtdr = 1
.

Como f es afín , preserva las combinaciones afines :

f = fldoptdrQntdr Qr) = boflhtdrflQdtdzflQD.ee
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= doftpttd.tl tdafl =

H-dr-ddflptdrftqttdzfw-flptdrlfh-flpdtdrlflQD-f.PT)

= flp) + deftpltdzflp.tl#-=ftps+drflpQT)tdafcpQT).-=ftdrflvn) tdsflva) y fe lineal .

Paqiefldihtdzv) = TAMI tda
PQT) -17Pts)

.

= falta = drttuittdrtcvil .

1) inmediato .

2)Estafa. Hip : para
un punto P, ft es lineal .

y quiere probar que fecansewa las
combinaciones

afines.
Sean Pops , - ,

PREA y
escalares do

,de, _,dre IK

tala que Édith . Quero probar ftp.pif-Efiftpi)
observamos que iqdipi = Potqdipopi , entonces
- Fire FIDEI
RÉTIPI = dipopi

⑦
-

fizdipi ) = flpdtflpdffzdipi-flrttfYRE.IT)
pmgt.ie Pitada vector

. ⑦

=#PDTETEÍIPOPI )
.qq.fm?JifCpE)=fcriEIifazHr7

= Éodifli) mas
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La anterior proposición caracteriza f afín en términos

de una aplicación lineal f- llamada aplicaciones
asociada af .

Se cumple que , pare cualesquiera QREA

y Fav FTQRT) = FLQIFIRTS

)flQtr)=f
En efecto , sea S: = Qtv entonces Itv) -1703) =
→

= FLQIFED
Entonces f- (Qtv) = fls) =

tflQ-fqtfcujan.tmjti.fm#*s.eisr
.

= tflvl
.

Ejemplo: sea f : ATR-IÁR
lx, y , z)→ (3×-3+22--1 , Zxtz t2).

Queremos ver si f- es afrn .
Veamos que si F- 1990) EIARR sea

j : M3→TE ftp.fkiqo) =
-

put 1- FLOD = Hi )
Il H
- -

=

-

149M lxiyie) H.2) flx.bz) ftp.t/3x-ytzz-1,2xt7t2)
lx , A) = × -ytzz , Zxtz ) Fred.

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



f es afín porque he encontrado un punto F- (49-0)
tal que ft : IRS→R2 , por 1- FTLPOTD= faltes
es lineal (probando la definición 2) )

.

t.f.AT#rlxiDI-lx-1,ytD
.

Veamos que f no es afín, porque existe F- LQO) EIÁIR

tal que ft: M- no es lineal , lo cual
POT 1- HQ )

viola la definición 1) .
I : IRZ- IRIS

POT 1- FCPIFCQ)
→ →
coplas) f- 1,1) (x2- tigtt )
↳4)↳ cxa

"

, y) . no es a.dado

(es )
-

Proposición : sean aplicaciones afines f-A→Á ,g.ALSA"

con aplicaciones lineales asociadas § , § .

1) La composición gof : A→A
"

es afín y suaplicaciónlineal asociada es ⑨= cjof .
( Dan en notas)

2) f : A→ Á es inyetiva, sobeyectiva o biyectiva si gsd.
si f- lo es .

3) Dadas fi : A-→Á afines y escalones EÍI =L , la combinación
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afín de aplicaciones afines iqodifi es aplicación afín
Cden

. andad
.

Demostración
-

:

inyectiidadni Dados D,QEA ,
f inyecta a

[FCPKFCQ)⇐ F-Q] equivale a

= = ITPOT) ⇐ POTEOSJ que es

qiefsea
inyectiva .

sdsvyeutiidad-
Sea f sdaezectiva y probemos f-

sdaeyectira. Sea JSEV ,

con
PIQEA tales que PP

=P '

.

Cae fsdoeyedrva,

existen ROPEA con fcp) =p
'

y
=Q

'

.

Entonces

FYPOT) = ftp = POP=P
⇒ Isdngedrva

Recíprocamente, supongamos f- sdaezeotia
. y probemos fsdbeyeda

.

sea p
'
EA

'
y sea

otro punto OEA ,
el vector te µ

y existe vtev
tal que I = ft . Definimos

P : =Otr

ftp.flotv-floi-f/r)=fkttflo)pT=p1-
- fsdoezeotira

.

Equidencia para f ,§ biyectivas es consecuencia de las
dos anteriores

.

-

Cualquier aplicación lineal lleva subespacios vectoriales

en subespacios vectoriales .
Lo mismo ocurre con las

aplicaciones afines .
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Preposición : sea f : A-A
' aplicación afínysea B

un subespacio afh de A
tal que D=PTW , PEA, wcv.

Entonces se verifica queffltp-fcptflf.hrtanto FCB) es subespacio afín de Á con dirección

ICM
.

Demostración : En efecto
:

f =pFLQ) : QEB 4=4 flptñ) : ñsew 4
.

=p tflw) : REN 4=4 tffcw
) : ñzwq

= tflw) . Ba
.

Definición : Una aplicación afín biyectiva entre dos espacios
afines A- y Á se denomina isomorfismo afín .

En el caso A-Al

diremos que f : ASA es una afinidad.

d.sensación : Si f : A→ A es una afinidad , la
aplicación inversa (que existe porque f es biyectiva)

.

f-
t
: A- A

p - fscp)
tal fe FHTTPD =p

.

es afín .
Además

,

sus aplicaciones lineales

asociadas son inversas : ft =(f)
→

(ej 1.4)
.
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tenemos . . Sea A espacio afín de dimensión n
. y sea

Rá 4Pa,Ps , _ , Pn 4 referencia afín . Si Á es otro espacio

afín y Qo
,
Qs , -, Qn EÁ lexistemaúnicaf-aplicación

afín f. A -Al tal que flpi) --Qi, i-41.sn .

Además
• Si los Qi son afínuat independientes ,entonces f
inyectiva .

• si los Qi son afínnente generadores de Á , entoncesf
es sdneyeetiva

• Si los Qi sa referencia afín de Á, entonces f
es biyectiva. les HE

IÁR
.

•
Pr •Qr

.

R
.t.EE:PÍOIn::*ATR

.

←
solo
la
neta\y.ae/#ssdnegectNa•

Qo

Demostración : Ra -4Pa ,- , PNY es referencia afh de A.

Cualquier punto PEA se escribe de forma única como

combinación afín F- dipei , ZIÍDI =L .
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Defino flp) : di Qi (la combinación afín de los Qi
con los mismos escalones)

• f así definida es afín ya que conserva las

combinaciones afines :

f- (D= FLÉIIPI) .tt?difcpi)=iEIiQi
• ftp.t Qi , para todo i :

En efecto Pi =Ídish =Pi (di-1 y el esto?
Entonces ftp.i) = Qi =Qi

.

• f es única
.
En efecto sea otra g : A-A

'

afín y llene cada Pi en gcpi) = Qi .

Como g es afín , conserva las combinaciones afines:

gcpfgifoair.IE?dig0i ai

g y f coinciden en todo PEA = f
.

patata 5-f. y f es única .

Supongamos los Qiafínmente independientes y veamos f-
es

inyectiva . Sean Rrizodipi ,Ra = SÉUIPI tales

que FlN ⇒ CRA )
.
Entonces :

fizdipi) = HEMI Pi) ⇐ÉJIQI = Ízuioi
Entonces las coordenadas baiántricas de FCR) -144)

en la referencia fin de VCLQO , - , Qmle ) deben
ser únicas . ⇒ DEMi , 9 -in ⇒Rr =Ra

b. f- es inyectiva .
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• Supongamos Qo
, _ , Qn afínnente generadores de A

'

.

Entonces para todo REÁ
,
existen do, -,dn ,

Effie tales que R = bici
.

Definiendo P = PIEA
,
tenemos

ftp.fifdipiY-E?IfiflPi-iEodiQi--R .

f- essdbeyectiva .

• Si los Qi sa referencia afín ,
son afirmarleindependientes

y generadores ⇒ f es inyectiva ysdneyectiva
⇒ f biyectiva y f es isomorfismo afín .

ra
-

donaciones
-

:

• Dados 3 puntos no alineadas
de Afr cma

referencia afín) y dados otros 3 puntos en Afp
.

existe una única fafin que lleva unos en otros .

• si los 3 pubs no están alineados
,

son también ref . afín y f es
afinidad del plano afín IAZR

.

102"

ftp.?f-fE:nQ
• • Qn

dokttnRHR-Pz-ldoidn.dz ) ,de TO .

•
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^ → Atan •

Q,"Üf¥±÷Es¥.

•

Ido Qotdrllrtddlr
.

Qo

• En general , dados nxl puntos en A- dim n

,

cualquier otro punto tiene su imagen ya especificada
por t . fprobkmasfjpfzf
-

2. t.aa.vn#omsfines
sea f : A -Á afín con aplicación lineal asociada

f- : V -V
' (en general diza no tiene que

ser igual a dim Á ) .
= m

t.us#sianasseanRa--h0jB4yRd--ts0'jB'4 referencias
cartesianas de A y Á .

Sea un puto PEA , con condenadas cartesianas
×#r, → Xn) respecto de Rc ⇐ 0pm tiene

coordenadas ×= Cxr , -A) respecta de
B

.

Su imagen flp) EÁ ,
con coordenadas cartesianas

respecto de Rá⇒ coordenadas de

5- lbr I -14M orqcpjespecto de la base B
'
.
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Sea b = lbs , → bm) las condenadas cartesianas

de ftp. en Rd⇐ 0ft coordenadas en B
'

.

Tenemos que :

óflp = órficos = óflottflop
)

.

reescribo esta relación en coordenadas :

Kit = Hititas
fijaban

que se puede escribir también como :

E- El.ie# ¥ .

un
MRCRAI (f)

matriz de la aplicación
afh f respecta de Ra
> Rá .

Cómo relaineo Magda A) con Mrcarcilf ) donde

Rc
,
Rae son referencias cartesianas de A y Reirá

son referencias cartesianas de A
'
.
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Xr
, Xz son coordenadas cartesianas de P en Rcn

,
Rca

" "

brisa
" "

HD en Rci
,
Rca '

Marra AIHE) -- lstáfcrárálf)- mat . cambio

referencia
= Crárá . Mrarálttlxtt ):
= Crcirci . Mrarcilttcrcira (¥)
=HMRczrciliri.M.iq
Dada una composición de aplicaciones afines

f : A → Á
, g

: A
'
→A

"
.

Rc Rd Rc
' RE ref's cartesianas

.

Mraro " la f) = Mrárá (g) . Mrarált) .

Representación en coordenadas baicéntnicas
Hablara 10)
-

coordenadas de

sean Ra --hPa ,→ pny y Ratko , →Qm } RFCPYSCHPD

referencias afines de A y AI .
en cada referencia .

Sea PEA con coordenadas baicéntricas D= Ho, _ dn) ,

Éder 1 respecto de Ra .
Suinasen FCPIEÁ con coordenadas

.
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baiántricas
µ = fuo,⇒m) , JÉMJ =L

respecto de Rá .

se vifica da notas) que

El HMM
condenadas

baiántricas de cada

flpi) en la referencia Ra !

MRARAI (f) . es matriz de tamaño
(mas) xlnH )

.

Si tomamos referencias afines Ran Ra, en A
Rani

,Rai en Á
se tiene :

t.MRazraillt-CRaiRai.MRaka.tt/iCRaaRa
-

y también
:
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A 1- A
'

P-flp)
Rc - Ra

'

xk xD = Mraz, A)¥) 5- Bn - . -isml
.

de P de flp)

E- mnttxtff frente).
Ra - Ra

'

F-ldo,_, dn)
de P Ate Mrarálffft µ feo , -1µm)

de ftp.

Obtenemos la relación entre matrices en coordenadas

cartesianas y
baiántricas :

MRarimMAMMMRARdkl-MII.Mraralfl.MN
Ejemplo : sean en IÁR los puntos
Portman) ,

Pelo, 91) ,
Pz = 171.0) , B-_ Mi 42)

y los pubs Qo -194A , Q -191,1) , Qatar, - 1) , QEH ,1,8
.

Los puntos Po
, Papa y Pz forman una referencia afh ya que

{ VTEPTPR = Hito) NTERTR -11,1 ,- DNTERPTELQQD}
son base de IR? , la llamamos Reba , Papa , Ps l .
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con referencia cartesiana asociada Rc =bpo jfvn , VP , 4
.

por el teorema , existe una
única aplicación afí f tal

que flpi) = Qi ,
O
, 1,23 .

Los puntos Qo
,
Qr
, Kay Qs no forman

una referencia gfh

ya que { ríe QTQ, -140,1 ) , VTEQTQE -D
,

=QTQ Hook

no son base de IR?
Ñ ' -25 - Pi

pa tanto f no es mi inyectiva ni sdsreyedrva .
CQI son afinuate 14 putos en IÁIR afh .
dependientes ) mente dependientes no

pueden generar todo IAER?
(Qi son coplanarias ,
generan solo un plano

Sea QÓ = (0,2/0) y comprobamos que 9in)
.

{ Ti= QUI = LQQN Ti =#a = 44-1 ) , ÑEQOQT = 141,04
.

sí es base de IR? pa lo
que

Rath Qo
, Qn ,

Qr
, Qs

' 4 es referencia alón de APR
.

Representamos matricialmate f :

• Coordenadas baióntnras Mrará A)= ¢ | ) §
coordenadas de

FIRIAIPN , y #B) enRá
.

como ftp.l-Qo-doQot?gQrtlqQrtdjsQs'
condenadas baicéntnicas de flpo) en Rá son

C 1,490) .Da igual modo tiene condenadas (0,1/0,0) y felpa) , (44%0) .
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Pero observa que FCPD = Qz# Qs ' .
Catalanes las ordenadas

baricentros de FLPD
.

= Q, = El , 1,0).

ftp.doQotdrQrtdaQrtdsQ, '

ftp.D-doloihdtdr/Qli1)tdd2i1i-Dtds(92,0).

Irena {Iata .IS»,
a Éias

O = de -da
1 = do tdntdz

su solución ldocdndrcds) -12, -tzítz , 0)
.

Marie !!!:?) iii.:*porque f lleva
Pope ,Pub que generan

Afp de dim 3 en

un plano de dim 2generadolafínmate) por 3 puntos
.

Esto equivale a que la aplicación lineal asociada
f- : IR? -PP lleva sectores linealmente

POPTSPOPTRBT

independientes en 2 rectores linealmente independientes.
IQTQR y Qots

dimtmf = 2 dimkaf 1

pague dim IRE 3 = dimkaftdimtmf
1 +2

.

Para obtener la matriz en cartesianas lago :
Mari = MÓI - Mrarálft . Mz =
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2
= µ :

00 O O

= Elija..
Queremos entender f respecta de las referencias
cartesianas canónicas :

MR Rqelt) = CRD Raé MRCRC' A) CRAERE

El:*:*:÷÷t÷
.
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