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1. Integral Definida

Sea una funcion f(x): [a, b] —» R acotada y no negativa. Nos proponemos determinar el valor del
area limitada por f(x) y el eje de abscisas entre dos puntosay b,

Definicion 1:

Dado un conjunto A < R se definen el supremo y el infimo de 4, como

sup(A) =min{x € R:x >aVa€ A}

inf(A) =max{x € R:x <aVa€ A}

Ejemplo Sea A = (a,b) sup(A) =b inf(4d) =a

Definicion 2:
Una particion (P,) del intervalo [a, b] es un conjunto de puntos x, x4, X5, .... X, € [a, b], tales
que:
P={a=xy<x; < x, < ...< x5, = b}
Definicién 3
Una Particion (Pn+«) se dice que es mas fina que (P») si contiene a todos los puntos x, x4, X3, ... . X,
de (Py) (y algunos (K) ptos mas).
Definicion 4
Se denomina diametro de una particion al méaximo (supremo) de las longitudes de los

subintervalos [x;_;, x;].definidos por la particion

D(P,) = sup{x; —x;—1}
Definicion 5 (sumas de Riemann):
Consideremos los supremos e infimos de f en cada subintervalo [x;_;,x;].definido por la
particion
M, = Sup{ f (x)/xe[x ;. %]} |
m, = |nf{f(X)/X€ [xi_lyxi]} =2

Denominamos suma superior (de Riemann) a

S(P, f (x)) = zl M, (% - X_,)
y suma inferior (de Riemann) a

s(P, (X)) = zlm (X — X_,)

La sumas de Riemann Son aproximaciones por exceso o por defecto al valor del area buscada

Observacion 1:
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s(P, f(x)) <S(P, f(x))
Observacién 2

Dadas dos particiones P y Q, si P esmés finaque Q:

s(Q, f(x)) < s(P, f(x)) < Area(S) < S(P, f (x)) < S(Q, f(x)

La aproximacion al valor del &rea es mejor cuanto mas fina es la particion.

Definicion 6

Se dice que f es integrable en [a, b] si para cualquier secuencia de particiones P, : D(P,) — 0

lims(Py, f) = im S(Py, ) = S

A este limite le llamamos Integral de f(x) entre a y b.

S = fbf(x)dx

Si f(x) es continua en [a, b] o tiene un namero finito de discontinuidades en [a, b] y es acotada

entonces es integrable

Propiedades
I:(f (X)+ g(x))dx = _[: f(x)dx+I:g(x) dx

["kfax=k[" £ (x)x
[“kdc=k (b-a)

j:‘ f(x)dx=0

[* fxax=—]" f(x)ax

[7 f0ode=]" 1) dx +] (x)dx

a<c<b;

Teorema fundamental del célculo
Sea f(x):R — R, continua en [a, b]
Se define F(t) = f;f(x) dx t€ (a,b]. Entonces:
F(x) esderivabley F'(x) = f(x)

Regla De Barrow
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J; fG) dx = F(b) - F(a)

EJEMPLO 1. CALCULAR.[ dx = L(x? +1) ]Xﬁ}:L(z)_.L@)::L(z)

x=0

0x?+1

2. Métodos de Integracién

Integracion por partes

El intervalo de integracién afecta también a primer término, es decir:

b b
fu dv = [u(b)v(b) —u(a)v(a)] — f vdu
a a
EJEMPLO 2. Calcular
fol xe?* dx u=x du=dx

1
dv=e%*dx v= f e*dx =§e2x

1 1 x=1 11 1 x=1 1 x=1
f xe?* dx = _erx] —f —eX¥dx = —xezx] - —ezx]
0 2 x=0 0 2 2 x=0 4 x=0
1 1 1
— _p2 _ 0—— 2 -
2° 173

Cambio de variable

El método que conocemos nos permite obtener una primitiva tras efectuar un cambio de variable,
habria que deshacer el cambio para obtener una primitiva sobre las variables originales y
posteriormente aplicar la regla de Barrow. Lo habitual es adaptar el recinto de integracion a las

nuevas variables y aplicar directamente la regla de Barrow.

b
[ #la@)g @ ax

six=a t=g(a)

six=b t=g(b)
b g(b)

[ reegwar=[" s

g(a)

Si efectuamos el cambio t = g(x) dt = g’(x)dx
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Ejemplo

[Px Vx+1dx x+1=t> dx=2tdat SL¥=0 t=1
0 six=3 t=2

3 2 2t5 263177 2.25 2.23 2 2y 116
fx \/x+1dx=f (2 — De2tdt = —— - _ <___)__
0 1

5 3)_ 5 3 5 3/ 15

3. Aplicaciones

3.1. Célculo de areas de recintos limitados por funciones

Si f(x) y g(x) son dos funciones continuas en [a, b] y g(x) [ f(x) I x [ [a, b], entonces el area de

la region limitada por las gréficas de f(x) yog(X)ylasrectas x //ay x //bes

b
f (x)dx — g(x)dx

/

=

-

EJEMPLO 3. Calcular el area del recinto limitado por las funcionesx +y =1, x—y =
1, y=0,x>0

x+y=1 - y=1—-x

xX—y= - y:x—]_
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y=x-—1

X

y=1-x
1 1 2t [x? 1 11 1\_
Area_f0(1—x)dx—fo(x—1)dx=[x—7]0— 7—x]0=1—5—5—1=2(5)_1

También es posible calcular el area del siguiente modo:
PO | _ x21t _ _ _
Area=2 ['(1 — x)dx = 2 [x—7]0 =2(1 ——) = 2(—) =1
Es decir, calculando el area por encima del eje “x” y luego multiplicando por dos.

3.2. Funciones continuas de distribucion de probabilidad

Una funcion continua y derivable F(x) se dice que es funcién de distribucion de probabilidad si

es mondtona no decreciente y F(-0) =0 F(w0)=1.

F(x) = f; dF(t) = f;f(t)dt

La funcion f(x) = F’(x) se denomina funcion de densidad de probabilidad

b
P(a,b) =f f()at
Ejemplo:

Sea f(x) = 2e™%* x > 0 una funcién de densidad de probabilidad. Obtenga su funcion de
distribucion y calcule la probabilidad del intervalo (1,3).

F(x) = f_xm f)dt = fOxZe‘tht = —e‘“]i : J(; =—e 2 — (e =1-e72 (x>0)

3
P(1,3) = f 2e72tdt =F(3)—F(1) =e 2 —¢~¢
1
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4. Funciones Eulerianas

4.1. Funcion Gamma: I':(0,+%) >R
Se define T'(p) = _[OM xP1.edx .p>0

Propiedades
1. Paracada p>1, TI(p)=(p-1)-I'(p-1);
Consecuencia:

- I'(p)=(p-21)! sipesunndmero natural!

2. T()=1; r@j =

O p-1 y-ax r
3. JO x*t.e dx:¥ (a>0)

Ejemplos
r@)=21=2

9 7531 1 105
n|==—.=.=.-. ===
(2)2222(2) 16\/;

J:w\/; e dx.

Para que esta integral represente una I"(p), es decir, para encontrar el valor de p, tenemos

gue hacer un cambio de variable:

1
=t » x=t* - dx=%t3ldt=%t2/3dt

[ x2 e ax= L,m(t”)]/2 e %t_mdt %ﬁwt“ et =

e d ) A1)
370 3 \2 3 \2 3
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4.2. Funcion Beta: f3:(0,+90)x (0,+0) — R
se define A(p,q) = [ x"*-(1-x)" dx. p>0y q>0,

Propiedades
1. Paracada p,q>0, A(p.q)=,.(0,p)

2. B(pl) =%, £@0) =%, para cada q >0
3. A(p.a) =—F§?;+F$)

4 B +1,9)=-=FP.q)

j‘:xsxll—x3dx.

Para encontrar una £(p,q), es decir, para hallar los valores de p y g, hacemos el cambio de

variable:
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1-x*=1-t - =t > x=t* - dx=%t‘2/3dt

1 4 3
1—x3]dx= | t-(1-t)Y2 -2t 2Pdt == | t**. (1-t)¥?dt == (—,—]:
Joel=xFox=[lt-a-0* j()3ﬂ32
i 4).r Rl e P e
ROLOEERORD
T T
6 6 6 6
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