Tema 2. Leyes de Newton

Métodos de resolucion de ecuaciones de Newton en una dimension.

Estudiaremos sucintamente los casos mas usuales que se pueden presentar.

e Caso en que la fuerza depende solamente de la posicion.

2

md—x = F(z)

dt?
FEn este caso, como en todos los que veremos més adelante, nos interesa reducir la ecuacién de segundo
orden a una ecuacién de primer orden, més sencilla de resolver. Una vez hecho esto podremos intentar
el procedimiento més usual de separaciéon de variables que nos permitird una integracién inmediata; en
definitiva:

—=F .
m (x)dx

Teniendo en cuenta que dz/dt = v, podemos reescribir la ecuacion anterior
mudv = F(x)dx.

Integrando en ambos miembros de la ecuacién se obtiene:

%mv2 = /F(:L’)d:v—i—C;

v = [jl /F(x)da: + 01} "

que, con dx/dt = v se transforma en:

dx
t= / 2 + Cs.
[% fF(:c)da: + Cl}

e Caso en que la fuerza depende solamente de la velocidad.
dv
m— = F(v).
o = F'(v)
En este caso la ecuacion esta ya escrita en formato de ecuacién de primer orden y la separacion de variables
es inmediata:

dv dv

F(v)
e Caso en que la fuerza depende solamente del tiempo.
dv
— = F(1).
m— = F(t)

Fn ecte rcacn la inteoracidn eq inmediata-
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Fuerzas reales y "seudofuerzas".

Los fisicos clasifican las fuerzas en "fuerzas realesz "seudofuerzas". En el grupo de las fuerzas reales
se incluyen aquéllas que surgen de las interacciones elementales (gravitatorias electromagnéticas, fuertes y
débiles). También lo estan las fuerzas generales de contacto tales como el rozamiento, las derivadas de la ley
de Hooke y las que intervienen en la colisién de masas.

Las seudofuerzas surgen cuando el sistema de coordenadas utilizado estd acelerado con respecto a un
sistema de coordenadas inercial. Si solamente se utilizasen sistemas de coordenadas inerciales, las seudofuerzas
no aparecerian. Sin embargo, muchos problemas son més faciles de resolver en sistemas de referencia no
inerciales.

Las seudofuerzas no son reales puesto que no pueden derivarse de la existencia de alguna forma de
interacciéon entre cuerpos. Sin embargo, no hemos de dudar de su existencia en sistemas no inerciales. La
clave para entender este punto esta en: 1) el agente de la fuerza; 2) los puntos de vista que proporcionan
distintos observadores.

Como hemos dicho, las fuerzas reales son observables para cualquier observador en cualquier sistema de
referencia y son debidas a interacciones. Su existencia no es debida a propiedades inerciales.

Por el contrario, las seudofuerzas son observables s6lo para observadores que acompafian un sistema
de referencia no inercial, y surgen como una reaccién inercial a la aceleracién del sistema de referencia
en el que esti el observador. Es decir, surgen como complemento a la primera ley de Newton para poder
describir el movimiento de los cuerpos en sistemas de referencia no inerciales. Segin esta ley, si un cuerpo
que es observado desde un sistema de referencia inercial no estd sujeto a ninguna fuerza externa, se movera
siguiendo una trayectoria rectilinea y con una velocidad de moédulo constante. Sin embargo, en sistemas de
referencia no inerciales (acelerados), parece que este objeto cambia su estado de movimiento y por ello deben
incluirse en la descrpcion de su dinamica fuerzas externas adicionales (las pseudofuerzas) para poder describir
ese cambio de estado del movimiento. La existencia de estas pseudofuerzas se justifica en base a que puesto
que el estado de movimiento del cuerpo cambia, debe haber una fuerza responsable del cambio; esta fuerza
que se introduce es la pseudofuerza. De esta manera, el observador inercial ve el objeto moverse en linea
recta con velocidad constante, mientras que el observador acelerado lo ve cambiar su estado de movimiento,
y considera este cambio debido a la presencia de una pseudofuerza.

Fuerzas no conservativas y conservaciéon de la energia.

Sabemos que en un sistema con fuerzas conservativas la energia total se conserva. ;Qué pasa cuando las
fuerzas no son conservativas? El siguiente ejemplo con un oscilador arménico amortiguado nos ilustra el caso.
Supongamos un oscilador bajo la accién de una fuerza disipativa dependiente de la velocidad:

d
md—: = —kx — yv.

Multiplicamos por v ambos miembros de la expresién anterior,

. <d(;w)

+ kx) = —yv?,
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Leyes de Newton. Problemas resueltos.

Problema 1.- Una persona sostiene, colgando de su mano, un objeto en un ascensor con una
aceleracion d (positiva en el movimiento de subida). ;Como describiria Vd. el movimiento del
objeto?

Solucion:

Aqui distinguimos claramente entre dos sistemas de referencia. Uno (S), inercial, fijo con respecto al
suelo; el otro (A), no inercial, acompanando al ascensor. Ambos tendrén, como veremos, dos puntos de vista
distintos.

Para el observador S el objeto, la persona que lo sostiene y el ascensor, se mueven y estan acelerados,
y la fuerza neta de interaccion, F' — mg (fuerza de contacto, ejercida por el ascensor, y gravedad), debe ser
igual a la tasa de variacion de la cantidad de movimiento, ma.

F'—mg = ma.

Si a es positiva (ascensor subiendo) la fuerza de contacto sobre el objeto es simplemente mayor que el peso
de éste y, al contrario, cuando a < 0, la fuerza de contacto es menor, pudiendo llegar a ser nula (cuando
a = —g), en cuyo caso tenemos una caida libre del objeto.

Para un observador acompanando al ascensor (digamos la persona que sostiene el objeto) el objeto esta
en equilibrio (no se mueve con respecto a su sistema de referencia que es el ascensor). Tiene que ejercer
una tensién para compensar lo que cree ser una fuerza hacia abajo; tensiéon que medird y que vera ser
igual a mg + ma. Su descripcion del sistema serd una descripcion estatica (no habla ni de movimiento ni
de aceleraciones) en la que el peso aparente del objeto es m(g + a). En definitiva, para este observador
no inercial .2pareceiina nueva fuerza hacia abajo, —ma, fuerza con la que no cuenta en su descripcion el
observador ligado al suelo.

Problema 2.- Colgamos del techo de un vagén una masa por medio de una cuerda. Encontrar
el Angulo o que forma la cuerda con la vertical, y su tensiéon 7', cuando el vagén se mueve sobre
rafles horizontales con:

a) Un movimiento uniforme con velocidad v.

b) Un movimiento uniformemente acelerado con aceleracion a.

Solucion:

a) Cuando el vagon se mueve con velocidad uniforme, la
Unica fuerza externa que actiia sobre la masa m es la gravita- MLL
cional mg. Esta equilibrada por la tensién de la cuerda T al
estar la masa en equilibrio: la cuerda estd en posicién vertical, -
a=0. (04

b) Sin embargo, cuando el vagén tiene una aceleracion a el
efecto de esta aceleracion se transmite a la masa a través de la
cuerda y la situacion serd la que se representa en la figura. La -ma T
inercia, md, de la masa mantiene la cuerda con una inclinaciéon
a (un observador dentro del vagon, y que no sabe que el vagon
estd acelerado, deducird que existe una fuerza, de inercia, f =
—md que tira de la masa en sentido horizontal y hacia atras).
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Problema 3.- En una prueba de tiro con la cuerda se enfrentan dos equipos de cinco hombres
cada uno. Cada hombre pesa 80 kg y la fuerza (en Newtons) que ejerce cada individuo sobre
la cuerda puede describirse segiin la siguiente ecuacion:

F =100exp(—t/T),

en donde 7 es el tiempo medio de esfuerzo por hombre (10 s para el equipo A y 20 s para el
equipo B). Si la masa de la cuerda es de 25 kg, encontrar el movimiento; a saber, la velocidad
de ambos equipos. ;Qué comentario le merece el resultado y el método de resolucion?

Solucion:

Aplicando la ecuacién de Newton

dv
FA - FB = mcuerdaav

25dv = 5(100e /10 — 100e4/20)dt.

Podemos suponer que la velocidad inicial es nula, con lo que integrando la ecuacién anterior:
o(t) = 20(—10e"/10 4 207120 — 10).

que integrada a su vez da:
2(t) = —200t + 2000(e~/10 — 4e74/20 4 3)

Como nos preguntan la velocidad final de la cuerda, para un tiempo largo (¢ — o), obtendremos de la
ecuacion anterior:
Vfinal = —200m/s.

El signo menos indica que el movimiento es en la direccién del equipo B; resultado esperable a la luz del
mayor tiempo medio de esfuerzo de éste. Sin embargo, la magnitud de la velocidad es un resultado obviamente
absurdo. Una razon estriba en que hemos supuesto una fuerza independiente de la velocidad. Otra esta en
que hemos despreciado la masa de los equipos cuando éstos estdn en movimiento. Este ejemplo muestra la
importancia del anélisis critico del orden de magnitud de los resultados a la hora de juzgar si hemos utilizado
un buen modelo o no.

Problema 4.- Un proyectil de masa m es lanzado al aire en direccién vertical con una
velocidad vg. La resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad. Determinese
el movimiento durante la subida del cuerpo. ;Qué diferencias existen cuando hacemos lo mismo
para el correspondiente movimiento de bajada? ;Son simétricos ambos movimientos, como en
el caso de ausencia de resistencia?

Solucion:
Podemos escribir la ecuacién de Newton para este caso como

mfl—: = —mg — 2, (1)
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con k? = c?/m y u? = g/k?. Integrando,
1
— arctan v —k*t 4+ Cy,
[ [

que, con la condicién inicial, v(0) = v, resulta:

1
— (arctan v_ arctan vo) = —k>t.
1 1Y 1

Si definimos v = arctan(vg/u) y A = g/p, obtenemos de la ecuacion anterior:
v = tan(y — At). (2)
Una segunda integracion, con y(0) = 0, lleva a:

_ [cos@ — /\t)} ‘

cos() G)

Las ecuaciones (2) y (3) describen el movimiento ascendente del modvil. De la ec. (2) obtenemos que la
velocidad se anula cuando ¢ = 7/\, alcanzando el cuerpo su méxima altura. Sustituyendo en la ec. (3)
encontramos esta tltima como u/AInsecy. Notese que cuando se alcanza esta altura las ecuaciones anteriores
dejan de ser vilidas. Cuando el mdvil empieza a bajar, la resistencia del aire cambia de signo en la ecuaciéon
(1), con lo cual debemos resolver de nuevo el problema. No lo haremos aqui por ser el proceso muy parecido.
Unicamente haremos hincapié en dos consecuencias. Una es que el tiempo de caida es mayor que el de subida.
El otro es que la velocidad con la que alcanza el punto de partida es menor que vyg.

i Podriamos haber llegado a conocer estas dos ultimas caracteristicas del movimiento sin necesidad de
resolver las ecuaciones? jPodria Vd. dar un argumento que lleve a estas conclusiones?

Problema 5.- Una pequena bola se mueve en un circulo con velocidad vy sobre un plano
horizontal dentro de una taza. La superficie interior de la taza se obtiene girando la curva OA
alrededor del eje y. Suponiendo que la velocidad de la bola vy es proporcional a la distancia =
del eje y determinese la curva OA (véase figura).

Solucidon:

Al rodar la bola en un circulo horizontal la fuerza que ejerce
la taza sobre ella debe ser perpendicular a la superficie. No debe Yy
haber componente vertical, ya que en caso contrario la bola i
subirfa o bajarfa. La reaccion de la taza (]\7) debe equilibrar \ T 7
la fuerza de gravedad sobre la bola y también proporcionar la ‘
necesaria fuerza centripeta que le permita rodar sobre el circulo ‘ ‘
anterior. Si queremos obtener la ecuacién de la curva podemos h
partir de la relaciéon que nos da su pendiente: \ - - '

dy
dx
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en donde C es una constante de integracion (que es nula ya que la curva pasa por x = y = 0). Notese
que la curva obtenida es una parabola. Este resultado nos explica la razén por la cual un liquido que gira
uniformemente (que tiene su velocidad proporcional a la distancia al eje de rotacion) genera una superficie
paraboloidal.

Problema 6.- Se tienen dos bloques en un plano horizontal que pueden deslizar sobre el
mismo sin rozamiento. Los dos bloques estan unidos por una cuerda inextensible de masa
despreciable. Sobre el bloque, mi, de la derecha se ejerce una fuerza F; hacia la derecha,
mientras que sobre el otro bloque de masa my, se ejerce una fuerza F; dirigida hacia la izquierda.
Determinense la tension de la cuerda que une los dos bloques y la aceleracion de los mismos.

Solucidn:

El peso de los dos bloques es equilibrado en cada caso por la reaccién normal de la superficie horizontal,
de forma que para estudiar el movimiento de los bloque basta estudiar las componentes horizontales de
las fuerzas y la aceleracién. Para escribir la ecuacién del movimiento del bloque m; hay que considerar
Unicamente que sobre él se ejercen la fuerza externa Fy y la tension de la cuerda, T, que estd dirigida hacia
la izquierda. Si suponemos que el movimiento del sistema serd en la direccién positiva del eje horizontal y
denominamos a a la aceleracion, la ecuaciéon de Newton para el bloque mq sera:

Fy—T =ma

Razonando de igual manera para el bloque mg, y teniendo en cuenta que la tensién de la cuerda sobre este
bloque actta en el sentido hacia la derecha, tenemos:

T — F2 = maa.
Por lo tanto, tenemos planteado un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (a y T'). Para resolverlo
basta sumar las dos ecuaciones y obtenemos

-5
mi + ms

Sustituyendo la expresion obtenida en cualquiera de las dos ecuaciones de partida, tenemos:

F — F F F
T = Fy + my 1 2 _ M 2 + Mg 1.
mi + mg mp + ms

Problema 7.- En el dispositivo de la figura la masa m; desliza sobre un plano con rozamiento
siendo el coeficiente de rozamiento u, mientras que la masa mo desliza sin rozamientos a lo
largo del bloque soporte. Teniendo en cuenta que la masa del bloque que pende de la cuerda
es mo y que la cuerda es inextensible, se pide:

a) ;Cual debe ser la relacion entre el coeficiente de rozamiento y las masas para que el
sistema comience a moverse?

b) ;Cual sera la tension de la cuerda si el sistema se mantiene en reposo?

Solucidn:

a) Sobre el primer bloque acttan el peso P = mjg en direccién hacia abajo que es compensada por la
vnnnanibAn nAanmaal Aa Ta diinanfAS 1. 1 111 AL il 1 A M 4 3 P | L
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Sumando las dos ecuaciones obtenemos: m
mag — pmag = (mq + ms) a.

Tengamos en cuenta que la fuerza de rozamiento siempre se m
opone al movimiento, luego la soluciéon a esta ecuacién que pro-
duce aceleraciones negativas carece de sentido fisico. El sistema
se moverd so6lo si existe una aceleracién positiva, esto es, si el
primer miembro es mayor que cero. Por tanto la condicién que
debe cumplir el sistema para comenzar a moverse es que:

mo > Umsi.

b) Si el sistema esta parado, la tension de la cuerda tiene que compensar el peso del segundo bloque, por
lo que la tensién seré:
T = mag.

En esta situacion la fuerza de rozamiento sobre el primer bloque es también igual a la tension para mantener
el sistema en reposo.

Problema 8.- En el dispositivo de la figura dos masas m; y mo estidn unidas por una cuerda
inextensible y reposan sobre caras opuestas de una cuna, sobre las que pueden deslizar sin
rozamiento. Se pide:

a) Resolver el sistema, es decir, calcular la aceleracion de los bloques y la tension de la
cuerda, usando las leyes de Newton.

b) ;Para qué relacion entre las masas el sistema se mantendra en equilibrio estatico?

Solucidon:

a) Sobre cada una de las masas acttian la fuerza de la grave-
dad, la tension de la cuerda y la reaccién normal de la superficie
respectiva de apoyo sobre la cuna. Estas reacciones normales se
equilibran en cada caso con las componentes del peso perpen-
diculares a las superficies de la cuna, por lo que basta fijarse en
lo que ocurre con las componentes de las fuerzas paralelas a las
superficies de la cufia. Los pesos de los bloques son :

P = myyg

PQ = mag.

Por lo tanto, las componentes de los pesos de los bloques en las
direcciones paralelas a las superficies de apoyo sobre la cuna son, respectivamente,

P, = migsina
Pg = magsing.

Asi, en las direcciones del movimiento de cada uno de los bloques podemos aplicar la segunda ley de Newton
para cada una de las dos masas, obteniendo:
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Despejamos la tensién restando las ecuaciones
2T — mygsina — magsin f = (mg —mq) a
y sustituyendo la expresiéon encontrada para la aceleracién obtenemos

o e (sin v + sin 3)

mi + mg

b) El sistema se mantendré en equilibrio estatico siempre que la aceleracion sea igual a 0, es decir, cuando
se cumpla la siguiente relacion entre las masas y los angulos:

mysina —mosin =0

es decir,
mp  sinf

mo sina’

Problema 9.- En el sistema de la figura se tienen dos masas que penden, por medio de
cuerdas inextensibles de una polea fija y una polea movil, respectivamente. Se pide hallar las
tensiones en las cuerdas y las aceleraciones de las dos masas.

Solucidon:
De nuevo, hay que recordar que las tensiones a lo largo de
una misma cuerda son iguales, de modo que hay dos tensiones %

en este problema: la de la cuerda de la que cuelga m; (que
llamaremos 77) y la de la cuerda de la que cuelga ms (que
llamaremos T5). Ademés hay que tener en cuenta que dada la
configuracion de las cuerdas, el espacio recorrido por mso en
su movimiento es el doble del que recorre m;. Por lo tanto,
la aceleraciéon de mo es también el doble que la de m1. Dicho
esto, ya podemos escribir las ecuaciones de Newton para las dos

masas:
a

Ty —mig = mig

mag — T = maa.

Ademas, la polea B nos introduce una ligadura entre las tensiones:
Ty = 2T5.

El sistema de ecuaciones asi planteado es facil de resolver y se obtiene:

4m2 — 2m1
a = —M—
4dmo + my g
Tl _ 6m1m2
4dmo + my
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a) Para hallar las ecuaciones de movimiento del sistema
debemos tener en cuenta varias cosas.

En primer lugar, las cuerdas son inextensibles, por tanto la
tension serd la misma a lo largo de cada cuerda. Es decir la
tensién que actia sobre la masa mq y la polea B es la misma y
la denominaremos 77, y la tensién que acttia sobre la masa mg
serd igual a la que acttia sobre mj3 y la denominaremos T5. Por
lo tanto, ya podemos escribir la ecuacién del movimiento para
la masa mq:

Ty —mig = miay

En segundo lugar, debemos tener en cuenta que el subsistema que pende de la polea B es no inercial, ya
que la propia polea B esta acelerada con respecto al sistema del laboratorio o la polea A. Esto implica que
sobre esta parte del sistema actuard una fuerza ficticia de inercia. De modo que debemos incluir términos
en las ecuaciones de movimiento de las masas mo vy mg correspondientes al producto de dichas masas por la
aceleracion del s ubsistema. En términos més intuitivos esto es equivalente a decir que el subsistema formado
por la polea B y las masas msg y mg, se encuentra dentro de un ascensor acelerado: de esta manera, la fuerza
de la gravedad a considerar no es g sino g menos la aceleracién del subsistema.

Por lo tanto, las ecuaciones del movimiento para el susbsistema no inercial son:

TQ — Mag = M3 (CLQ. — al)

msg —To = m3 (ag + ai) .

Ademis, la ecuacion para la polea B, que ha sido considerada de masa despreciable, debe, por lo tanto,
reflejar el equilibrio entre las fuerzas sobre ella ejercidas, de modo que:

Ty = 2T5.

Tenemos por tanto un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas que podemos resolver. Este sistema
se puede resolver simplemente despejando y sustituyendo variables en las cuatro ecuaciones y se obtienen
finalmente los valores tanto de las tensiones como de las aceleraciones.

8m1m2m3
T = g
4dmomg + mimeo + myms
dmimoms
T = g
dmomsg + mimo + mims
4m2m3 —mimo — 1M11Ms3
ay =
4dmoms + mimsg + myms3
2m1 (mg — mg)
as =

dmomg + mimeo + mymg

b) Para que la segunda masa permanezca en su lugar — en el sistema laboratorio — lo que tiene que
suceder es que la aceleracion del subsistema de la polea B debe ser igual a lo que se acelera ella dentro del
subsistema. Es decir, a; = as. Por tanto, igualando las expresiones de a1 y ag, y simplificando obtenemos:

4m2m3
my = -
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