Capitulo 3

Combinaciones y numeros
combinatorios

No siempre interesa el orden en el que se distribuyen los elementos. Cuando el orden
no interesa en la distribucién sino tinicamente la composicién de la misma se dice que

se trata de una combinacion.

3.1. Combinaciones simples

Se llaman combinaciones de n elementos, tomados de k en k, a las distribuciones po-
sibles integradas por k elementos de los n dados y de modo que dos combinaciones
cualesquiera (dos de esas distribuciones) se diferencian por la naturaleza de algtn ele-
mento (pero no por el orden de los elementos en la distribucién).

Si un elemento no puede repetirse estamos ante las combinaciones simples, que se
denotaran por Cko Chk-

3.1.1. Numero de las combinaciones simples y obtenciéon de las mis-
mas

Teorema 3.1 Paran, k € Z+, con k < n se tiene que el niimero de combinaciones simples de
n objetos tomados de k en k es:
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una misma combinacién. Luego

_ Vi _ o n!
Tk TR K-k

Ch

O]

Es interesante observar que la férmula anterior coincide con la de permutaciones con

repeticién de n elementos en los que se repiten k de un mismo tipo y n — k de otro tipo:

n!
PR = w1 = O

A la igualdad Ck = PRE" se puede llegar también sin recurrir a las variaciones V.
En efecto, consideremos los n elementos ordenadamente. Cada combinacién que se
pueda formar la identificamos mediante una n-upla de ceros y unos, de modo que si
el elemento estd en la combinacién escribimos un 1 y si no estd un 0. Por ejemplo, si
se trata de {a,b,c,...,i,j} y consideremos la combinacién de ellos de clase 5 siguiente:
a,c, f,h,i. Le corresponde la 10-upla (1,0,1,0,0,1,0,1,1,0). Y reciprocamente, a una cierta
distribucién de ceros y unos en una 10-upla, por ejemplo a (0,1,1,1,0,0,1,0,0,1) le
corresponde una combinacién, en este caso b, c,d, g, j. Vemos que a cada combinacién
simple CK le corresponde una distribucién (n-upla) de k unos y n — k ceros. Y que a
cada n-upla de este tipo le corresponde una combinacién de Ck.

Ahora bien, el nimero de n-uplas de k unos y n — k ceros es PRE"K, luego:

n!

k _ kn—k __
Cn — PRn —_— m.

3.1.2. Obtencién de todas las combinaciones simples

Observemos en primer lugar que las combinaciones estdn relacionadas con el nimero
de subconjuntos de un conjunto dado como se vio con anterioridad. Si A es un con-
junto con cardinal finito n, se tiene que existen 2" subconjuntos suyos, por lo que el
cardinal del conjunto potencia es |P(A)| = 2". ;Cudntos subconjuntos tienen un tnico
elemento?, pues n = Cl. ;Cuéntos subconjuntos hay de 2 elementos?, claramente C2.

Y asi sucesivamente, resultando que el niimero de subconjuntos con un determinado
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k=2 ab ac ad
bc bd
cd
k=3 abc abd acd
bed
k=4 abcd

El mismo procedimiento se seguiria para cualquier nimero n de elementos que tuviese
el conjunto.

3.2. Numeros combinatorios

Definicién 3.2 Dados n y k enteros no nulos, con 0 < k < n, se define niimero combinatorio
de orden 1 e indice k, se escribe como (}), y se lee "n sobre k” a la expresién:

(£) = o om

Observemos que () coincide con el nimero Ck de combinaciones simples de 1 ele-
mentos tomados de k en k.

Algunas propiedades inmediatas son las siguientes.

Proposicién 3.3 Dados n y k enteros no nulos, con 0 < k < n, los niimeros combinatorios

verifican:
1. () =1
2 (=1
4. Férmula de recurrencia de Pascal: (") + (1-1) = (}), paran >2y1 <k <n-1.
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(n;¥>+<z:;>::(nT{fﬁmr*m-%;&¥1ﬂ

(m—1)!n—-k) (n—1)%
=Kk (=R
nn—1!(n—%k nn-1)"%

n(n —k)k! n(n — k)!k!

- (n—nl!c)!k! {n;k%l

~ (n —nl!c)!k! - (Z)

Veamos ahora la demostracién a partir de un razonamiento combinatorio. La férmula

de Pascal, en términos de combinaciones simples, se corresponde con

Ch1 +Cil1 = Che

Consideremos los elementos a1, 4, ...,a4,_1,4, y sus combinaciones de k elementos.
Dividimos estas combinaciones en dos clases:

1. Las combinaciones que contengan al elemento a;,.

2. Las combinaciones que no contengan a a;,.

Si en la primera clase eliminamos a, de todas las combinaciones que pertenecen a dicha

clase, tendremos combinaciones de los elementos a1, 45, ...,4,_1 tomados de k — 1 en
k—1.

k — 1, cuyo nimero es C,,_1; por lo tanto, en la primera clase hay Cﬁj combinaciones

deaq,...,a,.
En la segunda clase lo que tenemos son combinaciones de k elementos de ay, ...,4,_1,
cuyo nimero es Cﬁ_l.

k

Como las dos clases son disjuntas, es claro que Ck = Cﬁj +C,

()= () G)

_1y asi que

OJ
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cuyos valores son:

que por su disposicién en forma de tridngulo se trata de un “tridngulo aritmético”
conocido como tridngulo de Pascal o tridngulo de Tartaglia.

Observemos que los ntimeros de cada fila se obtienen de sumar los ntmeros de la fila
inmediatamente anterior que se encuentran a su izquierda y derecha; asi el segundo
3 de la tercera fila es el resultado de la suma 1 + 2 = 3 de los ntmeros 1y 2, respec-
tivamente a izquierda y derecha del 3 en la segunda fila. Y ello se corresponde con la
Férmula de Pascal.

Caminando por Manhattan

Manhattan, en New York, estd urbanizado como una cuadricula rectangular de n x k
manzanas (siendo n el indicador de las filas horizontales y k el de las verticales), de
modo que entre 7 filas de manzanas en horizontal hay n — 1 calles horizontales y entre
k filas de manzanas miradas en vertical hay k — 1 calles.

Al O O O O O

U 0 A I A I R U

0J O o 0O 0O U
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Convenimos en codificar los desplazamientos como sigue. Si se desplaza hacia la de-
recha lo anotamos con un 0 y si va hacia abajo lo codificamos con un 1. En cada cruce
puede ir a la derecha o hacia abajo, luego en cada cruce debemos asignar un 0 o un 1.
El namero de veces que gira a la derecha debe ser k (en el caso del dibujo de la figura
es 5) y el nimero de veces que debe ir hacia abajo debe ser n (en el caso de la figura 4),
pues de lo contrario no llegaria al punto B. Por tanto, con esta codificacién, tendremos
una lista de k ceros y n unos. Cada permutacién de estos k + n elementos con k ceros
y 1 unos se corresponde con un camino posible y, reciprocamente, cualquier camino
posible tendrd una correspondencia con una lista de n 4 k elementos de los que k son
ceros y n son unos. Luego, el nimero de caminos posibles de A a B serd

nk (n+k)!
PRy e = n'k!

k
=Gk = Chyre
En el caso de la figura habria C§ = C3 caminos posibles desde A hasta B.
Cuadrado aritmético

Observemos que si consideramos la interseccion de la fila 4 y la columna 5, contando
en A la fila y columnas cero, es decir (0, 0), tendremos que podemos llegar a B de CS 16
formas. Pongamos en esa interseccion el valor numérico Cg’ I/ del mismo modo, en
cada interseccién de cada fila n y columna k pongamos el valor numérico de Cf; L1 €s
decir, el nimero de caminos que llegan a ese punto intersecciéon desde A. Tendremos:

U L] Ll UJ U

1 5 15 35 70 126
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es decir, la relacién de recurrencia que obtuvimos anteriormente, que se corresponde
con la Féormula de Pascal. Y, a su vez, esta relacién es deducible directamente desde
el razonamiento de nuestro propio problema. En efecto, para llegar por ejemplo a B
(casilla (5,4)) puede hacerse viniendo desde las casillas (4,4) y (5, 3), luego los caminos
finales seran la suma de los unos y los otros. En general, para llegar a la casilla (n, k)
podemos hacerlo viniendo desde las casillas (1 — 1,k) y (n,k — 1), luego el namero de
caminos que llegan a (1, k) es la suma de ambos; es decir CLk = Cff%kfl + Cﬁjri_l.

k
n+k

cuadrado aritmético obtenido anteriormente es simétrico con respecto a la diagonal

Por otra parte, debemos observar que de la relaciéon C = C,. se deduce que el

principal.

También cabe observar que si giramos el Tridangulo de Tartaglia obtenemos el cuadrado
aritmético, de modo que las filas del cuadrado se corresponden con las lineas paralelas
a los lados del Triangulo y la propiedad anterior se corresponde con la ya observada
en el tridngulo.

Ntumeros figurados

Si observamos la tercera fila del cuadrado aritmético o, equivalentemente, la tercera
paralela a los lados del Tridngulo de Tartaglia, tenemos la sucesién 1,3, 6,10, .... Na-
meros que se conocen como numeros triangulares. La razén de esta denominacién se
hace evidente tras observar la siguiente figura
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10

Cada ntimero, con la disposicion dada, se corresponde con un tridngulo de puntos. El
enésimo nimero triangular lo denotamos por T,. Cada nimero es el resultado de la
suma de los puntos de cada fila; asi: T} =1, T, = 1+2 =3, T3 =1+2+3 =6,
Ty =1+2+3+4=10,etc. Asi, T, =1+ ...+ n es la suma de los primeros n ntime-

ros naturales, luego es T;, = n(n; D y a su vez estd en la tercera paralela del lado del

triangulo de Tartaglia, luego es T, = C2_; y también esté en la tercera fila del cuadrado
aritmético ocupando la posicién (columna) n — 1 (porque en el cuadrado empezamos
contando filas y columnas a partir de 0, mientras que con T, estamos contando a partir

de 1, por lo que sera CZ;} Ast:

Tw = C;%Jrl = CZJ_F% - n(n2+ 1)-

Podemos generalizar esta forma geométrica de determinar ntiimeros. Asf, los tridngu-
los de puntos se pueden superponer como capas consecutivas formando tretraedros.
Si consideramos una primera capa tendriamos un solo punto, correspondiente a T;. Si
consideramos dos capas, podemos poner en la superior a T; (un punto) y en la inferior
a T, (un tridngulo de tres puntos) obteniendo un tretaedro que tiene en total 4 puntos.
Podemos considerar un tretaedro de tres capas: en la superior T7, después T, y final-
mente la inferior T3, tendremos un tretaedro con 10 de puntos, resultado de sumar los
correspondientes a T, T y T3. Y asi sucesivamente. Una visién dindmica puede verse
en https://www.geogebra.org/m/mNjemk33.

Cada namero obtenido de esta forma lo denominamos ntimero tretaédrico y al enésimo
nimero tretaédrico lo denotaremos por P,. tenemos que P, = T1 + 1o + ... + T,,. Si
vamos construyendo la sucesion de los nimeros tretaédricos, paso a paso, observemos
que obtenemos 1,4,10,20,35,56, ... que se corresponde con la fila tres del cuadrado

1 AY 124 o L

PROSLY IG5 5. U SRR PR
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3.2.2. El binomio de Newton

Los ntimeros combinatorios también estan presentes en el desarrollo de expresiones
algebraicas.

Teorema 3.4 Teorema del binomio

Sea m € Z™, se verifica que:

(x+a)" = (?;) X"+ (T) X" lg 4 (Zl) X722
+ (mni 2) x2am—2 + (mni 1)Xam—l + (Z) a™.

Demostraciéon. Lo vemos por induccién sobre m. Para m = 1 se verifica, de forma
obvia, que (x +a)! = (é)x + (%)a. Supongamos que es cierto para m = p, lo vemos
param = p + 1.

(x4+a)P™ = (x+a)(x+a)

(x +
e (e () (e
= (g)x“l + <;17)xpa+...—|— (pﬁl>x2a”1 + <§)xa”
R
) e (0 o (2

Donde la tltima igualdad se obtiene de aplicar las propiedades de los nimeros combi-
natorios al sumar los términos de la misma potencia en x y a.

]

Observemos que en particular se tiene que

. /m)\ (m\ (m\
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que nos indica que el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto A con |A| =
m, tiene 2" elementos. En la expresion anterior el total de subconjuntos se obtiene como
suma del nimero de subconjuntos: sin elementos (), con un elemento, con dos, con
tres, etc., hasta llegar al nimero de subconjuntos con m elementos que es solo uno (el
propio conjunto A).

3.3. Combinaciones con repeticion

En las combinaciones con repeticiéon los elementos pueden repetirse dentro de una
misma distribucién. Vamos a obtener su namero, para ello necesitaremos previamente
de un resultado que lo analizaremos en un caso particular y luego lo veremos como
una proposiciéon de cardcter general.

Queremos saber cudntas soluciones enteras no negativas tiene la ecuacién x; + x; +
x3 = 50, 1o que es lo mismo, jde cudntas formas podemos colocar los nimeros en tres
posiciones de forma que sumen 5?

Podemos descomponer cada nimero en suma de unos. El nimero de unos nos da
el ntiimero correspondiente a esa solucién en cada incognita x;. Por ejemplo 11/11/1
0 1/1/111. Luego la cuestion reside en saber ;de cuantas formas se pueden colocar
cinco unos entre siete posiciones posibles, donde las otras dos las ocuparan dos barras
/. Consecuentemente el nimero de soluciones enteras no negativas es C5 = 21.

Esto mismo puede formularse como un resultado general.

Lema 3.5 Sean k y n niimeros naturales, n > 1. El niimero de soluciones enteras no negativas
de

X1+x+...+x, =k (3.1)

k
€s CnJrkfl'

Demostracién. Existe una correspondencia biunivoca entre las soluciones enteras no

negativas de (3.1) y las cadenas de n + k — 1 elementos compuestas por k unos y

n — 1 barras. En efecto, a una solucién a; + a2 + ... + a, = k le asignamos la cade-

nall...1/1...1/.../1...1tal que la suma de todos los unos es k. Reciprocamente,
— S~ S~

ay az an
P R R D DA | 11 [ 1.1 a1 1 1oz
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Teorema 3.6 EI niimero de combinaciones con repeticion de n elementos, ay,ay, ..., a,, to-
mados de k en k, CRY, es igual al niimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion

X1+x+...+x, =k (3.2)

Demostracién. Sea a;,4;, . . . 4;, una combinacién con repeticion de aqa; .. . a, con k ele-
mentos. Llamemos

y1 al nimero de veces que aparece 4y en a;,d;, . . . 4,

Y2 al nimero de veces que aparece a; en a;,d;, . . . 4,

¥y al nimero de veces que aparece a, en a;,d;, . . . 4,

Como a;,a;, . . . a;, tiene k elementos, entonces y1 +y2 + ... + ¥, = k que es una solucién
entera no negativa de (3.2).

Reciprocamente, a una solucién entera no negativa cualquiera y; +y2 +... +y, = k
de (3.2) le hacemos corresponder una combinacién con repeticiéon de aqa; . .. a,, dada

por
Y1 Y2 Yn

JP— N —— ——.

Ay...41,0p...02,...,0, ... 0,;

es decir, con y; veces a; parai = 1,...,n. Esta combinacién con repeticion tiene obvia-

mente k elementos.
O

Del Lema y Teorema previos, podemos concluir inmediatamente que:

Corolario 3.7 Se tiene que CRE = Cﬁ+k71'

3.3.1. Observaciones
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Problema | n destinatarios | k objetos ecuaciéon CR
diferentes idénticos
34. 4 hijos 10 billetes X1+ x2 + x3+ x4 = 10 | CR}®
35. 4 personas 3 billetesde 10 | x1 +xp2+x3+x4 =3 CRi

4 billetesde5 | x;+x2+x3+xs =4 | CR}

38. 4 colores 9 pelotas X1+x2+x3+x4=9 CRZ
39. 5 cajas 10 bolas X1+...+x5=10 CR%O
40. 4 dedos 7 anillos X1+x2+x3+x4=7 CRZ

Estos ejemplos nos ilustran de manera practica sobre los resultados tedricos previa-
mente obtenidos; en particular, de que son equivalentes:

1. Elntimero de selecciones, con repeticién, de tamafio k en una colecciéon de tamafio
m.

2. El nimero de maneras de distribuir k objetos idénticos entre n destinatarios
distintos.

3. El namero de soluciones enteras no negativas de la ecuacién x; + x2 +...x, = k.

Equivalencias que es importantes tener presentes en la resolucién de problemas. Es
importante hacer notar que estas equivalencias son solo validas si los k objetos son
idénticos y los n destinatarios son distintos.

En un problema de distribucién de k objetos entre n destinatarios se pueden presentar
cuatro grandes casos:

1. Los k objetos son iguales y los 1 destinatarios son diferentes. Estaremos ante CR¥.

2. Los k objetos son diferentes y los n destinatarios también. Estaremos ante VRS =

nk.

3. Los k objetos son iguales y los n destinatarios son iguales. Estudiaremos mas
adelante técnicas para su resolucion, a través de funciones generadoras y la teorfa

., 1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta 13113

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



49

Destinatarios (n) | .. )
_ diferentes iguales
Objetos (k)
diferentes VRK S(k,n)
iguales CRk func. gen./Particién enteros

La situacion se hard mds compleja porque dentro de cada uno de estos grandes tipos
se pueden presentar diversos tipos de restricciones relativas a los objetos, lo que con-
llevara el uso de técnicas particulares para la resolucién de los problemas. Este asunto
serd tratado en el tema de Distribucion de objetos en cajas.

3.3.2. Restricciones sobre las soluciones de la ecuaciéon x1 + x> +...+
X, = k

En el Teorema 3.6 vimos el nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion
X1+ x2 + ...+ x, = k. Vamos a ver el niumero de soluciones enteras de dicha ecuacion
que verifican algunas restricciones.

Teorema 3.8 El niimero de soluciones enteras positivas de la ecuacion x1 + x4+ ... +x, =k,
conn k€ Nyk>n,es Cj | = (k1.

n—1

Demostracion. Tenemos la ecuacion

Xx1+x+...+x, =k, siendox; >1, paracadai€ {1,...,n} (3.3)

Restamos 1 a cada lado de la ecuacién del modo siguiente
x1—14+x—-1+...4x,—1=k—n.

Hacemos el cambio y; = x; —1 > 0, parai € {1,...,n} yr = k — n, resultando la
ecuacion
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la tltima igualdad como consecuencia de ser nimeros combinatorios complementa-
rios. [

Un tratamiento andlogo podemos dar al problema de soluciones enteras mayores que
un cierto m € Z*1. Y el procedimiento sigue siendo valido en el caso en que cada

incégnita esté sujeta a una condicién distinta. Por ejemplo, si tenemos la ecuacion
X1+ x4+ x3+ x4 = 48
tal que x; > 5, x > 6, x3 > 7, x4 > 8, hacemos el cambio
Vi=X1—5y2=x—-6y3=x3—-7, ys = x4 -8,

asi cada y; > 1, parai € {1,2,3,4}, y llamando r = 48 — 26 = 22, siendo 26 =
5+ 6+ 7+ 8, resulta la ecuacion y; + yp + y3 + ya = 22, donde las soluciones deben
ser enteras positivas. Por el Teorema 3.8 el nimero de soluciones es C3; = (231) = 1330.

Podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 3.9 El niimero de soluciones enteras positivas de la ecuacion
X1+x+...+x, =k,
sometidas a las restricciones
X1 >0C, X2>C .. Xn >0 Y k>n4c+co+.. 4cy

n—1
€s Ck,cl,q,..,,cn,l-

Demostracién. Se hace el cambio y; = x; — ¢;, paracadai € {1,2,...,n},r =k — (c1 +

c2 + ...+ cn) y obtenemos la ecuacion

nt+yp+...+y=r, cony; > 1, paracadai € {1,2,...n}.

n—1

Por el Teorema 3.8 el ntiimero de solucioneses C* ' =¢c*~t
r—1 k—c1—cp—...—cy—1

]

Este resultado sigue siendo vélido si los ¢; son enteros positivos, negativos o nulos.

- e 2 _asa 4
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Consideramos la probabilidad definida como la razén entre el ntimero de casos favo-
rables y el ntimero total de casos posibles:

Numero de casos favorables
Numero de casos posibles

Imponemos la condicién de que los casos que entran en el cdlculo sean igualmente
probables. Hay que insistir en la importancia de esta condicion de que los casos sean
igualmente probables pues es una situaciéon que no tiene por qué verificarse.

Ejemplo 3.10 Si queremos saber cudl es la probabilidad de obtener 12 como suma cuando se
arrojan dos dados, tenemos que la suma puede ser: 2,3,4, .. .,12; en total 11 casos y podriamos
pensar que la probabilidad de obtener 12 fuera % Pero ello es falso. porque los 11 casos no son
igualmente probables. En efecto, para obtener 12 solo puede ser con un 6 en cada dado, mientras
que por ejemplo para obtener 8 puede hacerse como4 44,3 +5y 2+ 6.

Para considerar, en esta situacion, casos igualmente probables debemos considerar los dados co-
mo objetos distintos e independientes (por ejemplo, dados de colores distintos). Por el Principio
de la Multiplicacién hay 6 posibilidades para cada dado y en total resultardn 36 casos igual-
mente probables. De los 36 hay solo uno que sea 6 + 6, luego la probabilidad de obtener un 12 es
31—6, mientras que para obtener un 8 los casos favorables son 2 4+6,3+5,4+4,5+3y6+2,

por lo que la probabilidad serd 35—6.

Ejemplo 3.11 Si 10 monedas caen al piso, ;cudl es la probabilidad que haya cinco caras y cinco
cruces?

210 yesultados

Consideramos las monedas distintas. Por el Principio de la Multiplicacién, hay
posibles. Un resultado podemos denotarlocomo poniendo C o X por cada moneda segiin el re-
sultado de la tirada; asi, por ejemplo, una situacion posible es CXXXCCCXCX. Tendremos
una lista con diez posiciones donde colocar C o X. El miimero de casos favorables serd igual al
niimero de formas de colocar 5 C y 5 X en la lista de 10 lugares, que son PR%5 = % También
podriamos habernos centrados en calcular el niimero de formas de colocar las cinco C (o las
cinco X), porque las otras quedan automdticamente determinadas, y en ese caso el niimero de
casos favorables habria aparecido como C3y, naturalmente C3, = PR%5 :
55

o . : PR
Luego la probabilidad de obtener cinco caras y cinco cruces es —m-.
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