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PROLOGO

Este libro ha surgido de un conjunto de notas sobre la teoria de
la informacién y la codificacién binaria, preparadas con motivo de un
ciclo de conferencias en los ITT Federal Laboratories. Posteriormente,
estas notas se ampliaron, utilizindose como texto en un curso trimes-
tral de ingenieria eléctrica en la Universidad de - Stanford. La mayor
parte de la versién final ha sido elaborada en un curso semestral que
sobre teorfa de la informacién tuvo lugar en los laboratorios de desa-
rrollo de IBM de San José, California,

El objeto del libro es presentar los conceptos bésicos de la teoria .
de la informacién en su aspecto, siempre que sea posible, no mate-
matico. Existe la posibilidad de tratar la teorfa en forma puramente
matemdtica, estudiando las propiedades de ciertas magnitudes  abs-
tractas, a las que se aplica una medida de probabilidad definida pre-
viamente. Nuestro interés, sin embargo, se centrard en las relaciones
de la teorfa con el mundo real y la correspondencia entre las mag-
nitudes sometidas a estudio y ciertos conceptos naturales que influ-.
yen en un vasto nimero de campos. Con objeto de desarrollar com-
pletamente esta correspondencia, se emplea el lenguaje de las mate-
mdticas - para expresar la teorfa de la informacién. Los teoremas se
enuncian y demuestran con todo rigor. Todas las afirmaciones son
comprobadas, no requiriendo la ayuda de la intuicién més que para
interpretar los resultados deducidos.

A pesar de todo lo dicho, los conocimientos matematicos exigides
son limitados. Simplemente es necesario conocer los logaritmos y el
significado, cuando menos intuitivo, de las probabilidades y valores
medios. El célculo no.se emplea en el texto. Aprovechamos para ad-
vertir al lector no familiarizado con las mateméticas que requerird
tiempo y esfuerzo para comprender ciertas transformaciones de algu-
nas demostraciones. Sin embargo, las demostraciones en si mismas y
su significado.no precisan ningiin conocimiento matemético. >
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: .
Se ha alcanzado esta simplicidad limitando la generalidad mate-
“mdtica de los desarrollos. Se han considerado tnicamente las fuentes
de informacién de un nimero finito de simbolos de salida, asi como
los canales de informacién de un ndmero finito de entradas y salidas
y memoria nula, Estas restricciones nos han permitido tratar todos los
conceptos fundamentales de la teoria de la informacién, no siguiendo,
en contrapartida, una linea matemdtica demasiado elegante, Para los
que estén interesados en esto, sin embargo, es ficil generalizar vol-
viendo a plantear las demostraciones en el campo de Borel.

La materia de que trata el libro ha pasado ya tanto por la Univer-
sidad como por cursos industriales. Estudiantes de ingenierfa, cdlculo
operacional y calculadoras pueden desarrollarla cémodamente en un
semestre. Aquellos con una mayor formacién matemdtica o especial
interés pueden analizar mds en detalle ciertos temas avanzados con-
tenidos en las notas del final de cada capitulo. Estas notas sugieren
un cierto nimero de areas de desarrollo interesantes en el dominio de
la teorfa de la informacién. Al final de cada capitulo se han incluido.
algunos problemas; los precedidos por un asterisco requieren un calcu-
lo mis o menos complicado para su resolucién.

Me encuentro en deuda con cierto nimero de personas que con-
tribuyeron a la preparacién del libro. El Dr. Richard Hamming hizo
un detallado andlisis de una primera versién. Los profesores David
Braverman, Thomas Kailath y Wesley Peterson, aportaron otros inte-
resantes comentarios. El manuscrito se beneficié con las correcciones
y aclaraciones sugeridas por los estudiantes de Stanford. Algunas de
ellas, realizadas por Thomas Cover, Arthur Geoffrion y David Howell
se han incorporado al texto. Errores y erratas, finalmente, surgieron
de los apuntes tomados por los alumnos de dos cursos en Stanford
y uno en los IBM Research Laboratories, a los que deseo hacer ahora
una confesion: Las calificaciones no estaban basadas en las listas de
correcciones que Vds. presentaron.
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G-3. Expresiones de la entropia

cantidad de informacién obtenida al
I(sq) —logm recibir s; (fuente de memoria nula)

cantidad de informacién obtenida al
recibir sucesivamente s; y s (fuente
de Markov de primer orden)

I(si/s;) = log Pl

entropfa de la fuente de memoria nu-

1
HES) = Z P(si) log —-( ; as
l
q .
1 y entropia condicional de una fuente de
H(S/s;) = Z P(si/sj) log P /s) Markov de primer orden S
Si )
{i=1
HS) = ZP( Y 1 entropia de la fuente de Marcov de
= Si, 87) 108 3
P(si/ss) primer orden S
82
H(S
HA(S) =—1.( ) entropia, medida en unidades r-arias
ogr

1 1
H(p) = o Iog— + (1 — ) log 1=

—w
funcién entropfa (fig. 2-3)

H(A) = P(a) iog ——

Z -1 entropia condicional de A (entropia
a posteriori
P(a) P )

entropia del alfabeto de entrada A
H(A/b) = Z P(a/b;) log —

Piajby) (entropfa a priori)
4
H(A/B) ZP(a b1 ! equi i6n de A to a B
= , b) log ——— quivocacién de A con respecto a B.
Plajb) ’
4,B
1
H(A,By= Y P(@,b)log— Fab) entropfa afin de A y B
\a,
A,B '
I(A; By = H(A)— H(A/B) informacién mutua de Ay B
P(bja)

Ka;By= Y. P(bla)log
B

informacién mutua condicional
P(b)

13
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) 1
H(A, B = P(a, b, ¢) log ————
(A, BIC)= Y P@,b,c)log e
A,B,C

H(A/B,C)= ) P(ab,c)log S

4.,8,C

I(A; BIC) = H(AIC)— H(A/B, C)

I(A; B; C) = I(A; B)—I(A; BIC)

.,1‘é4 ,

equivocacién de A y B con respecto
aC

equivocacién de A con respecto a
ByC

informacién mutua de A y B. cono-
cido C

informacién mutua de A, By C
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1-1. Lo que no es la teoria de la informacion.

- Teoria de la informacién es un nombre muy significativo para de-
signar una disciplina cientifica; al aplicarse, sin embargo, al tema de
que trata este libro puede resultar algo decepcionante. Los origenes
de la teorfa de la informacién datan de la publicacién, por Claude
E. Shannon, de un articulo en el Bell System Technical Journal en
1948 (Shannon, 1948) *. Shannon, ddndose quizds cuenta de las cualida-
des poco atractivas de la palabra infoirmacion, titulé su articulo «Una
teorfa matemdtica de la comunicaciény, Si nos referimos al significado
usual de la palabra informacién, el articulo de Shannon trata de sus
soportes, los simbolos, y no de la informacién misma. Estudia més
bien la comunicacién y los medios de comunicacién que el, llamémosle,
producto final de ella, la informacién.

Deseamos hacer una aclaracién importante. Comenzando en el ca-
pitulo 2, deduciremos un cierto nimero de propiedades fundamentales
de los 'simbolos empleados para transmitir la informacién. Aprendere-
mos que los simbolos deben obedecer ciertas leyes si han de ser ca-
paces de transmitir informacidn; relacionaremos las propiedades de
los simbolos con la cantidad de informacién que pueden ctontener.
El que un simbolo determinado contenga informacién, sin embargo,-
depende de una serie de factores que no estudiaremos- en este libro.
Por ejemplo, «le soleil brille», suministra informacién a solamente al-
gunos lectores. Un lenguaje comin facilita la transmisién de informa-
cién. Los factores sicoldgicos afectan también, de manera menos evi-
dente, a la informacién. La frase «el sol brilla» puede tener para un

* ' Las referencias mdxcadas entre parentesxs pueden encontrarse en la lista

dé feferencias del final del libro °

15
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sicépata un sentido mds amplio que el meteorolégico, Factores seman-
ticos pueden dar lugar a que un mismo conjunto de palabras contenga
informacién diferente para distintos interlocutores. Shannon (1948) ha
comentado que «los aspectos semdnticos de la comunicacidén son ina-

plicables al problema de ingenierfa propiamente dicho», Weaver (1949) - -

sostiene, sin embargo, que la inversa no es necesariamente cierta, que
los aspectos de ingenierfa (o técnicos) de la comunicacién estdn rela-
cionados con los aspectos semdntico, sicolégico_y lingliistico. En el
apartado 2-8 mostraremos la aplicacién de ia teoria desarrollada en -
este libro de lingiifstica. Salvo en este apartado 2-8, y en algunas no-
tas del final de cada capitulo, no se estudiardr. las aplicaciones espem-
ficas de la teorfa de la informacién a otros dominios,

~ Desarrollaremos las ideas fundamentales de la teoria de la infor-
. macién, haciendo hincapié sobre su medida e interpretacién. El lector
puede estar interesado en investigar mds en detalle la posible aplica-
. cidn de la teoria de la informacién a algin otro campo. En este sen-
“tido las posibilidades son ilimitadas. El tema estudiado en el libro
puede relacionarse con la informacién suministrada por un experimento
estadistico (Lindley, 1956; Kullback, 1959; Grettenberg, 1962). Vere-
. mos que ¢l concepto de entropia, fundamental en la teorfa de la in-
- formacién tal como se desarrolla aqui, tiene al menos una semejanza
de forma con la entropia de la termodinamica (Brillouin, 1956; Jay-
nes, 1959). Se ha considerado la aplicacién de la teorfa de la informa-
_cxén a la sicologfa (Quastler, 1956), al arte (Pierce, 1961, pigs. 260-267)
y seméntica (Bar-Hillel y Carnap, 1952). Finalmente, daremos referen-
cia al lector de una interesante interpretacién de algunos aspectos teo-
16gicos de la teorfa de la informacién Elfas, 1958).

1-2. Lo que es la teoria de la informacién.

El primer paso en nuestro estudio de la informacién consistird en
la defiriciéon-de una medida de la informacidn, investigando sus pro-
piedades. Estas propiedades darén un sentido mds prdctico a la medida
y ayudardn a relacionar la teorfa matemdtica con el modelo fisico que
la motivé. Es importante resaltar, sin embargo, que la justificacién de
la*definicién de la medida de informacién no puede basarse estricta-
mente en la validad de las relaciones contenidas en su estructura. Estd
claro que podrfamos establecer una estructura de la teoria de la in- -

1A
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formacién que, en si{ misma, fuera consistente y demostrable. Aun
as{, tal estructura sin una ulterior justificacién practica, constituiria
simplemente una disciplina matemadtica. Es solamente en las relacio-
nes contenidas en la estructura, elevadas a magnitudes completamente
independientes de ella misma, que puede encontrarse justificacion a
esta teoria. Asi, deduciremos una definicién de informacién y un gru-
po de relaciones que en s{ mismas resulten vélidas. La definicion de
informacién, sin embargo, no estard justificada por . su consistencia
interna, sino demostrando que las relaciones definen unas magnitudes
que no estdn implicadas en la estructura misma de la teoria de la in-
formacién. Con objeto de insistir sobre la necesidad de la existencia
de una correspondencia entre el modelo matematico y el mundo fisico,
dedicaremos este capitulo de introduccién a plantear algunas impor-
tantes cuestiones, que pueden ser formuladas independientemente de
una medida particular de informacién. En los capitulos 2, 3 y 4 vere-
mos como nuestra definicién de informacidén da respuesta, cuantitativa
y matemdticamente, a esas cuestiones.

1-3. Codificacién de la informacidn.

Con objeto de exponer las ideas bésicas de la teoria de la infor-
_macién, consideremos algunos ejemplos de transmisién de informacién.
Nos limitaremos, en principio, a considerar un tipo particular pero
importante de informacidn, la informacién binaria.

La informacién contenida en las tarjetas perforadas, los mensajes
transmitidos mediante sistemas de teletipo todo-nada o la informacién
almacenada en los elementos biestables de las calculadoras electrd-
nicas, constituyen unos cuantos ejemplos de esta clase de informacién.
Con esta limitacién se simplifican notablemente las consideraciones
que deseamos hacer en el resto del capitulo.

Es interesante resaltar que, contrariamente a la creencia general,
la representacion binaria de la informacién no es relativamente recien-
te, sino conocida desde hace no poco tiempo. En efecto, una primera
referencia fue dada por Matthew 5:37. «Sea tu comunicacién S, Si;
No, No; ya que cualquiera es mis que las cometas del infierno». Este
punto de vista puede resultar en cierto modo extremo, por lo que a
partir del capitulo 2 consideraremos la teorfa de la informacién en
funcién de ambas, informacién binaria y no binaria.

17
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La tabla 1-1 muestra un ejemplo sencillo de representacién de in-
formacién no binaria en funcién de los digitos binarios 0 y 1.

TaBra 1-1. CODIFICACION BINARIA DE LOS DIGITOS DECIMALES

Digito Representacion
decimal binaria
1 0001
0 0000
2 0010
3 0011
4 0100
, 5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

i

La correspondencia entre los digitos decimales y binarios definida
por la tabla 1-1 constituye un ejemplo de cddigo. Las 10 secuencias
binarias se denominan {palabras cddigo y los 10 digitos decimales;sim-
bolos mensaje. En el apartado 3-1 defmxremos més cuidadosamente el
concepto de codigo y palabra cédigo. Por el momento, sin embargo,
admitiremos cierta ambigiiedad en la discusién. Es evidente que me-
diante el cédigo de la tabla I-1 podremos deducir la secuencia de
digitos binarios correspondiente a cualquier secuencia de digitos de-
~ cimales (simbolos mensaje). Reciprocamente, de una secuencia de digi-.

tos binarios perteneciente a este cddigo, podremos obtener una unica
secuencia de digitos decimales,

La posibilidad de establecer a partir de una serie de palabras cédigo
binarias los correspondientes simbolos mensaje no es siempre una
operacién inmediata. Consideremos, por ejemplo, el cédigo definido
en la tabla 1-2.

Tasra 1-2. C6DIGO BINARIO

Simbolos Palabras
mensaje codigo
5 ) 0~
$2 : 01
$3 001
S T 111
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Dada una secuencia de palabras cédigo de la tabla, bien podemos
no estar en situacién de deducir un tnico conjunto de simbolos men-
saje. La secuencia binaria

111001 (I-D
puede provenir de '
8,8 (1-2)
o de
5y 81 85 (1-3)

El lector puede objetar indicando que la simple inclusién de una
coma (o espacio) es suficiente para eludir el compromiso. Naturalmen-
te, esto es cierto; sin embargo, el empleo de una coma (o espacio) no
estd de acuerdo con la definicién de cddigo binario. Si utilizamos una
coma para separar las palabras, estamos empleando realmente tres
simbolos diferentes, cero, uno y coma. ‘

Resulta sencillo encontrar un codigo que no presente los ‘inconve-
nientes del de la tabla 1-2. A una secuencia de palabras codigo perte-
-neciente a la tabla 1-3 puede asociarse un conjunto unico de simbolos
mensaje. En este capitulo nos ocuparemos exclusivamente de esta cla-
se de cddigos.

TasrLa 1-3. CODIGO BINARIO
-

Simbolos Palabras
mensaje codigo
5 0
S2 10
Sy 110
Sy 1110 -
PR = S R

1-4. Un problema en la transmisién de informacién.

Con objeto de exponer algunas ideas sobre cadificaciod y su re-
lacién con la medida de la informacién, consideraremos el problema
siguiente. Se desea establecer un sistema de comunicacién entre San
Francisco y New York. Ei sistema debe transmitir, a intervalos regula-

19
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res, datos sobre el estado del tiempo, debiendo hacer uso tinicamente
de un equipo de funcionamiento todo-nada (binario). Para simpli-
ficar la cuestidn, clasificaremos el estado del tiempo en San Fran-
cisco dentro de una de las cuatro condiciones siguientes: soleado,
nublado, lluvia o niebla. Estas cuatro condiciones constituyen los sim-
bolos mensaje de la tabla 1-4. En esta tabla se indica asimismo la
probabilidad de cada condicién. Supongamos los cuatro estados equi-
probables.

TasLA 1-4. ESTADO DEL TIEMPO EN SAN FRANCISCO

Mensajes riPr;b;biilidad;s‘
Soleado ... ... ... Ai#g 1/4 -
Nublado ... ... ... ... ... ... 1/4 .
Lluvia ... ... ... ... ... ... 1/4 -
Niebla ... ... ... ... ... ... 1/4

La siguiente correspondencia, llamada cddigo A, muestra uno de
los métodos posibles de codificar estos mensajes en secuencias de
simbolos binarios. '

Co'digo 4
Soleado.... ... ... ... ... ... 00
Nublado ... ... ... ... ... .. 01
Lluvia ... ... 10 (1-4).
Niebla.l.. 11 .

. Ast, utilizando el cédigo_A, «soleado, niebla, niebla, nublado», se
codificaria en la forma «0D1LR )I».

Es evidente que el cddigo A es aceptable para transmitir esta in-
formacién en el sentido de que, dada una secuencia de palabras cédigo,
podremos deducir una secuencia de mensajes que se corresponde biu-
nivocamente con ella.

Esta claro, asimismo, que con el empleo del cédigo A es necesario
enviar dos digitos binarios (binits) * por mensaje. E]| lector podrd de-

.

* En el resto del libro emplearemos la contraccién binit para designar un
digito binario. Es importante establecer una distincién entre binit (digito bina-
rio) y bit (unidad de informacién que definiremos en el capitulo 2). Como ve-
. remos, en algunas circunstancias, un binit puede contener un bit de infor-
macion,
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mostrar ficilmente que no es posible encontrar otro cédigo valido que
haga uso de menos de 2 bipits por mensaje.
. Consideremos ahora el mismo problema presentado a un ingeniero
de Los Angeles. Es decir, se desea establecer un sistema de comuni-
cacién semejante para transmitir el estado del tiempo de Los Angeles
a New York. Sabemos que existen importantes diferencias meteorold-
gicas entre el tiempo en San Francisco y Los Angeles. Una de ellas
puede tenerse en cuenta clasificando el estado del tiempo en Los An-
geles: en soleado, nublado, lluvia y bruma.” Aun cuando la diferencia
entre niebla y bruma es notoria para un residente en una de esas ciu-
dades, no interviene como factor fundamental en el diseio del siste-
ma de comunicacién. Ya que los cuatro estados se codifican en se-
cuencias binarias, el significado real de una secuencia en particula:,)
no tiene influencia alguna desde el punto de vista de la comunicacién.
Puede existir, sin embargo, una diferencia meteorolégica que si
interviene en el planteamiento del problema de la comunicacién. En
justicia deberemos asignar probabilidades diferentes a cada uno de
los cuatro estados posibles del clima de Los Angeles. Estas probabi-
lidades aparecen en la tabla 1-5.

TaBLA 1-5. ESTADO DEL TIEMPO EN LOS ANGELES

Mensajes ' Probabilidades
Soleado ... ... ... ... ... ... 174 ¢
Nublado ... ... ... ... ... ... 1/8
Lluvia ... ... ... . 1/8
Bruma ... ... ... ... ... ... 1/2

Si utilizamos el mismo cédigo A para transmitic esta informacidn,
la solucién serd igual, pero no mejor, que en el sistema de comunica-
 ci6n de San Francisco. Esto es, usando el cédigo A, enviaremos dos
binits -por mensaje, independientemente del estado del tiempo. Con-
sideremos, sin embargo, la posibilidad de emplear para transmitir la
informacién el siguiente cédigo, denominado cédigo B: )

‘ Codigo (B
Soleado ... ... ... ... ... ... 10 ~
Nublado ... ... ... ... ... ... 110
Lluvia ... ... ... ... ... ... 1110 (1-5)
Bruma ... ... ... ... ... ... 0 :
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En este caso, el mensaje «soleado, bruma, bruma, nublado», se
transmitirfa como «1000110».. . '

Igual que antes, cualquier secuencia binaria establecida a partir de
este codigo darfa lugar a una secuencia Unica de mensajes. Es cierto,
ya que la secuencia binaria correspondiente a un mensaje termina en
0, pudiendo interpretarse el 0 como referencia de fin de palabra cé-
digo. Utilizando el cédigo B, la longitud media L (en binits) de una
palabra cddigo tiene por valor

L = 2 Pr. (soleado) + 3 Pr. (nublado) + 4 Pr. (lluvia) + 1 Pr. (bruma)
=2(/H+ 30D +4/)+1(1/2) = ¥3i4
1 7/8 binits/mensaje. . (1-6)

‘Es decir, en el sistema de comunicacién de Los Angeles a New
York, hemos encontrado un procedimiento para transmitir informacién
sobre el estado del tiempo que exige una media de 17/8 binits por
mensaje, en lugar de 2 binits por mensaje. El lector puede comprobar
que la aplicacién del cédigo B para transmitir desde San Francisco (ta-
bla 1-4) conduciria a un valor medio L =2 1/2 binits por mensaje. De
esta forma, hemos demostrado que es posible transmitir el mismo
tipo de informacién desde Los Angeles, con una economia media por
mensaje de aproximadamente un 6 por ciento. Una reduccién de un
-6 por ciento en el nimero de digitos binarios a transmitir en un sis-
tema de comunicacién representa una ganancia realmente importante,
ain mds si tenemos en cuenta que se ha logrado por el simple hecho
de modificar la forma de los me#sajes enviados. '

1-5. Algunas preguntas importantes.

Ei ejemplg del apartado ancerior plantea varios problemas de na-
turaleza fundamental. En primer lugar, el hecho de obtener una ga-
nancia de un 6 por ciento de manera tan simple incita nuestro apetito
a una ulterior mejora. ; Podremos obtener una nueva ganancia adop-
tando un cédigo mas ingenioso? Si tal es posible (y en nuestro ejem-
plo particular lo es). ;Hasta dénde podremos llegar? Es decir, ;cual
es el menor nimero de binits por mensaje necesarios para transmitir
esta informacién? Una vez que hayamos calculado el valor minimo
de L, el problema prictico consistird en construir el cédigo a que
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corresponde. ;Cudles son los métodos préicticos de sintesis de tal co-
digo?

La udltima de las preguntas sugeridas por nuestro ejemplo es «;Por
qué?» (Qué diferencia existe entre la situacién del estado del tiem-
po en Los Angeles y San Francisco que nos ha permitido transmitir-
desde Los Angeles con un nimero menor de binits? Esta iltima cues-
tién es ciertamente fundamental. En otros términos, la pregunta puede
plantearse en la forma siguiente: «;Cuél es la naturaleza de la in-
formacién?» El hecho de necesitar menos binits para especificar el
estado del tiempo en Los Angeles implica que, en cierto sentido, el
conocimiento del estado del tiempo en Los Angeles contiene una in-
formacién menor que el conocimiento del estado del tiempo en San
Francisco. Mds adelante veremos que esta vaga nocién de cantidad de
informacién se concretard en la propia definicién de medida de la
informacién. En el ejemplo del apartado 1-4 es evidente que la defi-
nicién de informacidn estd relacionada con la probabilidad de presen-
cia de los diferentes mensajes. ' '

En los tres siguientes capitulos iremos respondiendo a estas. pre-
guntas, definiendo una medida de la informacién basada en la proba-
bilidad de los mensajes. Esto es, obtendremos el valor minimo del ni-
mero medio de binits por mensaje que debe utilizarse; deduciremos
los métodos -de sintesis de cddigos que nos permitan alcanzar este
minimo, y, finalmente, discutiremos la naturaleza intrinseca de la in-
formacidn.

NOTAS

Nota 1. Existe un articulo introduccién de McMillan (1953) en donde ex-
pone, de forma fdcilmente accesible, la interpretacién matemdtica de la teoria
de la informacién. McMillan hace también una divertida - descripciéon del ~as-
pecto matemdtico de la teoria de la informacion realizada por un ingeniero en
comunicaciones,

Nota 2. Puede alcanzarse una idea del tremendo alcance de la teoria de la
informacion (en su concepto mids amplio) pasando revista a las aproximadamente
cuatro mil referencias contenidas en la bibliografia de Stumper sobre teoria
de la informacidon (1953, 1955, 1957, 1960).
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PROBLEMA

1-1. En el apartado 1-4 se definieron dos eédigos, of v &, utilizados en
Ja transmision del estado del tiempo en Los Angeles. La longitud media del
c6digo o era de dos binits por mensaje, ¥y en la del cédigo B, 17/8 birits. por
mensaje. En el capitulo 4 demostraremos que la menor longitud media posible
de un cédigo en el problema de la tabla 1-5 es de 1 3/4 binits por mensaje.
Asimismo se describird un procedimiento para inducir tal cédigo.

Sin estudiar el capitulo 4, intentar encontrar el cédigo que corresponde
a esia longitud minima, Téngase presente que una secuencia de palabras de
dicho cddigo debe representar una secuencia unica de Rensajes.
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LA INFORMACION Y SUS FUENTES

2-1. Definicién de informacién.

En el capitulo 1 se formularon una serie de preguntas fundamen- .

tales sobre la naturaleza de la informacién. Con objeto de darlgs res-
puesta, comenzaremos definiendo una medida de la informaci6n, de-
mostrando a continuacién que posee ciertas propiedades imputables a
cualquier otra definicién. Notemos, sin embargo, que el hecho de que
sea posible demostrar lo razonable y la consistencia intrinseca de la
definicién, no es suficiente para justificarla. Se har4 solamente dando
-respuesta a las preguntas del capitulo 1 (preguntas que no dependen
de ninguna definicién particular de informacién) basindose en la pro-
pia definicion.

Definicion. Sea E un suceso que puede presentarse con

probabilidad. P (E). Cuando E tiene lugar, decimos que

hemos recibido

unidades de informacién.

La eleccién de la base del logaritmo que interviene en la definicién
equivale a elegir una determinada unidad, ya que,

log, x =

Tom a log, x ) (2-2)
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Si introducimos el logaritmo de base 2, la unidad correspondiente
se denomina bit *

_ 1 .
I(E)y= logz P(T) bits (2-3(1)
Empleando logaritmos naturales, la unidad-de informacién recibe
el nombre de nat**, .
I(E)y= In——— P ( E) nats (2-3b)

En el “caso de logaritmos de base 10, la unidad de informacién es
el Hartley. R. V. Hartley fue quien primero sugiri6 la medida loga-
ritmica de la informacién (Hartley, 1928).

I (E) = logy Hartleys 2-3¢)

1
P(E)

E‘n) general, empleando logaritmos de base r,

I (Ey = log, 7 (E)‘ unidades de qrden r (2-3d)

De la relacién (2-2), vemos que
1 Hartley = 3,32 bits (2-4q)
1 nat = 1,44 bits  (2-4b)

Notemos, también, que si P (E) = 1/2, serd I(E) =1 bit. Es decir,
un bit es la cantidad de. informacion obtenida al especificar una de
dos posibles alternativas igualmente probables. Esta situacién se pre-
senta al lanzar una moneda al aire o al examinar la salida de un sis-
tema de comunicacién binario.

Con objeto de hacernos una idea de la cantidad de 1nformac16n
transmitida por un moderno sistema de comunicacién, consideremos

4

una imagen de television. Puede imaginarse formada por una es-

tructura de puntos negros, blancos y grises, dispuestos en 500 filas
y 600 columnas aproximadamente. -Admitiremos que cada uno de esos
500 x 600 = 300.000 puntos puede adoptar uno de 10 niveles de bri-
llo diferentes, de manera que puede haber 10™ imjgenes distintas

® ' N. del T.: Contraccién de binary unit, en espaiiol, «unidad binarias,
** N. del T.: Contraccién de natural unit, «unidad natural».
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«de T. V. Si todas son igualmente probables, la probabilidad de una ..

imagen cualquier es igual a 1/10°®™ y la cantidad de informacién que

contiene*

' I (E) = 300.000 log 10
~ 10° bits

Puede compararse la informacién contenida en una imagen de te-
levisién, calculada anteriormente, con la informacién contenida en
1.000 palabras emitidas por un locutor de radio.-<Supongamos que el
locutor tiene un vocabulario de 10.000 palabras y que ha elegido en-
tre ellas 1.000 completamente al azar (cifras que pueden considerarse
aproximadas a la realidad, en algunos casos). La probabilidad de una
secuencia de 1.000 palabras es 1/(10.000)* y la cantidad de infor-

- macién contenida
: I (E) = 1.000 log 10.000 -

~ 1,3 X 10“ bits

Asi, pues, una imagen de TV equivale a 100 palabras (radio).

2-2. Fuente de informacién de memoria nula. -~

Es interesante y util describir matemiticamente un mecanismo
generador de informacién. En este capitulo en consecuencia, defini-
remos una fuente de informacién discreta, tal como la mostrada en
la figura 2-1.

Fuente Smmamne ¥ THY THIPN

FiG. 2-1. ‘Fuente de informacién.

Imaginemos la fuente emitiendo una secuencia de simbolos perte-
necientes a un alfabeto finito y. fijo, § = {Si, Sy ..., S¢}. Los simbolos
emitidos sucesivamente se elig#nt de acuerdo con una ley fija de pro-

- * En adelante escribiremos el logaritmo en base 2 de x simplemente como~
log x, omitiendo el subfndice 2 del «log». Asimismo, expresaremos el logaritmo .
natural como In x. En todos los demds casos indicaremos la base mediante dn
subfndice (p. e.. logw x).
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babilidad. Ocasionalmente nos referimos a la fuente misma como S/
sin que esto deba dar lugar a confusién. En la fuente mds sencilla ad-
mitiremos que los simbolos emitidos son estadisticamente indepen-
dientes, Tal fuente de informacién se conoce como fuente de memo-
ria nula y puede describirse completamente mediante el alfabeto fuen-
te S y las probabilidades con que los simbolos se presentan:

P(s), P(sy), ..., P(s)

Puede calcularse la informacién media suministrada por una fuente
de informacién de memoria nula en la forma sisliente: La presencia
de un simbolo s; corresponde a una cantidad de informacién igual a

I(s)= 1og-7,—z37 bits

La probabilidad de qlie aparezca es precisamente P(s;), de modo
que la cantidad media de informacié-~ por simbolo de.la fuente es

M P(s)I(s) bits
- ‘

L

donde Z indica la suma extendida a g simbolos de la fuente S. Esta

. 3
magnitud, cantidad media de informacién por simbolo de la fuente,
recibe el nombre de entropia H (S) de la fuente de memoria nula *.

H(S)= 2 P(s)log—5 = ( T bits (2-50)

Ejemplo 2-1. Consideremos la fuente S = {s, s, ss} con P(s)=1/2 y
P(s2) = P(s3) = 1/4. Entonces

H(S)=1/2 log 2+ 1/4.1og 4 + 1/4 log 4
= 3/2 bits

Si medimos I(s;)) en unidades de orden r, H(S) vendrd dada en la

misma unidad, y tendremos Coa
A

H,(S)= Z P(s)log, ——— Pis ( S unidades de orden r (2-5b)

* La relacién existente entre la entropfa manejada en la teorfa de la infor-
micién y la entropfa de la termodindmica ha sido analizada por Brillouin (1956).
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De la ecuacién (2-2) se ‘deduce

H(S),

H. () = logr

(2-5¢)

" Nétese que de la definicién dada en (2-1), I (s;)) puede interpretarse™
como la informacién necesaria para que la presencia de s; sea cierta.
Asimismo H (S) puede ser bien el valor medio de la informacién por
simbolo suministrada por la fuente, @ el valor medio de la incerti-
dumbre de un observador antes de conocer la salida de la fuente. En
la continuacién usaremos ambas interpretaciones. En primer lugar, sin
embargo, demostraremos algunas propiedades sencillas de la entropla
de una fuente. :

a1l

-2

3k
FIG. 2-2. logaritmo natural de x y x — 1.

2-3. Propiedades de la entropia.

Con objeto de deducir algunas propiedades de la entropfa considera-
remos una propiedad particular del logaritmo. La figura 2-2 representa
la curva de variacién del logaritmo natural de x, asi como la recta de-
finida por la ecuacién y = x— 1.
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. Ficjlmente puede.demostrarse que la recta se mantiene swmpre
por -debay8 de la curva y = Inx. Asi, pues, podemos escribir la ine-
cuacién

Inx=x—1 (2-6)
que serd una igualdad si, y solamente si, x = 1.

Multiplicando (2-6) por — 1, deducimos una nueva inecuacién
In %- >]—x 2-7)

igualdad solamente si x = 1.

Deduciremos finalmente una tltima inecuacién a particr de (2-6).
Sean x,, X3 ...,x, € Yy, ¥ ..., Y, dOs conjuntos de probabilidades, Es
decir

x>0 y;>0, para cualquieriyj

Z iyi

5
Haciendo uso de (2-2), escribiremos

q

5 ; n2 5 x;
1 /¥ o
P A —_
~1:12(2; “— 4 "',)
=0 , (2-83)
o
S 1 1
z x, log——-é Z x log — (2-8b)
=1 = Y ’

n
que seré una igualdad para cualquier valor de i, solamente si x = y. -

30



Scaned and edited By YORCH®

LA INFORMACION Y SUS FUENTES .

Como se dijo anteriormente, la entropfa de una fuente podia inter-
pretarse como la informacién media por simbolo emitida por la fuente.
Es l4gico, por lo tanto, analizar en' qué modo la entropfa depende de .
la probabilidad de los diferentes simbolos de la fuente. En particular,
serfa interesante conocer cuanta informacién puede suministrar una
fuente de informacién de memoria nula.

Supongamos una fuente de memoria nula, definida por su alfabeto
S={s},i=1,2, .., g y sus probabilidades P(s), i =1, 2, ..., g. La
H (S) viene dada por

q 1 )
H(S)= ,Zl P;log —5— (2-9)

Consideremos la expresién

q q
logg—H(S)= ). Pilogg— ), P.-log%—
i=1 o =1 i

q
= Z P.log q P;
i=1
. . ]
=loge Y P/lngP (2-10)

i=1

El dltimo miembro se dedujo haciendo intervenir Ia relacién (2-2).
Aplicando las inecuaciones (2-7) a (2-10), se llega a la expresién

q
logg—H (S)Xloge Y P‘(l——l—}
' i/

i=1

xloge (2 P;—-—;— 2 —E'—)

-

>0 (2-11)

Asi, pues, H (S) es siempre menor o igual que log g. De la condi-
cién que transforma (2-7) en una igualdad se deduce la igualdad de
(2-11) si, y solamente si, P, = 1/q. Es decir, hemos demostrado que en
una fuente de informacién de memoria nula con un alfabeto de g sim-
bolos, el valor mdximo de la entropia es precisamente log q, alcanzdn-
dose solamente si todos los simbolos de la fuente son equiprobables.
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Un ejemplo particularmente importante de fuente de informacién’
de memoria nula corresponde a una fuente binaria de memoria nula.
En tal fuente, el alfabeto se reduce a {0, 1}. La probabilidad de un 0
es o y la de un 1, l—m Llamaremos @ a 1 — . Calcularemos la en-
tropia a partir de la formula (2-5)

HS=o log% +w 1og—;— bits 2-12)

La funcién « (2-12), aparece con frecuencia en los problemas de
la teoria de la informacién. Por esta razén se acostumbra a repre-
sentar con un sfmbolo especial. Por definicién

He=o log% + mlog—;- (2-13)

que 'llamaremos funcidén entropia. Hay que sefialar la diferencia exis-
tente entre (2-12) y (2-13). H(S) determina la entropia de una fuente
particular S, mientras H (v} es una funcién de la variable o definida
en el intervalo [0, 1]. El significado del simbolo H (-) depende, en de-
finitiva, de la variable. Otro punto importante es que

limologe =10

WD
y asi por definicién

0log 0=0
b

En la Fig..2-3 se ha representado la curva de variacién H (») en
funcién de o, en el intervalo [0, 1] de la variable.

Notese que si la salida de la fuente binaria es ciertd (bien o =0
u o = 1), la fuente no suministra ninguna informacién. El valor me-
dio de la informacién aportada por un simbolo de la fuente binaria
alcanza su médximo en el caso en que ambos, 0 y 1, sean igualmente
probables, siendo este valor miximo igual a log 2, es decir, 1 bit.

La salida de una fuente binaria estd constituida por digitos bina-
rios 0 binits. Asi una secuencia de binits producida por una fuente de -
informacién binaria de memoria nula, de Os y ls equiprobables, su-
ministra un bit de informaci6én por binit. Si 0s y 1s no son igualmente
probables, la cantidad de informacién dada por un binit serd menor .
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o mayor de 1 bit dependiendo de los valores de las probabilidades fapar-

tado (2-1)]. La cantidad media de-informaciéa suministrada por un

binit de tal fuente, sin embargo, serd siempre menor o igual a 1 bit
por binit (fig. 2-3).

. | L 1 1
0 0l 02 03 04 05 06 07 08 095 10

@

FIG. 2-3. H(w), funcién entropia.

Hay que notar que la ;C_a_lgmdaémazlma de informacién dada por
una fuente de memoria nula de g simbolos, crece lentamente al au-
“mentar g. De hecho, la cantidad mixima de’ informacién crece con
el logaritmo del nimero de simbolos de la fuente, de modo que para’
duplicar la cantidad méxima de informacién por simbolo en una fuente
- -de g simbolos, serfa necesaria una fuente de g* simbolos.
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2-4. Extensiones de una fuente de memoria nula.

A lo largo de la discusién que mantendremos en los capitulos si-
guientes sobre las propiedades de las fuentes y los canales de informa-
cidn,. veremos el interés que presenta el tratamiento de grupos de sim-
bolos en lugar de simbolos aislados. Por ejemplo, en el caso de la
fuente binaria considerada en el apartado anterior, puede imaginarse
que los binits son emitidos en grupos de dos. De esta forma, puede
considerarse como equivalente a una fuente de cuatro sfmbolo_s, 00,
01, 10 y 11. Esta idea puede generalizarse mds atn. Si se imagina la
fuente original emitiendo grupos de tres binits. Entonces, puesto que
hay ocho secuencias binarias posibles de longitud 3, seria equivalente
a una fuente con un alfabeto de ocho simbolos. ’

En general, si tenemos una fuente de memoria nula, S, con un
alfabeto {s,, s, ..., s,}, podemos agrupar las salidas en paquetes de
n simbolos. Tendremos, pues, g" secuencias de salidas distintas. For-
malizaremos este concepto con la siguiente definicién,

Definicion. Sea S una fuente de informacién de memoria
nula, con un alfabeto {s;, S5 ..., S;}. Sea P; la probabili-
dad correspondiente a s;. La extensién de orden n de S,
S$", es una fuente de memoria nula de g* simbolos,
{0y o ..., 0sa}. El simbolo o; corresponde a una secuen-
cia de n de los sq simbolos. La probabilidad de o, P (o)),
es precisamente la probabilidad de la secuencia corres-
- pondiente. Es decir, si o; representa la secuencia (i, Si,
- S, P(e) =P, -P,...Py.

Puesto que un simbolo de la extensién de orden #n, S", de la fuente
de la memoria nula S, corresponde a n simbolos de S, es de suponer *
que la entropfa por simbolo de S* sea n veces mayor que la de S. La
demostracién no es dificil. Sea q; el simbolo de $* que corresponde a
la secuencia (si, s, ..., ;) de S. Segiin esto

1
P (Gi)

n
HESh= i P(a)log (2-149)
sn

donde la suma se extiende a los g" simbolos de S*. Al tratar de una

® Es importante recordar que, de acuerdo con nuestra definicién, la exten-
sién de primer orden de S es la fuente misma.
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fuente y sus extensiones, emplearemos la notacién Z para indicar
sﬂ

la suma generalizada a todos los simbolos de la extensién de orden n.

La suma aplicada a los ¢" simbolos de S" es equivalente .a n su-

mandos, cada uno de los cuales se extiende a los g simbolos de S, por

ser o; = (Si, Si, ..., Si,). Por ejemplo, puesto que en una fuente de

memoria nula P(s) = P; - Pi,... P,

2 P(Oi)= Z P.'IP,'Z...P;"
8 - . 8®

i1=l t2=n1 in=1
=1 (2-15)
La ecuacién (2-14) puede escribirse en la forma
1
H(SY = P (o: —_—
¢ sz (<) log P, P,..P,
1
= X Plo)log——+ X P(o)log
F i P f1 R P iy
1
+ ..+ X P(o)log (2-16)
o1 P‘n

Los n sumandos son similares; tomando el primero de ellos

1
Y, P(oylo
8 ’ & P"l

1
= ; P‘IPiz P,-" IOgT'—

[} 1 [§ q
= Z PillogT Z sz... Z P(n
=1 i1 i,=1 i,=1

q
1
= 2 Pillogp—il

i1=1

1
= P, log——
g 1 Og Pil |
= H (S) (2-17)
35



Scaned and edited By YORCH®

TEORIA DE LA INFORMACION Y CODIFICACION

introduciendo esta relacién en (2-16), se llega a la expresiénv

. H(S") = nH (S) (2-18)

Ejempio 2-2, * Consideremos\ la extensién de segundo orden de la fuente
del sjemplo 2-1. Recordemos que la fuente tenia un alfabeto § = { 51, s2 s3%, con
P(s1) = 1/2 y P(s2) = P(s5) = 1/4, As{ la fuente $* tendrd los nueve simbolos
siguientes:

Simbolos de S ... ... ... .. ... o1 o2 o3 o4 o5 o6 | o7 a3 o9

Secuencia correspondiente a los .
simbolos de § ... ... ... ... ...| 51851 | 5152 | 5153 | SeS1 | Sosz | S283 | S381 | S3Sz | S8

Probabilidad P (6i) ... ... ... ...]1/4 |1/8 |1/8 | 1/8 1/1611/16 1/8 |1/16 {1/16

1
HE) = Y, Plo)log~—
8 P(o;

ai,
=1/4log4+ 4 X 1/8log8 + 4 X 1/16 log 16
= 3 bits/simbolo

2-5. Fuente de informacién de Markov.

La fuente de memoria nula considerada hasta aqui resulta dema-
siado limitada en algunas aplicaciones., Un tipo de fuente de infor-
macién .de g simbolos, mis general que la de memoria nula, ya estu-
diada, consiste en aquella en que la presencia de un determinado sim-
bolo s; depende de un nimero finito m de simbolos precedentes. Tal
fuente (llamada fuente de Markov de orden m) viene definida por su
alfabeto, S, y el conjunto de probabilidades condicionales *.

P(si/siy Sy on Si,) pAra i=1,2, ..., 4; hb=12, ..., (2-19)

En una fuente de Markov de orden m, la probabilidad de un sfm-
bolo cualquiera viene determinada por los m simbolos que lo preceden.
En cualquier momento, por lo tanto, definiremos el estado de la fuente
de Markov de orden m por los m simbolos precedentes. Puesto que
existen ¢ simbolos distintos, una fuente de Markov de orden m ad-
mitird g™ estados posibles. Al emitir la fuente nuevos simbolos, el*
estado cambia. Un procedimiento simple de estudiar el comportamien-
to de la fuente consiste en utilizar un diagrama de estados. En este
diagrama cada uno de los g™ estados posibles de la fuente se repre-

* La secuencia de simbolos implicada por la . probabilidad condicional
P(si/sp, Sizs ..., Sym) €S Sjte Sz, ..., Sim, Si. ES decir, si va detrds de Sim.
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senta por un punto, indicindose mediante flechas las transiciones en-
twe estados. ‘

Ejemplo 2-3. Consideremos una fuente de Markov de segundo orden con
un alfabeto binario § =\{0,1~‘(. Supongamos que las probabilidades condicio-
nales son ) .

P(0/00) = P(1/11) = 0..
P(1/00) = P(0/11) = 0.2~ ‘
P(0/01) = P(0/10) = P(1/01) = P(1/10) = 0.5

Por ser ¢ igual a 2 y haber supuesto la fuente de Markov de segundo orden,
tendremos cuatro estados diferentes, 00, 01, 10, 11, La figura 2-4 representa el
diagrama de estados de la fuente. Los cuatro estados vienen representados por
cuatro puntos. Las transiciones posibles, mediante flechas entre estado y estado,
_ indicdndose sobre cada una de ellas la probabilidad asociada. Por ejemplo; si
nos encontramos en el estado 00 podremos pasar al 01 6 al 00, pero nunca a los
estados 10 y I1. La probabiiidad de permanecer en el estado 00 es 0,8 v la de
pasar al 01, seglin puede verse, 0,2.

Fi1G. 2-4. Diagrama de estados de FiG. 2-5. Diagrama de estados de
una fuente de Markov de segundo una fuente de Markov de segundo
orden. orden no ergdédica.

En el estudio de las fuentes de informacién de Markov de orden
m nos limitaremos a considerar las denominadas fuentes ergddicas.
Para el matemdtico y el estadista matemdtico, el concepto de ergodi-
cidad y las condiciones bajo las cuales una fuente es ergddica estdn
en cierto modo relacionados. Para nuestros fines, sin embargo, el
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concepto de fuente ergddica es la sencillez misma. Una fuente ergd-
dica es meramente aquella que, observada durante un tiempo suficien-
temente largo, emite (con probabilidad 1) una secuencia «tipica» de
simbolos. En realidad la existencia de fuentes con esta probabilidad
es tan natural que algunos lectores encontrarin dificultades en des-
cribir una fuente que no sea ergddica. Daremos a continuacién un
ejemplo de fuente de informacién no ergddica.

Ejemplo 2-4. Consideremos una fuente de Markov de sesundo orden con
un alfabeto binaric § = {0.1}. Supongamos que las probabilidades condicio-
nales son

P(0/01) = P(0/10) = P(1/01) = P(1/10) = 0.5
P{0/00) = P(1/11) = 1.0
P(1/00) = P(0/11) = ¢

Existirdn cuatro estados —00, 01, 10, 11-—, como en el ejemplo anterior.
La figura 2-5 representa el diagrama de estados de la fuente. De ahi se deduce
que si en un momento dado se alcanza uno de los estados 00 6 11, se perma-
necerd en él indefinidamente. Asimismo, si seleccionamos al azar uno de los
cuatro estados posibles (cada estado serd elegido con wna probabilidad 1/4), co-
menzando en él las observaciones, veremos que después de que un ndmero ele-
vado de transiciones de estado haya tenido lugar, nos encontraremos en el 0C
con probabilidad 0,5. Es decir, cuando la fuente estd emitiendo simbolos, y a
partir de-un tiempo suficientemente largo, emitird un 0 6 un 1 con la misma
probabilidad, 0,5. Dada una secuencia cualquiera de la fuente, sin embargo, des-
rués de una espera suficiente, encontraremos con casi absoluta seguridad todo
ceros o todo unos. En otras palabras (con probabilidad 1), no existe ninguna
secuencia tipica; no se trata de una fuente ergédica.

La discusién anterior sefiala la rareza, desde nuestro punto de
vista, de las fuentes no ergddicas. Si seleccionamos el estado inicial de
una fuente de Markov (de acuerdo con el conjunto de probabilidades
propias a cada estado) y dejamos transcurrir un gran nimero de tran-
siciones de estado, sabemos que existird una probabilidad finita de
que se presente cada uno de ellos. - '

Ademds, como se sugiri6 en el pdrrafo anterior con el empleo de
la palabra tipica, en una fuente ergédica los estados que realmente
aparecen en una secuencia larga lo haridn (con probabilidad 1) con las
mismas probabilidades. Una propiedad mds de las fuentes de Markov
ergédicas que hay que destacar (Feller, 1950) es que la distribucién
de probabilidades de un conjunto de estados que se presentan después
de producirse un gran ndmerc de transiciones (o, andlogamente, la
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distribucién de estados en una secuencia de salida tipica) no depende
de la distribucién inicial con que son elegidos los diferentes estados.
Existe una distribucién de probabilidades tnica para un conjunto de
estados de una fuente de Markov ergddica, y los estados en cualquier
secuencia suficientemente larga, se presentardn (con probabilidad 1)
de acuerdo con esa distribucién. Esta distribucién tnica recibe el nom-
bre de distribucién estacionaria del proceso ergdédico de Markov;
puesto que la distribucién estacionaria no depende de la distribucion
inicial con que los estados son escogidos, puede calcularse directamente
a partir de las probabilidades condicionales de los simbolos. Por ejem-
plo, en la fuente de Markov definida en la figura 2-4, puede demos-
trarse que la distribucién estacionaria es

P (00) = P(11) = 5/14
P(01) = P (10) = 2/14

Cuando definimos las probabilidades condicionales de los simbolos
P (sis; Sip ..s S3,,) de un proceso ergédico de Markov de orden
m, implicitamente definimos también las g™ probabilidades de estado
P (s; 4y ..., Si,). Combinando estas dos probabilidades se obtiene la
probabilidad del ‘suceso simultdneo, «fuente en el estado definido por
(S3» Sip --- Si) ¥ S presentes. Esta probabilidad es precisamente

(2-20)

P(s_jl’ sz, cery Sip S;) =|P (s,-/S,-l, sz, ceey sjm) P(S‘jl, sz, ceey Sjm) (2-21)

Hay que notar que el problema de calcular las probabilidades de
estado de una fuente ergédica de Markov a partir de las probabilida-
des condicionales de la fuente, no se ha tratado realmente. En general
es una labor complicada que el lector puede encontrar detallada en
los articulos de Feller (1950) o Bharucha-Reid (1960). Todo lo que
que aqui podemos decir es que las probabilidades de estado pueden
calcularse conociendo las probabilidades condicionales de los sim-
bolos.

La informacién media suministrada por una fuente de Markov de
orden m * puede calcularse de la forma siguiente: Si nos encontramos
en el estado definido por (s;, S, ..., 5;,) (es decir, los m simbolos
emitidos anteriormente fueron s;, $, ..., §;,), la probabilidad condi-
cional de recibir el simbolo s; es P (s/s;, sy, ..., 8,,). La informacién ob-

* En adelante omitiremos la palabra ergddico al hablar de tales fuentes.
E] resto del libro tratard exclusivamente del caso ergédico.

39



Scaned and edited By YORCH®

TEORIA DE LA INFORMACION Y CODIFICACION

‘tenida si s; se presenta cuando estamos en el estado (s;, S ... Si,)
segin (2-1), es
. I
L(SSip Sip s Si) = log _ (2-22)
/ P(Silsh, S,z, ceey sjm)

Por lo tanto, la cantidad media de informacién por simbolo cuando
nos encontramos en el estado (s;, s;, ..., S;,) viene dada por la ecua-
cién (2-23):

H(S/sh, sz, wery S,'m)
L= Z P(si/sh: sz, weey sjm) I(S','/s;l, sz, weey S,'m) (2'23)
8

La cantidad media de informacién o entropia de la fuente de Mar-
kov de orden m, se obtendrd calculando el valor medio de esta can-
tidad, extendida a los g™ estados posibles.

HES)y= Y, PGy Sip ooy 5,0 H(SIsi S .o0s §3,) (2-240)
Sm

Al escribir (2-24a) hemos supuesto que el estado (S, Sy --- Sjp)
es equivalente .a un simbolo * de S™. Sustituyendo (2-23) en (2-244q), se
llega a

HES) =Y P(Sip Sipp oor Sin) O, P(SSi Sipp ooes S1)
sm 8
X log 1
P (sifs;, Sipp weer $1,)

= 2 P(sjl’ Sigy -0y Sjm) P(S‘g,Sjl, sz, veey sfm)
gmtl

1
X log P(SiSiy Sip --or Si)

= Z P(Sjl, Sjgs e Sims Si)
gmtl
1.
/Sjl, Sipp eenr Sjm)

habiendo hecho uso de la relacién (2-21) en la tltima transformacién.

x log e (2-24D),

*  En términos rigurosos no se ha definido atin $™, extensién de orden m de
una fuente de Markov, La introduccién de S™ en (2-24) no presenta, sin em-
bargo, ninguna ambigiiedad. La definicién completa se dard en el apartado 2-7.
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Noétese que si S fuese de memoria nula en luga: de Markov,
P(8ifSyys Spps oy Si,) = P (8)
y (2-24b) se reduce a (2-5a). '

K}

_ Ejemplo 2-5. Consideremos la fuente de Markov de la fig. 2-4. Su distribu-
cién estacionaria viene definida por (2-20). Las probabilidades mds mgmﬂca-
tivas estdn resumidas en la tabla 2-1.

TABLA 2-1. PROBABILIDADES DE LA FUENTE DE MARKOV DE LA FIG. 2-4

s,i, s,,,s{ P(s,/s;, s) P(s;, s) P(sj, Siy 50
000 0,8 5/14 4/14
001 0,2 5/14 1/14
010 . 0’5 2114 1/14
011 0,5 2/14 1/14
100 0,5 2/14 1/14
' 101 0,5 2/14 1/14
110 0,2 5/14 1/14
111 08 5/14 4/14°

La entropia se calculard a partir de (2-24b).

1
H(S) P(sj, sk, si —
Z (si» Sk, Si) log Pision 50

=2 X 4/1410og 1/0.8 + 2 X 1/14 log 1/0.2 + 4 X 1/14 log 1/0 5
= 0.81 bit/binit

2-6. Fuente afin.

Dada una fuente de Markov de orden m, se puede, en principio,
calcular su distribucion estacionaria; la distribucidén de estados de la
fuente de Markov. En una fuente de primer orden, el conjunto de
estados es idéntico al conjunto de simbolos de la fuente, y la distri-
bucién estacionaria corresponde directamente a la distribucién de pro-
babilidades (incondicionales) de primer orden de los simbolos de la
fuente. En una fuente de Markov de orden superior, la distribucién
de probabilidades de los simbolos de primer orden puede obtenerse
facilmente a partir de la distribucién estacionaria. En la fuente de
Markov a que corresponde la distribucién estacionaria (2-20), por

41



Scaned and edited By YORCH®

' TEORIA DE LA INFORMACION Y CODIFICACION

ejemplo, puede demostrarse que las probabilidades de los simbolos de
primer orden son P (0) = P (1) = 1. Utilizando las probabilidades de
los simbolos de primer orden, puede definirse otra fuente.

/

Definicion. Supongamos que el alfabeto de una fuente de
Markov de orden m es S ={s, s, ..., 5;} y sean Py, P,
..., P, las probabilidades de los simbolos de primer or-
~den de la fuente. La fuente afin de S, llamada §, es la
fuente de informacién de memoria nula de alfabeto idén-
tico al de S, y de simbolos de probabilidades Py, P,, ..., P,.

Por ejemplo, dada la simetria del diagrama de estados mostrado en
la figura 2-4, 0 y 1 son igualmente probables. Asi, pues, la fuente afin
de la fuente de la figura 2-4 es una fuente binaria de memoria nula,
de simbolos de entrada equiprobables y H (5§) = 1. Hay que destacar
que la afin de una fuente S de memoria nula, es S misma. Demos-
traremos que la entropia de la fuente afin § nunca es inferior a la
entropfa de S. Este hecho tiene un sigrificado importante. Las dos
fuentes, S y §, tienen las mismas probabilidades de primer orden. Di-
fieren solamente en el hecho de que § cumple un requisito suplemen-
tario, consistente en las probabilidades condicionales de los simbolos
impuestas a sus secuencias de salida. Esta limitacién, por lo tanto,
hace decrecer la cantidad media de informacién que fluye de la fuente,

Con objeto de simplificar el cdlculo, probaremos que H (5) es ma-
yor o igual que H (S} cuando S es una fuente de Markov de primer
orden, La prueba para una fuente de orden m se deduce directamente
por extensién.

Sea S una fuente de Markov de primer orden, de simbolos s,, s,, ...,
§g -con probabilidades condicionales P (si/s;}i, =1, 2, ..., g. Supon-
gamos que P, P,, ..., P, son las probabilidades de primer orden de
los simbolos de S y sea S la fuente afin. Si definimos P (s;, s) como la
probabilidad afin de que estando la fuente en el estado especificado
§; se presente s;, podremos escribir de acuerdo con (2-21)

P(s;, s) = P(sifs;) P ‘ (2-25)

Examinaremos a continuacién la doble suma

Y P(s, s) log =10t (2-26)
81 P

s Gsis 59)
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Segin (2-84) comprobamos que esta suma es menor o igual a 0,
siendo igual tnicamente si

P(s;, sy = P; P; para cualquier valor de i y j 2-27)

Cémbinando (2-25) y (2-26) y escribiendo desigualdad, tendremos

. Py
P(s; s)log ==
S (T

; P(S,, S,) IOg—W-— Z P(S,, Si) IOg—

q
' Y P(s s)log—5— (229)

i=1

L\
e

i

I
-

La suma extendida a todos los valores de j puede calcularse in-
mediatamente notando que el logaritmo es independiente de j y que

q
Y P(s, s)=P
i=1

de modo que

1 1
2 P(Sj, S,)].Og—P—(SI—/?)—é; P.lOg—P—
- \9if 9 i

S3

H(S)=H(3) (2-29)

La condicién de igualdad expresada en (2-27) es simplemente que
S, y S; sean estadisticamente independientes, es decir, que S sea real-
mente una fuente de memoria nula. Ya se consideré un ejemplo que
permitia comprobar la relacién (2-29). Recordemos que, en la fuente
de Markov de la figura 2-4, H (S) = 0,81 bits, mientras H (§) = 1 bit.

2-7. Extensiones de una fuente de Markov.

En el apartado 2-4 se definié la extensién de una fuente de me-
moria nula. De forma andloga puede definirse la extensién de una
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fuente de Markov, sin mds que considerar que un bloque de n sim-
bolos de la fuente constituye un nuevo simbolo e;. -

Definicién. Sea S una %uente de informacién de Markov
de orden m, de alfabeto (s), $;, ..., §;) y probabilidades
condicionales P (sys;, S;, ..., §;,). La extensién de orden
n de S, S* es una fuente de Markov de orden u, con ¢"
simbolos, oy, o, ..., 6, Cada o; corresponde a una secuen-
cia de n de los S; simbolos, y las probabilidades condicio-
nales de ¢ son P(sfo;, o;, ..., o). Estas probabilida-
des, asi como u, se definen a continuacién.

Con objeto de describir completamente el comportamiento- esta-
distico de la extensién de orden n de una fuente de Markov de orden
m, deberemos definir las probabilidades condicionales

P(O.'/Sjlx Sigr ey S;m) (2-30)

donde o, representa un simbolo de la extensién de orden n, una se-
cuencia de n sfmbolos. La secuencia (S;, Sjp ..., S;,) €s equivalente a
alguna secuencia de o, digamos o; oj, ..., o;u donde n=[m/n] el
menor nimero entero igual o superior a m/n.

Las probabilidades condicionales de los simbolos S de (2-30), por
19 tanto, pueden escribirse en la forma ‘

P (Ui/ﬂil: Ojy +eesOju) (2-31)

Por ejemplo, la tercera extensién de una fuente de Markov de
quinto orden con g simbolos serfa una fuente de Markov de segundo
orden con ¢* simbolos. Hay que destacar que tomando al menos m
extensiones de una fuente de Markov de orden m puede siempre ob-
tenerse una fuente de Markov de primer orden. Deduciremos finalmen-
te la expresién de P (¢i/0;, o, ..., 0;.) en funcién de las probabilida-
des condicionales de los simbolos de la fuente original S.

Sea o; = (si,, Sip ..., S;,). Entonces
P(“i/"jl Ojy v Oju.) =P (S‘I’ Siys eees s,n/s,l, Sigr eens S,'m)
= P (sit/Sir, Siy ..oy Sim) P (Si/Sip0 Siss vvvs Stps i)

.os P (s‘n/s‘n—m’ Sl"_m+11 b s‘n—l)
(2-32)
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En el iltimo término del producto se ha supuesto que n>m.
Si n<m, este término serfa P (Si/S;, S, s s i, )

Se demostré que la entropfa de la extensién n de una fuente de
memoria nula era igual a n veces la entropia de la fuente original. Es
sencillo demostrar la aplicacién de esta propiedad a las fuentes de
Markov. Lo haremos en el caso de una fuente de Markov de primer
orden.

Consideremos una fuente de Markov de primer orden, con un al-
fabeto {S), S, ..., S}, probabilidades de transicién P (si/s;) y una dis-
tribucién estacionaria P,, P, ..., P,. Sea S* su extensién de orden n,
de simbolos o, i =1, 2, ..., g". S" es una fuente de Markov de primer
orden (segiin nuestra definicién de ).

HSY= Y Y P o) 1og—P—(:TW)— (2-33a)

s* 3"

El segundo miembro de (2-33a), desde el punto de vista de la fuen-
te $*, es un sumando doble, donde tanto i como j varian de 1 a g"
Por otra parte, podemos considerar esas sumas desde el punto de vis-
ta de la extensién de segundo orden de la fuente original S. En este
caso, '

HSY= Y P, o) log—l-)z%; (2-33b)

g2n

, Escribiendo la ecuacién (2-32) para m = 1, encontramos

P(Ui/Oj)A-——-' P(ij, Si2’ veay Sf,.lsi)
= P (si/5;) P (5;,/81) ... P(8i,/5:,_}) (2-3%)

El segundo miembro de (2-33b) puede descomponerse en n su-
mandos:

1
HSY =Y plo, o) log—t + ..
sza.. (o 2) log rcTsy *

+ Z P(q;, o) log

o P (s"n/s"n—l) (2-35)
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Puede simplificarse cada uno de estos sumandos. Por ejemplo, cal-
culando en primer lugar 272 —2 de ellos '

\
: = H(S) (2-36)

Por lo tanto
H(S"=nH(S) (2-37)

Pueden deducirse otras propiedades interesantes de la entropfa de
una fuente de Markov considerando S® la fuente afin de S". Suponga-
mos que P(a), P(s), ..., P(04), son las probabilidades de los simbo-
los de primer orden o; simbolos de la extensién de orden n de la
fuente de Markov de primer orden considerada anteriormente, Puesto
que o; corresponde a la secuencia (S Siy ..., S,) vemos que P (o)
puede interpretarse como la probabilidad afin de orden n de s

1
P (0,‘)

H(S) =Y P(o) log
8

1
» S"‘Z’ vy S.‘")

(2-38)

= Z P(si: Sips caey S,'ﬂ) log
P roe P (s,

Sin embargo S es una fuente de Markov de primer orden, por lo
que

P (5;1, 552, erey S,'") =P (SC';) P (sl'z/si;) o (S,-“/S;“_‘) (2-39)

Introduciendo la relacién (2-39) en (2-38), resulta

H(ST) = Z P(Sil: Sizy eees 5i)

1 1
log + log
S [ P (S;l) P (&'2/ i)

+ ...+ log?(—s—l————]

i,./ Si,._l)
=HG@) +n—1DH(S) (2-40)
(o]
H(SH) =nH(S) + [H{G)—H©O)] (2-41)
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Notese que el término que aparece entre corchetes en (2-41) es
una constante de valor positivo e independiente de n. Si S fuera una
fuente de Markov de orden m (en lugar de primer orden), la expre-
sién (2-41) quedarfa en la forma

' H(s)=nH(S) +e, : (2-42)
donde €, es una constante positiva que (siempre que n>m) depende
unicamente del comportamiento estadistico de S (problema 2-1).

Dividiendo ambos miembros de (2-42) por n, resulta

H (5™
n

=H() + -2 @43)

Anteriormente, en la expresién (2-29), se vio que

H(s“»>H(S) =nH(S) (2-44) |

Sin embargo, la ecuacién (2-43) demuestra que esta desigualdad es
menos importante al crecer n. De forma mds precisa, a partir de (2-43)
puede escribirse que
jim 5D

n

n-00

=H(S) (2-45)

En otras palabras, para valores de n grandes, las limitaciones de
Markov sobre los simbolos de S son cada vez menos importantes.
Al llegar a este punto, procede hacer la siguiente indicacién. La
fuente afin de la extensidn, de orden n de S no coincide con la exten-
sién de orden n de la fuente afin de S. '

H(s")# H (5") (2-46)
Efectivamente, puesto que S es una fuente de memoria nula,
H(@S =nH(S) (2-47)
que puede compararse con la expresién (2-44).

Ejemplo 2-6. Resumiremos algunos de los resultados obtenidos en los ejem-
plos anteriores en el caso de la fuente de la figura 2-4.
H(S) = 0.81 bit
H(8) = 1.00 bit
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De (2-37),
H(S?) = 2H(S) = 1.62 bits

Puede calcularse

HE) = > p(s;, s) log
g P(sj, si)

= 1.86 bits

Un cédlculo mds largo y complicado permite deducir los valores siguieates:
H(S% = 2.66 bits
H(s%) = 3.47 bits

Hay que destacar cémo la secuencia

H(S) = 1.00 bit

H(s%)
&9 _ 0.93 bit
H(S3)
HE) _ 0.89 bit
3
H(5Y
—(4-)— = 0.87 bit

se aproxima al valor H(S).

2-8. Estructura del lenguaje.

En los apartados anteriores de este capitulo se ha definido un mo-
delo de fuente de informacién, deduciéndose algunas de sus propieda-
des mds simples. Es de indudable interés investigar las analogias que
tal modelo presenta en relacién con el proceso fisico de generacién de
informacién. Un caso particularmente importante de generacion es la
creacion de un mensaje compuesto de palabras de la lengua inglesa.
Demostraremos en este apartado como podremos aproximarnos a un
mensaje de este tipo mediante una secuencia de fuentes de informa-
ci6n cada vez.mas complicadas.

Limitémonos a un conjunto de 27 simbolos, las 26 letras del alfa-
beto inglés, mds un espacio. La fuente mas simple de este alfabeto
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serfa aquella de memoria nula, con todos los simbolos igualmente pro-
bables. La entropia de esta fuente serfa

H(S) =log 27
= 4,75 bits/simbolos (2-48)

La figura (2-6) muestra una secuencia tipica de simbolos emitidos
por la fuente. Definiremos esta secuencia como aproximacién cero al
inglés.

ZEWRTZYNSADXESYJRQY_WGECIJJ_OBVKRBQPOZB
YMBUAWVLBTQCNIKFMP_KMVUUGBSAXHLHSIE__M

FiGc. 2-6. Aproximacién cero al inglés.

En esta secuencia no se advierte ninguna estructura caracteristica,
ni se puede indentificar como perteneciente a un lenguaje particular
que tenga el mismo alfabeto. Haciendo intervenir las probabilidades
reales de los sfmbolos, expresados en la tabla 2-2, puede conseguirse
una aproximacién mds exacta del idioma inglés. La entropia de una
fuente de memoria nula, cuyas probablhdades sean las de esa tabla,
tiene el valor

)

H(S)= ), Pilog —5~
8 i
= 4,03 bits/simbolos (2-49)

TABLA 2-2. PROBABILIDADES DE LOS SfMBOLOS EN INGLES (REza 1961)°

Simbolos Probabilidad Stmbolos Probabilidad

Espacio 0.1859 N 0.0574
A - 0.0642 (0] 0.0632
B 0.0127 P 0.0152
C 0.0218 Q 0.0008
D 0.0317 R 0.0484
E 0.1031 S 0.0514
F 0.0208 T 0.0796
G 0.0152 U 0.0228
H 0.0467 v 0.0083
1 0.0575 w 0.0175
J 0.0008 X 0.0013
K 0.0049 Y .0.0164
L 0.0321 zZ 0.0005
M 0.0198
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La figura 2-7 representa una secuencia tipica de simbolos emitidos
por esta fuente.

AL_NGAE_ _ITF_NNR_ASAEV_OIE_BAINTHA_HYR
O0O__POER_SETRYGAIETRWCO_ _EHDUARU_EU_C_TF
T_NSREM_DIY_EESE__ _F_0O_SRIS_R ____UNNASHOR

Fic. 2-7. Primera aproximacién al inglés.

Aun cuando no puede calificarse de buen inglés, esta secuencia pre-
senta la estructura propia del lenguaje (compérese con la aproximacién
cero): Las «palabras» de esta aproximacién son, en su mayor parte,
de longitud apropiada, y la proporcién entre vocales y consonantes mas
real. Puede mejorarse la solucién que dio lugar a la primera aproxi-
macidn, utilizando una fuente de Markov de primer orden, con sim-
bolos de probabilidades condicionales bien elegidas. Estas probabili-
dades fueron definidas por Pratt (1942).

HE)= 3 PG 1 los 5

= 3,32 bits/simbolos (2-50)

Usando las probabilidades enunciadas por Pratt es posible generar
una secuencia tipica de simbolos a partir de una fuente de Markov de
primer orden. Shannon, sin embargo, indic6 un método mucho mas
ingenioso. Las probabilidades de un texto ordinario inglés son las que
se desprenden directamente de él. Por lo tanto, podemos abrir un
libro y seleccionar una letra al azar, por ejemplo la-U. A continua-
cién saltamos unas cuan as lineas, leyendo hasta encontrar la prime-
ra U, eligiendo la letra que la sigue (en este caso fue una R). Se repite
de nuevo la operacién, saltando varias lineas, leyendo hasta la primera
R y eligiendo la letra siguiente. Con este procedimiento se construyé
la segunda aproximacién al inglés (figura 2-8).

URTESHETHING_AD__E_ AT _FOULE__ITHALIORT._W

ACT_D__STE_MINTSANfOLINS_TWID__OULY_TE_T

HIGHE__CO...YS_TH__HR__UPAVIDE__PAD__CTAVED
FiG. 2-8. Segunda aproximacidn al inglés.
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La secuencia obtenida en la segunda aproximacién ya deja tras-
cender un regusto a inglés. Es mas l6gico identificarla como una apro-
ximacién al inglés que, digamos, al francés.

El método de Shannon puede aplicarse a la construccién de me-
jores aproximaciones al inglés. En efecto, pueden elegirse las letras
precedentes, construyendo asi una secuencia tipica de una fuente de
Markov, aproximacién del inglés, de segundo orden.

Shannon (1951) estimé que la entropia de la fuente correspondiente
a la figura 2-9 es de 3,1 bits por simbolo. Por otros procedimientos
dedujo que la entropfa del idioma inglés, teniendo en cuenta todo el
texto anterior, estd comprendida entre 0,6 y 1,3 bits por simbolo.

IANKS_CAN_OU_ANG_RLER_THATTED_-OF_TO_S
HOR_OF_TO__HAVEMEM_A_T_MAND_AND_BUT_.
WHISSITABLY __THERVEREER_EIGHTS_TAKILLIS_TA

F1G. 2-9. Tercera aproximacién al inglés.

Puede ampliarse el procedimiento anterior, para generar Secuencias
tipicas de probabilidades idénticas. Sin embargo, es pricticamente im-
posible para m mayor de 2. En su lugar, Shannon, utilizé6 una fuente
de informacién de memoria nula que emite palabras inglesas en lugar
de letras. Las probabilidades de ocurrencia de las diferentes palabras
son aproximadamente las mismas que en un texto inglés. Shan-
non (1948) obtuvo la aproximacién mostrada en la figura 2-10.

REPRESENTING AND SPEEDILY IS AN GOOD APT
OR COME CAN DIFFERENT NATURAL HERE HE
THE A IN CAME THE TO OF TO EXPERT
GRAY -COME TO FURNISHES THE LINE MES-
SAGE HAD BE THESE

Fic. 2-10. Cuarta aproximacién al inglés.
Aiin puede llegarse a una aproximacién mds compleja haciendo de-
pender de la palabra precedente la probabilidad de que una palabra

sea elegida. La fuente correspondiente serfa una fuente de Markov de
primer orden, con palabras- inglesas como simbolos. Shannon (1948)
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construyd una secuencia tipica a partir de una fuente de este tipo
(figura 2-11).

THE HEAD AND IN FRONTAL ATTACK ON AN
ENGLISH WRITER THAT THE CHARACTER OF
THIS . POINT IS THEREFORE ANOTHER METHOD
FOR THE LETTERS THAT THE TIME OF WHO
EVER TOLD THE PROBLEM FOR AN UNEX-
PECTED

Fig. 2-11. Quinta aproximacién al inglés.

Es interesante destacar cémo esta secuencia se aproxima al discurso
incoherente emitido por un interlocutor que estuviera muy excitado.
Resulta un estimulo comprobar cémo se puede simular (al menos en
una cierta medida) una fuente de informacién tan compleja como un
individuo hablando inglés, mediante unos sencillos modelos consisten-
tes en fuentes de Markov de memoria nula. Muchas de las fuentes
de informacién tratadas en relacién con los problemas reales plan-
teados por la comunicacién tienen una naturaleza mas simple, por Io
que podemos imaginar que en esos casos nuestros modelos constituiran
atin una aproximacién mds cercana a la realidad.

Pueden estudiarse las diferencias entre varios idiomas occidenta-
les construyendo distintas secuencias basadas en sus estadisticas. Las
figuras 2-12 a 2-14 muestran los resultados obtenidos en tres idiomas

R_EPTTFVSIEOISETE_TTLGNSSSNLN__UNST_FSNST
¥_E_IONIOILECMPADINMEC_TCEREPTTFLLUMGLR
ADBIUVDCMSFUAISRPMLGAVEAI_MILLUO

a) Primera aproximacién al francés

ITEPONT _JENE_IESEMANT_PAVEZ_1__BO_S_PAS
E_LQU_SUIN.__DOTI__CIS_NC_MOUROUNENT__FUI
‘T_JE_DABREZ_DAUIETOUNT _LAGAUVRSOUT_MY

b) Segunda aproximacién al francés

JOU__MOUPLAS_DE_MONNERNAISSAINS__DEME__U
S._.VREH_BRE_.TU_DE_TOUCHEUR_DIMMERE.__LL
ES__MAR_ELAME_RE_A__VER__IL_DOUVENTS._SO

c) Tercera aproxilacién al francés.
F1G. 2-12, Serie de aproximaciones al francés.
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diferentes. Como antes, la primera aproximacién corresponde a una
secuencia emitida por una fuente de memoria nula; la segunda de una

fuente de Markov de primer orden; y la tercera de una fuente de
Markov de segundo orden.

NNBNNDOETTNIIIAD__TSI__ISLEENS__LRI_LDRRBNF
REMTDEEIKE__U_HBF_EVSN_BRGANWN_IENEEHM
EN__RHN_LHD__SRG_EITAW__EESRNNCLGR

a) Primera aproximacién al alemdn.
AFERORERGERAUSCHTER_DEHABAR__ADENDERG

E_E_UBRNDANAGR_ETU__ZUBERKLIN__DIMASO
N_DEU._UNGER—_EIEIEMMLILCHER__WELT__WIERK

b) Segunda aproximacién al alemdn,

BET‘_EREINER_SOMMEIT_SINACH_GAN__TURHATT
ER_AUM_WIE_BEST_ALLIENDER.__TAUSSICHELLE
—LAUFURCHT__ER_BLEINDESEIT_UBER__KONN__

¢) Tercera aproximacién al alemdn,
F1G. 2-13. Serie de aproximaciones al alemén.

UOALNAO_NEL_D_NIS_ETR._TEGATUEOEC..S_ASU
DU__ZELNNTSSCASOSED_T_I__R_EIS_TAMMO_TII
UOEDEO_UEI_EOSEELA_NMSLAANTEC

a) Primera aproximacién al espaiiol.

CINDEUNECO_PE_CAL_PROS_E_LAS__LABITEJAS °
TE_ONTOMECITRODRESIO__PAY__EN__SPUSEL__LA
—S_UTAJARETES _OLONDAMIVE_ESA_S_ CLUS__

b) Segunda aproximacién al espafiol.

RAMA_DE__LLA__EL__GUIA__IMO__SUS_CONDIAS__S
U._E_UNCONDADADO_DEA__MARE__TO_BUERBALI
A_NUE_Y_HERARSIN__DE__SE__SUS_SUPAROCEDA

¢) Tercera aproximacién al espafiol,

FiG. 2-14. Serie de aproximaciones al espafiol.
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Como ejemplo final, damos a continuacién una serie de aproxima-
ciones (figura 2-15) a otro idioma occidental, dejando al lector que
determine su identidad.

SETIOSTT_NINN_TUEEHHIUTIAUE_N__JREAISRI_M
INRNEMOSEPIN__MAIPSAC_SES__LN_ANEIISUNTINU
—AR_TM_UMOECNU_RIREIAL__AEFIITP

a) Primera aproximacién a ?

CT_QU_VENINLUM__UA_QUREO_ABIT_.SAT_FIUMA
GE__ICAM_MESTAM__M__ QUM__CUTAT__PAM__NOND
QUM__O0_M_FIT _NISERIST_E_L__ONO_IHOSEROCO

b) Segunda aproximacién a ?

ET_LIGERCUM._SITECI_LIBEMUS__ACERELEN__TE
__VICAESCERUM__PE_NON_SUM_MINUS_UTERNE
__UT_IN_ARION__POPOMIN__SE__INQUENEQUE_IRA

¢) Tercera aproximacién a ?

FiG. 2-15. Serie de aproximacién a ?

NOTAS

Nota 1. La palabra entropia fue creada por Clausius en 1876, a partir de
las palabras griegas e¢v ¥ tpemew. Esas palabras juntas tienen el sentido de «re-
plegarse hacia el interiors. Clausius empleé entropia para designar la parte
de la energia de un sistema que no puede transformarse en trabajo mecdnico
sin transmitir calor a algiin otro cuerpo, o modificar su volumen. Bolzmann,
en 1896, fue el primero en demostrar que la entropia de un sistema podia ex-
presarse en funcién del valor medio del logaritmo de las probabilidades de los
estados del sistema. Shannon (1948) introdujo la palabra en la teoria de la in-
formacion.

Entropia es, seguramente, el mds importante pero no el dnico punto de con-
tacto entre la teoria de la informacién y la mecdnica estadistica. Jaynes (1959)
considerd el empleo de la funcion de particion de la mecédnica estadistica en la
teoria de la informacién. —

Nota 2. A lo largo del texto supondremos que todas las fuentes tienen
simbolos de probabilidades conocidas. Cuando son desconocidas (e incluso quizd
cuando lo es el nimero de simbolos), podria evaluarse e] valor de la entropia
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de una fuente de memoria nula observando un nimero K de salidas. Miller
y Madow (1954) calcularon el valor mds probable de la entropia basindose en
tal observacidn.

Basharin (1959) utilizé6 las probabilidades experimentales p: para llegar al
valor natural

1
A(S) = Z Pilog —
F i

Demostré que H(S) constituye una estimacién consecuente, asintéticamente
normal de H(S), con

g—1 1
BIRG) = HE)— -~ loge + 0 (_NT)

donde g es el nimero de simbolos de la fuente y N la dimensién de la muestra
observada. Blyth (1958) definié otras estimaciones, demostrando ademds que
no existe ninguna estimacién de H(S) no consecuente. N

Nota 3. En el apartado 2-2 se definié la entropia de una variable al azar,
variable que puede tomar uno entre un nimero finito de valores. (La funcién
de distribucién de una variable al azar estd formada por un ntmero finito de
escalones.)

Con objeto de estudiar una variable al azar, s, que pueda tomar valores de
forma continua (es decir, de funcién de distribucién continua), puede conside-
rarse una secuencia de funciones de distribucién de escalén finito que se apro-
ximan a la funcién de distribucién continuva. Supongamos que [s] indica la parte
entera de s. Puede definirse la nueva variable al azar.

sn = — [ns]
n
y suponer

{ k
Pnk=Pr)Sre= s

n

Sea S» la fuente correspondiente a la variable al azar s». Al crecer n, la
variable al azar s» se aproxima mds y mds a s. {Desgraciadamente, H(S») no se
mantiene finita!

Renyi (1959) definié la dimensién de una variable al azar como

y la entropia d-dimensional de s como

Hy(S) = lim [H(S,) — d log n]

N0
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cuando estas cantidades existen. En el caso en que la funcién de distribucién
conste de un nimero finito de escalones, la dimensién es evidentemente nula
y Ho(S) se reduce a H(S). Renyi demostré que cuando la funcién de distribu-
cién es continua y H(S)) finita, d(s) es igual a la unidad, y suponiendo que p(s)
es la funcién densidad

R 1
Hy(S) = _Y—OO p(s) log ?(3 ds

si la integral existe. Csiszar (1961) aportd una serie de transformaciones a
estas conclusiones,

Nota 4. A partir de una fuente artificial, ademds de generar palabras per-
tenecientes a un idioma cualquiera, como se vié en el apartado 2-8, es posible
la creacién de composiciones musicales. Pinkerton (1936) utilizé este procedi- -,
miento. Pierce (1961) dedicé varias pdginas a la generacién de tal tipo de mii-
sica; tal vez la ultima palabra sobre la teoria de la informacién aplicada al arte
esté puesta de manifiesto en algunos pasajes de la «Suite Illiac» para cuarteto
de cuerda, reproducida por Pierce (1957, p. 260).

Nota 5. El empieo de la entropia de una fuente como medida de la canti-
dad de informacién que suministra, ya se dijo anteriormente, se demuestra por
el primer teorema de Shannon (capitulo 4). Es posible también justificarlo (Fein-
stein, 1958) basdndose en que la entropfa es la unica funcién de las probabili-
dades de los simbolos de una fuente que cumple ciertos requisitos. Definamos
tres fuentes de memoria nula y las probabilidades de sus simbolos en la forma
siguiente: @ = 1—a): ’

S S1 Y
e o — e N et— e i,
51 P, 5 P, s
So P S P, s1oa
Sq_1 Pgy Sq1 Pga
Sq P, Sq alPq
Sq+1 an

La entropia es la unica funcién (excepto en el caso de una constante multi-
plicativa) de las probabilidades de los simbolos de una fuente que satisface:

a) H(S)) = H(S) + P.H(S:).
‘ b) H(S:) es una funcién continua de q.

c) H(S) es una funcidén simétrica de Pi, P, ..., P,.
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PROBLEMAS

2-1. Demostrar la ecuacién (2-42).

2-2. El diagrama de estados de una fuente de Markov de primer orden,
con un alfabeto S = {0, 1, 2}, estd representado en la figura P 2-2. Por defi-
nicién p = 1 —p. Por simetria, vemos que la distribucién estacionaria es
P(0) = P(1) = P(2) = 1/3.

i
sl

r/2 '

o./\.z

/2

/2 p/2

)

P
FiG. P 2-2.

a) Calcular H(S).

b) Calcular H(S). (Es correcta la respuesta para p =0, p = 1?

*c) (Cudl es el valor de p correspondiente al mdximo de H(S)?

d) Analizar el comportamiento de H(S) para p = ¢, siendo ¢~ 0,

€) Analizar el comportamiento de H(S) para p = 1 — 3§, siendo § = 0.
f) Dibujar el diagrama de estados correspondiente a S2.

g) Calcular H(S?) y H(5?).

2-3. Dos fuentes de memoria nula, St y S, tienen g1 y g2 simbolos, respec-
tivamente. Los simbolos de 81 se representan con probabilidades P, i = 1, 2,
., q1; los de Sz con Qi, i =1, 2,"..,, g2; las entropfas de ambas son H1 y Hs,
respectivamente., Una nueva fuente de memoria nula S$(3), denominada com-
puesta de S1 y S estd formada con g1 + @ simbolos. Los g1 primeros simbolos
de S().) tienen probabilidades A Pi, i = 1, 2, ..., ¢1, y los tltimos g: probabilidades
A0, i=1,2, .., q (A=1—)).

a). Demostrar que
H[SMW] = WH:1 + XH: + H(})
dando una interpretacién a esta igualdad.
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*b) Expresar ko, valor de % que hace méximo a H[S())], en funcién de H, y
Hs. Calcular H[S(0)].

2-4, Generalizar la parte a) del problema 2-3, al caso de n fuentes de me-
moria nula, Si, Sz, ..., Sa.

2-5. Hacer uso de las siguientes identidades (para 0 < ¢ < 1)

NI o X o
RIS
1 1

l—uq 1 — ¥
en el problema.

a) Una fuente de informacién de memoria nula posee un alfabeto enume-
rable infinito § = {, s, ...} con Pi= ag!, para cualquier valor de i. Expresar
a en funcién de q.

b) Calcular y dibujar H(S) en funcién de . Estudiar en particular el com-
portamiento de H(S) para a =~ 0y q =~ 1.

2-6. El diagrama de estados de una fuente de informacién de Markov bi-
naria de primer orden viene dado en la figura P 2-6. Demostrar que las pro-
babilidades estacionarias de la fuente son P(0) = q/(p + q), P(1) = p/(p + 9).

P p g
(=0
q
FiG. P 2-6.

a) Calcular H(S).

b) Calcular H(8).

¢) Sea p = q. Calcular y dibujar H(S) en funcién de p.
d) Calcular H(S) cuando p = q.

2-7. a) Supongamos g = 1 en la fuente del problema 2-6 (cuando p no es
jgual a g). Calcular y dibujar H(S) en funcién de p.

b) Con q =1, calcular H(S/0) y H(S/1), informacién por simbolo cuando
la fuente estd en los estados 0 y 1, respectivamente.

2-8. a) Consideremos una fuente de Markov binaria de tercer orden en
que la probabilidad de emitir un 0 6 un 1 no depende de los dos simbolos an-
teriores, sino del tercero. La probabilidad de que un simbolo coincida con el
emitido tres lugares antes es igual a 0.9; la probabilidad de que sea distinto,
0.1. Dibujar el diagrama de estados de esta fuente.

b) Calcular la entropia de la fuente. (El método consistente en calcular las
probabilidades estacionarias, etc., no es el mds apropiado en este caso.)
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2-9. Sea Sy la extensién de tercer orden de una fuente binaria de memoria
nula, cuya probabilidad de emitir un 0 es igual a p. Otra fuente, S, observa las
salidas de So, emitiendo un 0, 1, 2 6 3 segiin que la salida de Sy contenga 0, 1,
2 6 3 ceros.

a) Calcular H(So).
b) Calcular H(S).

¢) Calcular H(Sp) — H(S). Interpretar el significado de esta diferencia de
entropias.

2-10. Generalizar la parte ¢) del problema 2-9 al caso en que S; es la exten-
sién de orden n de una fuente binaria y S emite un 0, 1, 2, ..., 6 n. SUGEREN-
ciA: (Cudl es el valor medio de la informacién que se pierde al recibir un
simbolo de S en lugar de So?

2-11. Consideremos una fuente de informacién binaria de memoria nula,
So, cuya probabilidad de emitir un 0 sea igual a p ~ 1. Debido a Ia elevada pro-
babilidad de presentarse una serie de ceros, puede admitirse que se emiten sim-
plemente las longitudes de las series de ceros. Es decir, se considera una nueva
fuente S, con simbolos si, sz, s3, ..., donde, por ejemplo, la secuencia ss, s, S
s1 y ss corresponderia a la secuencia binaria.

001 01 0001 1 00000001

N — St bt Sl el e

83 S3 S4 St S8

a) Calcular la entropia de S, haciendo uso de la igualdad

- 1
H(S) = 28. P(s) log —

(s:)

No expresar el resultado en forma de serie infinita.
b) Calcular H(S)/H(So).

¢) Calcular el nimero medio de binits de la fuente original dados por un
simbolo de S.

2-12. La fuente S del problema 2-11 tiene un numero infinito de mensajes
posibles si. Consideremos la fuente S», aproximacién de S con los n + 1 sim-
bolos siguientes:

51 1

82 01

53 001

Sn 0000 - - - 01

Sntl 0000 - - - 00

n binits
a) Calcular H(S»).
b) Dibujar H(S.) en funcién de n para p = 0.9.
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2-13. La figura P 2-13 representa el diagrama de estados de una fuente de
Markov de primer orden de alfabeto § = {0,12}. Por simetria, la distribucién
estacionaria es

P(0) = P(1) = P(2) = 1/3

7 7
0] < P 2
p »
.
1
]
Fic. P 2-13.

a) Calcular H(S).
b) - Calcular H(S). Comprobar el resultado para p=0y p = 1.
¢) Calcular H(S?).

2-14. Sea S una fuente de memoria nula, de alfabeto § = {s:i}, i=1, 2,
..., g, cuyos simbolos tienen probabilidades Pi, Py ..., Pq Crear una nueva
fuente de memoria nula, §’, de doble nimero de simbolos, §’ = {S’i}, i=1],

2, ..., 2q, con simbolos de probabilidades definidas por
P’i’—:(l_?)Pi 1=1!2y s q
P = ¢Piyg i=q+1,g+2 .., 2¢q

Expresar H(S’) en funcién de H(S).
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PROPIEDADES DE LOS CODIGOS

3-1. Introduccidn.

Con objeto de estudiar la relacién existente entre codificacién y

la medida de informacién explicada en el capitulo 2, creemos necesario

. definir ciertas subclases de cédigos. Hemos dntroducido ya la idea ge-

neral de cddigo (apartado 1-3) y las nociones de alfabeto codigo y al-
fabeto fuente.

Definicion. Denominemos S = {s,, $y ..., S} al conjunto
de simbolos de un alfabeto dado. Se define un cddigo
como la correspondencia de todas las secuencias posibles
de simbolos de S a secuencias de simbolos de algin otro
alfabeto X =.{x;, %y, ..., 1, }. S recibe el nombre de alfa-
beto fuente y X alfabeto cddigo. -

Esta definicién de cdédigo es demasiado general para presentar in-
terés al tratar de sintesis de cddigos. Por lo tanto, limitaremos nuestra
atencién a aquellos cddigos que poseen ciertas propiedades suplemen--
tarias. La primera propiedad exigida es que el cddigo constituya un
cddigo bloque.

Definicion. Un cédigo bloque es aquel que asigna cada
uno de los simbolos del alfabeto fuente S a una secuen-
cia fija de simbolos del alfabeto c6digo -X. Esas secuen-
cias fijas (secuencias de x;) reciben el nombre de palabras
cddigo. Denominaremos X; a la palabra cédigo que co-
rresponde al simbolo s, Hay que notar que X; constitu-
ye una secuencia de x’;s*.

—_—

* Algunos autores [p. ej., Peterson (1961)] definen los cédigos bloque como
aquéllos en ‘que todas las palabras contienen un mismo nimero de simbolos.
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Ejemplo 3-1. La tabla 3-1 da un ejemplo de cédigo bloque binario.

TaBLA 3-1. CODIGO BLOQUE BINARIO

Simbolos
de la fuente Cddigo
S1 0
So 11
s3 00
S 11

A primera vista el requisito de codificar uno por uno los simbolos ,
de la fuente en secuencias fijas de simbolos c6digo resulta demasiado
riguroso. Hay que destacar, sin embargo, que si un cédigo hace co-
rresponder todas las secuencias de longitud n de stmbolos de Ia fuente
con secuencias fijas de simbolos cédigo, el cédigo hace también co-
rresponder cada simbolo de la extensién de orden » de la fuente ori-
ginal con una secuencia fija de simbolos cddigo, constituyendo real-
mente un cédigo bloque del alfabeto fuente S™. Un conjunto de re-
glas que determinen la transformacién de un-alfabeto fuente en un
alfabeto c6digo puede cumplir la definicién de cédigo bloque sola-
mente al tener en cuenta los simbolos de la extensién de orden n de .
la fuente. En gran parte de las discusiones que siguen trataremos pre-
cisamente de este tipo de cddigos bloque.

3-2. Cédigos univocamente decodificables.

Es evidente, segin se desprende del ejemplo anterior, que si se
desea utilizar los cddigos blogue han de imponerse ciertas restriccio-
nes; una restricciéon natural es que todas las palabras cédigo X; sean
distintas. Nétese que las X,y X4 del cédigo dado en la tabla 3-1 no
lo eran.

Definicion. Un c6digo bloque se denomina no singular
si todas sus palabras son distintas.
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Ejemplo 3-2. La tabla 3-2 muestra un ejemplo de cédigo bloque no singular.

TaBLA 3-2. CODIGO BLOQUE NO SINGULAR

Simbolos
de la fuente Cddigo
$1 0.
Sg 11
S3 00
Sy 01

Aun cuando todas las palabras del cddigo del ejemplo anterior
son diferentes, es posible encontrar algin caso en que una secuencia
dada puede tener un origen indefinido. Por ejemplo, la secuencia 0011
puede corresponder a s;s; 0 $; 55, Es decir, el cédigo de la tabla 3-2,
aun cuando es no singular en su detalle, es singular considerado de
forma mads general. Este ejemplo nos dice que, para definir cddigos
utilizables, debemos enunciar una condicién mdés restrictiva que la no
singularidad. , v o _

Supongamos un cédigo bloque que hace corresponder los simbolos
de un alfabeto fuente S con secuencias fijas de simbolos de un alfa-
beto cédigo X, (La fuente S puede ser una extensién de otra fuente).
Puesto que nos limitamos a considerar c6digos bloque, tendremos una
unidad natural y elemental de cddigo; es decir, el simbolo de S ¥y
una palabra, compuesta de letras, del alfabeto cédigo. Podemos colocar
juntos estos bloques elementales, de la misma forma que hacfamos
con los simbolos de una fuente, para constituir una extensién,

Definicion. La extensidon de orden n de un cddigo bloque
que hace corresponder los simbolos s; con las palabras
cédigo X, es el cddigo blogue que hace corresponder las
secuencias de simbolos de la: fuente s, s, ..., 8) con
las secuencias de las palabras cédigo (X, X, ..., X))

Segun esta definicion, la extensién de orden n de un cédigo bloque
es también un cddigo bloque.
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Ejemplo 3-3. La tabla 3-3 representa la extensién de segundo orden del
‘cédigo bloque de la tabla 3-2.

TaBLA 3-3. SEGUNDA EXTENSION DE UN CODIGO BLOQUE

_Simbolos Simbolos

de la fuente Codigo de la fuente Cddigo
5181 00 5351 000
5152 011 5382 0011
5153 000 5383 0000
5184 001 8384 0001
5281 110 5481 010
5252 1111 5452 0111
SaS3 1100 5483 0100
S84 1101 5354 0101

Definicion. Un cédigo bloque se dice univocamente deco-
dificable si, y solamente si, su extensién de orden n es
no singular para. cualquier valor finito de n.

_Esta definicién asegura que dos secuencias cualquiera de simbolos
de la fuente de la misma longitud dan lugar a secuencias de simbolos
cédigos distintas. Es evidente que también serd necesario que dos se-
cuencias cualesquiera de simbolos de la fuente, incluso de diferente
longitud, correspondan a secuencias de simbolos cédigo distintas. Esta
propiedad se deduce ficilmente de la definicién. Admitamos, por ejem-
plo, lo contrario. Es decir, que existen dos secuencias, Sy y S, de sim-
bolos de la fuente que dan lugar a una misma secuencia de simbolos
cbédigo, X, Hay que destacar que S,, S, y X, representan secuencias
de sfmbolos y no simbolos aislados. S; y S,, ademds, pueden ser se-
cuencias de diferente longitud. Formemos ahora dos nuevas secuen-
cias de simbolos de 1£ fuente, S; y S.. S, se define como la secuencia
formada por S, seguida de S;. S, es la secuencia formada por S, se-
guida de S,. Vemos inmediatamente que tanto S; como S, dan lugar
a una secuencia de simbolos cédigo que es simplemente X,. S| y S;
tienen ademds la misma longitud. Por lo tanto, el c6digo no satisface
la condicién de decodificacién univoca enunciada anteriormente.

Sardinas y Patterson (1953) encontraron las condiciones necesarias
y suficientes que hacfan un cédigo univocamente decodificable. Puesto
que no tenemos interés mds que en una subclase de este tipo de cé-
digos, no mencionaremos sus resultados.
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3-3. Cébdigos instantineos.

En la tabla 3-4* aparecen dos ejemplos de cddigos univocamente
decodificables,

TABLA 3-4, Dos cODIGOS UNIfVOCAMENTE DECODIFICABLES |

Simbolos
de la fuente Codigo oof Codigo (B
51 00 0
52 01 10
3 10 110
S 11 1110

El cédigo o da ejemplo del procedimiento mds sencillo de generar
cédigos univocamente decodificables. Todas sus palabras tienen la
misma longitud, y ademds, of es evidentemente no singular, Puede
comprobarse que estas dos propiedades son suficientes para garantizar
la decodificacién univoca.

El cédigo B de la tabla 3-4 es univocamente decodificable puesto
que no es singular y, ademds, constituye lo que se llama un cddigo
coma. Esto es, en @B, el 0 actia como una coma que separa una pa-
labra de la siguiente. Al observar una secuencia de simbolos, puede
interpretarse la coma como lugar donde termina una palabra y comienza
la siguiente.

La capacidad de reconocer cuando .una palabra cddigo, inmersa
en -una secuencia finita de sfmbolos, llega a su final, podria conside-
rarse como propia de la configuracién de los dos cédigos particulares
considerados. En realidad esta propiedad estd intimamente asociada
con el concepto de cbdigo univocamente decodificable. Consideremos
aun otro nuevo cddigo de esta clase (Tabla 3-5).

TaBLA 3-5. OTRO CODIGO UNIVOCAMENTE DECODIFICABLE

Simbolos
de la fuente Codigo €
1 0
s2 01
s3 011
8¢ 0111

* En adelante designaremos los cédigos con letra cursiva.
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El cédigo € difiere de o y B en un aspecto importante. Si re-
cibimos una secuencia binaria compuesta de palabras del cédige €,
no serfamos capaces de decodificar la sentencia en sus palabras, se-
gun las vamos recibiendo. Al recibir 01, por ejemplo, no podremos
asegurar que corresponde al simbolo s, en tanto no hayamos recibido
el simbolo siguiente. Si éste es un 0, sabemos que 01 corresponde
verdaderamente a s, Si, por el contrario, es un 1, tendremos que
analizar un simbolo mds antes de afirmar si se trata de s, (011) o
s, (0111). Este retraso es inherente al proceso de decodificacién si se
utiliza el cédigo €, en cambio con los codigos «# y & podemos deco-
dificar las palabras segin van llegando.

Definicion. Un cédigo univocamente decodificable se de- .
nomina instantdneo cuando es posible decodificar las pa-
labras de una secuencia sin precisar el conocimiento de
los simbolos que las suceden,

Los cédigos « y B vistos, son codigos instantaneos. El cédigo €
constituye un ejemplo de cddigo univoco, no instantaneo. En estos
tres casos ha resultado sencillo comprobar si lo eran o no. Es intere-
sante, sin embargo, disponer de una regla general que permita decir
cuando un cédigo es instantdneo; la enunciaremos a continuacién.

Definicion. Sea Xi = xi; xiy ... ¥i, una palabra de un cé-

digo. Se denomina prefijo de esta palabra a la secuencia
de sfmbolos (x; xi, ... x;), donde j=m.

Ejemplo 3-4. La palabra cédigo 0111 tiene cuatro prefijos, 0111, 011, 01 y 0.

3

Puede .enunciarse la regla siguiente:

La condicién necesaria y suficiente para que un cédigo
sea instantineo es que ninguna palabra del cédigo coin-
cida con el prefijo de otra, .

La condicién suficiente se deduce inmediatamente de la propia
definicién de cédigo instantdneo. Si ninguna palabra es prefijo de otra,
podrd decodificarse directamente a su recepcién cualquier secuencia
de simbolos formada por palabras cédigo. Para ello se observa una
secuencia hasta reconocer una subsecuencia formada por una palabra
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cédigo completa. La subsecuencia debe ser precisamente la palabra cé-
digo, puesto que hemos admitido que no puede ser el prefijo de otra
palabra. De esta manera puede procederse a decodificar las palabras,
una por una, sin pérdida de tiempo en la operacidn.

La condicién necesaria de la.regla se demuestra por reduccién al
absurdo. Supongamos que existe una palabra del cddigo, por ejemplo
X:, que es al mismo tiempo prefijo de otra X;. Si observamos una se-
cuencia recibida y encontramos la subsecuencia X;, podrd ser bien una
palabra completa o solamente la primera parte de X;. No podremos
decir cudl de las dos alternativas es la verdadera en tanto no hayamos
examinado mds simbolos de la secuencia principal. Segin eso, el c6-
digo no seria instantdneo,

En este punto es interesante resumir las distintas clases de cddi-
gos tratadas en las paginas precedentes. La figura 3-1 muestra la ra-
mificacién seguida en el arbol de subclases de cédigos para llegar
finalmente a la subclase correspondiente a los cédigos instantaneos.

No bloque
6di Singular
Codigos ) 9
Bloque No univoco
N
No singular No instantaneo o
Univoco

Instantdneo

FiG. 3-1.  Subclases de cédigos.

3-4. Sintesis de un cédigo instantineo.

La naturaleza de los requisitos que debe cumplir un cédigo ins-
tantineo puede apreciarse mdis claramente analizando el procedimiento
de sintesis de cddigos en su forma mds sencilla. Intentaremos sinte-
tizar un cédigo instantineo binario a partir de una fuente de cinco
simbolos. Comenzaremos asignando un 0 al simbolo s;:

5—0

Segiin esto, todos los demds simbolos de la fuente deben aso-
ciarse a palabras que comiencen por 1. De no ser asi, se contradirfa
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la regla (3-1). El simbolo s, no debe asociarse a la palabra formada
por el simbolo aislado 1; de hacerse, no quedaria ningin simbolo con
el que pudieran comenzar las tres restantes palabras. Puede adoptarse

s, —> 10
lo que exige que los demas cédigos comiencen por 11. Si
5, —> 110

el dnico prefijo de tres binits sin utilizar es 111, por lo que puede
hacerse

sq— 1110

s;— 1111

‘Hay que destacar que por el hecho de asignar a s, el valor 0, auto-
méticamente se limita el nimero de posibles palabras cédigo. Dado
este paso deberemos concretarnos a palabras que empiezan por 1.
Puede imaginarse, por lo tanto, que si seleccionamos una palabra de
2 binits para representar a s, tendriamos un mayor grado de libertad
en la eleccién de las siguientes, y llegariamos incluso a evitar palabras
tan largas como las dos ultimas del cédigo anterior. Probaremos esta
sugerencia sintentizando un nuevo cddigo binario instantdneo con los
mismos cinco.simbolos; comenzaremos por hacer

5 —> 00
Por lo que podremos elegir
s, — 01

Quedan aun dos prefijos de longitud 2 sin utilizar, prefijos que po-
dremos emplear en la siguiente forma:

s;— 10

/
s,— 110
ss— 111

La pregunta de cudl de los dos cddigos elaborados es mejor no
puede contestarse simplemente con los criterios vistos hasta aqui.
Este ejemplo se limita a demostrar gue en la construccién de un cédigo
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instantdneo, cuanto mas cortas son las primeras palabras, més lar-
gas tienen que ser las tltimas. En el primer cédigo, por elegir un 0,
todas las demds palabras deberdn ser secuencias que empiecen por l.
En el segundo cddigo, la primera palabra es 00. En este caso podremos
“elegir todas las que empiezan por 1 y las que lo hacen por 01.

3-5. Inecuacién de Kraft. Definicién y discusién.

En el apartado 3-4 se discutieron cualitativamente algunas limita-
ciones del tamafio de las palabras de un cédigo instantdneo, requisitos
que pueden también expresarse en forma cuantitativa. El resto del ca-
pitulo tratard precisamente de estas limitaciones cuantitativas.

Consideremos un cédigo instantdneo con un alfabeto fuente
S={s, Sy ..y 8}

y un alfabeto cédigo X = {#x;, # ..., x.}. Sean X,, X,, ..., X, las pa-
labras del cddigo y, por definicidn, I, la longitud (es decir, el nimero
de simbolos del cddigo) de la palabra Xi. Normalmente es interesante
que las longitudes de las palabras del cédigo sean lo més cortas po-
pible. La condicidn necesaria y suficiente para que exista un cbdigo
instantdneo con palabras de longitud 1, I, ..., I, viene definida por
la inecuacion de Kraft (Kraft, 1949).

La condicién necesaria y suficiente para la existencia de
un cddigo instantdneo de longitudes [, I, ..., I, es que

i riel
i=1

donde r es el nimero de simbolos diferentes que constitu-
yen el alfabeto cddigo. '

En el caso de alfabeto binario, la inecuacién de Kraft se transfor-
ma en

i 2= - (33)

=1

donde la suma se extiende a todas las palabras del c6digo bloque. An-
tes de probar esta inecuacidn, es interesante ver en qué forma puede
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utilizarse para determinar si las /; de una secuencia dada de /; pueden
constituir las longitudes de las palabras de un cédigo instantidneo.
Tomemos una fuente de informacién con cuatro simbolos posibles,
8, S5, 83 y S En la tabla 5-6 se exponen los cinco cddigos que pueden
adoptarse para codificar estos simbolos en alfabeto binario.

TABLA 3-6, CINCO CODIGOS BINARIOS

Simbolos de
la fuente Codigo of Codigo B Codigo€ Codigo ) Codigo &

$1 00 0 0 0 0
2 01 100 10 100 10
$3 10 110 110 110 110
5 11 111 111 11 11

4

Calcularemos el valor de ; 27" para cada uno de estos cédigos.

Vemos, para el c6digo 7, que

[
Y 2H=2 4 20 4 20 4 2
t=1

=1

Por lo tanto, las lengitudes de las palabras de o# son aceptables
para un cddigo instantdneo. Hay que resaltar, sin embargo, que la ine-
cuacién de Kraft no asegura que el cddigo o7 sea un cédigo instan-
tdneo. La inecuacién condiciona nuevamente las longitudes de las, pa-
labras y no las palabras mismas. En particular, en este ejemplo, la ine-
cuacién dice que puede existir un cédigo binario instantdneo con cua-
tro palabras de longitud 2. En este caso estd claro que, no sélo las
longitudes del c4digo «# son aptas, sino también que las palabras mis-
mas constituyen un cédigo instantaneo.

" Para el cédigo B

4 -
Y2 =271 4 2 4 28 4 2
=1

=7/8

=1
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Vemos nuevamente que las longitudes de sus palabras pueden cons-
tituir un cédigo instantineo. Analizandolas seguidamente, comproba-
mos que forman realmente un cddigo instantdneo, por satisfacer la
condicién (3-1). El cbdigo € es idéntico al @, excepto la segunda pa-
labra de la que se ha suprimido un binit. Calculando

4
Z 27 =214 2t 4 28 4 20

§=1
=1

vemos que las longitudes de € satisfacen la inecuacién de Kraft. Se
confirma, ademds, que constituye un cddigo instantdneo. El cédigo D
se deduce también del & suprimiendo un binit (esta vez de la cuarta
palabra). Se comprueba que sus longitudes satisfacen la inecuacién de
Kraft. Como ya hemos dicho, esto no constituye condicion suficiente
para que el cédigo D sea instantdneo, y, efectivamente, en este caso
puede apreciarse que la cuarta palabra es un prefijo de la tercera. La
condicién (3-1y no se cumple, luego el cédigo & no es instantdneo.

Finalmente, calculamos para el cédigo & de la tabla 3-6 el valor
de la suma

4
M oh=0214 2420 4 2
i=1

=118 4.

Este cédigo no requiere més anilisis. Las longitudes de-sus pala-
bras no satisfacen la-inecuacién de Kraft y, en consecuencia, no puede
ser un cddigo bloque instantineo,

Consideremos un nuevo ejemplo, antes de proceder a la demostra-
cién de la inecuacién de Kraft. Supongamos que deseamos codificar
las salidas de una fuente decimal, S =10, 1, 2, ..., 9}, en un cédigo
instantdneo binario. Admitamos ademds, que existe una razén que
aconseja codificar lo simbolos 0 y 1 de la fuente decimal en palabras
binarias relativamente cortas. Este requisito se presenta realmente en
una fuente que emite muchos mds Os y 1s que 2s, 3s, etc. Si codi-
ficamos los 0s y 1s de la fuente en la forma siguiente *

00
10 (-9
LI IO
* No puede hacerse 0 >0 y 1> 1, puesto que consumiremos todos los
prefijos de 1 binit antes de codificar los ocho simbolos de la fuenfe, resultan- .
do por lo tanto imposible construir un cédigo instanténeo.
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-

podemos preguntarnos a continuacién cudn cortas pueden hacerse las
ocho palabras restantes. Si se exige que tengan la misma longitud,

TABLA 3-7. UN cODIGO BINARIO PARA DIGITOS DECIMALES

Digitos Codigo
decimales binario
0 0
1 10
2 11000
3 11001
4 11010
5 11011
6 11100
7 11101
8 11110
9 11111

digamos [, la inecuacidén de Kraft responde directamente a esta pre-
gunta. Efectivamente, sabemos que debe cumplirse que

©

Yy, 2z (3-5)

-

Por hipétesis I,=1, [ =2 y l,=L=...=1[, =1 Introduciendo
estos valores en (3-5), encontramos

172+ 1/4+8@2H=1

=5 (3-6)

Por lo tanto, no es posible encontrar un cddigo instantdneo que
cumpla nuestra condicién con I<5. La inecuacién de Kraft dice que
tal cédigo existe para ! =5, pero no determina el procedimiento de
sintesis a seguir. Sin embargo, no es dificil de encontrar. Corresponde
precisamente al definido en la tabla 3-7.

7
3-6. Inecuacién de Kraft. Demostracion.

En el apartado anterior se introdujo la inecuacién de Kraft, junto
con algunos ejemplos que sirvieron para ayudar al lector a comprender
la naturaleza de las limitaciones que impone. A continuacién maneja-
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remos estas limitaciones de manera que constituyan la misma demos-
tracién de la inecuacién. Probaremos, en primer lugar, que la inecua-
cién es condicién suficiente para la existencia de un cédigo instanta-
neo; lo haremos construyendo realmente un cédigo instantineo que
. satisfaga la expresién

PMa

ri=l 3-7)

i=1

Supongamos que deseamos formar un cédigo instantdneo con pa-
labras cuyas longitudes, I, I, ..., I, satisfacen la desigualdad (3-7). Es-
tas longitudes pueden ser o no iguales. En principio es interesante
considerar grupos de palabras de la misma longitud. Definamos, por
lo tanto, 7, como el nimero de palabras de longitud 1; #, las de lon-
gitud 2; etc. Si la mas larga de las [; es igual a /, tendremos

13
Y n=gq (3-8)
i=1
Puede introducirse n; en la expresién (3-7). La suma de (3-7) con-
tiene m;, términos-de la forma 7!, n, de la forma r2% etc. Por lo que
puede escribirse como sigue

21-1 mrt<1 (3-9)
o, multiplicandp pof r _
il mrier (3-10)
Operando, obtendremos
mEr—m eyt — L — 1 (3-11a)

Dividiendo por r, se deduce una secuencia interesante de desigual-
dades

Mo = ey — . — e, (3-11b)
nLr—mr—nr (3-11¢)
m=rr—nr (3-11d)
m<r (3-11e)
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/

Este conjunto de desigualdades constituye la clave de la construc-
cién del cédigo buscado. Hemos de formar n, palabras de longitud 1.
Utilizando un alfabeto cédigo de r simbolos, existirdn r palabras po-
sibles. Puesto que n, < r pueden elegirse esos n; simbolos cdédigo arbi-
trariamente. Hagidmoslo asi; quedan entonces r-—n, prefijos de lon-
gitud 1 permitidos, exactamente aquellos que no han sido elegidos al
final de cada uno de esos prefijos; pueden formarse hasta

(r—n)r=r—nr 3-12)

palabras de longitud 2, La ecuacién (3-11d), sin embargo, asegura que
el nimero de palabras de longitud 2 no debe exceder de esta cantidad.
Como antes, seleccionamos arbitrariamente nuestras n, palabras de
entre las r?(n, 7 posibilidades); quedan entonces

r—nr)—mn,
prefijos de longitud 2 sin utilizar, con los que pueden formarse
FP—nr—n)r=r—mrr—munr (3-13)

prefijos de longitud 3. La expresién (3-1lc) asegura que este niimero
es suficiente, y seleccionaremos a continuacién las palabras de longi-
tud 3 de entre ellos. Puede continuarse de esta manera, hasta formar
todas las palabras del cédigo. Las ecuaciones (3-11) aseguran, en cada
etapa, que queda aun un ndmero suficiente de prefijos.

Después de demostrar que la relacién (3-7) [o su equivalente (3-9)]
es suficiente para formar un cddigo instantidneo de longitudes I, I, ...,
I, es relativamente sencillo demostrar que la ecuacién es también una
condicién necesaria. Habrd que invertir los argumentos empleados. En
lugar de llevar adelante en todo detalle este proceso, llegaremos a una
conclusién mas definitiva.

3-7. Inecuacién de McMillan

En el apartado anterior se demostré que
: /

]
Yzl (3-14)
i=1

constituye una condicidén suficiente que deben cumplir las longitudes
de las palabras de un cédigo instantdneo, construyendo un cédigo con
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tales longitudes, Puesto que los cédigos instantineos son una subdi-
visién de los cdédigos univocos, la condicién suficiente se aplica tam-
bién a ellos; es decir, si las longitudes [, I, ..., [, satisfacen la rela-
cién (3-14), puede construirse con ellas un cédigo univoco.

‘La demostracién de la necesidad de la inecuacién de Kraft, por el
contrario, no puede extenderse a los cédigos univocos. Realmente la
condicién necesaria de la inecuacién sugiere el andlisis de los requi-
sitos que deben cumplir las longitudes de las palabras de los cédigos
univocos. Se sabe que (3-14) expresa una condicién necesaria para los
cédigos instantdneos. ;(Es vélida la misma condicién para los cédigos
univocamente decodificables, de caricter general?

El hecho de que la relacién (3-14) sea condicién necesaria para los
cédigos univocos, asi como para los cédigos instantdneos, fue probado
primeramente por McMillan (1956). Karush (1961) simplificé posterior-
mente la demostracién. Consideremos la expresion

( 3 )“‘= R UL (3-15)

=1

Su desarrollo tendrd g* términos, de la forma

Py = (3-16)
donde, por definicién
Ih+l+ ...+, =k 3-17)

Como en el apartado anterior, sea / la mayor de las longitudes /.
k puede entonces tomar un conjunto de valores comprendido entre
n y nl. Definamos N como €l nimero de términos de la forma r~* exis-
tente en (3-15). Entonces

nl

( ) f‘)": Y N (3-18)

3 k—n

Ahora bien, teniendo en cuenta (3-17), vemos que N, representa
también el nlimero de porciones de n palabras cédigo que pueden for-
marse de modo que cada porcién tenga una longitud de exactamente
k simbolos. Si el cédigo es univocamente decodificable, Ni: no debe
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ser mayor de r*, nimero de secuencias de orden r distintas de lon-
gitud k. Por tanto

n nk

( r'l‘) = Y rrt
i=1 . k—n

Znl—n+4+1

=nl (3-19)

Mh

it

La ecuacién (3-19) es la prueba buscada, ya que si x>1, x">nl,
con tal de tomar un valor de n suficientemente grande. La expresién
(3-19) se cumple para cualquier valor entero de n; de modo que ten-
dremos

.Mh

riizl (3-20)

i=1

3-8. Ejemplos.

Finalizaremos el capitulo tratando sobre las propiedades de los co-
digos en dos aplicaciones de la inecuacién de Kraft y la construccién
de un cédigo instantdneo.

Supondremos primeramente que deseamos codificar una fuente de
10 simbolos en un cédigo instantdneo trinario, de palabras de longi-
tudes 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3. Aplicando la prueba de la inecuacién
de Kraft, obtenemos

Y 3 =1/3 4+ 5(1/9) + 4 (1/27)

pa
i=1

= 28/27 >1

No es posible, por lo tanto, encontrar un cddigo trinario instan-
tdneo con palabras de esas longitudes.

Fn un segundo ejemplo, supongamos que deseamos codificar los
simbolos de una fuente de nueve simbolos en un cddigo instantineo
trinario con palabras de longitudes 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3. Esta
vez, aplicando la prueba, encontramos

Y 3 =1/3+5(1/9) + 3(1/27)

i=1
=1
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En consecuencia, el cédigo es aceptable. Se define como sigue:

5—0

s, — 10

s;— 11

s, 12

ss— 20

$;— 21

s, — 220

§— 221

s, — 222

Hay que notar que la construccién del cédigo anterior puede servir
de ejemplo del método de codificacién utilizado en la demostracién de
la inecuacién de Kraft. Se elige un prefijo de longitud 1 (el 0), quedando
obligados a adoptar uno de los dos restantes prefijos de longitud 1 para
las demds palabras. Esto limita a dos veces tres, es decir seis, las pa-
labras permitidas de longitud 2. Se emplean tnicamente cinco de ellas,
conservando la sexta (22) como prefijo de las tres tltimas palabras. '

NOTAS

Nota 1. Un método de sintesis de cédigos no bloque y univocamente de-
codificables, en sentido familiar (no en el definido en el apartado 3-2), se debe
a Elias. Consideremos, por ejemplo, una fuente de memoria nula de dos sim-
bolos A ¥y B, que se presentan con probabilidades 0,7 y 0,3, respectivamente.

BABAAB +++ | A 1B

. 0 0.7 1.0
.————»s

. AA | AB | BA BB

0 0.49 070 09110

Una secuencia arbitraria de longitud infinita, se representa mediante un punto
del intervalo [0, 1], como se indica en la figura. (Las secuencias que comienzan
por A se encuentran en el intervalo [0, 0.7]; las que comienzan por AB en el
intervalo [0.49, 0.70]; etc.). Para codificar una secuencia de esta fuente, se pro-
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cede simplemente a realizar la expansién binaria de cada uno de los puntos del
intervalo [0, 1], en la forma siguiente:

L 0 ! 1 ]
0 0.5 1.0
L 00 , o1 10 i1
0 0.25 0.50 0.75 1.0

Nétese que no es necesario recibir la secuencia binaria completa para poder
comenzar la codificaciéon., Por ejemplo, si la secuencia binaria empieza con
011..., sabemos que el punto representado debe estar situado entre 0.375 y 0.50;
por lo tanto, el primer simbolo deberd ser una A. Si la secuencia comienza con
0110, el punto estard entre 0.375 y 0.4375; en consecuencia, los tres primeros
simbolos serdn AAB.

Esta idea es la base de una nueva demostraciéon del primer teorema de
Shannon (apartado 4-3, capitulo 4, nota 1) debida a Billingsley, quién representé
las secuencias emitidas por una fuente de informacidén por un punto del intervalo
unidad e hizo uso de la teoria de la dimensién de Hausdorff para demostrar
que la expansion natural de orden r define este punto de manera dptima.

Nota 2. Una de las mds interesantes aplicaciones de las ideas presentadas
en el capitulo 3 es la codificacién genética (Golomb, 1961, 1962). Se ha com-
comprobado que la cantidad de informacién necesaria para especificar la estruc-
tura de un sistema bioldégico estd contenida en los cromosomas del sistema
original. De forma mds precisa, el &dcido deoxiribonucléico (DNA) es quien
transmite la informacidén gené*ica. En 1953 Crick y Watson demostraron que
el DNA presenta el aspecto de una doble hélice. Estas hélices pueden imagi-
narse relacionadas por secuencias de cuatro nucledtidas que contienen el men-
saje genético. Las nucledtidas, generalmente designadas A, C, G y T (adenina,
citosina, guanina y timina) corresponden a los simbolos presentados en el ca-
pitulo 3. Experimentaimente, por otra parte, se ha puesto en evidencia que la
naturaleza opera con un alfabeto de cuatro simbolos, Estos simbolos se com-
binan de diferente manera para representar alrededor de veinte aminodcidos
que deben ser fabricados por el nuevo sistema biolégico. La forma en que los
nucledtidos (A, C, G, T) se codifican para representar los diferentes amino-
4cidos, constituye el problema fundamental de la codificacién genética.

PROBLEMAS ,

3-1. Las palabras de un cédigo instantidneo tienen longitudes [, L, ..., I
que satisfacen la inecuacién

q

2 rt<l

i=1
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Su alfabeto es X = {xl, X2, ...y xr}. Demostrar que existen secuencias de
simbolos xi, x», %i... que no pueden ser decodificadas en secuencias de pa-
labras.

3-2. Una fuente tiene seis salidas posibles, cuyas probabilidades se especi-
fican en la tabla P3-2. La tabla define también los cédigos o, B, €, D,
8 .

a) (Cudl de los cédigos es univocamente decodificable?

b) (Cudl es instantineo?

¢) Calcular la longitud media de todos los cédigos univocos.

TasLa P 3-2
Salida  P(si) ot B € D 8 g
5 172 000 0 0 0 0 0
s2 1/4 001 01 10 10 - 10 100
S3 '1/16 010 011 110 110 1100 101
S4 1/16 011 0111 . ~ 1110 1110 - 1101 110
S5 1/16 100 01111 11110 1011 1110 111

. 56 1/16 101 011111 111110 1101 1111 001

3-3. a) (Cudl de los conjuntos de longitudes de la tabla P 3-3 es vdlido
para un cédigo univoco, cuando el alfabeto es X = {0, 1,242

TaBLA P 3-3

Longitud de palabra
1 2 3 4 5

Niimero.de palabras de longitud I; por cédigo:

Codigo OB ... oo it e e 2 2 2 3 1
Codigo o ... ... ... ... ... 2 1 2 4 1
COdig0 6 ... vt ot e e i e e 1 4 6 0 0
Cédigo D ... ... ... ... 2 2 2 2 3

b) Construir un cédigo instantineo con cada uno de los conjuntos de lon-
gitudes validos de la tabla.

3-4. Una fuente de memoria nula posee un alfabeto § = {gq, b, ¢} con pro-
babilidades respectivas 0.6, 0.3 y 0.1. La fuente se codifica en un cédigo binario,
no bloque segiln €] método descrito en la Nota 1. Encontrar todos los posibles
binits con que pueden comenzar la palabra cédigo correspondiente a achcaab.
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CAPITULO 4

CODIFICACION DE FUENTES DE INFORMACION

4-1. Longitud media de un cddigo.

En el capitulo 3 se han estudiado los procedimientos para construir
cbdigos instantdneos que asocien los simbolos de un alfabeto fuente con
palabras formadas por simbolos de un alfabeto cddigo cualquiera. Para
un alfabeto fuente y un alfabeto cédigo dados, es’posible, sin embargo,
elaborar mas de un cédigo instantineo o univocamente decodificable.
Esta abundancia de cédigos validos obliga a adoptar un criterio que
permita elegir uno de entre cllos. Un criterio natural de seleccién,
ain cuando no el unico posible, podria ser el de su longitud. Real-
mente se ha aplicado ya explicitamente en el ejemplo del capitulo 1,
e implicitamente en varias de las dltimas discusiones sobre codifica-
cién, ]

Desde el punto de vista de la mera economia de expresién y la
consecuente economia en el equipo de comunicacién, sin tener en
cuenta otras consideraciones, es preferible un cédigo formado por mu-
chas palabras cortas a uno con palabras de gran longitud. Definire-
mos, por tanto, la longitud media de un cddigo.

Definicion. Sea un cédigo bloque que asocia los simbo-
los de una fuente s, s, ..., 5, con las palabras X;, X,, ...,
X,. Supongamos que las probabilidades de los simbolos
de la fuente son P, P, ..., P, y las longitudes de las pa-
labras I, I, ..., l,. Definiremos la longitud media del c6-
digo, L, por la ecuacién

L= Pl @-1)
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Serd interesante encontrar cédigos univocos de longitud media
minima.

Definicion. Consideremos un cédigo univoco que asocia
los simbolos de una fuente S con palabras formadas por
simbolos de un alfabeto r-ario. Este codigo serd compac-
to (respecto a S) si su longitud media es igual o menor
que la longitud media de todos los cédigos univocos que
pueden aplicarse a la misma fuente y el mismo alfabeto.

Una vez enunciadas estas dos definiciones, puede formularse el
problema fundamental de la codificacién de fuentes de informacién
como aquel de la biisqueda de cddigos compactos. Hay que destacar
que ambas definiciones se refieren exclusivamente a las longitudes de
las palabras de los cédigos, y no a las palabras mismas. Por esta ra-
z6n, puede reducirse la bisqueda a los cddigos pertenecientes a la
clase de cédigos instantdneos (apartado 3-7). La inecuacién de McMil-
lan garantiza que cualquier conjunto de longitudes de palabras vélido
para un cddigo univoco, lo es también para un cédigo instantdneo.
Como primer paso se procederd a calcular el valor minimo posible de
L con un cédigo instantaneo.

La definicién de L es vdlida tanto para las fuentes de memoria
nula como de Markov. Con objeto de simplificar la discusién, limitare-
mos por el momento las consideraciones a las fuentes de memoria nula.
Mais adelante, en el apartado 4-4, se suprimird esta restriccidn,

Consideremos una fuente de memoria nula, cuyos simbolos, sy, S,
..., §; tienen respectivamente las probabilidades P,, P,, ..., P,. Supon-
gamos un cédigo bloque que codifica estos simbolos en un alfabeto
de r simbolos, y definimos por [; la longitud de la palabra correspon-
diente a s;. La entropia de esta fuente de memoria nula serd, entonces

q
H(S)=— ) PlogP, (4-2)
i=1
Sean O, Q. ..., Q, nimeros tales qué Q; >0 para cualquier va-

q
lorde i y Z Q; = 1. Debido a (2-8), sabemos que

i=1

S 1 : 1
Z Pi lOg -—P—— = Z Pg log —_— (4-3)
i=1

i i=1 i
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‘igualdad solamente cuando P; = Q,, para todo valor de i. Por lo tanto
]
HS)=— Y Pilog0 (C2))
i=1
con signo igual en el mismo caso.

La ecuacién (4-4) serd vilida para cualquier conjunto de nimeros
positivos, @, cuya suma sea la unidad. En consecuencia, se podrd
elegir

0i=—"- (4-5)

de donde

HES)=— Z P;(logr) + Z P; ( log Z r"i)

q q
=logr P;l; + log ( Z r )
i=1 i=1
q
=Llogr +log . r 4-6)
j=1

Si exigimos que el c6digo sea instantdneo, la inecuacién de Kraft
impone que el argumento del segundo logaritmo del segundo miem-
bro de (4-6) sea igual o menor que la unidad. Por lo tanto, su logaritmo
deberd ser igual o menor que cero, y

H(S)<Llogr (4-7a)
o bien
H(S)
T()E;—éL (4-7b)

H (S) viene medida en bits en la ecuacién (4-7b). Recordemos que
L es el nimero medio de sfmbolos utilizados para codificar S. Expre-
sando la entropfa asimismo en unidades r-arias, ccmo en (2-5¢), la re-
lacién (4-7b) podria escribirse en la forma

H@<L (4-7¢)
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4-2. Método de codificacién de fuentes especiales.

Es importante destacar que la relacién (4-7) marea un hito en el
-estudio de la teoria de la informacién. Esta ecuacién constituye- el
primer indicio demostrativo de la relacién existente éntre la de-
finicién de informacién y una cantidad (en este caso L) que no de-
pende de la definicién. Con esta ecuacién se comienza a desarrollar la
justificacién de nuestra medida de informacidn.

A primera vista (4-7) no parece estar relacionada mis que con L,
longitud media de un cdédigo instantineo. En ciertos casos, sin em-
bargo, es posible deducir mds consecuencias sin mas que fijarse en
los argumentos que han conducido a su definicién. Examinemos con
atencién las condiciones que transforman (4-7) en una igualdad. La
desigualdad se introdujo en dos puntos, primeramente en (4-4) y des-
pués al suprimir el segundo término de (4-6). De esta iltima se deduce
como condicién de igualdad, aplicable también a (4-7)

Y= (4-8)

Volviendo atrds. en el cdlculo, hasta (4-4), se ve que la condicién
necesaria y suficiente para la igualdad es,

P = Qi
rh
Sy
j=1
=r% para todo ¢ {4-9a)
o, de otra manera .
log,—%.— =1, para todo i (4-9b)

Resumiendo estas consideraciones, puede decirse que, con un c6-
digo instantdneo y una fuente de memoria nula, L debe ser igual o
mayor que H, (S). Ademds L alcanzard su valor minimo si, y solamente
st, pueden elegirse las longitudes de las palabras, /;, iguales a log, (1/P)).
La condicién de igualdad es, por consiguiente, que log, (1/P;} sea un
nimero entero para cualquier valor de i. '
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En otras palabras, la condicién de igualdad es que las probabilida-
des de los simbolos, P;, sean de la forma (1/r)%, donde o; es un ni-
mero entero. Por feliz coincidencia se descubre ademds, que si esas
condiciones se cumplen, se habrin encontrado las longitudes de las
palabras que constituyen un cddigo compacto. Bastard con elegir /;
igual a ;. Una vez deducidas las longitudes, la construccién del cé-
digo debera hacerse siguiendo el procedimiento indicado en el apar-
tado 3-8.

Ejemplo 4-1. Se ha alcanzado un punto en que pueden contestarse algunas
de las preguntas sobre codificacién planteadas en el capitulo 1. La tabla 4-1
reproduce la fuente de memoria nula definida anteriormente en la tabla 1-4.

TABLA 4-1, FUENTE DE INFORMACION

Simbolo de Probabilidad del
la fuente simbolo P;
51 1/4
Sz 1/4
sz 1/4
58 1/4

La entropfa de la fuente es:

H= Z P log -
=1

= 2 bits/simbolo

De (4-7¢) se desprende que es imposible codificar los simbolos de esta fuente
mediante un cédigo binario univoco, de longitud media inferior a 2 binits por
sfmbolo. Cada simbolo de la fuente tiene una probabilidad de 1/4 = (1/2?, luego,
segun (4-9b), un cédigo compacto deberd tener cuatro palabras de longitud 2.
Tal c6digo fue definido en el capitulo 1. Es el siguiente

s1—> 00
sz > 01
s3> 10
s> 11

La longitud media por palabra es de 2 binits por sfmbolo, no existiendo
ningtin cédigo univoco de esta fuente con longitud media inferior.
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En la tabla 1-5 se definié la fuente de memoria nula de la tabla 4-2.

TABLA 4-2. FUENTE DE INFORMACION

Simbolo de Probabilidad del
la fuente simbolo P;
st 1/2
52 1/4
$3 l/e.
Si 1/8

La entropia de esta fuente tiene por valor

! 1
H= Pilog —
; P;

1/2log2 + 1/41log4 + 1/8log 8 + 1/8 log 8
1 3/4 bits/simbolo

I

La menor longitud media que se podrd obtener en un cédigo instantdneo
es, por consiguiente, de 13/4 binits por simbolo, En el capitulo 1 se llegé
a 17/8 binits por sfmbolo, en el caso mds favorable. Sin embargo, las probabi-
lidades de los simbolos de la fuente eran de la forma (1/2)%, con a:i entero, por
lo que podrd alcanzarse un minimo de 1 3/4 binits por simbolo. Con la ayuda
de (4-9b) vemos que se consigue adoptando palabras de longitudes iguales res-
pectivamente a 1, 2, 3 y 3. El cédigo es el siguiente

51> 0
s1—» 10
s3> 110

s> 111

Como comprobacién, calcularemos directamente el valor de L:
4 /

L= ) Pl =13/4binits/simbolo
=1

Ejemple 4-2, Como ejemplo final en que puede alcanzarse el minimo defi-
nido por las ecuaciones (4-7), comnsideremos la fuente de memoria nula de la
tabla 4-3.
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TABLA 4-3. FUENTE DE INFORMACION

Simbolo de Probabilidad dtl
la fuente simbolo P;
St i/3
$2 1/3
S3 1/9
3 1/9
S5 1/27
S6 - 1y27
$7 1/27

Supongamos que se desea construir un cédigo trinario instantaneo. Calcula-
remos, en primer lugar, la entropia de la fuente (empleando unidades trinarias
para simplificar el cédlculo):

! 1
H; = P;lo 3 —
3 ‘Z_l i 108 P,
= 13/9 unidades trinarias/simbolo
Por consiguiente, no se podrd construir para esta fuente un cédigo instan-
tdneo trinario con una media inferior a 13/9 simbolos trinarios por simbolo.
Este coédigo existe, ya que las probabilidades P; de la fuente son de la forma

(1/3)*, con ¢: nimero entero. Haciendo uso de la ecuacién (4-9b) para calcular
las longitudes de las palabras, obtenemos finalmente el cédigo

si—>0
s2>1
53> 20
¢ > 21
55> 220
S5 > 221

§7 > 222

Como comprobacién, calcularemos directamentee | valor de L:

7
L= Z Pi; = 13/9 simbolos trinarios/simbolo de la fuente
i=1
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4.3. Primer teorema de Shannon,

En el apartado anterior se ha resuelto el problema de la codifica-
cion de una fuente de memoria nula con simbolos cuyas probabilida-
des tienen la forma (1/r)*. Dedicaremos a continuacién nuestra aten-
cién a las fuentes de memoria nula cuyos simbolos tienen probabili-
dades arbitrarias.

La ecuacién (4-9b) dice que si log,(1/P;) es un ndmero entero, I
debe hacerse igual a este valor. Si no lo es, parece 1dgico formar un
c4digo compacto eligiendo un [; igual al nimero entero inmediatamen-
te superior:a log. (1/P;). De hecho esta conjetura no es correcta, pero
seleccionando I; de acuerdo con esta regla se obtendradn algunos resul-
tados interesantes. Por lo tanto, se hard [; igual al nimero entero que
satisface la relacién

log, —7)1— =< log,% +1 (4-10)

En primer lugar, se comprobard que las longitudes definidas por
este procedimiento cumplen la inecuacién de Kraft 'y son, en conse-
cuencia, aceptables para constituir un cédigo instantdneo, Hallando el
antilogaritmo de la primera inecuacién de (4-10) sz encuentra

1

— =1k
i

o bien

S P>l 4-11)

Sumando esta expresién, extendida a todos los valores de i, se
obtiene
1

] rh

W
INel

)
-

!

Que demuestra que (4-10) define un conjunto/ de /; vélido para un
cddigo instantdneo,

Multiplicando (4-10) por P; y sumando para todos los valores de i
se obtiere

H,(S)<L<H,(S) +1 (4-12)
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Antes de continuar es interesante destacar la diferencia fundamen-
tal que existe entre (4-12) y el valor minimo de L definido por (4-7). Las
ecuaciones (4-7) determinan el valor minimo de la longitud media L,
independientemente del sistema de codificacién empleado. El tnico
. requisito exigido es que el cddigo sea instantdneo. La ecuacién (4-12),
‘por otra parte, se dedujo admitiendo el procedimiento de codificacién
definido en (4-10). En definitiva, ambas ecuaciones definen los valores
maximo y minimo de L, vdlidos al utilizar el métado de codificacion
enunciado en (4-10).

Puesto que (4-12) puede aplicarse a cualquier fuente de memoria
nula, lo haremos a la extensién de orden n de la fuente original

H, (S"W<L,<H,(S)+1 4-13)

L, representa la longitud media de las palabras correspondientes a
los simbolos de la extension de orden n de la fuente S. Esto es, si &
es la longitud de la palabra correspondiente al simbolo o; y P (o) la
probabilidad de o;, entonces

N . .
L= Y P\ (4-14)
=1
L,./n, por lo tanto, es el nimero medio de simbolos * empleados en
cada simbolo simple de S. Segtn (2-16), la entropia de S* es igual a
.n veces la entropfa de S. La ecuacién (4-13) puede, entonces, escribirse
en la forma

H.(S)< 5" <H,(S)+_'11_ (4-15q)

de modo que siempre serd posible encontrar un valor de L./n tan pré-
ximo a H,(S) como queramos, sin mds que codificar la extensién de
orden n de S, en lugar de S:

lim ﬁ =H,(S) .  (4-15b)

n->00

® Los simbolos Ls/n y L no deben confundirse. Ambos se refieren al ni-
mero medio de simbolos empleados por simbolo de la fuente. La/n, sin embargo,
indica que con objeto de alcanzar este valor medio los simbolos si de la fuente
se han -codificado en grupos de n, en lugar de independientemente.
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La ecuacién (4-15a) se conoce como primer teorema de Shannon o
teorema de la codificacion sin ruido. Constituye uno de los dos teore-
mas fundamentales de la teoria de la informacién. La ecuacién (4-15a)
dice que el nimero medio de simbolos r-arios correspondientes a un
simbolo de la fuente puede hacerse tan pequefio, pero no inferior, a
la entropia de la fuente expresada en unidades de orden r. El precio
que se paga por la disminucién de L,/n es un aumento en la comple-
jidad de la codificacién debido al gran nimero (g*) de simbolos de la
fuente que hay que manejar.

4-4. Aplicacién del primer teorema de Shannon a las fuentes de
Markov.

Los resultados obtenidos en los apartados anteriores pueden ge-
neraralizarse con objeto de incluir también las fuentes de Markov. Se
hardn las pruebas necesarias aplicando los limites méximo y minimo
de la longitud media obtenidos a una fuente afin adecuada, la fuente
de memoria nula. Bastard hacer uso de las propiedades de las fuentes
afines, deducidas en los apartados 2-6 y 2-7, para completar la de-
mostracion, :

Definiremos una fuente de Markov de primer orden S, de simbo-
los si, $, ...,S;, y probabilidades P (si/s;). Definiremos también S*, ex-
tensién de orden n de S, de simbolos e, o, ..., 04, y probabilidades
condicionales P (oi/s;). Llamaremos a las probabilidades de primer or-
den (incondicionales) de S y S*, P; y P (o), respectivamente. El proceso
de codificacién de los simbolos s, S ..., S; en un cédigo bloque ins-
tantdneo es el mismo tanto para S como para su fuente adjunta S.
Si la longitud de la palabra correspondiente a s; es [, la longitud me-
dia del cédigo sera [(4-1)].

q
L= Y Pl (4-16)
i=1

Por otra parte, las longitudes medias correspondientes a $ y § son
iguales, ya que P;, probabilidad de primer orden de s, es la misma
en ambas fuentes. Sin embargo, § es una fuente de memoria nula, por
lo que podemos aplicar la relacién (4-7¢), deduciendo

H.(5)=L “4-17)

Inecuacién que puede ‘generalizarse en la forma siguiente
H.(S)<H,(8)=L 4-18)
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Escribiendo la misma inecuacién para S” y S", obtenemos
H.(SY<H,(sY%<L, - (4-19)
L, es la longitud media de la palabra correspondiente a un simbo-
lo o, tal como se definié en (4-14).

Nuevamente, como en el apartado 4-3, resulta evidente el caricter
general de estas inecuaciones, en el sentido de que no dependen del
sistema de codificacién empleado. Eligiendo I, de acuerdo con (4-10),
se podra acotar L, superior e inferiormente

H,(8)<L<H, (8 +1 (4-20)
o, para la fuente extensién,
H, (s)=L,<H, (s + 1 @4-21)

Haciendo intervenir la relacién (2-41) y dividiendo por n, se en-
cuentra

[H,(5)—H. (5] +1
n

H,(S) +

<H,(S)+

H,(§)—H.(S) _ L.
n T on

(4-22)

con lo que, de nuevo, puede conseguirse que L./n se acerque a H.(S)
tanto como se quiera, sin mas que elegir un valor de n suficientemente
grande, es decir, codificando por grupos de suficiente longitud. Esta
conclusién constituye la aplicacién del primer teorema de Shannon a
las fuentes de Markov de primer orden. La demostracién correspon-
diente a las fuentes de Markov de orden m no difiere pricticamente
de la que se acaba de realizar (Problema 4-1).

4-5. Codificacién sin extensiones,

La demostracién del primer teorema de Shannon (en los casos de
memoria nula y Markov) ha resultado muy provechosa. Por una parte
la relacién (4-10) define un método para la determinacién de las lon-
gitudes de las palabras. Utilizando este método para elegir las lon-
gitudes de un cédigo bloque que codifique los simbolos de $" ¥ to-
mando un valor de n suficientemente grande, L./n puede tomar un
valor tan cercano a H.(S) como se desee. ;Qué ocurre, sin embargo,
si n no es suficientemente grande? Para un valor fijo de #n, el teorema

N
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dice que eligiendo las longitudes de acuerdo con (4-10), la longitud
media no serd mayor que el segundo miembro de (4-15a) [0 (4-22)].
_El teorema, sin embargo, determina el valor exacto de L (o L,/n). Aun
- més importante, no garantiza en modo alguno que eligiendo las longi-
tudes de acuerdo con (4-10), el-valor de L (o L./n) encontrado sea el
mas pequefio que puede obtenerse para ese valor de n.

Un simple ejemplo servird para demostrar que (4-10) no es sino
un procedimiento mediocre para elegir las longitudes de las palabras.
Construyamos un cédigo instantdneo binario para la fuente de memoria
nula definida en la tabla 4-4. Supongamos que se desea codificar direc-
tamente, sin recurrir a la segunda, ni a una extensién de orden supe-
rior., ;Cuél es la longitud media menor que puede obtenerse sin ex-
tensiones?

De acuerdo con (4-10) se comenzard calculando log(1/P;), cuyos
valores figuran en la tercera columna de la tabla 4-4. Se elige entonces,

TABLA 4-4, EJEMPLO DE CODIFICACION

Simbolo de lo 1 Cddigo Cadigo
la fuente P; & P; i A 9:4
51 2/3 0.58 1 0 0
2 2/9 217 3 100 10
53 1/9 3.17 4 1010 11

la longitud de la palabra correspondiente a S; de forma que satisfaga
la relacién

1 1
— =l <log———
log 2 I;<log 2 +1

Las longitudes /; se han enumerado en la cuarta columna de la ta-
bla. El cédigo 7 de la quinta columna, es uno de los cédigos instan-
tdneos que pueden formarse con esas longitudes. Su longitud media es

L =23x1+2/9%x3+1/9x%x4
ot v
= 1,78 binits/simbolos de la fuente

Su entropia tiene el valor

o
H(©S)= Y Plog——
=1 i

= 1,22 bits/simbolos de la fuente
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Recordemos que L , estid acotado en la forma siguiente

o
HES) <L

y<HE) +1 @-23)

‘No es dificil encontrar un cédigo instantineo mejor que el cédi-
go of. Tal cédigo (¢B) figura en la dltima columna de la tabla. Su lon-
gitud media tiene el valor

L,=23X1+29X2+1/9%2

= 1,33 binits/simbolos de la fuente

Este valor supone una notable mejora sobre la longitud media
del c6digo =#. Por otra parte, es evidente que no puede ganarse mucho
més codificando la segunda (o superior) extensién de la fuente. Efec-
tivamente, el mejor resultado que puede obtenerse es 1,22 binits por
simbolo, habiéndose alcanzado ya 1,33 binits.

4-6.  Construccién de cdédigos compactos binarios. Cédigos de Hufi-
man.

Un cédigo instantdneo, correspondiente a una fuente de informa-
cién cualquiera, tendrd una longitud media igual o mayor que la en-
tropia de la fuente. En el ejemplo de la tabla 4-4 se ha visto, sin em-
bargo, que el método de codificacién empleado hasta aqui conduce a
un cédigo compacto solamente si n, orden de la extensién considerada,
es suficientemente grande. ;Qué procedimiento seguir para construir
un cédigo compacto correspondiente a una fuente dada?

En la definicién de cédigo compacto no interviene realmente el
valor limite de L,/n. El c6digo compacto de una fuente S es el de
menor longitud media que se obtiene al codificar los simbolos de la
fuente de uno en uno. En este apartado se sefialard un procedimiento
para generar un cdédigo compacto en el caso de alfabeto binario. El
caso general, generacién a partir de un alfabeto r-ario, serd tratado
en el apartado 4-8. Ambos. problemas fueron resueltos por Huffman
(1952).

Consideremos una fuente S, de simbolos s, s, ...,5, y probabili-
dades Py, P, ..., P, Supongamos los simbolos ordenados de tal forma
que P,>P,>...> P, Imaginando que los dos ultimos simbolos de

93



Scaned and edited By YORCH®

TEORIA DE LA INFORMACION Y CODIFICACION

S se confunden en uno solo, se obtiene una nueva fuente * de g—1
simbolos. La denominaremos fuente reducida de S. Los simbolos de
la reducida pueden reordenarse, agrupando de nuevo los dos de menor
probabilidad para formar una nueva fuente reducida. Continuando de
“esta forma, se obtendrd una secuencia de fuentes, cada una con un
simbolo menos que la anterior, hasta llegar a una fuente de solamente
dos sfmbolos.

Ejemplo 4-3. En la fig. 4-1 aparece una fuente de seis simbolos iniciales,
junto con sus reducciones sucesivas.

Fuente original ' Fuentes reducidas
Simbolos  Probabilldades S S2 S S
81 | 0.4 0.4 0.4 - 0.4 0.6
sz 0.3 - 0.3 0.3 0.3]__,—*0.{)
s o e
B

FiG. 4-1. vUna fuente y sus reducciones.

La formacién de la secuencia de fuentes reducidas constituye el
primer paso en la creacién del cédigo compacto instantineo corres-
pondiente a la fuente original S. El segundo paso ‘consiste simplemente
en fijarse en que el c6digo compacto instantdneo binario de la iltima
reducida (fuente de solo 'dos simbolos) ‘estd formado por las paldbras
0 y 1. Finalmente, demostraremos que el cddigo instantidneo compacto
de una de las fuentes de la secuencia se deduce ficilmente conocido
el de la fuente inmediata siguiente, Una vez demostrado esto, comen-
zando por la dltima fuente y el cédigo instantdneo compacto hallado,
“se ird ascendiendo hasta encontrar el. cédlgo instantdneo compacto co-
rrespondiente a la fuente original.

Sea S; el codigo instantdneo compacto corre5pond1ente a una de las
fuentes de secuencia. Uno de sus simbolos, digamos s,, estari for-

$ Por conveniencia se considerard esta fuente como de memoria nula. Pues-
to que debemos codificar los simbolos de S uno por uno, poco importa que S
sea de memoria nula o de Markov.

94



Scaned and edited By YORCH®

CODIFICACION DE FUENTES DE INFORMACION

mado por dos simbolos de la fuente precedente S;-,. Sean S, y Sa
Todos los demas simbolos de S; se identifican con uno solo de s;-i.
Segiin esto, cédigo instantaneo compacto correspondiente a S;-, se de-
duce del correspondiente a §; de acuerdo con la regla siguiente:

Se asigna a cada simbolo de S;-, (excepto S y S.:) la pa-
labra asignada al simbolo de S;. Las palabras correspon-
dientes a S, yV S.; Se forman afiadiendo un 0 y un 1,
respectivamente, a la palabra asignada a s.. (4-24)

La demostracién de que el cédigo definido es instantdneo es inme-
diata [condicién (3-1)]. Por el contrario, Ja demostracién de que cons-
tituye un cédigo compacto no lo es tanto, por lo que se aplazard hasta
después de describir la construccién de un cédigo compacto.

Ejemplo 4-4. La fig. 4-2 representa el proceso seguido en la sintesis del
cédigo compacto binario de la fuente de Ia fig. 4-1.

Fuente original Fuentes reducidas

Sim-  Probabi- .

bolos  lidades Cédigo Sy Sz S; S,
& 0.4 1 0.4 1 0.4 1 0.4 1 0.6 0
8 0.3 00 0.3 00 0.3 00 0.3 00}_"04 1
ss 0.1 0100 0.1 011 0.2 040 0.3 01

s« 0.1 o010t | 0.1 omg')]_rm 011

ss  0.06 0116 0.1 0101

s 0.04 01Ul :

FI1G. 4-2. Sintesis de un c¢édigo compacto.

El cédigo compacto de la columna izquierda se ha formado en los
tres pasos explicados. Primero se construye una secuencia de fuentes
reducidas de la fuente original S. Se asignan a continuacién los c6-
digos 0 y 1 a la tGltima fuente de la secuencia (en nuestro caso, S,)
y, finalmente, se pasa de S, a S componiendo las secuencias fuentes
reducidas. Al hacerlo, una palabra del cédigo primitivo da lugar a
dos palabras del nuevo cécigo.

El procedimiento mism> pone de relieve algunas propiedades de
los cédigos compactos. Su multiplicidad es especialmente importante.
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Noétese que el método seguido para pasar de una fuente reducida a la
siguiente consiste simplemente en afiadir un binit a la palabra descom-
puesta. Es indiferente cual de cada una de las dos palabras formadas
se asigna a cada simbolo de la fuente, lo que significa que la asocia-
"ci6n de los simbolos 0 y 1 a las distintas palabras del cédigo compacto
se hace de forma completamente arbitraria. Puede sustituirse el digito
de orden.j de cada palabra por su complemento * y obtenerse un nuevo
coédigo compacto. Por ejemplo, sustituyendo por su complemento los
digitos primero y ultimo del cédigo de la figura 4-2, se obtiene el
«anuevor cédigo compacto:

0

10

111

1100

11011

11010

" Este procedimiento, sin embargo, da lugar a un cédigo que no
presenta méas que diferencias menores respecto al anterior. Realmente
estd deducido de él sin mds que modificar los «nombres» de ciertos
digitos. De la misma fuente pueden deducirse dos cédigos compactos
fundamentalmente diferentes. Para comprobarlo, se sintentizari un
nuevo cbdigo para el ejemplo de la figura 4-2. :

Ejemplo 4-5. La fig. 4-3 representa un cédigo compacto dlferente para la
misma fuente del ejemplo 4-4,

: Fuente °i'39i"°| Fuentes reducidas

Sim~-  Probobi~

bolos lidades Cédige S S. S, Se
& . 0.4 1 0.4 1 0.4 1 0.4 1 0.6 0
8 0.3 00 0.3 00 0.3 00 0.3 00 0.4 1
8 0.1 o011 0.1 011 0.2 010 0.3 01
a0 0.1 0100 0.1 0100 | 0.1 o11-"
8 0.06 01010 0.1 0101
8 0.04 01011-

F1G. 4-3. Sintesis de un cédigo compacto.
% El complemento de 0 es 1; el de 1, 0
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Hay que resaltar que el procedimiento seguido en la construccién
de las figuras 4-2 y 4-3 es idéntico hasta el instante en que se procede
a pasar del cddigo correspondiente a S; al correspondiente a la fuente
original S. En ese punto puede elegirse cualquiera de las tres palabras

011
0100
0101

Eligiendo la primera, se obtiene un cédigo de longitudes

1, 2,444 4

Eligiendo una cualquiera de las otras dos, las palabras del cddigo
resultante tendran las longitudes

L, 2 3,455

Las longitudes medias de los cdédigos son idénticas:
L=1(0,4+ 2(0,3) + 4(0,1) + 4(0,1) + 4(0,06) + 4 (0,04)
= 2,2binits/simbolo .
L=1(04) 4+ 2(0,3) + 3(0,1) +4(0,1) + 5(0,06) + 5 (0,04)
= 2,2binits/simbolo

no pudiendo construirse un cédigo instantdneo de longitud media me-
nor para esta fuente.

Fuente

Fuente original reducida

Simbolos Probabilidades Céldigo S

St 0.5 0 0.5 0
52 0.25 10 0.25 10
83 0.125 110 0.125 110
S 0.100 1110 -0.125 111
S5 0.025 1111

FiG. 4-4. Sintesis de un cdédigo compacto.
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Otro punto puesto en evidencia por el procedimiento de sintesis
es que en algunas ocasiones resulta innecesario continuar la secuencia
de reducciones de la fuente original hasta la fuente de dos simbolos.
Unicamente deberd reducirse hasta encontrar una reduccién para la
cual el cédigo sea compacto. Una vez obtenido un cddigo compacto,
puede volverse hacia atrds siguierido la regla definida en (4-2), comen-
zando en la fuente reducida correspondiente a ese cédigo. La figu-
ra 4-4 constituye un ejemplo de esta solucidn.

Una vez formada la primera reduccién de la fuente, puede verse
que las probabilidades de los simbolos tienen la forma (1/2)°, siendo
e; un nimero entero. Se puede, entonces, hacer uso de los resultados
del apartado 4-2 para formar un cédigo compacto a partir de esta re-
duccién, volviendo después hacia atrds hasta def1n1r el cédigo com-
pacto de la fuente original.

4-7. Conclusion de la demostracién,

El apartado anterior expuso cémo construir el cédigo compacto
correspondiente a una fuente de informacién cualquiera. Se demostra-
rd a continuacién que el cédigo construido de acuerdo con la regla
(4-24) es un cbdigo compacto. Supdngase encontrado un cédigo com-
pacto €; correspondiente a una reduccién, digamos S;, de una fuente
original S. Sea L; la longitud media de este cdédigo. Uno de los sim-
bolos de S;, s., estd formado a partir de los dos simbolos menos pro-
bables de la reduccién’ precedente S;-,. Sean estos simbolos S, ¥ Su1, ¥
P, y P., sus probabilidades respectivas. La probabilidad de s, serd,
entonces, P, = P,; + P.,. Llamemos ¥;-, al cddigo correspondiente a
S;-1, formado de acuerdo con la regla (4-24) y sea L;-, su longitud me-
dia. La relacién entre L; y L;-, se deduce inmediatamente ya que las
palabras de €; v €;-, son idénticas, excepto S, V S.; que son un binit
mds largas que la palabra s,.. Asi pues

Liy=L;+ Py + Py (4-25)

Se desea demostrar que si €; es compacto\, %;-; también lo es. En
otras palabras, si L; es la menor longitud media posible de un cédigo
instantdneo correspondiente a S;, L;-; {[dada por la ecuacién (4-25)] es
también la menor longitud media posible de un cédigo instantdneo co-
rrespondiente a S;-;. Se demostrard nuevamente por reduccién al ab-
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surdo. Supongamos encontrado un cédigo compacto para S;-; de lon-
gitud media Z,_1<L,~_1. Sean )}I, )?2, ')?a] las palabras de dicho c6-

digo, de longitudes respectivas 71, l~2, ey 711. Admitamos los subindices
ordenados segin el orden decreciente de las probabilidades de los sim-
bolos respectivos, es decir

~ o~ ~
h=lh=.. =1,

Una de las palabras (por ejemplo, )‘Zw) debe coincidir con 5(41 salvo
su tltimo digito. Si esto no fuese asf, podria suprimirse el dltimo di-

gito de X,; y disminuir en una unidad la longitud media del cédigo,
sin que deje ser instantineo. A continuacién se construirfa 6‘,-, cédigo

correspondiente a S;, combinanco X,., y X., y suprimiendo el dltimo
binit sin alterar los demads. El resultado es un cédigo instantineo para

~ . .
S;, de longitud media L;, relacionado con L;—;, seglin la expresién

L=1L, + Py + Py, (4-26)
Puede compararse esta ecuacién con (4-25), de donde se ve que
nuestra hipdtesis, Z]-_l < L;-, implica que se pueda construir un c6digo

de longitud media z,-<Lj, lo que es absurdo ya que se ha supuesto
que el cédigo de longitud media L; era compacto.

‘Se ha demostrado que (4-24) permite pasar de un cédigo compacto
a otro. Antes de considerar el caso general de codificacién en un al-
fabeto de r simbolos puede ser de interés destacar un par de propie-
dades de los c6digos compactos descubiertos durante la demostracion.
La primera se enuncia simplemente diciendo que si las probabilidades
de los simbolos de una fuente estdn ordenadas en orden decreciente
P,>P,> ...>P, las longitudes de las palabras asignadas a esos sim-
bolos lo estardn en orden creciente, I, =<l = ... <[, No es nada sor-
prendente. Constituye sencillamente expresién del hecho de asignar las
palabra; més cortas a los simbolos mas probables del cédigo. La se-
gunda propiedad es quizds algo menos evidente. Se ha demostrado que
las longitudes de las dos dltimas palabras (ordenadas por probabilida-
des decrecientes) de un cédigo compacto eran idénticas:

l,= I (4-27)
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Si existen varios simbolos de probabilidades P,, los subindices se
podrin elegir de forma que las palabras asignadas a los dos tltimos
simbolos difieran solo en su iltimo digito.

4-8. Coidigos compactos r-arios.

El apartado 4-6 puso de relieve la construccién de un cdédigo binario
compacto en tres pasos sucesivos, En primer lugar se forma una se-
cuencia de fuentes reducidas de la fuente original. A continuacién se
busca un cédigo compacto para cualquiera de las fuentes de la secuen-
cia, y, finalmente, se procede a recorrer la secuencia, en sentido in-
verso, construyendo cédigos compactos a partir del hallado, hasta for-
mar el correspondiente a la fuente original S. En el presente apartado
se comprobard que el procedimiento de generacién de un cédigo com-
pacto, cuando el alfabeto consta de r simbolos, consta de las mismas
tres etapas. Las dos iltimas, ademds, no difieren fundamentalmente
del caso binario. ;

La formacién de las fuentes reducidas que preparan la sintgsis de’
un cédigo binario compacto se llevaba a cabo combinando en uno solo
los dos simbolos menos probables de cada fuente. Cuando se desea
formar un’ cédigo compacto r-ario, se deberdn combinar r simbolos de
manera que constituyen uno solo de la fuente reducida. Sin embargo,
aparece un inconveniente que no apareceia en el caso binario. Enton-
ces, cada fuente de la secuencia de fuentes reducidas contenia un sim-
bolo menos que la fuente anterior. En el caso r-ario, por combinar r
sfmbolos en uno solo, cada fuente tendrd r-—1 simbolos menos que
la precedente, siendo de esperar que la ultima de la secuencia tenga
exactamente r simbolos (lo que permitirfa construir ficilmente un cé-
digo compacto para la fuente). Ahora bien, la tltima fuente tendrd r
simbolos solamente si la fuente original estaba formada por r+a (r—1)
stmbolos, siendo « un nimero entero. Por lo tanto, si la fuente original
no tiene este nidmero de simbolos, deberemos afadir unos cuantos
«falsos» simbolos en ndimero suficiente para alcanzarlo. A los falsos
simbolos se atribuye probabilidad nula, de mode que pueden ser ig-
norados una vez que el c6digo haya sido construido.

Ejemplo 4-6. Consideremos la fuente S de 11 simbolos de la fig. 4-5. Se
desea formar una secuencia de fuentes reducidas antes de codificar la fuente
en un cédigo cuaternario (cédigo de cuatro simbolos). Si la dltima fuente de esta
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secuencia ha de tener cuatro simbolos, S deberd tener 4 + 3¢, siendo ¢ un ni-
mero entero. Puesto que 11 no es de la forma 4 + 3¢, afiadiremos dos falsos
simbolos, de modo que obtengamos un total de 13 simbolos. A continuacién,
reduciendo la fuente por grupos de cuatro simbolos, alcanzaremos una tltima
fuente de exactamente cuatro simbolos.

Fuente originai Fuentes reducidas
Simbolos Probabilidades St S S:

st 0.22 0.22 —0.23 0.40 -
82 0.15 0.15 0.22 0.23
$3 0.12 0.12 0.15 } 0.22
84 0.10 0.10 0.12 0.15
85 0.10 0.10 0.10
S5 0.08 0.08 0.10
87 0.06 0.07 0.08
Ss 0.05 0.06
S0 0.05 | 0.05.
S19 0.04 0.05
81t ) 0.03

Folsos {Siz 0.00

simbolos 813 0.00

FiG. 4-5. Una fuente y sus reducciones.

Habiendo formado las reducciones de la figura 4-5 se procederd
a sintetizar un cédigo compacto segiin el método expuesto en el apar-
tado 4-6. Se asignardn r palabras, de longitud unidad, a la ultima re-
ducida con objeto de constituir un c6digo compacto de esta fuente.
Se alarga después este cdédigo, exactamente como en el caso binario,
formando cédigos compactos de cada una de las fuentes precedentes.
Cada vez que se pasa de una fuente a la anterior se definen r nuevos
simbolos a partir de uno solo, alcanzando un aumento neto de r—1
simbolos. La demostracién de que partiendo de un cédigo compacto
se llega finalmente a un cddigo de la misma clase es andloga a la ex-
puesta en el apartado 4-7 (problema 4-2).

Ejemplo 4-7. Con el fin de mostrar la aplicacién prdctica del procedimiento
descrito anteriormente, la figura 4-6 representa la sintesis de un cédige compac-
to correspondiente a la fuente de la figura 4-5.
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Fuente original Fuentes reducidos

Simbolo Probabil{ded Palabra S S, S;
L] 0.22 2 0.22 2 ~0.23 1 0.40 0
32 0.15 3 0.15 3 0.22 2 0.23 1
32 0.12 00 0.12 00 0.15 3, 0.22 2
3 0.10 01 0.10 01 0.12 00 0.15-3
35 0.10 02 0.10 02 0.10 01
8s 0.08 03 0.08 03 0.10 02
37 0.06 11 0.07 10 0.08 03
3s 0.05 12 0.06 11
8y 0.05 i3 0.05 12
$10 0.04 100 0.05 13
LT} 0.03 101
812 0.00 102
813 0.00 103

Fi1G. 4-6. Cdédigo compacto cuaternario.

4-9. Rendimiento y redundancia de un cédigo.

El primer teorema de Shannon demostré la existencia de una uni-
dad comiin con la que puede medirse cualquier fuente de informacién.
El valor de un simbolo de una fuente S puede definirse en términos
del niumero equivalente de digitos binarios necesario para represen-
tarlo; el teorema establece que el valor medio de un simbolo de S
es H(S). De forma mds general, el valor medio de un simbolo de S,
en digitos r-arios, es H, (S).

Supongamos que L es la longitud media de un cédigo r-ario, uni-
voco, de la fuente S. L no puede ser inferior a H, (S). Segin esto, se
define v, rendimiento del cédigo, como

_ H.(S)
n=-—7 “4-28)
Igualmente, puede definirse la redundancia de un cédigo
Redundancia =1 —n
= L‘-'f' ) @-29)
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Ejemplo 4-8. Consideremos una fuente de memoria nula § = {s, S}, con
P(s;y = 3[4 y P(s)) = 1/ H(S) valdrd

H(S) = 1/41log 4 + 3/41log 4/3
= 0.811 bits

Un cédigo compacto de esta fuente puede ser el siguiente:

Cddigo
Si P(gi) compacto
5 3/4 0
S2 1/4 1

La longitud media del cédigo es 1 binit, de modo que el rendimiento tendrd
el valor

n = 0.311

Para mejorarlo se codificard $?, segunda extensién de S:

Codigo
oi P(oi) compacto
51351 9/16 0
8152 3/16 10
S281 3/16 110
S22 1/16 111

La longitud media de este c6digo es 27/16 binits. La entropfa de §?, 2H(S);
asi, pues,

_2x0811%x16
e 27

Codificando las extensiones de tercero y cuarto orden, se obtienen los ren-
dimientos

=095 y =091

Segiin se codifiquen extensiones de mayor orden, el rendimiento se acerca a
la unidad. En este ejemplo el crecimiento es bastante rdpido, encontrando ya
poca ventaja en ir mds alld de la segunda extensién. Tal comportamiento es
tipico de los cédigos de Huffman.
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Ejemplo 4-9. Se dispone de una fuente § de memoria nula, de 13 simbolos,
cuyas probabilidades se representan en la tabla 4-5. En ella se enumeran los
cédigos compactos (Huffman) correspondientes a alfabetos de 2 a 13 simbolos.

El ejemplo anterior mostré la mejora del rendimiento obtenida al
aumentar el orden de las extensiones codificadas., Es también intere-
sante estudiar la variaciéon del rendimiento en funcién de r, nlimero
de simbolos del alfabeto.

TABLA 4-5. CODIGOS COMPACTOS PARA ALFABETOS DIFERENTES

Cddigos compactos para r =

P(s)) si 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
1/4 55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
/4 s 1 1 1 1 1 1 1 1. 1 1 1 01
1/16 s 2 2 ° 2 2 2 2 4 2 2 20 200 1060
116 s 3 3 3 3 3 3 3 3 30 21 201 1001
1/16 s 4 4 4 4 4 4 4 4 31 22 202 1010
1/16 s 5 5 5 5 5 5 5 50 32 23 210 1011
1/16° s7 6 6 6 6 6 6 60 51 33 30 211 1100
1/16 ss 7 7 7 7 7 70 61 52 34 31 212 1101
1/16 s 8 8 8 8 80 71 62 53 40 32 220 1110
1/64 s 9 9 9 90 81 72 63 54 41 330 221 111100
1/64 su A A A0 91 82 73 64 550 42 331 2220 111101
1/64 sz B BO Al 92 83 74 65 551 43 332 2221 111110
1/64 si3 C Bl A2 93 84 75 66 552 44 333 2222 111111
Longitud

media L... 1 33/32 67/64 17/16 9/8 19/16 5/4 87/64 23/16 25/16 131/64 25/8

La entropia de la fuente de la tabla es de 3.125 bits por simbolo. Con este
dato y (4-28) se puede representar la variacién del rendimiento en funcién de r.

~
En la figura 4-7 se aprecia que el rendimiento tiende a crecer al disminuir .
Sin embargo, el crecimiento no es mondétono; nétese los valores que adopta
para r = 2 y r = 4, Las probabilidades de los simbolos tienen la forma 1/2* ¢
1/4%, donde « es un niumero entero. En estos casos, se sabe (apartado 4-2) que
existe un cédigo compacto de longitud media igual a la entropia.
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1.00
0.98
0.96
0.94
0.92
0.90
0.88
0.86-
0.84
0.82}-
0.80]

=

Rendimiento del cédigo )
1

L

2 3 6 8 10 12 14

Nymero de simbolos del cddigo

FIG. 4-7. Rendimiento del cédigo en funcién dél nimero de sus simbolos.

" NOTAS

Nota 1. La demostracién del primer teorema de Shannon realizada en este
capitulo se.aplica solamente a fuentes de Markov ergédicas, con un nimero fi-
nito de simbolos (es decir, de estados). Una demostracién mds elegante, vilida
para cualquier fuente ergédica, estacionaria, fue dada por McMillan (1953) en
. forma ligeramente diferente, llamada propiedad de equidistribucién asintética
. (AEP). En una fuente general S, sea

I(sy, S3, ..., S} = log ——
s 2 » gP(SI,SZyn-,Sn)

S tiene la propiedad de equidistribucién asintética si Ifsl, $2, ..., Sn)/n converge
en probabilidad con H(S). La importancia de esta propiedad reside en el hecho
de que una fuente que la posee emite secuencias largas que pueden dividirse en
dos clases:

1. Una clase tal que cada secuencia presenta una probabilidad aproximada-
mente igual a 2—nH®),

2. Una clase integrada por las secuencias que se presentan en raras ocasiones.

Thomasian (1960) demostré la propiedad de equidistribucién asintdtica por
un método basado simplemente en la teorfa combinatoria, Pérez (1959) la ge-
neraliz6 a fuentes mds complejas.

Nota 2. En el apartado 4-6 se vi6 un, ejemplo en que dos cédigos binarios
diferentes (de palabras de diferentes longitudes) podian ser cédigos compactos
de la misma fuente. Golomb ha estudiado las condiciones en que este fenéme-
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no puede presentarse y el nimero de cédigos compactos diferentes que admite
una fuente dada, )

La construccién de un cédigo puede determinarse mediante un 4drbol de
cédigos (Fano, 1961). Consideremos, por ejemplo, el cédigo y el drbol asocia-
do siguientes

01

V]
?uo 00 Ol 10

1110
1111 10

1110 il

El nimero de cé6digos diferentes correspondientes a una fuente de g sim-
bolos puede cifrarse con ayuda de drboles,
Para g = 2 existe solamente un drbol, que corresponde a las longitudes

=2
lz=1
Para ¢ = 3 de nuevo no existe mds que un solo drbol, de longitudes

Lh=1
, 1y=2
13=2

Para ¢ = 4 existen dos posibilidades 7

I =1

=2 =2
Is=3 la=2
=3 : ly=2

=2

106



En el caso de ¢ = 5 el nimero de drboles posibles es de tres

l3=3
14=4
is=4

Para ¢ = 6 y 7 los drboles posibles son cinco y nueve, respectivamente.
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11=2
Iy =
13=2
1(=3
15=3

L1=1
I2=2
1;=3
=3
Is=3

Golomb establecié también las condiciones que deben cumplir las probabi-
lidades de los simbolos para que exista mds de un cédigo compacto. En el caso
de g = 4, por ejemplo, serd necesario que P; = P3 + P4, Un andlisis mds deta-

llado exige, para la existencia de dos cédigos compactos, que 1/3 = P, =< 2/5,

Nota 3. El problema de la codificaciéon de fuentes de informacién se ha
tratado admitiendo que la duracién (u otro criterio de coste) de cada simbolo
"es la misma. Si no ocurre asi, algunas de las conclusiones del capitulo 4 deben

modificarse. Supéngase el alfabeto
X={x, x .., 2}

vy sea f; la duracidn del cddigo x:. Entonces, si N(T) es el nimero de secuencias

de duraciéon T,

NT)y=NT—t)+ NT—t)+ ... + N(T— ;)

Resuelta esta ecuacién, se comprueba que para valores grandes de T, N(T)
crece con ARoT, donde A es una constante y Ro la mayor de las raices reales

de la ecuacién

El numero asintético de binits por unidad de tiempo es

caracteristica

zh+zh+ ... +2zh—1=0

log N(T)
m ——=

T-»0C

T

Ro

resultado que puede emplearse para modificar la expresién del primer teorema

de Shannon.

Karp (1961) traté el problema de codificacién del mismo alfabeto en tiempo
finito (equivalente a la codificacién de Huffman).
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PROBLEMAS

4-1. Demostrar la aplicacién de la ecuacién (4-22) a las fuentes de Markov
de orden m.

4-2. Demostrar que, partiendo de un cédigo compacto r-ario y pasando de
una fuente reducida a otra, como se describié en el apartado 4-8, se genera
un nuevo cdédigo compacto r-ario.

4-3. Una secuencia de simbolos de S se codifica en un alfabeto X = {x,
X2 ..., xr}, seglin el método de Huffman. El resultado puede considerarse una
nueva fuente de informacién de alfabeto X. Demostrar que la probabilidad de
los simbolos x: de la nueva fuente tiende a 1/r al crecer n.

4-4, Una fuente binaria de memoria nula tiene las probabilidades P(0) = 0.1
y P(1) = 0.9.

a) Calcular H(S).

b) <Calcular L, longitud media de las palabras de un c¢ddigo compacto de S,
cuando X = {0, 1}.

¢) Calcular La/n para n =2, 3, 4 y n-—> X al codificar S* en un cédigo,
siempre con X = {0, 1}.

d) Calcular el rendimiento de los cuatro digitos.

4-5. En el problema anterior se codificaron S, $?, $* y §* en X. Estos c6-
digos dan lugar a secuencias de ceros y unos, que pueden imaginarse como
emitidas por una nueva fuente, So, tal como se muestra en la figura P 4-5. Calcu-
lar H(Sp) para n =1, 2, 3, 4.

i

t P IE 7 7500

|

i

i

FiGg. P 4-5

4-6. Dada la tabla
S ..., £ $2 53 4 J $5 S6 st
Pis) .. ... 13 | 3| we | ws | w2z | 27| 127

a) Calcular H(S) y Hi(S).

b) Encontrar cédigos compactos de H(S) cuando X = {0, 1} y X =10,
1, 24,

c¢) Calcular el valor de L en ambos casos.
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4.7. Dada la tabla

S e 51 | S2 $3 ' N ] S5 s6 | s7 ’ S3

Ps) - ... 04 | 02| o1 ’ 01| 005 | 005 0.05{ 0.05

a) Encontrar un cédigo compacto de la fuente con X = {0, 1, 2}.

b) A esa fuente y ese alfabeto corresponde mds de un cédigo compacio
(es decir, formados por palabras de longitudes diferentes). Enumerar todos los
conjuntos de longitudes que pueden encontrarse.

4-8. En el problema 2-14, sea ¢ = 1/2. Existe un cédigo binario correspon-
diente a S, con L = H(S). Calcular el valor de L’, longitud media del cdédigo
compacto correspondiente a §’. ’

4-9, La fuente S consta de nueve simbolos, cada uno de probabilidad 1/9.
a) Encontrar un cédigo compacto de alfabeto X = {0, 1}.

b) Lo mismo con un alfabeto X = }0, 1, 2{.

¢) Idem con el alfabeto X = {0, 1, 2, 3}.

4-10. Una fuente S tiene seis simbolos de probabilidades respectivas
Py a Ps. Suponiendo que lJas probabilidades estin ordenadas en la forma
Pi>Py> .. = P;, encontrar un c¢6digo compacto de esta fuente de alfabeto
X =140, 1, 2, 3}. Definir unos conjuntos de longitudes de las palabras de tal
cédigo cuando P = 1/64.

4-11. Encontrar todos los cddigos binarios compactos posibles de la fuente
de la tabla siguiente

Se considerardn cédigos «diferentes» solamente aquéllos que estin formados
por palabras de longitudes i distintas.

4-12. a) Encontrar los cinco drboles diferentes que corresponden a
q =6 en la Nota 2. i
b) Encontrar los nueve drboles correspondientes a g = 7.

4-13. Este problema constituye una generalizacién de la Nota 2. Encontrar
todos los drboles diferentes correspondientes a cdédigos compactos {rinarios con
gq=345°6,7 8,09.
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CAPITULO 5

CANALES E INFORMACION MUTUA

5-1. Introduccion.

Los cuatro primeros capitulos trataron de las propiedades de las
fuentes de informacién y las transformaciones de secuencias de sim-
bolos de una fuente en secuencias de simbolos de un cédigo. Es po-
sible establecer una relacién entre nuestra medida de la informacién
y las propiedades de las fuentes. En particular, se demostré que la
entropia de una fuente (expresada en unidades adecuadas) definia el
valor minimo del nimero medio de simbolos necesarios para codificar
cada simbolo de la fuente. Este minimo permitié definir en el apar-
tado (4-9) el rendimiento y la redundancia de un cddigo. Realmente,
repasando los capitulos anteriores, se pone en evidencia que la casi to-
talidad de la primera parte del libro se dedicé a sentar las bases para
la definicién de rendimiento vy redundancia, asi como a la sintesis de
cédigos con la menor redundancia posible.

Debido a la preocupacién en la minimizacién de redundancia mos-
trada hasta aqui, el lector se sorprenderd al apercibir que los capitu-
los 5 y 6 principalmente estudian diversos procedimientos para volver
a introducir redundancia en los cddigos. No en todos los casos el co-
digo mds apropiado es el que contiene poca o ninguna redundancia. En
este capitulo nuestra atencion se desviara de las fuentes de informa-
cién, orientdndose hacia los canales de informacidén, esto es, de la ge-
neracion de informacidén a su transmision. /

La introduccién del concepto de canal de informacién nos lleva in-
mediatamente a considerar la posibilidad de cometer errores durante
el proceso de transmision. Estudiaremos el efecto de tales errores sobre
la transmisién misma, lo que conduce a considerar también la posibili-
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dad de codificar tendiendo a minimizar este efecto. El lector no deberd
sorprenderse al comprobar que nuestra definicion de medida de infor-
macién sirve asimismo para analizar este tipo de codificacién, ademds
del ya considerado. Realmente, a pesar del considerable progreso he-
cho hasta aqui, la conclusién fundamental de la teoria de la informa-
cién y la aplicacién m4s decisiva del concepto de entropia no se han
encontrado todavia. Este resultado, el segundo teorema de Shannon,
utilizard el concepto de entropfa para definir la manera en que un
canal no confiable puede transmitir informacién confiable.

5-2. Canales de informacién.

El resto del libro versa principalmente sobre los canales de infor-
macioén.

Definicion. Un canal de informacion * viene determinado
por un alfabeto de entrada A ={a}, i=1, 2, ..., 7; un
alfabeto de salida B ={b;}, 7 =1, 2, ..., s; y un conjun-
to de probabilidades condicionales P (b;/a;). P (b;/a;} es la
probabilidad de recibir a la salida el simbolo b; cuando
se envia el simbolo de entrada a:

Un canal de gran importancia tedrica es el binario simétrico
(BSC) **.

La figura 5-2 representa el diagrama del BSC, Como es habitual,
P = 1—p. Este canal posee dos simbolos de entrada (@, =0, @, = 1)

o1 171W , 5
: Qe o0
az bl P
A{ o Pjla;) }——> - B
. . ?
ap . bl le ey —e]
P b
Fic. 5-1. Canal de informacion. Fi1G. 5-2. Canal binario si-

métrico (BSC).

® El canal definido en esta forma se denomina, en algunas ocasiones, canal
de informacién de memoria nula. Es posible establecer una definicién mds ge-
neral, donde la probabilidad de una salida dada y: puede depender de varios
simbolos precedentes e incluso de los simbolos de salida. Tales canales se reco-
nocen como canales con memoria.

** N. del T.: BSC, del inglés, binary symmetric channel.
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'y dos de salida (b, =0, b, = 1). Es simétrico por ser iguales las proba-
bilidades de recibir un 0 al enviar un 1 y viceversa; esta probabilidad,
probabilidad de que tenga lugar un error es p.

La descripcién del canal se hace de forma mds conveniente dis-
poniendo las probabilidades condicionales como en la figura 5-3.

Salidas
by b P b,
ar | P(bi/a)) P(bs/ar) - - - P(bs/ay)
Entradas Q2 P(bl/az) P(bz/az) st P(b.!/a2)
ar | P(bi/as) P(bz/ar) - - - P(b,/a))

F1G6. 5-3. Descripcién de un canal de informacién.

Cada fila corresponde a una entrada determinada siendo sus tér-
minos las probabilidades de obtener a la salida las diferentes b; para
una entrada fija. Esta descripcién de canal de informacién se manejara
con tanta frecuencia en el futuro que es interesante emplear una no-
tacién mds reducida. Asi, pues, se define |

P; = P (b;/a) 5-1)

Con lo que la figura 5-3 se transforma en la matriz P

Py Py P,
p=| Pu P2 .. st (5-2)
Prl Pr2 Prs

Un canal de informacion estd completamente definido por su matriz.
Por lo tanto, usaremos indistintamiente P para representar un canal
0 su matriz. )

Cada fila de la matriz corresponde a una entrada del canal y cada
columna a una salida. Hay que destacar una propiedad fundamental
de la matriz de un canal; la suma de los términos de una fila cual-
quiera es igual a la unidad *. Se deduce teniendo en cuenta que si se

* Estas matrices reciben el nombre de matrices estocdsticas o de Markov.
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envia un simbolo de entrada a;, debe obtenerse algun simbolo a la
salida. Esta condicién puede expresarse como sigue

Npr,=1 i=12.,r (5-3)
i=1
La matriz del canal BSC es
[ pop (5-4)
v p
De la misma forma en que se procedié en el caso de las fuentes
de informacién, pueden considerarse bloques de n simbolos de entra-

da y salida, en lugar de simbolos aislados. Asi, la extensién de orden
n de un canal se define como sigue.

Definicion. Consideremos un canal de informacion, de al-

fabeto de entrada A ={a}, i =1, 2, ..., r, alfabeto de
salida B={b;},7=1, 2, ..., s; y matriz
Py, P, ... Py,
Py Py P,
P = o
Prl Pr'_’, Prs

La extension de orden n del canal tiene un alfabeto de
entrada A"={w}, 1=1, 2, ..., r"; alfabeto de salida
B ={p;},7=1, 2, ..., s"; y matriz

7 ”11 Hw Ijyn i
I = I I?I 1 Izz v Ign
Uy 10, I n4n

Cada una de las entradas «; consiste en una secuencia de
n simbolos elementales de entrada (ai, @, ..., @) y cada
salida B; en una secuencia de n simbolos de salida
(Bny bjs, ..., bj). La probabilidad IT; = P (g;/a) es igual
al producto de las probabilidades elementales correspon-
dientes.

La extensién de un canal de informacién, como en el caso en que
se definié la extensién de una fuente, no constituye un concepto nue-
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vo, sino solamente una nueva forma de un concepto antiguo. La ex-
tensién de orden n de un canal se obtiene meramente considerando
bloques de simbolos de longitud n. !

Ejemplo 5-1. La segunda extensién del BSC es un canal con cuatro sim-
bolos de entrada y cuatro de salida. Su matriz estd representada en la fig. 5-4.

»* pp pp P!
pp P* p* PP
pp p* p* Pp
p* pp pp P*

In=

Fic. 5-4. Matriz del canal (BSC)R.

Puede apreciarse que la matriz del (BSC) se expresa como una
matriz de matrices. Sea P, igual que antes, la matriz del canal BSC.
Entonces, la matriz del (BSC)* puede escribirse en la forma

_ [P pP
n_[pP ﬁp]

Esta matriz se conoce como cuadrado de Kronecker (Bellman, 1960)
(0 cuadrado tensorial) de la matriz P. En un caso mdis general, la
matriz de la extensién de orden n de un canal es la potencia enésima
de Kronecker de la matriz del canal original.

En la primera parte del libro, se utiliz el concepto de medida de
informacién para medir la cantidad media de informacién suministrada
por una fuente. La funciéon de un canal de informacién, sin embargo,
no es generar informacidn sino transmitirla de la entrada a la salida.
Es de esperar, por lo tanto, que nuestra definiciéon de medida de infor-
macién permita evaluar la habilidad de un canal para transportar in-
formacién. Este serd el caso; a continuacién se procedera a definir
la cantidad de informacién que un canal puede transmitir.

5-3. Relaciones entre las probabilidades de un canal.

Consideremos un canal de r simbolos de entrada y s de salida. Lo
definiremos por su matriz P:

P]l Pl2 “ee Pll
P, P, ... P,

L - (5-5)
P, P, P, |
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-Los simbolos de entrada se eligen de acuerdo con sus probabilida-
des P (a), P(ay), ..., P(a,). Los simbolos de salida aparecerin de acuer-
do con otro conjunto de probabilidades: P (b)), P(by), ..., P(b,). La
relacidn entre las probabilidades de los diferentes simbolos de entrada
y de salida puede deducirse con facilidad. Por ejemplo, €l simbolo b,
puede recibirse en r casos distintos. Enviado a, se presentard b, con
una probabilidad Py ; si se envia a, se recibird b, con ura probabili-
dad P, etc. En consecuencia, escribiremos

P (@) Py + P(@) Py + ... + P(a) P, = P(b) (5-6a)
P(@) Py + P(@) Py + ... + P(a) P = P (b)) (5-6b)
P(@)Py+P(@) Py + ... + P(@)P.=P(b) (5-6¢)

Las ecuaciones (5-6) constituyen la expresién de la probabilidad de
los distintos simbolos de salida, conocidas las probabilidades de en-
trada P(a) y la matriz del canal, es decir la matriz de las probabili-
dades condicionales P (b;/a)). En el resto del capitulo supondremos co-
nocidos P(a;) y P(b;/a;), de modo que P (b;} podra calcularse a partir
de (5-6). Hay que notar, sin embargo, que dadas las probabilidades de
salida P (b)) y P (b;/a) no puede calcularse P (@) invirtiendo el sistema
de ecuaciones lineales (5-6).

Por ejemplo, en un BSC con p = }/2, cualquier conjunto de proba-
bilidades de entrada dard lugar a unos simbolos de salida equiproba-
bles. En general, existirin muchas distribuciones de entrada que de-
terminardn la misma distribucién de salida. Dada una distribucién de
entrada, por otra parte, con ayuda de (5-6) puede determinarse siem-
pre una distribucién de salida dnica.

Ademais de P (b;), existen otros dos conjuntos de probabilidades re-
lativas a un canal que pueden calcularse a partir de P(a) y P (bj/a).
Segin la ley de Bayes, la probabilidad condicional de una entrada a,
cuando se recibe una salida b;, viene dada por la férmula

P (bila) P (@)

P (a/b) = P(b) (5-7a)

que, teniendo en cuenta (5-6), se transforma en
P (a/b) = ,P il P@) (5-7b)

Z_ P (b;/a) P (a:)
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Las probabilidades P (a;/b;) se denominan en algunas ocasiones pro-
babilidades hacia atrds, para distinguirlas de las probabilidades hacia
adelante P (b;/a;).

El numerador del segundo miembro de (5-7) es la probabilidad del
suceso (&, b;)

\
P(a;, b) = P(bj/u) P(a) (5-8a)
que puede también escribirse en la forma
P(a, b;) = P(alb) P (b) (5-8b)

Ejemplo 5-2. Expondremos el cdlculo de las probabilidades asociadas a un
canal de informacién. Consideremos un canal binario; es decir, A= {0, 1} y
B = %0, 1{. Los valores de P(bi/a;) estdn definidos por la matriz del canal

2/3 1/3
“ 110 910
Las filas y columnas de esta matriz se relacionan con los simbolos de en- -

trada y salida en orden natural. Por lo tanto, Pz{b="10/a=0}=2/3,
szb = 1/a = 0} = 1/3, etc. Supongamos, finalmente, que Pz {a =0} =3/4 y

P:{a =1} = 1/4. Todas estas informaciones se resumen en la figura’ 5-5.
3 2
% 00/——-——3—‘-“-——-»00
FiG. 5-5. Canal de infor-
macién con ruidos.
1
.4

La ecuacién (5-6) permite calcular las probabilidades de los simbolos de
salida
Pr{b =0} = (3/4) (2/3) + (1/4) (1/10) = 21/40 (5-94a)
Pri{b =1} = (3/49) (1/3) + (1/4) (5/10) = 19/40 (5-9D)
Vemos que Pr{b =0} +Pr{b=1} =1, lo que sirve de comprobacién,
A partir de la ecuacién (5-7) se calculan las probabilidades condicionales de
entrada

(3/4)(213)
=0b=0y=——— " =120 -10
Pr{a / 4 @10 /21 (5-10a)
G4 Q/3) '
P = =1\= —— =10/19 5-105
r{a =@ ! 19740, / ( )
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Las otras probabilidadeé hacia atrds se calculan por el mismo procedimien-
to. Un método mds simple, sin embargo, consiste en hacer uso del hecho de
que Pr{a=0/b=0} +Pr{a=1b=0}=1

yPr{a=0/b=1}+Pr{a=1/b =1} = 1. Segin esto,
Pr{a=1/b = 0} =1/21 (5-10¢)
Pria=3/b=1}=9/19 (5-10d)
Las probabilidades de varios sucesos simultdneos se deduce a partir de
(5-8). Nos limitaremos a calcular una de ellas:
‘Pr{a=0, b=0}=Pr{a=0/b=0}Pr{b=10}
= (20/21) (21/40)
=1/2 (5-11)

5-4; Entropias a priori y a posteriori.

Los diferentes simbolos de salida de un canal se presentan de
acuerdo con un conjunto de probabilidades P (b;). Hay que notar que
la probabilidad de que se presente un simbolo de salida determinado,
p. e, by, es igual a P (b;) solamente. si se desconoce el simbolo de en-
trada enviado. En caso contrario, si el simbolo de entrada es a, la
probabilidad de que el simbolo de salida sea b; es P (b;/a). De la mis-
ma forma, recordaremos que la eleccién del simbolo de entrada a;, se
efectia con una probabilidad P (a;). Sin embargo, si el simbolo de sali-
da es b;, la probabilidad de que el simbolo de entrada correspondiente
sea a; es P (ai/b;) [(5-7)]. Centraremos nuestra atencién en el cambio que
sufre el valor de la probabilidad de los distintos simbolos de entrada
por el hecho de recibir a la salida el simbolo b;.

Denominaremos P (a;) la probabilidad a priori de los simbolos de
entrada, es decir antes de recibir un simbolo de salida determinado.
P (a:/b;) recibird el nombre de probabilidad a posteriori, probabilidad
despues de la recepcién de b;. Segiin se explicé en el apartado 2-2 puede
calcularse la entropia del conjunto de los simbolos de entrada teniendo
en cuenta ambas probabilidades. La entropia a priori de A es*

1
H(A)= 2 P (@)log— @ (5-12)
y la entropia a posteriori de A, recibido b,
1 .
H(Alb) = gz’(a/b» o8 5275y (5-13)

* En el resto del libro omitiremos los subindices de a; y b; al escribir
sumas de términos extendidos a todos los simbolos de los alfabetos A y B.
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La interpretacién de estas dos relaciones puede hacerse basindose
en el primer teorema de Shannon. H (A) es el nmimero medio de binits
necesarios para representar un simbolo de una fuente con una probabi-
lidad a priori P(a); i =1, 2, ..., r; H(A/b;) representa el nimero me-
dio de binits necesarios para representar un simbolo de una fuente con
una probabilidad a posteriori P(a/b), i=1, 2, ..., .

Ejemplo 5-3. La figura 5-6 es repeticion de la del ejemplo 3-2. La entropia
a priori de los simbolos de entrada tiene el valor

H(A) = 3/4 log 4/3 + 1/4log 4 = 0.811 bit (5-14)

win

0

FiG. 5-6. Canal de infor-
macién con ruidos.

1 S
7 1°

o
poo

Recibido el simbolo 0 a la salida del canal, las probabilidades a posteriori
vienen dadas por (5-10a) y (5<10b). La entropia a posteriori serd

H(A/0) = 20/21 log 21/20 + 1/21 log 21 = 0.276 bit (5-15)

Por e] contrario, recibido el simbolo 1, la entropia a posteriori tiene el
valor

H(A/1) = 9/19 1og 19/9 + 10/19 log 19/10 = 0.998 bit (5-16)

Asi pues, al recibir un 0, la entropia, incertidumbre sobre la entrada en-
viada, disminuye, aumentando al recibir un 1.

5-5. Generalizacién del primer teorema de Shannon.

Segin el primer teorema de Shannon, la entropia de un alfabeto
se interpreta como el mimero medio de binits necesarios para repre-
sentar un simbolo de ese alfabeto. Apliquemos esta interpretacién al
concepto de entropfa a priori y a posteriori (figura 5-7).

@;——»!  Canal &5 Fic. 5-7. Canal de informacién.
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Antes de recibir un simbolo a Ia salida de un canal, se asocian las
probabilidades a priori P(a;) con el alfabeto de entrada A. H(A) es
el nimero medio de binits necesarios para representar un simbolo de
este alfabeto. Recibido un simbolo, por ejemplo b;, se asocian al alfa-
beto de entrada las probabilidades a posteriori P(ai/b;). H (A/b;) es el
ntimero medio de binits necesarios para representar un simbolo de ese
alfabeto a partir de las probabilidades a posteriori. Puesto que los sim-
bolos se presentan a la salida con probabilidades P (b;), es de esperar
que e] numero medio de binits necesarios (valor medio extendido tam-
bién a b;} para representar un simbolo de entrada a;, dado un simbolo
de salida determinado, sea igual a la entropia media a posteriori

Y P(b)H (A/b) (5-17)

Este resultado es, de hecho, cierto. Sin embargo no se deduce di-
rectamente del primer teorema de Shannon. El teorema trata unica-
mente de la codificacidon de fuentes de comportamiento estadistico fijo
y definido, y no de fuentes cuyo comportamiento estadistico variable
se define después de la recepcién de cada simbolo de salida. Genera-
lizaremos el teorema de Shannon de forma que cubra también este
caso.

La cuestién que se plantea con este objeto es idéntica a la que se
planteé al deducir el primer teorema de Shannon, es decir: «;Cuil es
el procedimiento mds eficaz para codificar una fuente?» (En este caso,
la fuente es A). En esta ocasién, sin embargo, la estadistica de la fuente
a codificar varia de un simbolo a otro. Su comportamiento estadistico
vendra definido por cada simbolo de salida del canal, b, Puesto que
a un conjunto de probabilidades corresponde un cédigo compacto que,
en general, no lo serd para cualquier otro conjunto, aprovecharemos
el conocimiento de b; para formar s cddigos binarios *, uno para uno
de los b, simbolos posibles. Cuando el simbolo de salida del canal
es b;, se utiliza el cdédigr binario j-imo para codificar el simbolo g,
transmitido. Supongamos que las longitudes de las palabras de los s
cddigos son las de la tabla 5-1.

* No es necesario que sean binarios, pero admitiéndolo se simplifica el
desarrollo subsiguiente. :

120



Scaned and edited By YORCH®

CANALES E INFORMACION MUTUA

TABLA 5-1, LONGITUDES DE LAS PALABRAS DE s CODIGOS

Simbolo Cdodigo Codigo Cddigo
de entrada 1 2 ... s

a ln b ... ls
as I I e lza

ar lrl le2 e lrs

Si los cédigos han de ser instantdneos, se aplicard a cada cddigo
la primera parte del teorema de Shannon (4-7), obteniendo

H(A/b)< Y P(afb)ly2 L, (5-18)

Donde L; es la longitud media del c4digo j. Para calcular L; deben
utilizarse las probabilidades condicionales P (ai/b;), en lugar de las
marginales P(a), ya que el cédigo j-imo se aplica dnicamente al recibir
el simbolo b;. El niimero medio de binits correspondiente a cada tér-
mino del alfabeto A al codificar de esta forma, se obtiene hallando la
media con respecto a todos los simbolos b;. Multiplicando la ecuacién
(5-18) por P (b;) y calculando la suma extendida a B, se encuentra

Y. H(AIb)P(b)=< ), P(a b)l;2L (5-19)
B A8

donde L es el nimero medio de binits por simbolo del alfabeto A,
valor medio respecto a los simbolos de entrada y salida. Es interesante
destacar la semejanza entre las ecuaciones (5-19) y (4-7).

Con objeto de demostrar que puede alcanzarse el valor limite im-
puesto por la relacién (5-19), describiremos un procedimiento adecua-
do de codificacién. Si la salida del canal es b;, seleccionaremos [;, lon-
gitud de la palabra de entrada a&; correspondiente, como el tinico nu-
mero entero que satisface la ecuacién

1

1
o8 Faby =" =<1% Fampy ! (5-20)

Las longitudes definidas de esta guisa cumplen la inecuacién de
Kraft para cualquier valor de j*. Las diferentes /;, por lo tanto, definen

* La demostracién es semejante a la del primer teorema de Shannon (apar-
tado 4-3). :
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s conjuntos de longitudes aptas para s cédigos instantineos. Multipli-
cando a continuacién (5-20) por P (a;, b;) = P (ai/b;) P (b;)

P (b;) P (aby) IOg'ﬁi‘/‘b_—)‘éliiP (@, b))

<PGIP @B 0 + P b) (52D

y sumando esta ecuacién extendida a todos los miembros de los alfa-
betos A y B:

Y PBYHALY=L <) P(BYHAMb) + 1 (5-22)
B B

Esta ecuacién es valida para cualguier canal del tipo considerado.
En particular 1o es para la extensién de orden n del canal original,

Y POHA P <L <Y PE)HAY) + 1 (5-23)
B™ B%
dondp L, es la longitud media de palabras de un simbolo de A*, o, lo

que es equivalente, la longitud media de las palabras de n simbolos
de A. Las entropias a posteriori H (A"/g) de la ecuacién (5-23) son
iguales a n H (A/D), por lo que la ecuacién puede transformarse en

Loy poyramy+—— | G20
n = n

Y PH(Ab) =

que constituye la generalizacién del primer teorema de Shannon. Hay
que destacar la semejanza de (5-24) y (4-15a). Aumentando », puede
hacerse [,/n tan préximo a

Y. P(b)H (Alb) (5-25)
B

como se desee. L,/n es el nimero medio de binits necesarios para
codificar un simbolo del alfabeto A, dado el simbolo del alfabeto B,
correspondiente. :

En la ecuacién (5-24) L./n estd expresado en binits y H (A/b;) en
bits; la generalizacién al caso en que L, venga medida en simbolos
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r-arios y H(A/b;) en unidades de informacién r-arias es sumamente
sencilla. ’

Hasta aqui no se ha intentado simplificar
Y P (b)H (A/b)
B )

con objeto de resaltar el hecho de que se trata del valor medio de
las entropias a posteriori. Definamos, ahora

H(A/By= Y. P(b)H (A/b)
B
— 1
= ; P (b) ; P (afb)log —5

1
= P (a, b)log ———— 5-26
AZ} (@ B)log— (5-26)
H (A/B) recibe el nombre de equivocacién de A con respecto a B, o
equivocacién del canal. La ecuacién (5-24) puede expresarse en fun-
cién de la equivocacién, en la forma siguiente

L. 5-27
lim —%— = H (A/B) (>-27)

100

Se ha insistido tanto en destacar la semejanza entre la demostra-
cién de la relacién (5-24) y la del primer teorema de Shannon que el
lector puede muy bien no haber apreciado una diferencia fundamental.
Los sucesivos simbolos de entrada a; (o bloques de ellos) se codifican
empleando cédigos distintos para cada simbolo de salida (o bloques de
simbolos) b;. Atlin cuando cada uno de los cddigos es univoco, no es
en general cierto que una secuencia de palabras cédigo de una secuen-
cia determinada de cédigos univocos sea también univocamente deco-
dificable. No es suficiente, por lo tanto, seleccionar un conjunto de
cddigos univocos cuyas palabras tengan longitudes que satisfagan la
relacién (5-20); los cdédigos deberdan ser imstantdneos. En suma, la
ecuacién (5-24) se aplica solamente a cddigos instantineos, mientras
que el primer teorema de Shannon se hace indistintamente a cualquier
cédigo univoco, instantdneo o no.
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5-6. Informacién mutua.

Consideremos nuevamente un canal de informacién con r entra-
das y s salidas (figura 5-8).

ay |
az bz

A ——l P(b;l0;)  [——t— B
ar b,

FiG. 5-8. Canal de informacidn.

Seleccionando las entradas de acuerdo con las probabilidades P (ay),

1=1, 2, ..., r, la entropia del alfabeto de entrada serd
1
HA)= P(a)lo 5-28
(A4) Z @log 5 (5-28)

Conocidas las probabilidades de entrada y las probabilidades hacia
adelante P (b;/a;), pueden calcularse (apartado 5-3) las probabilidades
hacia atrds P (a;/b,), las probabilidades afines P (a;, b;} y, finalmente,
la equivocacién

1
H(A/B) = AZB P (a,b) log—P—(a—/l—))—-

(5-29)
Seglin el primer teorema de Shannon la determinacién de un sim-
bolo de entrada g; exige una media de H (A) binits. De acuerdo con la
generalizacién del apartado 5-5, serd solamente necesaria una media de
H (A/B) binits para definirlo, si se puede conocer el simbolo de salida
producido por esa entrada. Es normal decir, en consecuencia, que,
como media, la observacion de un simbolo de salida proporciona
[H(AY— H (A/B)] bits de informacién. Esta diferencia se denomina
informacion mutua (de A y B), o informacién mutua del canal. Se
escribe '

I(A ; By=H(A)—H(A/B) (5-30)
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La informacién mutua puede expresarse de diferentes maneras,

I(A ; By= H(A)—H (A/B)

1 1
= — ¥ P(a b)log——
AX P(@)log & AZB (@ b)log B

_ 1 1
=Y P (@ b)log 5 — N P (@ b)log 5o

B 4B

[

= Y P b)log 2D (5-31a)

B P(a)

B

0, puesto que
P (a, b)) = P (a/b)) P (by)

P(a, b)

F@P G (>-318)

I(A; By= ) P(a,b)log
A,B
La informacién mutua de la extensién de orden » de un canal se
calcula a partir de la relacién (5-3la). Si los simbolos de A™ se eligen
de acuerdo con P(w) = P(ay) P(ay) ... P(a,), la informacién mutua
de la extensién de orden n es precisamente n veces la informacién
mutua del canal original (problema 5-4):

I(A"; By =nI(A; B) (5-32y

5-7. Propiedades de la informacién mutua.

Se ha demostrado que la informacién mutua es el nimero medio,
de binits necesarios para determinar un simbolo de entrada antes de
conocer el simbolo de salida correspondiente, menos el nimero medio
de binits necesarios para especificar un simbolo de entrada después
de conocer el simbolo de salida. Es decir,

I(A; By=H(A)—H(A/B) (5-33)

Seglin esta interpretaciéon se plantea inmediatamente la cuestién
del signo de la informacién mutua. En el apartado 5-4-se indicé que
H(A)— H(A[b,) puede tener un signo negativo; la entropfa del al-
fabeto de entrada puede ser mayor cuando esté determinado el simbolo
de salida b;. Sin embargo, la informacién mutua es el valor medio de
 H(A)—H (A/b) (extendido a todos los simbolos de salida). (Puede
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ser negativo? Para aclarar esta pregunta se escribird (5-31b) de otra
forma:

1(A; B) = AZB P(a b)log—l%%%)— (5-31b)
Haciendo uso de la desigualdad (2-8a4) encontramos
I1(A; By=0 (5-39)
que serd una igualdad cuando
P (a;, b;) = P (a;)} P (b)) para cualquier ¢, § (5-35)

" Esta conclusién es terminante. Dice que la informacién media re-
cibida por un canal ha de ser siempre positiva. No se pierde en abso-
luto informacién por el hecho de observar la salida del canal. Ademds
la condicidn para que la informacion mutua sea nula es que los -sim-
bolos de entrada y salida sea estadisticamente independientes (5-35).

De la relacién (5-31b) puede deducirse otra importante propiedad
de la informacién mutua. Esta ecuacién, que puede interpretarse como
definicién de I(A; B), es simétrica respecto a las variables a; y b;
Sustituyendo la entrada por la salida y viceversa, I(A; B) no se al-
tera. Por lo tanto, podrd escribirse

I(A; By=1(B; A) (5-36)

relacién que pone de relieve la reciprocidad de la informacidn mutua.
Llevando mds lejos este argumento, puede escribirse la ecuacién (5-33)
en la forma

I(A; B) = H(B)— H (BJA) (5-37)
donde
1
H(B) = ; P®)log 55 (5-38)
y
_ 1
H(BJA) = AZB P(a, b)log i -39

Cantidad que se denomina equivocacién de B con respecto a A.
Ademds de las entropias H (A) y H (B), puede definirse la entropia
afin, que mide la incertidumbre dél suceso simultdneo (a;, b;). La pro-

126



Scaned and edited By YORCH®

CANALES E INFORMACION MUTUA

babilidad de este suceso es P(a, b;), de modo que la entropia afin
valdrd

H(A,By= Y. P(ab) 1og—P—(§-—b)— (5-40)

A,B

La relacién entre H (A,B) y H(A) y H(B) se deduce facilmente

3 P(a) P (b) 1
H(A,B)= g P(a, b)logw + A% P (a, bylog P(a) P (b)

=—I(A; B P(ab
4iB)+ ) P@b)log 55

1
+ AZB P (4, b) log 7= B

=—I(A;B) + P(a)log—j—)%-}- ) p(b)log_ﬁ%b_)_
=H{A)+ HB)—I(A; B) (5-41)

La entropx’a afin de A y B, H(A, B) es, como es légico, simétrica
respecto a A 'y B.

El diagrama de la figura 5-9 representa, en forma ficil de recordar,
las diferentes relaciones deducidas hasta aqui.

HAyD)

~

BA H®)

F1G. 5-9. Relaciones entre las diferentes magnitudes de un canal.

El circulo de la izquierda representa la entropia de A, y la de B
el de la derecha, La zona comiin corresponde a la informacién mutua,
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mientras que el resto de H (A) y H (B) representa las equivocaciones
‘respectivas
H(A/By=H(A)—I(A; B) (5-42)

H(B/A) = H (By—I(A; B) (5-43)

La entropia afin H (A, B) es la suma de H (A) y H(B), con la sal-
vedad de que la zona comiun se ha incluido por partida doble, de
modo que

H(A,By=HA)+ HB)—I(A; B) (5-44)
También
H (A, B)= H(A) + H (B/A) (5-45a)
y
H (A, By= H (B) + H(A/B) (5-45D)

Todas estas ecuaciones se deducen directamente a partir de (5-42),
(5-43) y (5-44), o bien analizando la figura 5-9. Pueden interpretarse en
el sentido de que la incertidumbre total de A y B es la suma de la
incertidumbre de A maés la de B una vez conocido A, o viceversa.

Finalmente, aun cuando nuestro interés se centra sobre los canales
de informacidén, es evidente que los argumentos empleados en este
apartado no dependen del hecho de que A y B sean los alfabetos de
entrada y salida de un canal de informacién. Las diferentes medidas
de informacién expuestas en la figura 5-9 pueden aplicarse a dos con-
juntos cualesquiera de variables. La informacién mutua tendra signo
positivo siempre que ambos conjuntos no sean estadisticamente inde-
pendientes.

Ejemplo 5-4. Calcularemos la informacién mutua de un BSC. Su matriz es
. 3

[ - ]

2

donde p = 1— p. Admitiendo que las probabilidades de transmitir un 0 y un 1
sean respectivamente o y @, la informacién mutua puede escribirse en la forma

I(A; B) = H(B)— H(BIA)
=H®B)— Y. Pl@) Y Pdla)log
B

A

1 -
P(afb)

1 1
= H(B)— 2 P(a) (plog—-+ﬁlog-:-)
A 4 14

1 1 '
= H(B)— (p log — + p log T) (5-46)
p r

128



Scaned and edited By YORCH®

CANALES E INFORMACION MUTUA
b
Fécilmente se comprueba que las probabilidades de que bi =0 y b; =1 son
iguales a wp + @p y wp + @b, respectivamente. Por lo tanto,

1 1
I(A; B) = | (0P + @p) log ———— + (wp + @D) log -
. wb + wp wp + @D

1 1
— (plos— + plog 'T) (5-47)
4 14
I(A; B) se expresa como sigue, en funcién de la entropia (figura 2-3)

I(A; B) = H(wp + @wp) — H(p) (5-18)

Ecuacién que tiene una sencilla interpretacion geométrica. Puesto que
op + wp debe estar comprendido entre p y p, H(wp + wp) > H(p), con lo que
la figura 5-10 prueba que la informacién mutua debe ser positiva.

Funcidn entropia

10~ -1.0
H(wp+ G ———fm — e — —— N
- { | -y
[
| | I(A;B)
1 I [
Fi { i 1
H(p){- ———I—————————I—-—m -
o Y
I | |
|
- B
! i i 1 i
op 1 710
wp+c'6;a\ 2

FiG. 5-10. Interpretacién geométrica de la informacién mutua de un BSC.

La figura 5-10 permite apreciar ciertas condiciones Iimites interesantes. Por
ejemplo, para un valor constante de p, puede observarse la conducta de I(A; B)
al variar . I(A; B) alcanza un valor madximo para o = 1/2, siendo éste 1 — H(p).
Por otra parte, la informacién mutua se anula para » =0y w = 1.

5-8. Canales sin ruido y canales determinantes.

En este apartado se definirdn dos tipos de canales especiales, de-
duciendo las expresiones simplificadas de sus informaciones mutuas.
Admitamos que al menos un elemento de cada columna de la matriz

*
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del canal es distinta de cero. La probabilidad de que aparezca un sim-
bolo de salida correspondiente a una columna de ceros es nula, inde-
pendientemente de la distribucién de simbolos de entrada. En conse-
cuencia, el caso no presenta ningin interés y puede ser ignorado.

Definicién. Un canal definido por una matriz con un ele-
mento, y solamente uno, distinto de cero en cada colum-

na se denomina canal sin ruido.

Ejemplo 5-5. La matriz de un canal sin ruido es

1/2 /2 0 0 0
P= 0 0 3/5 3/10 1/10
0 0 0 0 0

oo
[ IS

La figura 5-11 representa el diagrama de este canal.

LY

N
-
®
5&0‘“ A&:M
* .
&8

5l

i

®
S o

gy e

—

a3 e—

!

FiG. 5-11. Canal sin ruidos.

Un BSC en que la probabilidad p es igual a 0, es un canal sin ruido.
Nétese, sin embargo, que un BSC cuya probabilidad de error es igual
a la unidad, es también un canal sin ruido. Esto constituye la expre-
sién del hecho de que un canal de este tipo coherente en el error es
tan eficaz como un canal coherentemente correcto.

Definicidn, Un canal definido por una matriz con un ele-

mento, y solo uno, distinto de cero en cada fila, recibe
el nombre de canal determinante,
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Ejemplo 5-6. La matriz de un canal determinante es

OO T
CES e i et D D
-0 O o0 0o

El diagrama de este canal es el mostrado en la figura 5-12.

a,e

/1/'/)' by
aze 1

aze

ay® ::. ob2
age 1
as.________l_______.———bt b3

F1G. 5-12. Canal determinante,

Puesto que no hay mds que un elemento distinto de cero en cada
fila de la matriz de un canal determinante, y la suma de los de cada
fila es igual a la unidad, los elementos son exclusivamente 0 y 1.

La informacién mutua de los canales definidos puede calcularse
facilmente. Consideremos, en primer lugar, un canal sin ruido. En este
caso, al observar una salida b;, se conoce con certeza el simbolo «
transmitido, es decir las probabilidades condicionales P (a;/b;) son 0
y 1. La equivocacién H (A/B) puede escribirse en la forma

H(A[B) = Z P, 2 P (afb)) log ————— (5-49)

1
P (ai/by)

donde todos los términos del ultimo sumando son nulos (bien 1 X log 1
6 0 X log 1/0). Por tanto, en un canal sin ruido

H(A[By=0 (5-50)

Esta conclusién es también evidente si se considera la generaliza-
cién del primer teorema de Shannon (apartado 5-5). Las salidas de un
canal sin ruido son suficientes por s{’ mismas para determinar las en-
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tradas del canal. Por lo tanto, el nimero medio del binits necesarios
para definir la entrada, una vez conocida la salida, es nulo. Segin
(5-30), en un canal sin ruido se verifica que

I(A; By=H(A) (5-51)

La cantidad de informacién transmitida por este canal es 1gual a
la incertidumbre total del alfabeto de entrada.

En los canales determinantes puede llegarse a una serie de conclu-
siones andlogas. Efectivamente, el simbolo de entrada a; es suficiente
para determinar, con probabilidad 1, el simbolo de salida b;. Por lo
tanto las probabilidades P (b;/a;) han de ser 0 6 1, y

H(BIA)Y= Y P@@) ) P(bja) 1°g'i’71}75-)—

A B
=0 (5-52)
O, introduciendo la relacién (5-37),

I(A; B)y=H(B) (5-53)

5-9. Canales en serie.

El andlisis de dos canales en serie pone de relieve algunas propie-
dades interesantes de la entropfa y la informacién mutua (figura 5-13)
[Silverman realizé (1955) una detallada investigacién de las series de
canales binarios]. ‘

-—A—ﬂ Canal 1 B #  Canal 2

FiG. 5-13. Dos canales en serie,

Consideremos un canal con un alfabeto de entrada A de r simbolos
y un alfabeto de salida B de s simbolos, conectado en serie con un
segunde canal, como indica la figura anterior. El alfabeto de entrada
de este segundo canal es idéntico a B y el de salida, de ¢t simbolos se
reconoce como C.

El hecho de conectarlos en serie implica ciertas relaciones entre las
probabilidades. Cuando se transmite g;, un simbolo de A, la salida
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del primer canal es un simbolo de B, digamos b;. A su vez b; da lugar
a una salida, ¢, en el segundo canal. El simbolo ¢, depende de la en-
trada a; a través de b;. Realmente, conocido el simbolo intermedio b;
la probabilidad de obtener c; depende solamente de b;, y no del sim-
bolo inicial a@; que dio lugar a b; Esta propiedad puede expresarse
como :

P(c/b;, a) = P (ci/b;) para cualquier 4, j, k (5-54)

La relacién (5-54) define el significado de una serie de dos canales.
La aplicacién de la regla de Bayes a (5-54) da lugar a una ecuacién se-
mejante, en sentido inverso:

P(a.-/b,-, Ck) = P(a,‘/bj) (5'55)

Hay que destacar que las relaciones (5-34) y (5-55) se cumplen
tnicamente cuando A, B y C son los alfabetos de dos canales en serie,
- conectados tal como indica en la figura 5-13.

Al transmitir una informacién a través de dos canales en serie
parece 1dgico que la equivocacién aumente, es decir que H (A/C) sea
mayor que H (A/B). Intentaremos demostrarlo a continuacién

_ 1
H(A/C)—H (A/B) = ;‘c P (@ c)log ———— o5

1
—_ g; P(a,b) 1og~————--1D @b

1
= P(a,b,c)logW

A,B,C

1
__A,BZ’C P (q, b, ¢) log —F@’b-)—
P (a/b)

o (5-56)

= Z P (a,b,c)log
C

A,B,

Sustituyendo (5-55) en (5-56), resulta

_ = _P@bc)
H (A/C)— H (A/B) 4;‘3,0 P(@b,c)log— I

= Y P(bc) Y Palbc)log P (@b, <)

P 2 Pao 0D
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La inecuacién (2-84) demuestra que la suma de todos los términos
de (5-57), extendida al alfabeto A, es positiva. Por lo tanto,

HAIC)—H(A[B)=0 (5-58)

H (A/C) = H (A/B) (5-59)

Una consecuencia inmediata de esta relacion es
I(A; BY=I(A; C) (5-60)

Woodward fue quien primero probd (1955) estas interesantes des-
igualdades, que demuestran que los canales tienden a «perder» in-
formacién. La informacién que emerge finalmente de varios canales
en serie no puede ser mayor que la que emergia de un punto inter-
medio de la serie, si se pudiera extraer de él

La condicién que define la igualdad de (5-59) y (5-60) presenta cier-
to interés. Repasando la demostracién, vemos que corresponde a

P(a/b, c) = P (ajc) (5-61a)

para cualquier simbodlo a, b y ¢, siempre que P(b, ¢) 0. Esta con-
dicién puede escribirse también en la forma

P (afby = P (g]c) 7 (5-61b)
aplicable a cualquier a, b y c, siempre que P (b, ¢) 0. .

La condicién de igualdad merece algin comentario. A primera vis-
ta parece cumplirse solamente si el segundo canal de la figura 5-13
fuese sin ruidos. En caso contrario, es dificil demostrar la aplicacién
de la relacidn (5-61b). Sin embargo, como se verd en el ejemplo si-
guiente, puede hacerse también en otras circunstancias.

Ejemplo 5-7. Consideremos el canal
1/3  1/3  1/3
0 /2 1/2

en serie con un segundo canal

1 0 0
0 2/3 1/3 }
0 1/73 2/3
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La figura 5-14 representa un diagrama del canal resultante.

1

Fic. 5-14. Canales en serie.

Como puede apreciarse, la relacién (5-61b) se cumple a pesar de ser dos
dos canales con ruido, por lo tanto

I(A; B) = I(A; C)
En este ejemplo, (5-61b) se cumple cualquiera que sean las probabilidades
asociadas al alfabeto A. Existen otros casos en que se aplica era relacién uni-

camente para una distribucién de entrada particular. Entraremos en esta cues-
tién en el siguiente apartado.

Un conjunto de personas, imaginadas como canales, constituye un
ejemplo significativo de la pérdida que sufre la informacién al pro-
gresar a través de varios canales en serie. Un mensaje, escrito original-
mente en inglés, se traduce a otra lengua y de nuevo al inglés, por
un traductor que no conoce el mensaje original. El resultado de este
proceso serd una versién degenerada que puede considerarse como el
mensaje emitido por un canal con ruido. Con objeto de simular una
serie de canales repetiremos la operacidén, empezando, esta vez, por
la versidén degenerada.

Esta experiencia se realizé con un poema de cuatro lineas de Ogden
Nash, «La tortuga». El poema se tradujo sucesivamente del inglés al
francés, al inglés, al alemdn, al inglés, al espafioly finalmente al in-
glés. No se intenté conservar la rima ni el metro de la obra original *.

The turtle lives 'twixt plated decks
Which practically conceal its sex.

I think it clever of the turtle
In such a fix to be so fertile.

® N.delT.: Es realmente complicado, y tal vez poco significativo, efectuar
la traduccién al espafol, conservando los matices que distinguen las sucesi-
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La salida del canal inglés-francés-inglés fue

The turtle lives in a scaled caparace which in fact hides its sex.
I find that it is clever for the turtle to be so fertile in such a
tricky situation.

Aniélogamente, la del canal inglés-aleman-inglés

The turtle lives in a enclosed shell under which, in reality,
it hides its sex. I find that the turtle must be very clever,
indeed, to be so fertile in such a tight situation.

Finalmente, la salida del canal inglés-espafiol-inglés

The turtle lives inside a closed shell, under which, really, it
hides its sex. I fell the turtle had to be certainly clever to be
so fertile in a so tight situation.

La falta de ruido de los canales de comunicacién humanos y la
pérdida de informacién que introducen ha sido reconocida desde hace
largo tiempo. Tucidides, en el libro I de «La guerra del Peloponeson,
dice:

De los sucesos de una guerra no me aventuro a hablar basindome en cual-
quier informacidn, ni en mi propia opinién [es decir, probabilidades a priori];
no he descrito nada que yo mismo no haya presenciado o recogido de otros
después de una cuidadosa encuesta [es decir, canales sin ruido]. La labor fue
trabajosa, pues testigos del mismo acontecimiento lo narran de modo distinto,
segin su memoria o el bando en que hubieran participado [es decir, canales
con ruido).

Como ejemplo final (mas cuantitativo) de las pérdidas existentes

en una serie de canales, consideraremos dos BSC idénticos.

Ejemplo 5-8. Dos canales BSC, de matriz
[ P p
p P

vas versiones. Por esta razén se ha preferido mantener la versidén inglesa del
texto original, dejando al lector el cuidado de su apreciacién.

La tortuga vive en una coraza

que prdcticamente encubre su sexo.

Creo que la tortuga es muy inteligente

Para ser tan fértil en tan curiosa situacién.
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se conectan en Ja forma siguiente:

A B
Al Bsc |2| Bsc {c

Las dos posibilidades de entrada del primer canal se eligen con la misma
probabilidad. As{ pues, de (5-48), tendremos

I(A; B) = 1-— H(p) (5-62)

Es ficil demostrar que la combinacién de estos dos canales en serie es
equivalente a un solo BSC con probabilidad de error 2pp. Por lo tanto,

I(A; C)=1— H(Q2pp) (5-63)
Si se afiadiera un tercer BSC (de alfabeto de salida D), obtendriamos
I(A; D) = 1 — H3p’p + pd) (5-64)

La figura 5-15 representa estas curvas.

10

o o o
E- (<] [* o]

Informacién mitua I(A; )

o
N

. 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Probabilided de error de wn conol'p

F1G. 5-15. Informacién mutua de una serie de n BSCs. (Los simbolos
de entrada se suponen equiprobables.)

5-10. Canales reducidos y reducciones suficientes,

En la mayor parte de los canales encontrados en la vida real el
conjunto de salidas es mayor de lo que serfa de desear. Por ejemplo,
los datos de cardcter cientifico transmitidos por un satélite por via de
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un canal telemétrico binario contienen informacién que no tiene nin-
gdn significado en relacidén con el fenémeno sometido a observacién,
La antena terrestre de tal sistema recibe una secuencia de impulsos de
diferentes amplitudes. El receptor toma cada impulso y, si su amplitud
es superior a un valor humbral, lo interpreta como un «I». En caso
contrario, si es inferior, como un «0». Pueden imaginarse dos canales
distintos. En primer lugar, un canal de entradas binarias (el conjunto
transmitido por el satélite) y un gran nimero de salidas (tantas como
amplitudes puede distinguir el receptor). El segundo, un canal de en-
tradas y salidas binarias (salidas correspondientes a las del receptor).
Este tltimo canal es una simplificacién del primero, por lo que recibe
el nombre de reduccién suya.

Definicion. Sea un canal de r entradas y s salidas, defi-
nido por la matriz P.

Pll PI:! Pll Pl.i+1 PIS )
P= le P.z Pzi P-_’,H-l P-.’c
Prl Pr:? Pri Pr,H—I Pr:

Se define un nuevo canal de r entradas y s—1 salidas
asociando y sumando dos de las columnas de P. La ma-
triz del nuevo canal es P

Py Py ... Py Py P,
po| Pa P Py Pow ... P,
Prl Prl Pri Pr,i*l Pr.r

El nuevo canal es una reduccion elemental de P. El pro-
ceso puede repetirse un cierto nimero de veces, formando
la reduccién elemental de P, etc. El canal resultante, des-
pués de efectuada mds de una reduccién elemental, recibe
simplemente el nombre de reduccién del canal original P.

Ejemplo 5-9. En el ejemplo 5-1 se formd la matriz de (BSC)

- =2
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Una-de las reducciones elementales de P se obtiene sumando 1a nrimera
y segunda columnas

p pp P

? P pb
P = L -

r P pp

p br P

Una reduccién de P se obtendria sumando las columnas dos y tres de P:

p p

p r

P’ = ~

r p

p P
——— e e e e e ey

A ; B Canal :C
IA b 3 determinante T
i |
| S e J——
\ Canal

reducido

FiG. 5-16. Un canal reducido.

La figura 5-16 muestra una representacién muy interesante de un
canal reducido. El canal determinante combina los simbolos del alfa-
beto B formando un nimero menor pertenecientes a un alfabeto C.
Asi, pues, el canal de alfabeto de entrada A y de salida C, marcado
por una linea de trazos, constituye una reduccion del canal P. Este
método de representacidén permite aplicar los resultados obtenidos en
el apartado anterior, que trataba de canales en serie, a los canales re-
ducidos. En particular, tendremos (en relacién con la figura 5-16)

H (A/C)= H (A[B) (5-65)

[(A: Cy=I[(A: B) ‘ ‘ (5-66)

La reduccién de un canal disminuye (0o a lo sumo mantiene cons-
tante) la informacién mutua entre los alfabetos de entrada y salida.
Es el precio que hay que pagar por su simplificacién.

Las observaciones anteriores sugieren una cuestién mds importante.
«En qué condiciones puede simplificarse un canal sin que cueste nada
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€l hacerlo?» Es decir, «;Cudndo la informacién mutua de un canal
reducido es igual a la del original?» Para responder bastard conside-
rar el caso de reducciones elementales, extendiendo los resultados al
caso general por el método de induccidn.

Formemos una particion elemental del canal

Py, P, ... P,
p=| Pu P .. P. (5-67)
Prl PrZ Prx

Sin pérdida de generalidad puede suponerse que la particién elemental
se ha formado combinando las dos primeras columnas de P, situacién
representada en la figura 5-17.

4
[ ]

—

A B c

Fi1G. 5-17. Reduccién de un canal mediante una serie.

El apartado 5-9 enuncié la condicién necesaria y suficiente para
que una serie de canales no perdiera informacién. Esta condicién
era [(5-61 b)].

P (a/by = P (a/c) (5-68)

para todos los simbolos a, b, y ¢, tales que
P, 0)#0

En el caso de una reduccién elemental esta condicién se cumple
para todos los simbolos de B, excepto los dos que se han combinado
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';1;l y b, Sea ¢, el simbolo de C formado con b, y b.. Aplicando la
relacién (5-68) a b, y b, se encuentra, como condicién necesaria y
suficiente

P (a/b)) = P(afc,) = P(a/b,) para cualquier a (5-69)
Que es equivalente a * N
P (a/b)) = P(ab,) para cualquier a (5-70)

En otras palabras, los simbolos de salida b, y b, se combinan sin
pérdida de informacion solamente si las probabilidades hacia atrds,
P(a/b) y P(a/b,) son iguales para cualquier valor de a. Esta conclusién
reviste gran importancia, tanto para ayudar a comprender mejor el
concepto de informacidn, como desde un punto de vista practico. De-
fine en qué condiciones puede simplificarse un canal sin pérdida de
informacién. Ahora bien, las probabilidades hacia atrds dependen de
las probabilidades a priori P(a;); es decir, son funcién de la forma en
que se utilice el canal. Presenta alin mayor interés determinar cuindo
pueden combinarse las salidas de un canal independientemente de su
utilizacién; es decir, para un conjunto cualquiera de probabilidades a
priori. Aplicando la ley de Bayes, la expresién (5-70) puede escribirse
como sigue

P(bjayP(a) _ P(bya)P(a)
SP(bjayP(a) 3 P(bja)P(a)
A A

para cualquier @ (5-71)

P (b/a) ZP(bl/a)P(a)

g “P(bm para cualquier a (5-72)

Si esta relacidn se cumple para todas las probabmdades a priori
posibles, P (a), tendremos

P (b,Ja) = const x P(P(b._,/a)\ para cualquier a (5-73)

que es la condicion buscada. Si la matriz de un canal satisface la re-
lacién (5-73), dos cualquiera de sus columnas pueden combirarse, obte-
niendo una matriz tan busna como la anterior. Mds concretamente,
cualqunera que sean las probabilidades del alfabeto de entrada, las in-

* La condicién correspondiente a P(a/c;) se deduce automdticamente de
(5-70).
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formaciones mutuas de un canal y el reducido serian idénticas. Un
canal reducido con esta propiedad se denomina reduccion suficiente.
Ejemplo 5-10. EI canal
1/6 /3 1/2 0
/12 1/6 1/4 1/2

se reduce a

[ 172 1/2 0
174  1/4  1/2

1 0
[ 172 172 ]

Este uitimo canal es una reduccién suficiente del canal original.

y finalmente a

5-11. Propiedad asociativa de la informacion mutua.

tua. La estudiaremos en este apartado, considerando la cantidad media
de informacién suministrada por una sucesién de simbolos de salida
de un canal que tiene un conjunto de simbolos de entrada bien defini-
do. Esto es, se estudiard la ganancia de informacidén obtenida al consi-
derar varias observaciones en lugar de una sola. Un ejemplo tipico de
esta situacién lo constituye un canal con ruidos en el que los simbo-
los de entrada se repiten un cierto numero de veces, Tal procedimiento
aumenta la confiabilidad del mensaje transmitido a través de un canal
no confiable. Otro ejemplo interesante serfa un canal donde la res-
puesta que corresponde a un simbolo de entrada es una secuencia de
simbolo de salida, en lugar de uno solo.

La asociabilidad es otra importante propiedad de la informacién mu-

Estudiaremos la propiedad aditiva de la informacién mutua en el
caso en que a un simbolo de entrada corresponden dos de salida. El
caso general, n simbolos de salida por uno de entrada, puede tratarse
seguidamente por induccidn.

El modelo de canal de informacién definido tendrd que modificarse,
de modo que a un simbolo de entrada correspondan dos de salida, b,
y ¢ Estos simbolos pertenecen a los alfabetos B={b;},j=1, 2, ...,
ssyC=daY, k=1,2 .., ¢
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Sin perder generalidad puede admitirse que los simbolos se reci-
ben en el orden b, ck. Las probabilidades a priori de los simbolos de
entrada, P (a), se transforman, entonces, después de recibido el pri-
mer simbolo de salida, en las probabilidades a posteriori P (a;/b;); una
vez recibido el segundo se convierten en las probabilidades «ain mds
-a posteriori» P{a/b;, c).

Al recibir los simbolos b, v ¢, la incertidumbre o entropia del
conjunto de simbolas de entrada pasa de

= V e
H{A) = = P(a).log @ (5-74a)
a la entropia a posteriori
H(Ab)= N P(alb) 1og—~—l——~ (5-74b)
T "0 Puafby
y a la entropia «ain mds a posteriori»
B 1 5
H(Alb;, ¢,y = ) P(a/b, c)log ———— (5-74c¢)

A P (alb;, c;)

Como en el apartado 5-5, se calculard el valor medio de H (A/b)
extendido a b, para encontrar el valor de la entropia media a poste-
riori, o equivocacién de A respecto a B:

Y P(b)H(A/b) = H(A/[B) (5-75a)
B .

Del mismo modo, para encontrar la equivocacién de A respecto a
By C, se calcula la media de H (A/b,, ¢,) extendida a

N P(b,c)H(Alb,¢) = H(A/B, C) (5-75b)
B.c

Segun la generalizacién del primer teorema de Shannon (aparta-
do 5-5), H (A/B, C) es el nimero medio de binits necesario para codi-
ficar un simbolo del alfabeto A después de conocidos los simbolos de
B y C correspondientes.

Las ecuaciones (5-75a) y (5-75b) sugieren dos procedimientos dife-
rentes para medir la informacién mutua de (B,C) y A. El primero
consiste en definir la informacién mutua exactamente de la misma
manera que en un canal cuya salida es un solo simbolo. Es decir,

I(A; B,CO)=H(A)—H(A/B, () (5-76)
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En segundo lugar, puede estimarse la cantidad de informacién que
sobre A suministra B, y después-la que suministra C después de cono-
cido B. Estas cantidades son

H (A)— H (A/B) ’ " (5-77a)

H(A/BYy—H (A[B,C) (5-77b)

La primera de las cuales ha sido ya definida como

I(A; B)=H(A)—H(A/B) (5-78q)

La relacidn (5-77b) puede definirse también como
I(A; C/[By=H(A/BYy—H(A/B,(C) 15-78b)

llamada informaciéon mutua de A y C, conocido B. Sumando (5-78a)
y (5-78b), se encuentra

1(A; By +1(A; C[B) =H (A)— H (A/B,C)
=1I(A; B,C) (5-79)

Ecuacién que expresa la propiedad asociativa de la informacién
mutua. Dice que la cantidad media de informacién obtenida en una
observacién no depende de que sea un todo o esté descompuesto en
varias partes. La ecuacidn puede generalizarse

I(A; B,C, ... Dy=1I1(A; By+1(A; C/By+ .
+I(A; D/B, C, ..) 5-80)

El primer término es la cantidad media de informacién que sobre
A suministra una observacién de los alfabetos B, C, ..., D. El primer
término del segundo miembro es la cantidad media de informacién
debida a la observacién del alfabeto B. El segundo término, la can-
tidad media de informacién debida a la observacién de C después de
haber observado el alfabeto B, etc. ...

El orden en que se recibe la informacién es indiferente. Podia ha-
berse escrito [correspondiendo a (5-79)], por ejemplo.

I(A; B,CY=1I(A; C)+I(A; B/C) (5-.81)

144



Scaned and edited By YORCH®

CANALES E INFORMACION MUTUA

Las cantidades de informacién calculadas anteriormente pueden ex-
presarse de forma diferente. De (5-76), se deduce :

I(A; B, C)=H(A)—H(A/B, ()

= ,42 P (a) log Fa ZC P(a,b,c)log P(a/b, )

A.B,

_ 1
= z P(a, b, C)lOg—P-(a)—

ABc
— N P@,b,c)l 1
o, POl ma o
‘ P(a/b, ¢) »
= , b, c)log————— 82
A,g,'c P(a, b,c)log P (@ (5-82a)

~ Multiplicando numerador y denominador del logaritmo de la ecua-
cién anterior por P (b, ¢), se obtiene otra interesante expresién

: = P(a,b,c) )
I(A; B, O)= 4,;,0 P b.oylog 55t (5-82b)

Hay que hacer notar al lector la semejanza de (5-82a) y (5-82b)
con (5-31a) y (5-316), que serfan iguales sin mds que reemplazar b
por (b, c). Esta semejanza sugiere'la definicién

1
H(B, C/A) = 4,32;0 P(@b,0log 5 (5-83)

Se comprueba ficilmente que
1(A; B,C) = H(B,C)—H (B,C/A) (5-31)

> 2l

donde $ = 1 —p. Para comprobar la asociabilidad de la informacién mutua se
supondra que el simbolo de entrada (0 & 1) se repite, de manera que la salida
del canal consta de dos simbolos binarios, by, ci, por cada sfmbolo @i de entra-
da. Para mayor sencillez se supondrd que las probabilidades de las dos entradas
son iguales. Por lo tanto, haciendo & = 1/2 en (5-48), se encuentra

KA; B) = 1— H(p) (5-85)
145
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La ecuacién (5-82b) permite calcular I(A; B,C). La tabla 5-2 contiene las

TABLA 5-2. PROBABILIDADES DE UN BSC REPETITIVO

a; b; Cr P(a;) P(a;, bj, cx) P(bj, cx)
0 0 0 1/2 1/2p 7P+ p?
0 0 1 /2 1/2pp PP
0 1 0 /2 1/2pp pD
0 1 1 1/2 1/2 p? P+ p
1 0 0 1/2 1/2 p? P+ p?
1 0 1 1/2 1/2pp pP
1 1 0 V2 1)2pp pp
1 1 1 1/2 1/2p P’ + P

probabilidades necesarias. Sustituyéndolas en (5-82b), se obtiene

2p -
I(A; B,C) = p?log —ST =t p? log
14

»+ P+ p
=@+ p) [1~H { pz_— ‘;] (5-86)
\ p2+p2

La interpretacién de (5-86) es inmediata, Al encontrar las salidas 10 6 01,
€] significado es ambiguo; las dos entradas son igualmente probables y la ob-
servaciéon no habrd afadido ninguna informacién. Si, por el contrario, se en-
cuentra 00 6 11, la informacién obtenida sobre la entrada equivale a la que
se habria obtenido observando una sola salida de un BSC de probabilidad de
error

P
P+ B
Segin (5-85), la informacién correspondiente a esa observacién es
¥
1—H (“— ) (5-87)
P+ P

La probabilidad de encontrar 00 6 11 es p® + 7%; luego, de ahi, se dedu-
ce (5-86).

Estos argumentos pueden generalizarse ficilmente al caso de un BSC utili-
zado con mds de una repeticién. Por ejemply, si cada entrada da lugar a tres
salidas binarias, se encuentra

p?
I(A; B,C, D) = (p* + P [ 1—H ( T )] + 3pp{l — H(p)] (5-88)
Las curvas que representan las ecuaciones (5-85) aparecen en Ja figura 5-18
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5-12. Informacién mutua de alfabetos diferentes
El estudio realizado en el apartado anterior sobre la propiedad
asociativa de la informacién mutua dio lugar a la consideracién de la
secuencia de entropias.
H(A)
H(A/B)
H(A/B,C) (5-89)

~08 0.8
§: 0.6 06
3

£ 04 04
0

H

E

g02 0.2

0 1

' .
0 0.2 04 0.6 0.8 10
Probabilidad de error P

Fic. 5-18. Informacién mutua de un BSC con n reveticiones,

Cada término no es mayor que el precedente. La diferencia entre
dos consecutivos podfa interpretarse como la informacién media su-
ministrada por una nueva observacion.

I(A; By=H(A)—H(A/B) (5-90a)
I(A; C/By=H(A/BYy—H (A/B,C) (5-90b)

I(A; B) es la informacién mutua de A y B; I(A; C/B) la infor- ’
macién mutua de A y C, después de conocido B. Ambas cantidades,
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sin embargo, se refieren a la informacién mutua entre dos tnicos al-
fabetos, pudiendo extenderse el concepto a un niimero mayor (McGill,
1954). La informacién mutua entre A, B y C se define por

I(A; B;Cy=1I1(A; By—I(A; B/]C) (5-91a)

Esta definicién implica que la expresién de I1(A; B; C) sea simé-
trica respecto a A, B y C. Si es asi, (5-91a) puede escribirse también
en la forma

I(A; B;Cy=1(B; C)—I(B; C/A) (5-91b)
=](C; Ay—I(C; A/B) (5-91¢)
La simetria de (5-91ad) se demuestra como sigue:
P(a, b)
. B . — —_—
I(A; B;C) ;B P (@ bylog 5o s
% P (a, b/c)
2, P @b O B o
_ : P (a, b) P (a/c) P (b/c)
= 2, P@b ol O b @ bloy
P(a,byP(a,c)P(b,c)

= P(a, b,c)l
4,,2,0 @b ) log 5 P ) P© P(a, B,0)
=H(A B, C)—H(A,By—H(A,C)
—HB,C)+ HAY+ HBY+ H(C) (5-92)
La expresién final es simétrica, como queria demostrarse, recor-

dando ademds la expresién correspondiente a la informacién mutua
de dos alfabetos:

I(A; By=H(A,By—H(A)—H(B) (5-93)
La generalizacién a mds de tres alfabetos se lleva a cabo facilmente.
La informacién mutua de A, B, C y D, por ejemplo, es
I(A; B; C; Dy=1(A; B; C)—I(A; B; C[|D)
=[H(A, B, C, D)]—[H (A, B, C)
+H(A B, D)+H(A, C, D)
+H@B,C,D)+[H(A B+ H(A O
+H(A, D)+ H(B, C)+ H(B, D)
+ H(C, D)Y]—[H(A) + H(B)
+ H(C) + H(D)] (5-94)
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Blachman (1961} sugiri6 la posibilidad de generalizar la represen-
tacién de la figura 5-9 para interpretar las expresiones anteriores. La

figura 5-19 muestra las relaciones existentes en el caso de tres alfa-
betos.

H(A,B,0) H(A,B,0)
r A= —\ r . ™~
(a) ® ‘

© )

Fi1G. 5-19. Algunas relaciones de la informacién. ‘

La figura 5-19 permite memorizar con facilidad estas relaciones;
sin embargo presenta ciertas limitaciones. La informacién mutua
I(A; B), como ya se dijo, es una cantidad positiva. I(A; B; C), por el
contrario, puede ser negativa, Esto significa que la interseccién de los
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tres circulos de la figura 5-19a puede tomar este signo. Se compro-
bard con el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5-12. Dados tres alfabetos binarios A, By C, se elige un 0 6 un 1
para a; y b; con probabilidad 1/2 e independientemente del otro. Finalmente, su-
péngase que se asigna un 0 a cx si a: es igual a b; y un 1 si no lo son. Algunas
de las probabilidades de esas tres variables estin determinadas en la tabla 5-3.

TABLA 5-3, PROBABILIDADES DE TRES VARIABLES AL AZAR

aibick P(a;, bj, ci) P(ai/b;, cx) P(a;, bj/ck) P(a;, b)) Pa)
000 1/4 1 1/2 1/4 1/2
001 0 0 0 1/4 1/2
010 0 0 0 1/4 1/2
011 1/4 1 1/2 1/4 1/2
100 0. 0 0 1/4 1/2
101 1/4 1 1/2 1/4 1/2
110 1/4 1 1/2 1/4 1/2
111 0 0 0 1/4 1/2

A partir de esta tabla, se calcula:
I(A; B) = Qbits
I(A; B/C) = 1bit

I(A; B; C) = I(A; B)—I(A; B/|C) = —1 bit

La razén de haber llegado a este resultado es evidente. Puesto que A y B
son estadisticamente independientes, I(A; B) = 0 y B no proporciona ninguna in-
formacién sobre A. Sin embargo, si se conoce C, el conocimiento posterior de
B dice cudl es el A elegido, y, por lo tanto, suministra un bit de informacién.

5-13. Capacidad de un canal.

Supdngase un canal de alfabeto de entrada A, alfabeto ae sali-
da B, y probabilidades condicionales P (bj/a). El cdlculo de la infor-
macién mutua

I(A; By= ). P(a,b)logP—I(’a()%%T

4A,B

(5-95)

exige el conocimiento de las probabilidades de los simbolos de entra-
da, P(a). La informacién mutua segiin eso, depende no solamente del
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canal sino de la forma en que se emplea, es decir, de las probabili-
dades con que se eligen los simbolos de entrada. Es interesante exa-
minar la variacién de I(A; B) al variar esas probabilidades.

Ejemplo 5-13. En un BSC de probabilidad de error p, se tiene [(5-48)]
I(A; B) = H(wp + @p)— H(p) (5-96)

donde @ es la probabilidad de elegir un 0 de entrada y ademds o = 1'—w,
P = 1-—p. La figura 5-20 representa la curva de variacién de I(A; B) con respec-
to a w, para un valor de p constante.

La informacién mutua varia entre 0 y 1— H(p). El minimo, 0, se alcanza
para @ = 0.y @ = 1. En estos casos, se conoce el simbolo enviado con probabi-
lidad 1, incluso antes de recibir el simbolo de salida correspondiente. El valor mi-
nimo, 1 — H(p), se obtiene para w = 1/2, es decir, cuando las dos entradas son
equiprobables.

:g Ir- -11

E]

3

-

[=9)

B 1—H(p)L _____

N

s i 12

5

E

S

H

E

R

o

= 0 L

0 1 1

2

Probabilidad de un "O" a la entrada @

FIG. 5-20. Informacién mutua de un BSC.

La, informacién mutua de un canal cualquiera puede hacerse igual

_a cero sin mds que elegir uno de los simbolos de entrada con proba-

bilidad 1. Puesto que la informacién mutua es positiva, esto responde

a la pregunta de cudl es el valor minimo de I (A; B). El valor mdximo,

sin. embargo, es mds dificil de calcular. Se denomina C, capacidad del
canal:

C =maxI(A; B) (5-97)

P (ai)
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Hay que destacar que la capacidad de un canal de informacién es
funcién exclusivamente de sus probabilidades condicionales. No de-
pende en absoluto de las probabilidades de entrada, o sea de la forma
en que se utiliza. Segin la figura 5-20, la capacidad de un BSC de
probabilidad de error p es 1 — H (p).

El cdlculo de la capacidad de un canal es, en general, bastante
complicado (Muroga, 1953; Shannon, 1957; Fano, 1961). En ciertos
casos, sin embargo, puede simplificarse. Una de las clases mds im-
portantes en que esto es posible estd constituida por los canales lla-
mados uniformes.

o o o @
g [~ o] o

Capacidad C(p), bits/binit

el
[

} 1 0
0.2 04 0.6 0.8 1.0

Probabilidad de error] p
)

OO

Fic. 5-21. Capacidad de un BSC.

Definicion. Consideremos el canal definido por la ma-

triz
P 1n P 12 P 1s
Py Py P,
P 1 P 2 P T3

Como antes P; = P(a/b;). El canal es uniforme si cada
fila y cada columna de la matriz es una permutacién ar-
bitraria de los elementos de la primera fila.
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Ejemplo 5-14. Se ha considerado ya, en otro ejemplo, un canal de infor-
macién mutua uniforme, el BSC. La generalizacién del BSC, el canal simétrico
r-ario (rSC), es un canal simétrico de r sfmbolos de entrada y r de salida. Su
matriz aparece en la figura 5-22,

P P P
P r—1 r-—1 r—1
P ‘ p P
r—1 P r—1 r—1
P P P

r-1r—-1r-1 =~ P

Fi1G. 5-22. Matriz del canal rSC.

Como siempre, p = 1 — p. La probabilidad de error_del canal es p, pero exis-
ten r — 1 salidas incorrectas por cada simbolo de entrada.

Calcularemos a continuacién la capacidad de un canal uniforme.
La capacidad es el valor miximo de I (A; B) al variar la distribucién
de entrada ‘

I(A; B) = H(B)— H (B|A)

1
= H (B)— ; P (a) BZ P (bja)log — e (5-98)

El dltimo sumando representa la suma, para cada a;, de los tér-
minos de la fila ¢ de la matriz del canal. Sin embargo, si el canal es
uniforme, esta suma es independiente de-i. Por lo tanto,

1
I(A; B)=H (B) ; P (bja)log —7 (5-99)
cuyo iltimo término no depende de la distribucién de entrada. El
valor mdximo del segundo miembro de la ecuacién (5-99) correspon-
derd al maximo de H (B). Puesto que el alfabeto de salida consta de
r simbolos, H (BY no puede exceder de los r bits, valor que alcanzard
si todos los simbolos de salida se presentan con la misma probabili-
dad. En general no se da la circunstancia de que la distribucién de
los simbolos de entrada sea tal que los simbolos de salida sean equi-
probables. En un canal simétrico, sin embargo, es ficil comprobar que
simbolos de entrada equiprobables dan lugar a simbolos de salida
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equiprobables. Asf, pues, el valor maximo de (5-99), capacidad del
canal uniforme, serd

C=logr— Y P(b/a)logT(;W

o]

&

=logr + Y. P(bja)logP (bja) (5-100)
B

Ejemplo 5-15. Calcular la capacidad de un »SC haciendo uso de la férmu-
la (5-100):

_ _ 14
C=logr+plogp+plog——1—
r—

= logr—plog(r — 1) — H(p) (5-101)

5-14. Informacién mutua condicional,

La capacidad de un canal es el valor mdximo de

P (b/a)
I(A; By= P(a, b)lo —
) AEB (@ b)log—
valor medio de log [P (b/a)/P (b)] extendido a los alfabetos de entrada
y salida, A y B. La informacién mutua puede también escribirse en
la forma

(5-102)

P (bja)

I(A;By= > P L

(A;By= ), P@ X P(bla)log—5
= Y P(a)I(a; B) (5-103)

donde se define
P (bla)

I(a; By= ). P(bla)log——— 5-104
@ B = X Plalog—pos (5-109)

I (a; B) recibe el nombre de informacion mutua condicional (condicio-
nada por a). Corresponde al valor medio de log [P (b/a) P (b)] con res-
pecto a la probabilidad condicional P (b/a).

En general I (a; B) depende del simholo de entrada a. No obstante,
si los simbolos se eligen de acuerdo _on un conjunto de probabilida-
des que dan lugar a la capacidad del canal, se demostrard que I (a; B)
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no depende de g, siempre que para ese simbolo de entrada P (a)7=0.
Cuando las probabilidades de entrada son elegidas de forma que se
alcance la capacidad del canal,

I(a; By=C (5-105)
para cualquier a tal que P (a)#0.

Este hecho es fundamental en el cdlculo de la capacidad de un
canal mds general que un canal uniforme, tratado en el apartado an-
terior (Fano, 1961). Se mencionard también en el apartado 6-10, du-
rante la demostracion del segundo teorema de Shannon.

La relacién (5-105) se demuestra por reduccién al absurdo. Supon-
gamos un conjunto de probabilidades * P (a,), P (), ..., P(a,) que dan
Tugar a la capacidad del canal, pero que no cumplen la relacién (5-105).
Ya que el valor medio de I(a; B) es igual a la capacidad, debe existir
al menos un valor de I (a; B) superior y al menos otro inferior a C ‘
Sin pérdida de generalidad, suponemos

I(a; By>C (5-106a)
I(a; By<C (5-106b)

Sustituyendo a continuacién las probabilidades anteriores

P(a), P(a), P(a), ..., P(a) (5-107a)
por
P(a)+ A, P(a)—A, P(ay), ..., P(a) (5-107b)

donde A es un pequefio nimero positivo menor que P (a), se demos-
trard que el valor de la informacién mutua aumenta. Puesto que el
conjunto de probabilidades (5-107a) se supuso daba lugar a la capa-
cidad del canal, este resultado es absurdo; por tanto, la hipdtesis
de que I(a; B) no era constante es falsa.

Designaremos las nuevas probabilidades definidas en (5-107b) por
P, (a), P,(a), ..., P,(a). P,(b) esti dado por

P,(by= Y. P,(a)P(bja)

= P(b) + A[P(bja) — P (b]a,)] (5-108)

* Se admite que ninguno de los P(a;) es nulo. Si P(a:) fuera igual a cero, se
consideraria un nuevo canal derivado del anterior, eliminando la entrada a..
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Sea I, (A; B) el valor de la informacién mutua calculado mediante
las probabilidades P;(a); por hipétesis, la informacion mutua corres-
pondiente a las probabilidades P (a) es C, capacidad del canal. Segin
esto, calcularemos

P (b/a)

L(A: B—C = ; P, (a) EB: P (bja) log 5.5

P (b/a)

— AL P(a) BZ P (bja)log —

—A [2 P (bjaylog P (blay— Y. P (blas)
B B

\ 1
X log P (bay) P, (b1
g a]+§; (bYlog 5

1
P(b)

— Y P(b)log (5-109)
B

Sumando y restando la cantidad

1 .
A [}Bj P (bja) log —5 - — ; P (bjay)log ] (5-110)

1
P(b)
de ambos miembros de (5-109), se obtiene

P (b/ay)
1) log 0

P (blay)
-3 P(b/a»logW] +

L(A; BB—C=4 [Z P (bja
B

P(b)

B

=A [I(aﬁ By — I (ay; B)]

P(b)
P (b)

+ Y. P.(b)log (5-111)
B

Para llegar a un absurdo, el segundo miembro de (5-111) ha de
ser positivo. Segin (5-106), su primer término es mayor que Ccero.
El segundo, por otra parte, de acuerdo con la relacién (2-8a) frecuen-
temente utilizada, es negativo. A primera vista, por lo tanto, no parece
posible conocer el signo del segundo miembro de (5-111). Sin embargo
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no hay razén para ser pesimistas; bastard con examinar en detalle
el ultimo término de la expresién

3 B®log g =3 | PO + 8 1P Gla)— P @la]
1
X o PEm O
PG

Para valores de x suficientemente pequefios, el log [1/(1 + x)] puede
sustituirse por —ax/In 2, Seglin esto, la relacién (5-112), para valores
pequefios de A, se transforma en

PO —1 ¢
}E‘ P, (b)log IO % {P(b) + AP (ba)— P (bja)]}

A [P (bfa) — P (b/a)]

P (b)
~ ;é 2 [P (bfa;) — P (blay)]

e ; [P (b/a,)P—(bl;’ (b/a,)]
o ;Az, ; [P (b/al)P—(bI)’ (bla)P (5-113)

ya que Z P (bja) = Z P (bja)) = 1. Asi pues, el término negativo del
B B

segundo miembro de (5-111) es del mismo orden que A% para valores
de A pequefios. En cambio el primer término (cantidad positiva) es del
mismo orden que A; en definitiva, para un A suficienfemente pe-
quefio, el segundo miembro serfa positivo, lo que significaria un
absurdo.

Hemos demostrado que la hipétesis de que no todos los valores
de la informacién mutua I (a; B) son iguales a la capacidad del canal,
es falsa.

NOTAS

Nota 1. Puede definirse un canal de memoria nula, con d¢n/ndmero finito
de entradas y salidas, mds general que el de] apartado 5-1. Un canal de memoria
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nula consiste en un espacio A de entradas, un espacio B de salidas y una medida
de la probabilidad p(+/a) de B para cada e de A.

Seglin esto, un canal de informacidn es matemdticamente equivalente a un
«experimento estadistico» (Kempthorne, 1952). Las c<hipétesis» del experimento
corresponden a los simbolos de entrada, y los «resultados» a las salidas del canal,
La configuracidén de un experimento (lo mismo que la de un canal) se define me-
diante un conjunto de probabilidades condicionales respecto al espacio «resul-
tados».

Gran parte de las cuestiones que presentan interés en el campo de los ex-
perimentos estadisticos no lo tienen en absoluto en el caso de los canales de in-
formacidén y viceversa. Un drea de interés comln es la comparacién entre di-
versos experimentos, o canales de informacién (Blackwell, 1953; Lindley, 1956;
Shannon, 1958). Como el lector puede haber intuido, la capacidad no es el dnico
criterio para evaluar la calidad de un canal de informacidén. Cuando el niimero
de hipétesis (simbolos de entrada) es 2, pueden aplicarse otras conclusiones mds
concretas, descritas en la literatura estadistica (Kullback, 1959; Grettenberg, 1962;
Birnbaum, 1961). En algunos casos particulares los métodos estadisticos tradi-
cionales conducen a resultados diametralmente opuestos a los de la teoria de
la informacién (Abramson, 1960).

Nota 2. Lla capacidad de un ser humano, considerado como un canal de in-
formacién, fue estudiada por Pierce y Karlin (1957). Realizaron el cdlculo me-
diante un cierto nimero de experimentos de lectura, llegando a la siguiente con-
clusién:

La diferencia entre la capacidad de un canal humano (40-50 bits/segundo) y
la capacidad de un canal telefénico o de televisién (alrededor de 50.000 bits /se-
gundo y 50.000.000 bits/segundo, respectivamente) es definitiva.

Hay que destacar que Pierce y Karlin intentaron medir la informacién asimi-
lada por sus sujetos de ensayo; es decir, la informacién recibida en un punto
intermedio del sistema humano de elaboracién correspondiente. Kelly (1962),
por otra parte, midi6é la capacidad de informacién de la retina, cifrandola en 10°
bits por segundo. .

Nota 3. La relacién de posibilidad (y muchas veces su logaritmo) juegan un
papel importante en la demostracién de dos hipétesis estadisticas. Si x y 1 —=x
son las probabilidades respectivas de las hipdtesis 1 y 2, el logaritmo de la rela-
cién de posibilidad es '

X

lo
g 1—x

Golomb (1961) se sirvié del hecho de que

j‘/ log~1 “ du = H(y) — H(x)

T —u

[donde H(-) es la funcién entropia] para identificar el logaritmo de la relacién
de posibilidad como una densidad de informacién. Si las probabilidades a priori
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de las dos hipétesis son x y 1 — x y las probabilidades a posteriori, después del
i-imo experimento (o simbolo de salida), son yi y 1—y;,

!Ii .
j‘ log _t du = H(y) — H(x)
1—u

x

que, seglin la notacién del apartado 5-4, es H(A/bj) — H(A). Puede calcularse el
valor medio de esta diferencia extendida a todas las salidas posibles, obteniéndo-
se una cantidad que corresponde a la informacién mutua existente entre los re-
sultados del experimento y las hipdtesis, cambiando de signo.

Golomb generalizd este concepto al caso de n distinto del de dos hipétesis.

Nota 4. Shannon (1956) sefialdé la posibilidad de construir un &lgebra de ca-
nales. La suma corresponde al caso en que se utiliza uno de los canales (pero no
los dos). Los alfabetos de entrada y salida del nuevo canal son las reuniones de
los alfabetos de entrada y salida originales (ver problema 5-13). El producto de
dos canales corresponde a la utilizacién simultinea de ambos. Tanto la suma
como el producto gozan de las propiedades asociativa y conmutativa; el pro-
ducto, ademds, de la propiedad distributiva. ,

Nota 5. Kelly (1956) estudié otra interpretacién de la capacidad de un
canal, que presenta algiin interés en ciertos problemas de economia (Murphy,
1962). Imaginemos un jugador observando las salidad de un BSC de probabi-
lidad de error p<<1/2 y apostando sobre los simbolos transmitidos. Si desea
reunir el capital mdximo posible después de n apuestas, deberd jugar en cada ob-
servacién todo lo que posee. Desgraciadamente, si n es muy grande, esta estrate-
gia le llevard a la bancarrota con toda certeza. Ahora bien, si juega solamente
una fraccién fija de su capital (menor que 1) en cada observacién, éste ird cre-
ciendo exponencialmente con €l numero de apuestas. Kelly sugiere la estrategia
a seguir para que la pendiente del crecimiento sea mdxima, encontrando que su
valor es C, capacidad del canal. Diversas generalizaciones del problema han sido
estudiadas por Kelly en este articulo.

Nota 6. La definicién de informacién mutua de dos variables al azar, I(A; B),
no se limita estrictamente al caso en que A y B son los alfabetos de entrada y sa-
lida de un canal. ai y b; pueden ser dos variables al azar cualquiera, siendo I(A; B)
la cantidad de informacién que una de ellas suministra sobre la otra. Pinsker
(1954), Powers (1956) y Gel'fand y Yaglom (1957) definieron la cantidad de in-
formacién que sobre una funcién al azar contiene otra funcién semejante, ge-
neralizacién de la informacién mutua definida en este capitulo. Sea ya» la medida
de la probabilidad de }a variable al azar (e, b), y supongamos que ps y pb» son
las de a y b. Si pab es absolutamente continua con respecto a ya ub, la definicién
de Gel'fond y Yaglom es equivalente a

IA; B) j (1 e ) d
;B) = 08—} dye
A.B g dlm dpb peo

donde dyav/dpepy es la derivada de Radon-Nikodym de pab respecto a gaps. Si las
variables al azar @ y b toman tnicamente un nimero finito de valores, la defi-
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nicién se reduce a la enunciada en este capitulo. Si @ y b poseen unas densidades
de probabilidad afin e indidividual de valor p(a, b), p(a) y p(b),

I(A; B @ by log 22 daap
;B) = a, b) log ———
( ) .f f p(a) p(b)

donde a y b son los vectores de Gauss; esta expresién se reduce a

K| |Ks|
I(A; By =1/21log———

K|
donde [Kavl, |Kd| ¥ [Kbl son los determinantes de la matriz covariante de (q, b),
a y b, respectivamente. Si a representa una funcién muestra de un proceso de
Gauss’ al azar, definido en un intervalo (posiblemente infinito) y b es otra va-
riable al azar,

I(A; B) = — 1/2log av?

donde o? es el error cuadrdtico medio obtenido al estimar el valor de & a partir
de la observacién de a. Finalmente, cuando a y b son funciones muestras de
procesos de Gauss al azar, definidos en un intervalo infinito, la proporcién media
con la que uno de esos procesos al azar suministra informacién sobre el
otro es

Sa(HSs(f)
SeNSo(H — [Sa(D]?

i(A; B) = 1/2 5' log

donde Sa(f) y S»{f) constituyen los espectros de densidades de los procesos al azar
a y by Sa(f) es la densidad espectral de intercesion.

PROBLEMAS

5-1. La matriz de un canal de informacién binario es

b by

a {08 0.2

a: | 03 07
Los simbolos correspondientes a las filas y las columnas de una matriz han sido
escogidos convenientemente. Sea P(a) = Py, P(as) =P;, P(b1) = Q1 y P(bs) = Q.

a) Escribir las ecuaciones (5-6) aplicadas a este canal expresando los Q: en
funcién de Pi.

b) Resolver las ecuaciones de P: en funcién de Q..
¢) Calcular los valores de P(ai/bj) y Q; de este canal cuando P; = P; = 0,5.

d) Expresar P; en funcién de Qj;, utilizando el valor de P(ai/b;) obtenido en
la parte ¢). Comparar las respuestas de las partes b) y d).

160



Scaned and edited By YORCH®

CANALES E INFORMACION MUTUA

5-2. Cada vez que un simbolo de entrada se transmite sobre el canal 1,
se repite simultdneamente sobre el canal 2 (ver la figura P 5-2), de forma que la
salida puede considerarse como una pareja de simbolos (bj, cx).

-—--A—>- Canal 1 L—B——'

e——] Canal 2

Fic. P 5-2.

Supongamos ademss que esta repeticién se realiza independientemente de
los resultados de la transmisién original, segiin eso

P(cy/ai, by) = P(ck/ai)

Hay que destacar que esto no quiere decir que b; y cx sean estadisticamente in-
dependientes.

P(cr/bs) 7 Plcr)
a) Demostrar que
I(A; B, C) = I(A; B) + I(A; C)— I(B; ©)
interpretdndolo seguidamente.

b) Generalizar la parte a) al caso de n canales,

5-3. Haciendo uso del resultade del problema 5-24a, comprobar la ecua-
cién (5-86).

5-4. Demostrar la ecuaciéon (5-32):

I(A™; Br) = nl(A; B)

5-5. Consideremos el canal de informacién mostrado en la figura P 5-5.
El conjunto de nimeros R: = AP + A, para dos conjuntos cualquiera de pro-
babilidades de entrada P, i = 1, 2, ..., r, v Qi 1 = 1, 2, ..., r y cualquier 4 com-
prendido en el intervalo [0, 1], define también un conjunto de probabilidades
de entrada. Ya que

Ri>=0 para todo i
y

Ri=1

M-«

i=1

sean Ip(A; B), IA; B) € Ix(A;B) la informacién mutua del canal susodicho,
cuando las probabilidades de entrada son P, Qi y R..
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21 by
as b2

A= - - ’ =B
a, b,

Fi1G. P 5-5.

a) Demostrar la «convexidad» de la informacién mutua. Es decir, que
I{A; By= )p(A; B) + AI(A; B)
b) Demostrar que
In(A; B) = My(A; B) + RI(A: B) + H(A)

5-6. Generalizar las partes a) y b) del problema 5-5 al caso en que el con-
junto de probabilidades R; estd formado por n conjuntos de probabilidades, en
lugar de solamente dos.

5-7. Considérense dos canales de informacién con alfabetos de entrada
A1 y A2 y alfabetos de salida respectivos B:1 y B: (fig. 5-7). Las probabilidades
del canal 1 son Pi(b/a) y las del canal 2 Px(b/a). Sean Pya) y Pia).las distribu-
ciones de entrada de A y A:. '

Ittt T
i ]
1 i
Ayt Conol | —-B; -
i
i
]
|
! 1
AZ Canal 2 —: B,
1
! ]
. N J

Fic. P5-7.

a) Definir un nuevo canal con un alfabeto de entrada que comprende los
simbolos de entrada A:1 y Aa El nuevo alfabeto de salida B retine los simbolos
de B y los de Bs. Una entrada del nuevo canal se selecciona eligiendo bien A
(con probabilidad 1) o Az (con probabilidad 1 — 2 = 1) y seleccionando a con-
tinuacion un simbolo de ese alfabeto de acuerdo con las probabilidades Pia)
o Py(a). Expresar H(A) en funcién de H(A1), H(A2) y A
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b) Las probabilidades del nuevo canal, P(b/a), estdn dadas por Pi(b/a) si a
y b estdn en A1y Bi, por Pab/a) siay b estdn en A2 y Bz, y son nulas si @ estd
en A1y b en Bz, 6 bien @ en A2 y b en Bi. Expresar H(A/B) en funcién de
H(A1/B1), H(A2/B3) y ).

¢) Expresar I(A, B) en funcién de I(Ai; Bi), I(Az; B2) ¥ .
5.8. Generalizar el problema 5-7 al caso de n canales de informacién.

5-9. . El canal multiplicativo binario del dibujo posee dos entradas binarias
y una salida binaria, b = ac. Este canal puede describirse como un canal ordi-

1
[

FiG. P 5-9.

nario de memoria nula, considerando las cuatro combinaciones de entrada po-
sibles como partes de un nuevo alfabeto de entrada A:
00
A 01
10
11

a) Escribir la matriz del canal con alfabeto de entrada A y salida B.

b) Los simbolos de entrada a y ¢ se seleccionan independientemente.
Pr{a= 0y =01 y Pr{c: 0y =01 Sea 1 —aom=m1 y 1— a2 = m. Calcu-
lar I(A ; B). Interpretar el resultado.

¢) Encontrar el valor mdximo de I(A’; B) cuando w1 ¥ wz varian. Calcular
todas las combinaciones posibles de w1 y w2 que dan lugar a este valor mdximo.

5-10. Sea P la matriz de un canal con r entradas y s salidas. Supongamos
que a es el nimero de columnas de la matriz que tienen todos sus elementos
nulos.

-

Fic. P 5-10.

a) Si el canal es determinante, calcular su capacidad.

b) Si (en lugar de la hipdtesis de la parte gd) suponemos que es un canal
sin ruido, calcular su capacidad.

¢) Admitamos simultdneamente las hipdtesis de las partes @) y b). Dos ca-
nales de estas caracteristicas se colocan en serie, tal como e representa en el
dibujo. Calcular la capacidad del canal resultante, de entrada A y salida C.
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s

FiGc. P 5-11.

5-11. Se conectan en serie dos BSCs, cada uno de probabilidad de error

p, tal

como se representa en el dibujo. Las entradas 0 y 1 de A se eligen con

idéntica probabilidad. Calcular:

a)
b)
c)
d)
e)
)
8)
h)

H(A).
H(B).
H(C).

H(A, B).
H(B, C).
H(A, Q).
H(A, B,C).
KA; B; C).

5-12. Sean a y b dos variables binarias al azar, independientes y de distri-
buciones idénticas, tales que la probabilidad de un 0 es igual a la probabili-
dad de un 1. Definir la variable binaria al azar

c=ab
Calcular:
a) H(A), H(B), H(C).
b) IA; B), I(A; C), I(B; C).
€) H(A, B), H(A, C), H(B, ().
d) H(A, B,C).
e) H(A/B), H(A/C), H(C/A, B).
f) H(A/B,C), H(B/A,C), H(C/A, B).
g8) IA; B/C), I(B; A/C), I(C; A/B).
h) KA; B;C).

5-13. Sean @ y b dos variables binarias al azar, independientes y con dis-
tribuciones idénticas, tales que la probabilidad de un 0 es igual a la probabi-
lidad de un 1. Definir la variable binaria al azar ¢ = a + b, médulo 2. Es decir,
ces 0siaesiguala b, yceslsiaes distinta de b. Calcular.

a)
b)
<)
d)
e)
n
- 8)
h)
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H(A), H(B), HC).

I(A; B), I(A; C), KB; C).

H(A, B), H(A,C), H(B, ().

H(A,B,C).

H(A/B), H(A/C), H(B/C). .
H(A/B,C), H(B/A,C), H(C/A, B).

KA; B/C), I(B; A/C), I(C; A/B).

KA; B; C).
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5-14. Encontrar la capacidad de

[l—p—q q p ]
r q l—p—a

El caso particular de p = 0 se denomina canal binario de borrado. Dar una
interpretacién a esta capacidad.

5-15. Sean P1 y P: las matrices de dos canales de alfabetos de entrada A1 y
Az y de salida Bi1 y Bs, respectivamente. Formar una nueva matriz P de alfabefo
de entrada A = AjJA: y de salida B = Bijy Bz como se muestra a conti-

nuacién:
PO
P =
0o P

O representa una matriz de elementos nulos.

Sea P(a:) la probabilidad de que un simbolo de entrada a:; e A. Supongamos
Q1= Y P(a} y Q: = D, P(a:). Qi es la probabilidad de que un simbolo de A; sea
- A 4

-3 4y 1 .
enviado. Sean Ci, C2 y C las capacidades respectivas de P, Pz y P.

a) Calcular los valores de @: (en funcién de Ci y C2) que dan lugar a la ca-
pacidad del canal P.

b) Calcular C en funcién de C1 y Co.

¢) Generalizar los resultados de @) y b) al caso en que se combinan 7 ca-
nales, en lugar de dos.

5-16. a) Calcular la capacidad del canal

p p 0 0
p p 0 O
0 0 p p
0 0 p o

Dibujar la variacién de la capacidad en funcién de p.
b) Calcular la capacidad de
0

1

0 p
Dibujar Ja ve'lriacién de la capacidad en funcién de p y comparar este resultado
con el de la parte a). —

T ™ ©
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5-17. Calcular la capacidad de los dos canales siguientes:

(5*8 P—e 2
a) _ )
P—=s P—¢ 2

b (5~'e rP—s 2 0)

p—e pDP—g O 2¢

¢) Aplicar la aproximacién
£
log(1 + g)~—- para ¢~ 0
In2

para calcular y comparar la conducta de los dos canales anteriores cuando ¢ es
muy pequeiio.
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CAPITULO 6

MENSAJES CONFIABLES TRANSMITIDOS POR CANALES
NO CONFIABLES

6-1. Introduccién.

En este capitulo se demostrard el segundo teorema de Shannon, la
mas sorprendente e importante conclusién de la teoria de la informa-
cién. Debido al significado de este teorema serfa conveniente volver
atrds y resumir las principales conclusiones deducidas hasta aqui. Se
ha podido justificar el empleo de la entropia y las medidas de infor-
macién derivadas de ella, en dos ocasiones: Primer teorema de Shan-
non (apartado 4-3) y su generalizacién, que trataba de la equivocacién
(apartado 5-5). El primer teorema de Shannon facilité una unidad
prictica con la que medir la informacién emitida por una fuente. Este
teorema hizo posible evaluar los simbolos de una fuente segin los
binits (o simbolos de orden r} necesarios para representarlos. La gene-
ralizaciéon del teorema mostré que podia utilizarse, como unidad con
la que medir los resultados de la transmisién a través de un canal,
una magnitud relacionada con la entropfa (equivocacién).

Para codificar los simbolos de un alfabeto fuente A deben emplear-
se, por término medio, H (A) binits por simbolo. Sin embargo, si los
simbolos de A se transmiten por un canal, y se observa los simbolos
del alfabeto de salida B, se necesitardn solamente, para representar
los simbolos de entrada, H (A/B) binits por simbolo de A. Por lo tanto,
en ese sentido, la salida del canal ha suministrado H (A)— H (A/B)
bits de informacién. La equivocacién H (A/B) puede variar entre cero
(para un canal sin ruidos) y H (A) (para un canal cuyas entradas y sa-
lidas son estadisticamente independientes). El nimero de binits reci-
bidos por cada simbolo de A varia entre cero y H (A).
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La transmisién de H (A) — H (A/B) binits es un logro importante.
Sin embargo, la forma en que estos binits se presentan a la salida deja
mucho que desear. Examinemos esta cuestién mas en detalle. Suponga-
mos la transmisién de un bloque n de simbolos, desde una fuente A
a través de un canal de informacién. Si el canal no tiene ruidos, H (A/B)
es nula, y cada simbolo de salida contiene H (A) bits de informacién;
una secuencia de 7z salidas permite reconstruir la secuencia de n en-
tradas emitidas, siendo evidente que los H (A) bits de informacién
recibidos estan libres de error. Si el canal tiene ruidos, por el con-
trario, la equivocacién no sera en general nula, por lo que cada sim-
bolo de salida no contendra mis que H (A)— H (A/B) bits de infor-
macién. Hay que destacar, ademds, la diferencia fundamental existente
entre esta informacién y la proviniente de un canal sin ruidos. La se-
cuencia de entrada no puede reconstruirse perfectamernte por el mero
conocimiento de la salida del canal. Todo lo que puede afirmarse, por
el hecho de conocerla, es que las entradas se codifican empleando
H (AY— H (A/B) binits menos por simbolo. Por lo tanto, aun cuando
se obtiene una cierta informacién, no se llega al conocimiento libre de
error del mensaje transmitido. Esta dificultad va a resolverla el se-
gundo teorema de Shannon.

El segundo teorema de Shannon, publicado por primera vez en
1848, fue un acontecimiento que marcé el nacimiento de la teoria de
la informacién. No obstante, la demostracién del teorema en su ver-
sién original contenia algunos puntos débiles (McMillan, 1953). La
primera demostracién rigurosa se debe a Feinstein (1957). Posterior-
mente aparecieron otras, obra de Shannon (1957a}; Blackwell, Breiman
y Thomasian (1939); y Fano (1961). La presentada en este capitulo
es en cierto modo mds sencilla que las mencionadas.

6-2. Probabilidad de error y reglas de decision.

El segundo teorema de Shannon trata de la cantidad de informa-
cién sin error que puede obtenerse de un cierto canal. Con objeto de
apreciar mds claramente el significado del teorema, estudiaremos el
problema de la probabilidad de error de un canal. En algunos de los
canales primarios vistos hasta aquf, tales como el BSC y el rSC, se
intuye el concepto de probabilidad de.error de un canal. No obstante,
incluso en esos casos, como se veri a continuacién, la probabilidad
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de error depende de un factor que ain no se ha tenido en cuenta.
Consideremos, por ejemplo, el BSC.

09 0.1
[ 01 09 ] €D

Normalmente diremos que la probabilidad de error de este canal
es 0.1. Hay que destacar, sin embargo, que al afirmarlo, se ha supuesto
que el canal se utiliza de forma «légica y razonable». Si al examinar
la salida se decidiera que a un cero recibido corresponde un uno en-
viado y viceversa, la probabilidad serfa 0.9. Naturalmente esta forma
de emplear el canal no es la indicada. No obstante hay que tener en
cuenta esta posibilidad. La probabilidad de error depende de la forma
en que el receptor interpreta los simbolos que salen del canal.

Considerando un caso mads significativo, tomemos el canal

0.5 03 02
02 03 05 (6-2)
03 03 04

El canal tiene tres entradas a,, @, d; y tres salidas by, b,, b;. (Qué
simbolo de entrada corresponde a un simbolo de salida recibido? Esta
pregunta da lugar a la siguiente definicidn.

Definicién. Consideremos un canal con un alfabeto de en-
trada r-ario A ={a}, i=1, 2, ..., r, y un alfabeto de
salida de s simbolos B={b;}, j=1, 2, ..., 5. Se deno-
mina regla de decisién, d (b;) a la funcién que especifica
el stmbolo de entrada tnico que corresponde a cada 3ffh-
bolo de salida.

Ejemplo 5-1. Dos reglas de decisién del canal de (6-2) podrian ser

dib))=a
d(bs) = az (6-3)
d(bs) = a3
db) = a
d(bs)y = a; 6-4)
d(bs) = az

Un canal de r entradas y s salidas admite »* reglas de decisién di-
ferentes. La pregunta que sugirié la definicién puede volverse a plan-
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tear en la forma «;Cudl de las * reglas de decisidon debe escogerse
en cada caso? La respuesta depende en general del objetivo perseguido,
sin embargo una meta ldgica es la minimizacién de la probabilidad de
error del canal. Por lo tanto, se elegird la regla de decisién que haga
minima la probabilidad de error. Para encontrarla definiremos en pri-
mer lugar la probabilidad de error P, que se expresa como el valor
medio de P (E/b;) probabilidad condicional de error cuando la salida
del canal es b;.

= Y P(E/bYP(b) (6-5)

—d
B

Esta ecuacién determina la probabilidad de error como suma de una
serie de términos positivos. Segin eso, la regla de decision d (b;} que
hace mfnima a P serd aquella que haga minimo cada término de la
suma. P (b;) es independiente de la regla de decisidén empleada; as{
pues, la regla de decisién elegida, d (b;), deberd hacer minima la pro-
babilidad condicional P (E/b;).

Para una regla de decisién fija,
P(E[b;y = 1 —P[d (b)/bj] (6-6)

donde, por ser la regla fija, d (b;) = a; es la probabilidad hacia atrds
P (a;/b;). Finalmente, con objeto de que (6-6) sea minimo para cada
b;, se elige

d (b)) = a* (6-7a)

donde a* estd definida por

P (a*/b)) > P (a/b;) para cualquier ¢ (6-7b)

En otras palabras, la probabilidad de error de un canal serd mini-
ma con la regla de decision que asigna a cada simbolo de salida el sim-
bolo de entrada de mayor probabilidad. Esta regla de decisién recibe
¢l nombre de regla de mdxima posibilidad condicional. Depende de las
probabilidades a priori P (). La ley de Bayes permite escribir la ecua-
¢ién (6-7b) en la forma

P(bjja*)P(@*) _ P(bla)P(a)
P () T P®

para cualquier ¢ (6-8)

170



Scaned and edited By YORCH®

“MENSAIES CONFIABLES TRANSMITIDOS POR CANALES NO CONFIABLES

Asi, pues, cuando todas las probabilidades a priori son idénticas,
la regla de decisién de madxima -posibilidad condicional se transfor-
ma en

d(b) = a* (6-9q)
donde
P (bj/a*)= P (b;/a;} para cualquier i (6-9b)

La regla de decisién definida por esta relacidn se conoce como la
de mdxima posibilidad; es independiente de las probabilidades a prio-
ri. Cuando todas las probabilidades a priori son iguales, la regla de
decisién de mdxima posibilidad corresponde a la probabilidad de error
minima. Aun cuando no segn iguales (e incluso desconocidas), se em-
pleard este método de decisién; en tales casos, como es natural, la
probabilidad de error del canal no tiene por qué ser minima.

Ejemplo 6-2. A pax"tir de (6-9) puede definirse inmediatamente la regla de
decisién de mdxima posibilidad correspondiente al canal de (6-2). Esta regla es

d(b) = &y
d(bz) = a,
d(ba) = a3

Hay que destacar que la regla no es tinica. Realmente pueden aplicarse tres
reglas de decisién de mdxima posibilidad a este canal.

El valor de la probabilidad de error que corresponde al empleo de
una regla de decisién cualquiera puede calcularse ficilmente a partir
de (6-5) y (6-6).

P:= ) P(E/b)P(b)

B

=Y Py— ; P [d (b)/b] P (b)
B

1— Y P[d(b), b] (6-10

B

Los términos de la suma son las probabilidades simultineas de
transmitir d (b;) = a* y recibir b;. Por lo tanto, siendo Pz =1— Py,
(6-10) se convierte en

Pe= ). P(a*, b) (6-11)
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Puesto que )
YP@b=1 6-12)
A,B
(6-10) puede también escribirse como
Pe= Y P b (6-13)
B,A—a%*

El simbolo Z representa la suma extendida a todos los miem-
A-ak
bros del alfabeto A, excepto d (b;) = a*. Otra forma de expresar (6-13)
es
Pe= Y P(bjayP (@) (6-14)
B.,A-a%
Si las probabilidades a priori son iguales, la ecuacién (6-14) se
transforma en

Pr= —— N P (bja) (6-15)
r B,A-a%

Esta ecuacién presenta algin interés (en el caso de igualdad de
las probabilidades a priori) ya que es la expresién de la probabilidad
de error de un canal en funcién de una suma extendida a los ele-
mentos de la matriz del canal P(b/a). La suma se extiende a todos
ellos, omitiendo uno de cada columna [el correspondiente a d (b;)].

Ejemplo 6-3. Calcularemos la probabilidad de error del canal utilizado en

los ejemplos 6-1 y 6-2.
05 03 0.2
[ 0.2 03 05 ] (6-16)
03 03 04

Supondremos que los tres simbolos de entrada se eligen con la misma pro-
babilidad y que se aplica la regla de decisién de mdxima posibilidad. (Recorde-
mos que esta regla da lugar al minimo de P si las probabilidades a priori son
iguales).

P, =1/3[(0.2 4+ 0.3) + (0.3 + 0.3) + (0.2 + 0.4)]
= 0.567

6-3. Limite de Fano.

La probabilidad de error se ha definido en el apartado anterior
sin mencionar el concepto de entropfa, equivocacién, o informacién
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mutua. El objeto de este capitulo es establecer una conexién entre es-
tos dos conjuntos de conceptos independientes. Como primer paso
en este sentido, expresaremos los limites superior e inferior de la
equivocacién en funcién de la probabilidad de error.

Durante el cdlculo siguiente se hard uso repetidas veces de las
relaciones (6-11) y (6-13)

Be= ) P(a% b (6-11)
B -

P:= Y P@ab (6-13)
B.A-a*%

A partir de ellas, se deduce la identidad

H (Ps) + Pslog (r — 1) = Pxlog + B log

’
'PE PE

= Y P@bylog~—L

B.A-a=* PE

+ Y, P, b)log-Fl— 6-17)

B

~ La equivocacién H (A/B) puede expresarse en funcién de las mis-
mas sumas

1
H(A/B)= ) P(a, b)log -

B.A—a¥

. 1
+ gz’(a  Blog e (6-18)

Restando (6-17) de (6-18) se encuentra
H(A/By—H (P:)—P:zlog(r— 1)

B
=, 2 P@blog—gprn

Pz
* -5 19
+ BZP(a,b)log e
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Mediante la relacidn (2-2), puede cambiarse la base de los logarit-
mos del segundo miembro, con lo que resulta

(log e)'[H (A/B)— H (Pr)— Pzlog (r — 1)]

Pe
= Pabyln ——mM8 ————
L2 P@D I T
* ___fii__ .
+ ;P(a,b) In e (6-20)
Puede introducirse la relacién
hx=x—1 (6-21)

en cada uno de los términos de la suma. El segundo miembro de
(6-20) es menor o igual que

Ps . Ps
RS b)[(r—nP(a/b) —1] t LP@ b [P(a*/b) ‘1]

=[r”'f ¥y P(b)] —pet [#: T PO)] -5

)
=0 (6-22)
Con lo que se llega a la desigualdad buscada,
H(A/BY<H (Pr)+ Prlog(r—1) (6-23)

Esta importante relacién fue deducida en primer lugar por Fano.
Tiene validez cualquiera que sea la regla de decision aplicada, aun
cuando la probabilidad de error dependa de ella. La desigualdad su-
giere una interpretacién interesante. Supongamos una regla de de-
cisién dada. Al recibir un simbolo, se necesitan H (Pz) bits de in-
formacién para reconocer si la regla de decisién ha dado lugar a un
error. Un error se produce con probabilidad Pr, pudiendo especi-
ficarse entonces, con un mdximo de log (r — 1) bits, cual de los r—1
restantes simbolos de entrada es el enviado, Desgraciadamente esta
interpretacién no prueba la relacién (6-23), aun cuando constituye la
base de una demostracién diferente de la desarrollada.

Examinemos en qué caso el limite de Fano se transforma en una
igualdad. La desigualdad

Inx=x—1 (6-21)
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es una igualdad para x = 1. Sustituyendo esta condicién en (6-23), en-
contramos que la relacién de Fano es una igualdad solamente cuando

P (a/by = para by a£a (6-24a)

Pg
r—1

P (a*/B) = P; para cualquier b (6-24b)
ya que
Z P(a/b) =1 para cualquier valor de b
A

La condicién (6-24b) se deduce directamente de la primera, (6-244).
La ecuacién (6-24a) implica que todos los simbolos de entrada, excepto
el elegido por la regla de decisién, sean igualmente probables. Esta
condicién refuerza aun mds la interpretacién del limite de Fano.

6-4. Mensajes confiables y canales no confiables.

La finalidad del segundo teorema de Shannon es definir las limita-
ciones fundamentales que un canal no confiable ofrece a la transmi-
sién de mensajes sin error. Consideremos en primer lugar la transmi-
sién de mensajes confiables a través de un BSC (figura 6-1).

0 _0}=
A={1 —* 1 = F

FiGc. 6-1. Un BSC.

Para mayor precision supongamos que p, probabilidad de error de
un BSC, es igual a 0.01. Es decir, el 99 por ciento de los binits trans-
mitidos es recibido correctamente, En gran parte de los modernos
sistemas de transmision, sin embargo, este nivel de confiabilidad esta
lejos de ser aceptable. Las probabilidades de error admitidas son del
orden de 1075, 10~® e incluso menores. Con objeto de aumentar la con-
fiabilidad del canal, cada mensaje debe repetirse varias veces. Supon-
gamos, por ejemplo, que se decide repetir tres veces cada uno de ellos
(0 6 1). La figura 6-2 representa este proceso.
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Sefiales no utilizodas Mensaje Solidos
000 000

001 001

010 010

011 011

100 —| (BSC)? |— 100

101 101

110 110

111 111

F1G. 6-2. Un método de aumentar la confiabilidad.

La salida del canal en estas circunstancias es un elemento de (BSCY,
una secuencia binaria de longitud 3. La probabilidad de que no se pre-
sente ninglin error en la transmisién de los tres digitos es

1—py =@y

La probabilidad de un error y solo uno

3pp®

La probabilidad de dos errores

3r'p

mientras que la probabilidad de que los tres binits recibidos sean errd-
neos es

v

Siempre que p sea menor que 1/2 (es decir, siempre que la proba-
bilidad de recibir un binit correctamente sea mayor que recibirlo con
error), parece razonable decidir que el mensaje emitido ha sido 000 &
111 por mayoria entre los tres binits recibidos. Esta regla de decisién
no precisa realmente justificacién; es ficil comprobar que se trata de
la regla de decisién de maxima posibilidad. En cualquier caso, tal re-
gla da lugar a una probabilidad de interpretar el mensaje erréneamen-
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.te* Pg (igual a la suma de las probabilidades de  que dos y tres binits
sean erroneos).

Pe=p+3pp (6-25)
Para p = 0.01, obtenemos
Pr~3 X 10 (6-26)

Asf pues, la probabilidad de error ha pasado de 10~* (enviando un
0 oun 1) a 3 X 10 (al enviar 000 6 111). Continuando en Ia misma
direccién no es dificil aumentar atin la confiabilidad. Pueden enviarse
cinco binits por mensaje, tal como representa la figura 6-3.

Sedales no utilizadas Mensaje Salidas
00000 00000
00001 00001
00010 00010
00011 00011
- —| (BSCys :

11110

11111 11111

FiG. 6-3. Un método de aumertar la confiabilidad

Las probabilidades respectivas de que se produzcan en la transmi-
sién cero, uno, dos, tres, cuatro o cinco binits erréneos son

1'55
S5ppt
107 p*
1097
5pp
4

* La probabilidad de mensaje erréneo depende normalmente de las proba-

bilidades a priori. No obstante, dada la simetria de la situacién descrita, la pro-
babilidad de error en este caso es independiente de dichas probabilidades,
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Haciendo uso nuevamente de la regla de mayoria (es decir, maxi-
ma posibilidad) para decidir si el mensaje enviado fue 00000 & 11111,
la probabilidad de error tiene el valor

Pe=p +5p'p + 10 p* P (6-27)

(o sea, suma de las probabilidades de tres, cuatro y cinco binits erré-
neos). Para p = 0.01, se encuentra

P~ 107° (6-28)

Con este procedimiento la confiabilidad puede crecer indefinida-
mente. La tabla 6-1 muestra la probabilidad de error al transmitir por
un BSC de probabilidad de error p = 0.01, 1, 3, 5, 7, 9 y 11 binits por
mensaje.

TABLA 6-1. PROBABILIDADES DE UN MENSAJE ERRONEO EN UN BSC

Binits por Probabilidad de
mensaje binario mensaje erroneo

10-2

3 x 10—
10-°

4 x 107
10-8

5 X 10-1

Ll - Y

La mejora que se aprecia en la tabla no se alcanza sin pagar un
precio a cambio. El precio se cifra en el aumento de redundancia de
los binits transmitidos. En otras palabras, aun cuando puede redu-
cirse la probabilidad de error de 0.01 a 5 X 107", al pasar de 1 binit
a 11 binits por mensaje binario, la velocidad de mensaje disminuye,
pasando de 1 mensaje por binit a 1/11 mensaje por binit. En general,
el procedimiento repetitivo descrito plantea un compromiso entre la
velocidad de los mensajes y su confiabilidad. La figura 6-4 representa
la variacién de estos valores,

6-5. Ejemplo de codificacién con correccién de errores.

La figura 6-4 sugiere una pregunta importante. El esquema de co-
dificacién estudiado hasta aqui (simple repeticién) constituye el pro-
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cedimiento mds directo de intercambiar velocidad de mensaje por
confiabilidad. ¢Existe algin método mads sofisticado y eficaz de efec-
tuar este intercambio? Es decir, para un valor dado de probabilidad
de mensaje erréneo. ;Existe algin método de codificacién que dé una
velocidad de mensaje mayor que la obtenida por simple repeticion,
indicada en la figura 6-4? La respuesta es sencillamente: «{S{!»

El segundo teorema de Shannon responde precisamente a esa pre-
gunta (apartado 6-10). No sélo afirma que pueden obtenerse resultados
mejores que los de la figura 6-4, sino que dice en cudnto pueden me-
jorarse. La respuesta «cudnto mejor» aportada por el teorema es ver-
daderamente lo mds sorprendente de lo que a continuacién se dira.
La figura 6-5 representa la respuesta en su aspecto cuantitativo.

Probabilidad de mensaje errénec

10—10 =

10—12 L

1071

1 1
1 L
[ 11

Wik =
i |-
N -

Proporcion de mensaje, mensajes binarios/binit

F1G. 6-4. Compromiso entre la proporcién y la confiabilidad en un BSC
con repeticién.

El segundo teorema de Shannon dice que para cualquier velocidad
de mensaje menor que la capacidad C del canal, existen cédigos tales
que la probabilidad de mensaje erréneo es menor que cualquier nii-
mero positivo ¢, tan pequefio como se quiera. El teorema concluye en
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forma sorprendente diciendo que no es necesario hacer tender a 0 la
velocidad del mensaje para que la confiabilidad del canal aumente
indefinidamente.

En el apartado 6-4 se discutié la posibilidad de transmitir una in-
formacién virtualmente libre de error, a través de un canal no con-
fiable, un BSC. Examinaremos a continuacién, con un' poco mds de
atencién, el compromiso existente entre velocidad de un mensaje y
su confiabilidad. En el apartado anterior se vio que la velocidad dis-
minufa por el hecho de repetir el mensaje binario transmitido, Tal

10-2
104
o
o«
<
@
¢ 1078
©
‘g
€
o
€10-°
L]
-
°
°
= 4010
10
2
°
a
107
. Limite definida
por el teorema de Shanaon
oM /
€I J——
: | ! { [ {
S L
é 3 5 7 9 l—f

Proporcidn de mensaje, mensajes binarios/binit

Fic. 6-5. Dos valores diferentes del intercambio de velocidad por
’ confiabilidad en un BSC.

como indicaban las figuras 6-1 y 6-2, puede interpretarse como un
aumento del orden de la extensién del canal y la seleccién de mensa-
jes de dos de los posibles simbolos de entrada, ;. Un procedimiento
més eficaz para variar la velocidad de los mensajes (que se empleard
para demostrar el segundo teorema de Shannon) consiste en fijar el
orden de la extensién y variar el nimero de simbolos de entrada, o,
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usados como mensajes. La figura 6-6 representa esta solucién en el
caso de un BSC,

000 000
001 001
010 010

At = ‘1’(1)(1) S| (Bsoy ‘1’(1)(1) = B
101 101
110 110
111 111

FiG. 6-6. Tercera extensién de un BSC,

Supongamos que los simbolos binarios pueden ‘transmitirse a tra-
vés de un BSC a la velocidad de uno por segundo. Entonces los oy,
consistentes en secuencias de 3 binits, se transmitirdn a un ritmo de
uno cada 3 segundos. Si se seleccionan como mensajes las dos secuen-
cias 000 y 111, puede obtenerse una probabilidad de error

Pr=3 x 10~ (6-29)

mientras la velocidad es de 1/3 de binit por segundo. Si, por el con-
trario, los ocho o; son mensajes, la probabilidad de que un mensaje
(no un binit) se transmita correctamente es 7. La probabilidad de
. mensaje erréneo es, entonces, 1 — p°. Para p = (.01, se obtiene

P:~3 x 107? - (6-30) -

La velocidad que corresponde a esta probabilidad de error es de
1 binit por segundo. Naturalmente entre estos dos extremos existen
otras posibilidades. Pueden seleccionarse cuatro de los o; para re-
presentar cuatro mensajes equiprobables. Sean, por ejemplo,

000
011 (6-31)
101
110

Elegidos los cuatro «;, puede aplicarse la regla de maxima posibi-
lidad * de la figura 6-7.

® Como se vio en el ejemplo 62, ]Ja regla de médxima posibilidad no es
unica. En aquel caso existian otras reglas ademds de la mostrada en la fi-
gura 6-7.
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Mens.aies
‘Salidos elegidos
000}____’ 000
001
010 — o
011
100}______) 101
101
110} 110
111

FIG. 6-7. Una regla de decisién de mdxima posibilidad.

La probabilidad de interpretar correctamente un mensaje, Pr, es
precisamente igual a la probabilidad de transmitir sin error los dos
primeros binits, es decir

Pe=p* (6-32)
Para p = 0.01 se encuentra
P2 x 107? (6-33)

Puesto que las cuatro secuencias binarias utilizadas corresponden
a dos mensajes binarios y se emplean 3 seg. en transmitir cada uno
de ellos, la velocidad es de 2/3 binits por segundo. Comparando los
resultados obtenidos al seleccionar dos, cuatro u ocho mensajes de
las ocho entradas posibles del (BSC)® se comprueba que, en general,
la probabilidad de error aumenta con el nimero de mensajes utili-
zados.

La extensién de orden n de una fuente de r simbolos tiene un
total de r" simbolos de entrada. Utilizando solamente M de ellos como
mensajes, se disminuye la probabilidad de error. El quid estd en dis-
minuir la probabilidad, y por tanto M, sin que la proporcion o velo-
cidad de los mensajes, (log M/n *) llegue a ser demasiado pequeria. El

“* La proporcién o velocidad de los mensajes se mide por su equivalente,
mensajes binarios por simbolo. Es decir, el envio de uno de los M mensajes po-
sibles de n simbolos es equivalente a enviar M mensajes binarios de-n simbolos
a una velocidad de (log M)/n mensajes binarios por simbolo.
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segundo teorema de Shannon dice que la probabilidad de error puede
ser tan pequenia como se quiera en tanto que M sea inferior a 2°¢.
Para este valor de M, la velocidad de mensaje es

logM -

= =c (6-34)

Es decir, la capacidad de un canal coincide con el valor maximo
de la velocidad de mensaje sin error,

6-6. Distancia de Hamming.

Los apartados 6-7 y 6-8 versan sobre la demostracién del segundo
teorema de Shannon en el caso particular de un BSC, donde se apro-
vecha la naturaleza binaria de los simbolos de entrada y salida para su
simplificacién. Hamming introdujo por primera vez (1950) el impor-
tante concepto de distancia entre dos secuencias binarias. La distancia
de Hamming entre dos secuencias binarias, o; y f;, de la misma lon-
gitud, estd definida por el nimero de lugares en que difieren. Sea, por
ejemplo,

o, = 101111

B: = 111100

y D(w, B) la distancia de Hamming entre o, y §. Entonces
Doy, ) =3.

Este concepto puede aplicarse a los tres cddigos del (BSCY trata-
dos en el apartado anterior.

TABLA 6 2. TRES cODIGOS PARA UN (BSC)

Codigo of Cdodigo (B Codigo €

000 000 000
001 011 111
010 101
011 110
100
101
110
111
Nimero de mensajes M: 8 4 2
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Las palabras de los codigos dados en la tabla 6-2 pueden conside-
rarse vértices de cubos tridimensionales. La distancia de Hamming
entre dos palabras cualquiera, entonces, es igual al nimero de saltos
que debe darse para pasar de uno a otro. Las distancias minimas en
los cédigos «#, B y € son, respectivamente, 1, 2 y 3.

La distancia minima entre palabras de un cddigo estd intimamente
relacionada con su probabilidad de error. En general, a mayor distan-
cia minima, la probabilidad de error serd menor. Como es ldgico,
cuanto mayor es la distancia minima, el niimero de palabras que puede
alojarse en los vértices de un cubo de n dimensiones es menor, lo que
no es sino expresién del resultado puesto de relieve en el apartado an-
terior. La ventaja de poder representar un gran nimero de mensajes
con un cédigo, por un lado, se equilibra, por el otro, con la de tener
un canal de baja probabilidad de error.

011 011
111 - 111
i I i
001 ; 101 ; 101 [
|
| ] |
0104 [ 4110 _As|———p110 O
000 - ) - -
100
Cédigo @ Cédigo B Cédigo @

F1G. 6-8. Tres cédigos diferentes de un (BSC).

Los errores surgidos en la transmisién de una secuencia o, de n
bits, a través de un (BSC)", dan lugar a que la secuencia recibida, f;,
sea distinta de ella. Si han aparecido D errores, la distancia de Ham-
ming entre o y f;, serd D.

D(ay B) =D (6-35)

El nimero medio de errores que se presentan en un grupo de n
birits serd np, siendo p la probabilidad de error del BSC. As{ pues, la
distancia media de Hamming entre una secuencia transmitida y una
recibida serd también np. Naturalmente la distancia que realmente
existirid entre dos secuencias particulares raras veces coincidird con la
media. Segilin esto, debera estudiarse el problema de determinar la se-
cuencia transmitida que corresponde a una secuencia recibida, g;; es
decir, determinar la regla de decision a aplicar.
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A lo largo del capitulo se ha supuesto que todos los mensajes (y,
por lo tanto, las palabras) son equiprobables. En el apartado 6-2 se de-
mostré que cuando las entradas son equiprobables la probabilidad de
error minima corresponde a la aplicacién de la regla de decisién de
méxima posibilidad. A continuacién se demostrard que esta regla ad-
mite una interpretacién sencilla desde el punto de vista de la distan-
cia de Hamming. Sea «; la palabra transmitida y B; una de las posibles
secuencias de salida del canal. Supdngase, asimismo, que D es la dis-
tancia de Hamming entre esas dos secuencias binarias de longitud z.
En ese caso o; y B; difieren exactamente en D lugares, y la probabili-
dad de recibir f; al enviar o; es precisamente la de que aparezca un
error en cada uno de los D lugares en que difieren y no se produzca,
en cambio, en los n — D restantes.

/ Palabra
mas cercana
8 /D' sa

—

Secuencia
recibida

.Q!

FIG. 6-9. Regla de mdxima posibilidad de urn (BSC)".

P (/) = (p)* (0)"~° (6-36)

Para p<<1/2 (tdnico caso de interés), P (f;/a;) disminuye al aumen-
tar D. Cuanto mayor sea la distancia entre B; y la secuencia transmi-
tida, menor serd la probabilidad de recibirla. La regla de mixima po-
sibilidad elige la palabra que hace maxima P (§;/w;); es decir, selec-
ciona la palabra mds cercana a B; segin el concepto de distancia de
Hamming.

6-7. El segundo teorema de Shannon aplicado a un BSC. Primer paso.

En este apartado se procederd a demostrar el segundo teorema de
Shannon, en el caso particular de un BSC. La demostracién general,
véalida para cualquier canal de informacién de memoria nula con un
ntimero finito de simbolos, se hard en el apartado 6-9.
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Segundo teorema de Shannon (caso particular).

La probabilidad de error de un BSC es p, y en corsecuencia su
capacidad, C = 1— H (p). Sea ¢« un nimero positivo tan pequefio como
se quiera, y M = 2"¢-9, Para n suficientemente grande puede formar-
se un subconjunto de M palabras (que representan M mensajes equipro-
bables) del conjunto de las 2" posibles entradas del canal (BSC)", de
manera que la probabilidad de error al decodificar la salida del canal
puede ser tan pequeha como se quiera.

La figura 6-10 representa las 2" entradas y salidas de la extension
de orden n de un BSC de probabilidad de error p.

A B
00 - - - 00 00 - - - 00
00 -0t [ pgoya | 00---01
00 - - - 10 00 - - - 10
11 11 11 11

FI1G. 6-10. Extensién de orden n de un BSC.

Las entradas y salidas del canal estin constituidas por secuencias
de n digitos binarios. Con objeto de enviar M mensajes a través del
canal, se seleccionan M de la 2" entradas posibles. Segiin se dijo en
el apartado 6-5, la probabilidad de mensaje erréneo, Pz, aumenta al
crecer M. La pregunta a la que debe darse respuesta es «;Cudntos
mensajes es posible enviar manteniendo la probabilidad de error pe-
queiia?»

La respuesta depende, como es natural, de la forma en que se se-
leccionen los simbolos que constituyen los mensajes. La probabilidad
de error serd mayor si las palabras elegidas estdn apifiadas, que si exis-
te una distancia regular entre ellas. El procedimiento de codificacién
influye de manera notable sobre la probabilidad de error y, por lo
tanto, sobre el nimero maximo de mensajes que pueden utilizarse. Sin
embargo, se dejard por el momento a un lado esta importante cuestion,
suponjendo que por un procedimiento cualquiera se ha seleccionado
un cédigo consistente en M palabras de n binits.
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Al enviar a través del canal una de esas palabras, por ejemplo a,
se recibe otra secuencia binaria de longitud n, §; (figura 6-11).

ay —| (BSC)* |— B;

FiG. 6-11. El canal

La regla de decisién de médxima posibilidad, descrita en los aparta-
dos anteriores, hace minima la probabilidad de error si los mensajes
se envian con la misma probabilidad. Sin embargo, esta regla es dificil
de analizar, por lo que se hard uso de otra de similares caracteristicas,
que permite asimismo alcanzar una probabilidad de error tan pequeifia
como se quiera.

Se ha puesto ya de relieve que la distancia media entre las secuen-
cias transmitidas y recibida, o y B;, es np, donde n es el orden de la
extension del BSC (o la longitud del bloque del cédigo) y p su pro-
babilidad de error. Al recibir un simbolo f;, la inclinacién natural
tiende a buscar el simbolo transmitido entre aquellos (si es que exis-
ten) que se encuentran a una distancia np, o menor de §;. Puede inter-

F1G. 6-12, Esfera con cen-
tro en el simbolo recibido.

~

pretarse en términos geométricos diciendo que se busca en el interior
de una esfera de radio np trazada con centro en f;. Ahora bien, np es
solamente la distancia media entre « y B;, por lo que es prudente
agrandar ligeramente la esfera para garantizar que «, se encontrard en
su interior con gran probabilidad. Los matemdticos acostumbran a de-
nominar ¢ a ese margen de seguridad, por lo que mantendremos este
simbolo. Sea np. el radio de la esfera, donde p. = p + ¢ (figura 6-12).
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El proceso de decisién consiste en dibujar la esfera de radio np.
con centro en B, y, si no hay mas que un solo punto (palabra) en su
interior, decidir qué es el transmitido. Si no existe un solo punto (bien
porque hay varios o ninguno) se elegira simplemente al azar, cometien-
do a ciencia cierta un error. El lector puede objetar que, en estas cir-
cunstancias, se ha procedido demasiado a la ligera. La observacién
es correcta. Sin embargo se demostrard que, atn siguiendo ese proce-
dimiento, la probabilidad de error es despreciable.

Segtin el método descrito, al decodificar un simbolo recibido pue-
den presentarse dos casos de error. Se designard por S (np.) la esfera
de radio np. trazada alrededor del simbolo recibido, 8; (figura 6-13).

S(e)

oy

[ 7 79

oo

Fic. 6-13. Decodificacién correcta de f;.

El primer caso es aquel en que «, palabra transmitida, no se encuentra
en S (np:); el segundo, si lo estd, pero existe ademds otra palabra. La
probabilidad de error puede escribirse en la forma
Pe = Pr{ag S(np:)} + Pr{o,eS (npe)}

X Pr {al menos otra palabra €S (np:)} (6-37)
donde € y ¢ significan «contenida en» y «no contenida en», respecti-

vamente. Puesto que Pr{a, ¢S (npe)} <1, la ecuacién (6-37) implica
que

P: =Pr{a,e S (np:)} + Pr{al menos otra palabra € § (npe)} (6-38)

La probabilidad de que ocurra al menos uno de los dos sucesos no
es nunca mayor que la suma de las probabilidades de que ocurra cada
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uno de ellos separadamente. Una generalizacién de esta ley conduce a
" Pr {al menos otra palabra €S (np:)}

= Y Pri{weS(np:)}  (6-39)
L
donde la suma del segundo miembro estd extendida a las M —1 pala-
bras no transmitidas. Sustituyendo (6-39) en (6-38) se encuentra la
desigualdad buscada

Pr=Pr{a, ¢S (np:)} + Z Pr{weS (np:)} (6-40)
Xty

La ecuacién (6-40) define el limite de la probabilidad de error de
un conjunto especifico de M palabras. El primer término es la proba-
bilidad de que las palabras transmitida y reciba no se encuentren a
una distancia de Hamming inferior a n(p + ¢); el segundo, la suma
de las probabilidades (una por palabra no transmitida) de que la pala-
bra recibida y cada una de las no transmitidas estén a una distancia
de Hamming inferior a n(p + e).

El primer término es ficil de evaluar. Es sencillamente la probabi-
lidad de que se presenten mds de n(p + ) errores en la transmisién
de n binits a través de un BSC de probabilidad de error p. El nimero
medio de errores en un grupo de 7 binits es np. Para cualquier valor
finito de » existird una probabilidad finita que el niimero de errores
exceda del valor medio en ne o mds. Al crecer n, sin embargo, la
probabilidad disminuye. /De forma mds precisa, la ley de los ndimeros
grandes (Parzen, 1961) dice que para dos nimeros positivos cuales-
quiera, £ y 3, existe un n, tal que para cualquier n> n, la probabilidad
de que el nimero de errores exceda a su valor medio en méas de ns
es menor que §. Asi, pues, tomando un 7 suficientemente grande, es-
taremos seguros de que

Prio¢ S(npo)} < b (6-41)
con & tan pequefio como queramos.

Esta ecuacién reduce a la mitad el esfuerzo en la evaluacion de la
probabilidad de error (6-40), es decir el trabajo de demostrar el se-
gundo teorema de Shannon. Sustituyendo (6-41) en (6-40) resulta

Pe<bd+ Y Pr{wmeS(np:)} (6-42)

aiap

Hay que destacar que & es independiente del conjunto de M pala-
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bras elegido para representar los M mensajes. El ltimo término de
(6-42), por otro lado, depende fundamentalmente del cédigo elegido.
(En qué forma se hard uso de la relacién (6-42) para encontrar el
limite de la probabilidad de error, sin tener que afrontar el intrincado
problema de qué cddigo utilizar?

La respuesta a este ultimo dilema fue aportada ingeniosamente por
Shannon. En lugar de calcular (6-42) en el caso de un cédigo parti-
cular, Shannon demostré la posibilidad de hallar su valor medio ex-
tendido a todos los cédigos posibles. El primer término no depende
del cédigo. Los M — 1 sumandos, si. Calculando su valor medio ex-
tendido a todos los cddigos posibles obtendremos la probabilidad me-
dia de error correspondiente a todos ellos. No es exactamente el pro-
cedimiento seguido, pero veremos que es suficiente- para demostrar
el teorema fundamental.

6-8. Codificacion al azar. Segundo paso.

El razonamiento de Shannon, llamado algunas veces de la codifica-
cién al azar, es el siguiente. Las M palabras del cédigo de entrada
son elegidas al azar de un conjunto de 2°. Puede imaginarse que los
2" simbolos de entrada se han escrito sobre 2* hojas de papel e in-
troducidas en un sombrero. Con los ojos vendados se procede a elegir
M papeles, teniendo buen cuidado de devolver al sombrero cada uno
de ellos antes de la siguiente eleccién. Asi, pues, los M papeles se-
leccionados definen las M palabras del cdédigo *. Al elegir una palabra
existen 2" posibilidades distintas. Puesto que seleccionamos n pala-
bras consecutivas, el nimero total de cddigos diferentes que pueden
formarse es de 2"™. Cada uno de ellos tiene una probabilidad 2" de
ser elegido. La probabilidad de error que corresponde a cada uno de
ellos viene determinada por la férmula (6-42). La probabilidad media
de error, Pr, se obtendrd calculando el valor medio de (6-42) extendido
a los 2%* c6digos. Ya hemos indicado que §, primer término del se-
- gundo miembro de (6-42), no depende del cédigo elegido. Por lo tanto
solamente serd necesario hallar el valor medio extendido a M —1
términos de la forma Pr {w €S (np:)}, donde «; 7 a,. Si empleamos un

* Este procedimiento puede dar origen a un cédigo singular; es decir, una
hoja puede elegirse mds de una vez, utilizindose, en definitiva, la misma pala-
bra para mensajes diferentes. Para M << 2" tal cosa es posible pero improbable.
Si M > 2», en cambio, resulta inevitable,
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trazo ondulado para indicar el valor medio de los 2% ¢c4digos, la ecua-
cién (6-42) puede expresarse en la forma

Przo+ M—1) PrimesSmpal
_4_6+MPr{a,-ES(npe)} 0~i7&0.0 (6'43)
Emplearemos el mismo procedimiento de codificacién utilizado para
generar o, para evaluar Pr{o €S (np:) U a7 oy Los a, se eligieron al
azar entre los 2" cddigos posibles; por lo tanto, la probabilidad de
que o;, una palabra distinta de la palabra transmitida «, esté contenida
en una esfera de radio np. trazada alrededor de la secuencia recibida
p;, es igual al cociente entre N (np:), nimero de secuencias binarias
diferentes contenidas en la esfera, y 2", nimero de secuencias binarias
de longitud n diferentes.

i e e N(n
Pr{a,-eS(npe)}:—(ZTpsl & 7 oy (6-44)
Finalmente, calcularemos el limite de N (npe). El nimero de se-
cuencias binarias de longitud n situadas a distancia k de p; es preci-
samente igual al ndimero de maneras posibles en que una secuencia

binaria de longitud n puede diferir de f; en k lugares, es decir (Z)

Sumando para todos los valores de k menores o iguales a npe, se ob-
tiene *

N(npe):1+(”) 4 (3) ot | ")

1 npe
(mé) ;
> (" ) (6-45)
= \k

Esta suma puede acotarse introduciendo una desigualdad frecuente-
mente utilizada en la teoria de la informacién (Peterson, 1961, p. 246;
Wozencraft and Reiffen, 1961, p. 71):

(npe)
N ( ’;) =2"09  para p,<} (6-46)
k=0

* Naturalmente, np. no tiene por qué ser un nimero entero. Segun esto, lo
reemplazaremos por el mayor entero inferior a np., sin que la demostracion
pierda valor en ningin aspecto.
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Asi, pues, combinando (6-44), (6-45) y (6-46), se obtiene
Pr{weS(np)} =201 44, (6-47)
que, llevando a (6-43), da lugar a la acotacidn
Pr=5 + M 2-u-Ho0) (6-48)

La ecuacién (6-48) contiene la esencia del segundo teorema de
Shannon (en el caso particular de un BSC). El pardmetro & puede ha-
cerse tan pequefio como se quiera aumentando la longitud n de los
bloques. Por lo tanto, el segundo miembro de (6-48) puede hacerse tan
pequeilo como se quiera, siempre que

M < 2"[1—1{(1’:)] < 2"[1—H(D)] (6_49)
que constituye la expresidon buscadae. Tomardo un & pequeiio,

H{s=H({@ + %)

puede alcanzar un valor muy cercano a H (p) y podrd elegirse un ni-
mero de mensajes tan proximo a 2"-¥®) como se desee. Ahora bien,
1— H(p) es la capacidad del BSC. Por lo tanto, podrdn elegirse M
mensajes, siendo M cualquier nimero inferior a 2°¢, y la probabilidad
media de error ser inferior a cualquier valor predeterminado. Al menos
existird un cddigo tan bueno como la media, de forma que puede afir-
marse que hay un cddigo de M < "¢ palabras y probabilidad de error
arbitrariamente pequeiia.

Este es el resultado anunciado al final del apartado 6-5. Si en un
BSC se emplea una longitud de bloque n suficientemente larga, pueden
elegirse M palabras (M < 2°¢), y tener ain una probabilidad de no
identificar una palabra, tan pequefia como queramos. Por tanto, por
BSC de capacidad C, puede enviarse por cada binit hasta [ver (6-34]

log 2"¢
n

=C (6-50)

mensajes binarios sin error.

6-9. Segundo teorema de Shannon .Discusién.

El teorema demostrado en los apartados anteriores es valido en un
caso muy particular. El canal considerado, un BSC, era de alcance muy
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limitado. Sin embargo, la mayor parte de los conceptos necesarios para
demostrar el teorema en su generalidad, asi como las importantes con-
secuencias que de él se derivan, han aparecido de forma mds o menos
evidente en esos apartados. En este discutiremos esos conceptos, pro-
cediendo a la demostracion del teorema en el apartado siguiente,

El primer concepto introducido por Shannon es el de codificacion
al azar, Si deseamos apreciar las limitaciones del teorcma es necesario
comprender antes tal procedimiento de codificacién. Puesto que las
palabras del cédigo se eligen al azar, podrd aplicarse la ecuacién (6-47)
para acotar la probabilidad de que una palabra cualquiera se encuentre
dentro de una esfera de centro en §; y radio np.. Si las palabras se
han elegido por alglin otro procedimiento, no podrd hablarse de la
probabilidad de que una palabra se encuentre a una distancia inferior
a np. de la secuencia recibida p;, Analizando esta cuestién mds en de-
talle, el procedimiento de codificacion descrito puede definirse como
la falta absoluta de procedimiento.

Desde un punto de vista préctico, la codificacién al azar deja mucho
que desear. La probabilidad media de error puede hacerse tan peque-
fia como se quiera. Este valor medio, desgraciadamente, se refiere a
la totalidad de cédigos posibles. Asi, una vez determinado un cddigo,
no puede afirmarse que se trate de un buen cédigo. Como caso ex-
tremo citaremos la posibilidad de obtener un cédigo en que los M
mensajes correspondan a la misma palabra.

El segundo teorema de Shannon se caracteriza por ser algo mdés
que una prueba de la existencia del cédigo y algo menos que una re-
gla prictica para encontrarlo. El teorema no dice exactamente cémo
construir un buen cédigo, por lo que realmente no define un método
para su determinacién. Por otro lado, sin embargo, el teorema enun-
cia un procedimiento que por término medio da lugar a buenos c6-
digos; asi, pues, no se limita a la mera demostracién de su existencia.

En la versién generalizada del segundo teorema de Shannon, que
demostraremos en el apartado siguiente, veremos que pueden seleccio-
narse M = 2"C-2 palabras, ¢ > 0, (donde C es la capacidad del canal),
y ser alin la probabilidad de error tan pequefia como se quiera. Se
demostrard también una transformacién del teorema: si se eligen
M = 2"¢+9, £ > (), palabras, no es posible encontrar una regla de de-
cision que dé lugar a una probabilidad de error arbitrariamente pe-
quefia, P, aumentando #n, longitud de bloque del cddigo. Esta manera
de expresar la transformacién del teorema es suficiente para nuestro
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proposito. Hay que afadir, no obstante, que pueden demostrarse otras
expresiones mds potentes. Wolfowitz (1959) demostré que eligiendo
M = 22€+a palabras (C, capacidad del canal y > 0), la probabilidad
de error 6ptima tiende a la unidad, al crecer n.

El teorema de la codificacién dice que la probabilidad de interpre-
tar mal una palabra, enviada a través de un canal con ruido, puede
hacerse tan pequefia como se quiera. La importancia de esta frase re-
posa fundamentalmente en el hecho de que se refiere tanto a la pro-
babilidad de error de los mensajes como de las palabras del cédigo. En
el caso de un BSC, por ejemplo, el teorema establece que la probabi-
lidad de interpretar mal una secuencia de n ceros y unos es arbitraria-
mente pequefla, Argumento mas eficaz que la mera afirmacién de que
la probabilidad de interpretar mal un simple binit es arbitrariamente
pequeiia. Esta distincidén ha dado lugar a méds de una mala interpre-
tacién de las conclusiones derivadas de las diversas formas de la trans-
formacién del segundo teorema de Shannon. Refiriéndose a un BSC,
la transformacién afirma que si el nimero de mensajes equiprobables
M es superior a 2"¢ (donde C es nuevamente la capacidad del BSC),
la probabilidad de error en una palabra tiende a la unidad al crecer n.
Esta conclusién es vdlida para cualquier conjunto de palabras (no so-
lamente como término medio en un grupo de cddigos) y cualquier
regla de decisién. El teorema presenta un gran interés matemdtico y
su importancia en relacién con el problema de la comunicacién ha sido
puesta de manifiesto repetidas veces. El teorema no afirma que la co-
municacién sea imposible si M > 2"¢, Para aclarar este punto con-
sideremos un BSC en que los binits 0 y 1 se eligen con la misma pro-
babilidad y dibujemos la variacién de la probabilidad de un binit erré-
neo en funcién de la cantidad de mensajes por unidad.

Supuesta una velocidad de mensaje cualquiera, R mensajes bi-
narios por binit, menor que C, capacidad del canal, sabemos que la
probabilidad de un binit erréneo puede hacerse tan pequefia como se
quiera. Si R es mayor que C, puede imaginarse el siguiente proceder,
consistente en emplear la extensiéon de orden n del BSC y hacer crecer
n, Para que la velocidad sea de R mensajes por binit, deberan dis-
ponerse 2"® mensajes para enviar a través de la extensién n del BSC.
Se enviardn alternativamente nR binits. Pueden transmitirse hasta nC
binits con protabilidad de error arbitrariamente pequefia. El receptor
decidird si los nR — nC binits restantes son 0’s 6 1’s lanzando simple-
mente una moneda al aire. Cara sera un 0, cruz un 1. La probabilidad

194



Scaned and edited By YORCH®

MENSAJES CONFIABLES TRANSMITIDOS POR CANALES NO CONFIABLES

de error de esos binits sera igual a 1/2. La probabilidad media de error,
tanto para los binits confiables como para los demds, serd ligeramente
superior a 1/2 (R-C)/R. La figura 6-14 representa el resultado.

Probabilidad de binit erroneo
-
[
9]

b

(S0 od

i
WOl |-
—
-

R = proporcién de mensaje, mensajes binarios/binit

FiG. 6-14. Proporcién de binits erréneos en funcidén de la proporcién
: de mensajes en un BSC.

La parte de la figura que corresponde a R > C se ha obtenido por
el procedimiento indicado. No se ha demostrado, sin embargo, que
sea el mejor. De hecho, el cdlculo de la probabilidad minima de error
cuando la proporcién de mensajes es R > C estd ain por resolver. Hay
que notar, ademds, que aunque se ha determinado la abscisa corres-
pondiente a R = 1, puede alcanzarse una velocidad de mensaje mayor
mediante el procedimiento de la moneda descrito. Consideremos, por
ejemplo, un BSC sin ruido (p = 0). El procedimiento de la moneda da
lugar a una posibilidad de binit erréneo de 0.25 con una proporcién
de 2 mensajes binarios por binit.

Antes de entrar en la demostracién general del segundo teorema
de Shannon analizaremos los limites de la probabilidad de error. Tan-
to en la demostracién general como en la particular, aplicada a un BSC,
estamos unicamente interesados en probar que la probabilidad de error
puede hacerse arbitrariamente pequefia cuando M < 2™¢-9, Se han ob-
tenido, no obstante, otros resultados, que definen la velocidad con la
que la probabilidad de error tiende a O al aumentar », orden de la ex-
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tensién utilizada. Nos limitaremos simplemente a indicar que otros
autores han demostrado que la probabilidad varia exponencialmente (o
casi exponencialmente) con n, Las notas del final del capitulo contie-
nen referencias de estos trabajos.

6-10. Segundo teorema de Shannon. Caso general,

El problema se reducird a la demostracién del teorema de Shannon
en el caso de un canal discreto sin memoria. Conceptualmente la de-
mostracién no difiere casi en absoluto de la presentada en los aparta-
dos 6-7 y 6-8, correspondiente a un BSC,

Segundo teorema de Shannon.

Consideremos un canal de r entradas, s salidas y capacidad C. Sea
e un nimero arbitrariamente pequefio y M == 2™, Para un n sufi-
cientemente grande, es posible seleccionar un conjunto de M palabras
(que representardn M mensajes equiprobables) entre las r* entradas
posibles de la extensién n del canal, tales que la probabilidad de error
al decodificar la salida sea tan pequefla como se quiera.

La figura 6-15 representa las r® entradas y s" salidas posibles de la
extensién n del canal.

An Bn *
@ = (ay -+ aqy) Br = (by =« + biby)
a = (a; * + * ;may) —"— Bz = (by + « + biby)
a, = (a' © .- oa,a,) B = (b. o b,b.)

FiGg. 6-15. Extensién de orden n de un canal.

Los M mensajes a enviar se seleccionan entre las r* entradas. Nue-
vamente nos planteamos la pregunta, «;Cuantos mensajes pueden en-
viarse manteniendo ain pequefia la probabilidad de error?»
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Al enviar una palabra, «, a través del canal, se encuentra una sa-
lida, f; (figura 6-16).

FiG. 6-16. El canal.

Puesto que los M mensajes se suponen equiprobables, la regla de
decisién que da lugar a 'a probabilidad de error minima es la de ma-
xima posibilidad

d(p) = u* : (6-51a)

donde
P (p;/«*) = P (B;/w:) para cualquier i (6-51b)
Nuevamente encontramos conveniente calcular la probabilidad de
error utilizando una regla de decisién intimamente relacionada con la
de méxima posibilidad, en lugar de ella misma. Para definir el paré-

metro a escribiremos una condicién equivalente a (6-51b0). Puesto que
el logaritmo es una funcién mondtona. (5-61b) puede sustituirse por

log (P (p;/u*) =log P (p;/w;) para cualquier i (6-52q)

l » 3
log P /( *) =log P ) para cualquier ¢ (6-52b)

Supongamos que P, (p;) representa la distribucién de probabilidades
del conjunto de secuencias de salida que aparece si las secuencias de
entrada se eligen de acuerdo con la ley de probabilidad que corres-
ponde a la capacidad del canal. [Las entradas, como es natural, no se
seleccionan de acuerdo con esta ley; por esta razén se ha introducido
el subindice para distinguir P,(p;) de P(B;), distribucién real de ;).
Afadiendo log P, (8;) a ambos miembros de (6-52b)

P, (B) Zlog Py (8;)
P (Bi/a*) Z P (Bie)

log para cualquier i (6-53)
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La cantidad
P, (85)
P (Bl/ (1,)

juega el mismo papel que la distribucién de Hamming en la demos-
tracién correspondiente al BSC. Para una secuencia transmitida dada,
ay, €l valor medio de esta nueva «distancia» entre a, y la secuencia re-
cibida es

log———

y 2.6 _
PO 108 5 o) €35

La razén de la introducciéon de Pg (B;) en (6-53) aparece ahora con
claridad. La suma (6-54) es igual a la informacidén mutua [(«; B7),
definida en el apartado 5-13, cambiada de signo. Puesto que P, (B;)
son las probabilidades de B; cuando I(A"; B"), la capacidad de la_ex-
tensién de orden 7, I (ay; B*), es independiente de o, por lo que ten-
dremos

Py (B1)
P (B;/as)

Por lo tanto, al recibir un simbolo f;, la inclinacién natural es de
buscar el simbolo transmitido entre aquellos (si es que existen) que
cumplen la condicién

Z P (8o log =2 = __4C para cualquier o,  (6-55)

Py (Bs)
P (Bifos)
Geométricamente se expresa trazando una esfera * alrededor de

la secuencia B; recibida. La esfera contiene todas las palabras o; que
satisfacen la condicidén

log ~-—nC (6-56)

Py (B)
W - nC 6-57
Py~ " (6-57)

" Asl, pues, se procede a buscar la secuencia o, en el interior de esta
esfera. Igual que antes, como margen de seguridad, se suma una can-
tidad ¢, de forma que todas las palabras que cumplen
Py (B)
Bif i)

estardn contenidas en ella.

log

log 5o <—nC+ne=—n(C—e) (6-58)

* La palabra esfera se introduce tnicamente para indicar la analogia exis-
tente con el caso del BSC. El radio de la «esfera» es negativo.
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La regla de decisién consistird en dibujar la esfera definida por
la relacién (6-58), decidiendo automdticamente cudl es el simbolo trans-
mitido cuando no existe mas que un solo punto en su interior. Si el
punto no es unico (bien porque no haya ninguno o mds de uno), se
elige al azar, cometiendo un error. La probabilidad de error resultante
es despreciable.

FiG. 6-17. Una esfera que incluye todos los puntos del cédigo que satisfacen
las ecuaciones (6-57) y (6-58).

e ay
[ 1o 7%

FIG. 6-18. Decodificacién correcta de g;.

Siguiendo este método, un error puede presentarse por dos cami-
nos distintos. Llamemos S () al conjunto de puntos que satisfacen la
relacién (6-58) (a saber, los puntos contenidos en la esfera de la figu-
ra 6-17). El primero, si o, palabra transmitida, no estd contenida en
S (z); el otro, si a, pertenece a S(e), pero existe ademas alguna otra
palabra que cumpla la misma condicién (figura 6-18). La probabilidad
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de error, por tanto, serd

e =Pri{oeSE} + PrieneS()}
X Pr{al menos otra palabra €S ()}  (6-59)

donde € y ¢ significan «estd contenida en» y «no estd contenida eny,
respectivamente. Con los mismos argumentos utilizados para llegar a
(6-38), (6-39) y (6-40), se obtiene

P:=Pri{a, ¢S ()} + {al menos otra palabra €S (e)} (6-60)

Pr {al menos otra palabra €S (c)} = Z Pr{aeS ()} (6-61)

Pe<Pr{meS(E)}+ Y PrimeS()} (662

La ecuacién (6-62) es una acotacién inmediata de la probabilidad
de error de un conjunto especifico de M palabras. El primer términc
representa la probabilidad de que el cddigo transmitido, o, no satis-
faga la relacién (6-58); el segundo, la suma de las probabilidades de
que cada una de las palabras no transmitidas satisfaga la misma con-
dicién.

Acotaremos el primer término por el mismo procedimiento que en
la demostracién anterior; el segundo término se evaluard aplicando el
razonamiento de Shannon de la codificacién al azar. Como ya se ha
visto, el valor medio de

Py (6;)
P (g 0‘9)

es — n¢. Este logaritmo pucde descomponerse en suma de n términos,
cada uno de los cuales atafie a uno de los n simbolos que comprende
B; y a uno de los n que comprende a,. Por lo tanto, tomando un valor
de n suficientemente grande, la probabilidad de que la suma exceda
de —nC en mdas de ne, puede hacerse menor que una cantidad 3, tan
pequefia como queramos. La ecuacién (6-62) se transforma en

log

Pe<8+ ) PrimeS(} - (6-63)

7% -1
A continuacién aplicaremos el razonamiento de la codificacién del

azar. Sean P,(a;) las probabilidades de entrada que corresponden a la
capacidad del canal, de acuerdo con las cuales se seleccionan M pa-
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labras (se admite la posibilidad de un cddigo singular). Esta vez los
rM* cédigos posibles no son necesariamente equiprobables; la proba-
bilidad de seleccionar un conjunto determinado de M palabras es el
producto de las M probabilidades correspondientes,

El limite de la probabilidad media de error, P:, se obtiene calcu-
lando el valor medio de (6-63) extendido a los r" cédigos posibles.
Empleando una linea ondulada para indicar el valor medio sobre los
r¥* cdigos, se obtiene

Pr=3 ¥ § Priues )y

o0y

=5+ M—DPr{mesS@E?
=5+ MPr{weS ()} (6-64)

Hasta este punto ha existido un marcado paralelismo entre esta
demostracién y la correspondiente a un BSC. Sin embargo, para eva-
luar Prza.-eS (e}}, es necesario introducir un nuevo argumento.
m} es la probabilidad media de que «; esté contenida en S (g).

Para un f; dado, esta cantidad puede escribirse como 2 P, (0;). Aho-
S(e)

ra bien, S (¢) depende de §;, de modo que la expresién buscada [supo-

niendo que P,(B;) representa las probabilidades de salida correspon-

dientes a P, {«)] es :

PriueSOT=Y P Y Polo)

Bn S(ed

Y Py () P; (@) (6-65)

Bn,5(e)

La suma del segundo miembro estd extendida a todas las parejas
w, Bj, tales que

Po(By)
2 = n(C—c¢ 6-66
8 B — " (60
Para las que se cumple _
Py (B3} Py (o) < P (Bsfai) Py (o) 2777 (6-67)
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Sumando (6-67) para todas esas parejas, encontramos

¥ PPy (@) =27C Y P(Bifa;) Py ()

Bn,S(e) Bn,S(e)

£ -MCD) (6-68)

Sustituyendo (6-68) y (6-65) en (6-64), se obtiene

Pr=5+ M2 c-o ' (6-69)

La ecuacién (6-69) constituye la médula del segundo teorema de
Shannon. El pardmetro puede hacerse tan pequefio como se quiera
aumentando 7, longitud de bloque. En consecuencia, el segundo miem-
bro de (6-69) puede hacerse tan pequefio como se quiera, siempre que

M = 20€¢) < QnC0 (6-70)

para cualquier valor de ¢’ <<¢<<0. Esta es la expresién buscada. s y
por tanto &, puede elegirse arbitrariamente pequefio. Entonces, si M
satisface la expresién (6-70), la probabilidad media de error, Pe, pue-
de llegar a ser inferior que cualquier valor predeterminado. Al menos
existird un cédigo tan bueno como la media; asf, pues, puede asegu-
rarse que hay un cédigo de probabilidad de error arbitrariamente pe-
quefia con casi 2"¢ palabras, En consecuencia, por cada simbolo de
un canal de capacidad C, pueden enviarse hasta

log 2*¢
n

=C (6-71)

mensajes binarios sin error.

La transformacién del segundo teorema de Shannon se demuestra
mediante el limite de Fano (6-23). Se desea probar que si se usan
M=2 palabras para representar m mensajes equiprobables, la
probabilidad no puede hacerse arbitrariamente pequefia al aumentar n.
Supongamos que se emplean M = 2"¢+9 palabras, con la misma pro-
babilidad 1/M. Entonces, puesto que

H(AY—H (A"B")<=nC (6-72)
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tendremos
log 2" ¢+ — H (A*/B") = nC
0
ne< H(A"/B") (6-733

Pero, segiin la inecuacién de Fano,

H(A"/B"y < H (P:) + P:log M
=1+ Pc(nC + ne) (6-74)

Sustituyendo (6-74) en (6-73), se encuentra

P ne—1

S ©-75)

Al crecer n, el limite inferior de la probabilidad de error de un cé-
digo se aleja de 0. Asf, pues, con una velocidad que exceda de la
capacidad del canal no pueden transmitirse mensajes sin error.

6-11. Epilogo.

En e! apartado anterior se ha demostrado que seleccionando al azar
un cierto ntmero de palabras de longitud n para transmitir por un_
canal de capacidad C, la probabilidad de error serd pequefia siempre
que su numero sea inferior a 2°¢. Inmediatamente se plantea la cues-
tién: «;Cémo encontrar el c4digo que corresponde a la confiabilidad
definida por el segundo teorema de Shannon?».

Naturalmente, puede recurrirse para elegir las palabras del cédigo
a una tabla de nimeros al azar. Este método, sin embargo, no se pres-
ta en forma Optima al disefio de un sistema de comunicacién. El equi-
po que requiere es practicamente irrealizable. Por otra parte existe
siempre la posibilidad (verdaderamente infima) de que el cddigo resul-
tante nc dé lugar a una probabilidad de error pequefia. El segundo
teorema de Shannon ha demostrado que casi todos, pero no todos, la
tienen (en definitiva, se ha demostrado eligiendo un cdédigo al azar).
;Puede, entonces, no existir un método para generar buenos cddigos?

Este dilema persiste desde que Shannon publicé su articulo en 1948,
A pesar del enorme esfuerzo desarrollado desde entonces (Peterson,
1961), en la aclaracién de esta incdgnita de la teoria de la informacion,
alin no se ha encontrado el método definitivo para generar los cddi-
gos intuidos y anunciados por Shannon.
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NOTAS

Nota 1. Continuando con la correspondencia existente entre los canales de
informacién y los experimentos estadisticos, puesta de manifiesto en la Nota 1
del final del capitulo anterior, el segundo teorema de Shannon puede conside-
rarse como una consecuencia de las propiedades asintdticas de dichos experi-
mentos (Abramson, 1960).

Notg 2. Tal como se menciond en el apartado 6-9, la bibliografia estadistica
contiene una buena cantidad de resultados que demuestran que para velocida
des de mensaje inferiores a la capacidad del canal, la probabilidad de error tiende
exponencialmente (o casi exponencialmente) a cero al aumentar la longitud n de
bloque. Feinstein (1955) fue el priméro. en demostrar el limite de error exponen-
cial. Ademds, su limite se aplicaba a la probabilidad mdxima de error y no sola-
mente a la probabilidad media, E] limite mds sencillo es quizd el debido a Black-
well, Breiman y Thomasian (1959). Utilizando una técnica debida a Chernoff
(1952) y una ecuacidn equivalente a la (6-63), obtuvieron

(C — R}

Pr<t2exp [——— 16rs

n ] para 0 =C-—R <1/2

donde C es la capacidad del canal, R la velocidad de mensaje, r el nimero de
simbolos de entrada, s el de salida y n la longitud de bloque.

Nota 3. La capacidad de un canal constituye el limite superior del conjunto
de velocidades de mensaje con que puede enviarse una informacién con una pro-
babilidad de error aproximadamente igual a cero. En ciertas circunstancias, la
probabilidad puede ser igual a cero. Shannon (1956) definié el menor limite su-
perior de velocidad de mensaje que permite transmitir con probabilidad de error
nula. Consideremos, por ejemplo, el canal donde las probabilidades asociadas con
cada flecha son arbitrarias y cumplen la condicién 0 < Pi; << 1. Entonces, puesto

a; >0 b,
02¢\4 by
aan\ﬂ% b3
a, GXO bs
a5c7\'=c bs

que los simbolos @1 ¥ a3 se transmiten con probabilidad de error nula, la capaci-
dad sin error es de al menos un bit. El limite puede mejorarse empleando la
segunda extensién del canal. En este caso, aidi, d»d3, dxds, dudz y a@sds se transmiten
con probabilidad de error nula, luego la capacidad sin error es al menos igual
a 1/2 og 5 bits.
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PROBLEMAS

6-1. Un canal uniforme tiene r entradas, que se eligen con la misma pro-
babilidad. La regla de decisién de mdxima posibilidad da lugar a una probabili-
dad de error p. Calcular el limite inferior de la equivocacién H(A/B) en funcién
de r o p, o de ambos. El valor 0 no se tomard en cuenta.

6-2. Definir las tres reglas de mdxima posibilidad del canal (6-2).
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TABLAS
TaBLA A-l1. LOGARITMO DE BASE 2

n logn n logn

1 0.000000 26 4.700439

2 1.000000 27 4.754887

3 1.584962 28 4.807355

4 2.000000 29 4,857981

5 2.321928 30 4,906890

6 2.584962 31 4.954196

7 2.807355 32 5.000000

8 3.000000 33 5.044394

9 3.169925 34 5.087463

0 3.321928 35 5.129283
11 3.459431 36 5.169925
12 3.584962 37 5.209453
13 3.700440 38 5.247927
14 3.807355 39 5.285402
15 3.906890 40 5.321928
16 4.,000000 41 5.357552
17 4.087463 42 5.392317
18 4.169925 43 5.426264
19 4.247927 44 5.459431
20 4321928 45 5.491853
21 4,392317 46 5.523562
22 4.459431 47 5.554589
23 4.523562 48 5.584962
24 4.584962 49 5.614710
25 4.643856 50 5.643856
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TaBLa A-1. LOGARITMO DE BASE 2 (Continuacion)

n logn n logn

51 5.672425 76 6.247927
52 5.700439 77 6.266786
53 5.727920 78 6.285402
54 5.754887 79 6.303780
55 5.781359 80 6.321928
56 5.807355 81 6.339850
57 5.832890 82 6.357552
58 5.857981 83 6.375039
59 5.882643 84 6.392317
60 5.906890 85 6.409391
61 5.930737 86 6.426264
62 5.954196 87 6.442943
63 5.977280 88 6.459431
64 6.000000 89 6.475733
65 6.022367 90 6.491853
66 6.044394 91 6.507794
67 6.066089 92 6.523562
68 6.087462 93 6.539158
69 6.108524 94 6.554588
70 6.129283 95 6.569855
71 6.149747 96 6.584962
72 .6.169925 97 6.599912
73 6.189824 98 6.614709
74 6.209453 99 6.629356
75 6.228818 100 6.643856
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TABLA A-2. LA FUNCION ENTROP{A

H(p)=—plogp—Dplogp
p H(p) r H(p)
0.005 0.045415 0.130 0.557438
0.010 0.080793 0.135 0.570993
0.015 0.112364 0.140 0.584239
0.020 0.141441 0.145 0.597185
0.025 0.168661 0.150 0.609840
0.030 0.194392 0.155 0.622213
0.035 0.218878 0.160 0.634310
0.040 0.242292 0.165 0.646138
0.045 0.264765 0.170 0.657705
0.050 0.286397 0.175 0.669016
0.055 0.307268 0.180 0.680077
0.060 0.327445 0.185 0.690894
0.065 0.346981 0.190 0.701471
0.070 0.365924 0.195 0.711815
0.075 0.384312 0.200 0.721928
0.080 0.402179 0.206 0.731816
0.085 0.419556 0.210 0.741483
0.090 0.436470 0.215 0.750932
0.095 0.452943 0.220 0.760167
0.100 0.468996 0.225 0.769193
0.105 0.484648 0.230 0.778011
0.110 0.499916 0.235 0.786626
0.115 0.514816 0.240 0.795040
0.120 0.529361 0.245 0.803257
0.125 0.543564 0.250 0.811278

TABLAS
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TABLA A-2. LA FUNCION ENTROPiA (Continuacicn)

H(p)=—plogp—7plogp
p H{p) P H(p)
0.255 0.819107 0.380 0.958042
0.260 0.826746 0.385 0.961497
0.265 0.834198 0.390 0.964800
0.270 0.841465 0.395 0.967951
0.275 0.848548 0.400 0.970951
0.280 0.835451 0.405 0.973800
0.285 0.862175 0.410 0.976550
0.290 0.868721 0.415 0.979051
0.295 0.875093 0.420 0.981454
0.300 0.881291 0.425 0.983708
0.305 0.887317 0.430 0.985815
0.310 0.893173 0.435 0.987775
0.315 0.898861 0.440 0.989588
0.320 0.904381 0.445 0.991254
0.325 0.909736 0.450 0.992774
0.330 0.914925 0.455 0.994149
0.335 0.919953 0.460 0.995378
0.340 0.924819 0.465 0.996462
0.345 0.929523 0.470 0.997402
0.350 0.934068 0.475 0.998196
0.355 0.938454 0.480 0.998846
0.360 0.942683 0.485 0.999351
0.365 0.946755 0.490 0.999711
-~ 0.370 0.950672 0.495 0.999928
0.375 0.954434 0.500 0.100000
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