Tema 3

Aplicaciones del Maxima en Algebra

En esta seccion aprenderemos a utilizar MAXIMA para operar con vectores y ma-
trices, veremos algunos ejemplos con matrices de rotaciones y calculo de autovalores
y autovectores, y finalmente nos centraremos en el tema de la aplicacion de cambios
de base sobre vectores y matrices, lo cual es una operacién muy habitual en algebra
especialmente cuando se estudia el tema de diagonalizacion de matrices.

3.1. Operaciones elementales con vectores y matrices

Ademas de expresiones y funciones escalares, con MAXIMA también podemos ma-
nipular facilmente expresiones que contengan vectores y matrices. Para ello empleare-
mos listas con varios elementos. Para asignar al parametro « una lista de 6 elementos
(p-€j. A,B,C, D, E, F) la sintaxis es la siguiente

(%i1) a : [A, B, C, D, E, F];

(%01) [A,B,C,D,E,F]

Para extraer elementos de la lista la notacién es “a[n]”, siendo n el valor del indice
cuyo elemento nos interesa (p. ej. a[1] nos devuelve A). Si luego aplicamos cualquier
funcion u operador sobre «, la funcién se aplicara sobre todos los elementos, devol-
viendo una lista con los resultados (por ejemplo calcule a?, a~! o sina). Al programar
en MAXIMA muchas veces querremos aplicar la misma funcién a una lista de valores,
por ese motivo es util que las listas en MAXIMA funcionen de este modo. De todas
formas conviene tener cuidado, ya que aplicar una funcion elemento a elemento so-
bre una lista no es una operacion que tenga significado como operacion vectorial. Por
ejemplo, si definimos la lista b como

(%i2) b : [q, w, e, r, t, y1$
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(%11) M : matrix([3, -1, 0], [2, -3, 1], [4, 4, -2]);
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3-2 TEMA 3. APLICACIONES DEL MAXIMA EN ALGEBRA

3 -1 0
(%o1) 2 -3 1
4 4 =2

MAXIMA almacena las entradas );; de la matriz en la forma M[i, jI1, p. ej. podemos
comprobar que M[2, 3] = 1.
Por medio de matrix podemos definir cualquier matriz a partir de sus filas, si la in-
formacion que tenemos sobre una matriz esta dada por columnas, lo mas sencillo es
introducir esta matriz por filas y posteriormente calcular la traspuesta por medio de
transpose. Por ejemplo, vamos a definir la matriz MT = M T

(%i2) MT : transpose( matrix([3, -1, 01, [2, -3, 11, [4, 4, -2]1) );

3 2 4
(%02) -1 -3 4
0 1 -2

“w

El mismo operador que hemos usado antes para calcular el producto escalar () es
el que se usa para el producto de matrices y para el producto de matrices por vectores
(que es un caso particular del producto de matrices). Por ejemplo, para calcular el
resultado de aplicar M sobre el vector (z,y, z) hacemos

(%1i3) M . [x, y, z];

3r—y
(%io3) z2—3y+2x
—2z4+4y+4x
Por supuesto, para poder aplicar el operador de producto matricial “.” es necesario que
las matrices o vectores sobre los que actla tengan las dimensiones adecuadas, de lo
contrario nos dara un error.

El MAXIMA ofrece otras formas de introducir matrices. Por ejemplo, también es po-
sible definir la matriz M de forma interactiva con el comando entermatrix de MAXIMA,
a medida que nos vaya pidiendo los datos de entrada, una vez que queda definida la
dimension de M,

(%i4) M : entermatrix(3,3);

Para facilitar la entrada de datos, MAXIMA nos pregunta sobre el tipo de matriz que
queremos definir; por ejemplo, si nuestra matriz es simétrica, MAXIMA sélo nos pre-
guntara por los elementos por encima y sobre la diagonal, ya que los restantes que-
daran fijados por simetria. El enunciado exacto nos pide introducir un nimero para
caracterizar la matriz, 1 si es diagonal, 2 si es simétrica, 3 si es antisimétrica, y 4 si
es general, como nuestro ejemplo. Seguidamente, incluimos los datos celda a celda.
Existe un tercer método que es Util si los elementos de la matriz siguen una forma fun-
cional de su posicion por filas y columnas, esto es, si conocemos una funcién f(i, )
tal que asigne a cada entrada )/;; de la matriz su valor correspondiente. Para poder
construir matrices por este método empleamos un tipo especial de funcién llamado

fiinntinn arrav niiece define in1al aiie lae flincinnee narmalee nern con Ine arnimen.
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elementos, numero de filas, numero de columnas). Con este comando MAXIMA aplica
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3.1. OPERACIONES ELEMENTALES CON VECTORES Y MATRICES 3-3

la funcidén elementos[i, j] sobre todos los puntos de la matriz de las dimensiones
asignadas. En nuestro caso,

(%i2) H: genmatrix(componentesH, 4, 4);
1

(%02)

B[O =0 [ =
U= [ =00 [ |

O U = [0 | =
I | =T | s | =

Una de las caracteristicas principales de las matrices de Hilbert es que aunque sus
elementos son de orden unidad su determinante es sorprendentemente pequeno. Uti-
lizamos el comando determinant y confirmamos esta caracteristica en nuestro caso,
con seis cifras significativas

(%1i3) fpprec:6$ determinant(H), bfloat;

(%03) 1.65344b-7

Recordamos que los determinantes sélo estan definidos para matrices cuadradas.
Otras construcciones que MAXIMA admite de forma directa, son la matriz identidad
ident (dimension), la matriz nula zeromatrix (nUmero de filas, numero de columnas),
y cualquier matriz diagonal con todos los elementos iguales diagmatrix(dimension,
elemento). Ademas tiene un comando especifico para verificar si una lista de elemen-
tos construida es una matriz, matrixp(lista), con dos posibles outputs, true 0 false.

Retomamos ahora la matriz M definida numéricamente al comienzo de esta sec-
cién. Con las matrices se pueden realizar numerosas operaciones en MAXIMA, por
ejemplo con el comando addrow (matriz, fila nueva) podemos anadirle una fila nueva

(%12) M1: addrow(M, [0, 2, 0] );

3 -1 0
, 2 -3 1
(%o2) A 4 9
0 2 0
y con el comando addcol (matriz, columna nueva) podemos afadirle una columna
nueva
(%i2) M2: addcol(M, [-1, 2, 2] );
3 -1 0 -1
(%o2) 2 -3 1 2
4 4 -2 2

Podemos multiplicar matrices recordando que la regla de multiplicacién matricial
de dos matrices A y B determina que el numero de columnas de A debe ser igual al
numero de filas de B, esto es A(n x k) - B(k x m) = matriz(n x m). Esto confirma que
siempre se pueden multiplicar matrices cuadradas de la misma dimension. En el caso
anterior, entonces, podemos realizar la multiplicacion de M1 por M2 y también M1 por M,
o la potencia M - M = M?, mientras que la multiplicaciéon M2 por M no esta definida, y
en ese caso el MAXIMA nos daria el mensaje de error:
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(%10) M 725
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3-4 TEMA 3. APLICACIONES DEL MAXIMA EN ALGEBRA

7T 0 -1
(%o5) 4 11 -5
12 -24 8

Si aplicamos el operador de potencia normal ~ sobre una matriz lo que obtenemos es
la matriz original con todos sus elementos elevados a la potencia indicada elemento a

elemento:
(%i6) M~2;
9 1 0
(%06) 4 9 1
16 16 4

Aunque esta operacion puede resultar practica en algunas ocasiones (para elevar a
una potencia cada elemento de una “lista de listas”), esta claro que esta operacién es
distinta a la operacién de elevar una matriz a una potencia.
Una de las operaciones mas habituales con matrices es calcular la matriz inversa.
En MAXIMA esto se puede hacer o bien elevando la matriz a la potencia —1 o bien por
medio del comando invert:
(%i7) invert(M);
-1 1
(%oT) —4 3
—10 8
y se puede comprobar que M~ (-1) ; produce el mismo resultado.
Un ejercicio que puede hacerse con las operaciones definidas hasta ahora es com-
probar el teorema de los determinantes

det(A - B) = det(A) det(B), det(A™) = det(A)".

3.1.1. Matrices Ortogonales, Rotaciones

La localizacion de un punto en el espacio euclideo tridimensional suele darse en
funcién del vector de posicion en coordenadas cartesianas respecto al origen de coor-
denadas r = (z,y, z). Las operaciones habituales con vectores resultan extremada-
mente Utiles cuando se interpretan de manera geométrica como operaciones sobre
vectores de posicién de puntos en un espacio. Por ejemplo, si desplazamos el vector
r anterior en la direccion de otro vector d = (d;, ds, d3), la posicidn final de r tras este
desplazamiento estara dada por la suma de vectores r + d. La operacién de rotacion,
de un cierto angulo respecto a un ciero eje, aplicada sobre un cierto vector de posicion,
también puede describirse por medio de una operacion matematica sencilla. Ya que
la rotacion es una operacion lineal, la transformacion » — »’ resultado de aplicar una
rotacidn puede escribirse en forma matricial: ' = A . » Esta claro aue al anlicar 1ina
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3.1. OPERACIONES ELEMENTALES CON VECTORES Y MATRICES 3-5

Aplicada sobre el vector r esta matriz genera la transformacién »’ = A - », dada por:

¥ =z cos¢+ysing
Yy = —wsin¢ + ycos ¢
7=z

que es el resultado de rotar el vector » un angulo ¢ respecto al eje z. Por ejemplo,
si aplicamos esta matriz sobre el vector unitario ¢ = (1,0,0) obtenemo el vec-
tor (cos ¢, —sin¢,0) si lo aplicamos sobre el vector unitario 5 = (0,1,0) obtenemos
(sin ¢, cos ¢,0) y si lo aplicamos sobre k = (0,0, 1) vemos que este vector permanece
invariante, como cabia esperar.

La matriz de rotacion A tiene varias propiedades interesantes. En primer lugar
podemos comprobar que es ortogonal (su matriz traspuesta es también su inversa),
una vez comprobado esto es inmediato darse cuenta de que la matriz inversa de A
es igual a la matriz A cambiando ¢ por —¢. Evidentemente, la operacién inversa a
aplicar una rotacion de angulo ¢ es aplicar una rotacién de angulo —¢. Por ultimo es
inmediato observar que la matriz A se reduce a la matriz identidad cuando el angulo de
rotacion ¢ es nulo, l6gicamente. Estas propiedades son comunes a todas las matrices
de rotacion.

Al operar con matrices de rotacion hay un detalle importante que conviene aclarar.
Dada una matriz de rotacion se pueden hacer dos cosas diferentes: Por un lado po-
demos aplicar dicha matriz de rotacion sobre los vectores de la base, generando de
esta manera un cambio de base, o podemos aplicar esta matriz de rotacién sobre los
vectores del espacio, sin cambiar la base que teniamos. Esto ultimo es lo que hemos
hecho mas arriba al aplicar la matriz A sobre el vector r.

m En el primer caso, si generamos un cambio de base los vectores del espacio
no cambian, pero sus componentes en la nueva base son diferentes a las com-
ponentes que tenian respecto de la base antigua. Para ver cuales serian las
componentes de los vectores respecto de la base nueva situémonos en el punto
de vista de la base. Al aplicar el cambio de base esta gira, a medida que la base
gira un cierto angulo « (respecto a un cierto eje) desde el punto de referencia de
la base veremos que todos los vectores del espacio rotan un angulo —« repecto
del mismo eje. Por tanto, para calcular las componentes de estos vectores en la
nueva base lo que tenemos que hacer es aplicar sobre dichos vectores la matriz
de rotacion de angulo —a respecto al eje de rotacion dado, es decir, la matriz
inversa (o, equivalentemente, la transpuesta) de la matriz que hemos empleado
para generar el cambio de base.

= En la segunda posibilidad todo es mucho mas sencillo. La base del espacio no
cambia, y sencillamente aplicamos la matriz de rotacion sobre los vectores del
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3-6 TEMA 3. APLICACIONES DEL MAXIMA EN ALGEBRA

Pasamos ahora a comprobar las propiedades de la transformacion A por medio
de MAXIMA. En primer lugar dado que la matriz de rotacién depende del angulo de
rotacion ¢, y éste puede tomar valores arbitrarios, vamos a definir la matriz A(¢) como
una funcién de ¢

(%i1) A(phi) := matrix(

[cos(phi), sin(phi), 0],
[-sin(phi), cos(phi), 0],
[0, 0, 11 );
cos¢g sing 0
(%o1) A(¢p) :=| —sing cos¢ 0
0 0 1
Comprobamos ahora que esta matriz es ortogonal. Para ello, debemos evaluar su
inversa y su transpuesta, que en MAXIMA corresponden a los comandos invert y
transpose, con el resultado esperado de ortogonalidad

(%i3) invert(A(phi)); transpose(A(phi));

El calculo de la matriz inversa requiere del calculo del determinante de la matriz, que
en este caso es det(A) = sin?(¢) + cos?(¢). MAXIMA no simplifica este valor a la unidad
a no ser que se lo pidamos explicitamente, p. ej. con el comando trigsimp. También
podemos comprobar que la longitud de un vector arbitrario se mantiene invariante
bajo esta rotacion. Aplicando la matriz de rotacién sobre un vector (z, y, z) obtenemos
el vector primado vectorP

(%i5) vectorP : A . [x, y, zl;

sin¢y + cospx
(%05) |cosgpy —singx
z
y por medio de trigsimp(vectorP . vectorP); podemos comprobar que el médulo
al cuadrado de r’ coincide con el de r.

3.1.1.1. Angulos de Euler

En general dado un sistema de referencia arbitrario en 3 dimensiones la orienta-
cidén de cualquier otro sistema de referencia, con origen en el mismo punto, se puede
obtener a partir de la del primero aplicando 3 rotaciones consecutivas, con angulos
de rotacion «, Sy v, conocidos como los angulos de Euler, de la siguiente forma: En
primer lugar debemos girar un angulo « en torno al eje z, posteriormente un angulo
B en torno al nuevo eje y (dado por la posicion del eje y tras la primera rotacion), y
finalmente un angulo ~ en torno al nuevo eje = (dado por la posicién del eje = tras la se-
gunda rotacion). Matematicamente la matriz de rotacion que describe esta operacion
sera el producto de estas tres rotaciones
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3.1. OPERACIONES ELEMENTALES CON VECTORES Y MATRICES 3-7

(%18) Ay(phi) := matrix(
[cos(phi), 0, -sin(phi)],
(o, 1, ol,
[sin(phi), 0, cos(phi)1)$
para posteriormente evaluar el producto de rotaciones
(%19) R(alpha, beta, gamma) = A(gamma) . Ay(beta) . A(alpha);
(%9) R(a,,7) =

cosacosfcosy —sinasiny cosasiny + sinacosfcosy —sin S cosy
—cosacos fsiny —sinacosy cosacosy —sinacosSsiny  sin sin-y
cos asin 3 sin o sin 8 cos 3

En la anterior linea s6lo hemos indicado la forma final de la matriz R(«, 3, ), realizan-
do el producto matricial A,(y)A,(5)A.(a), pero no hemos introducido una definicion.
Con la definicién de una funcién por medio de :=
(%i10) R(alpha, beta, gamma) := A(gamma) . Ay(beta) . A(alpha)$;

MAXIMA responde indicando que R(«, 3,) esta dado por el producto de las tres ma-
trices, que queda sin evaluar hasta que realicemos una llamada a la funcién R. Como
punto final de este apartado, queremos verificar algunas propiedades de la matriz de
rotacion basada en los angulos de Euler, en primer lugar es inmediato confirmar de
nuevo que esta matriz es ortogonal y que mantiene invariante la norma del vector r.
Aparte de esto es interesante verificar las dos propiedades siguientes:

a. La matriz es invariante bajo la transformacién « - a + 7, 5 — -3, v = v — 7.
Para verificar esto evaluamos
(%i11) subst(alpha +%pi, alpha, R(alpha, beta, gamma))$
subst (-beta, beta, %)$
RP: subst(gamma -%pi, gamma, %)$
(%i12) R(alpha, beta, gamma) - RP;

000
(%012) 000
000

b. La inversa de R(«,3,7) se obtiene deshaciendo las rotaciones efectuadas, es
decir rotando segun los angulos contrarios en el orden adecuado:
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3.1.2. Autovalores y Autovectores

El calculo de autovalores y autovectores es una de las tareas mas frecuentes en la
actividad de un fisico, sea cual sea el campo en el que trabaje. Todos los paquetes de
calculo simbdlico incorporan herramientas para este tipo de operaciones, cuya eficacia
esta limitada siempre por la dimensién de la matriz con la que trabajemos, con matrices
mas o0 menos pequenas esto siempre es muy facil de hacer, pero con matrices muy
grandes (p. ej. 10° x 10°) esto se convierte en algo realmente dificil.

Tomemos como un primer ejemplo el célculo de autovalores y autovectores de una
matriz simétrica. Segun la teoria de matrices todos sus autovalores deben ser reales
y los autovectores mutuamente perpendiculares. Definimos la matriz bajo estudio

(%i1) A : matrix([O0, 1, 01, [1, 0, 0], [0, O, O0I)$
Los autovalores son las raices de la ecuacion caracteristica

det(A — AI) =0

En MAXIMA, la resolucion de ecuaciones polinémicas se efectia mediante el co-
mando solve (ecuacién, incégnita). Definimos primero la matriz extendida y su deter-

minante
(%i2) matrizD : A - lambda * ident(3); D : determinant (matrizD);
-2 1 0
(%02) 1 =X 0
0 0 =X
(%03) A —\3

El polinomio en X\ que hemos obtenido (en este caso p(\) = A — %) se denomina
polinomio caracteristico de la matriz A, y la ecuacion caracteristica p(\) = 0 determina
los autovalores. Lo resolvemos con Maxima

(%i4) solve(D = 0, lambda);

(%o04) [lambda = -1, lambda = 1,lambda = 0]
Comprobamos que todos son reales, y al ser distintos, decimos que no existe dege-
neracié Para calcular los autovectores recordamos que para cada autovalor A, el
autovector correspondiente debe satisfacer

(A—)\[)"U)\:O

es decir, A - v, = Av,. Aplicamos la matriz A sobre un vector arbitrario (z, vy, 2)

(%i5) condicion: matrizD . [x, y, z]$
e imponemos que se cumpla para cada uno de los 3 autovalores que hemos encon-
trado:

(%16) condicionl : subst(-1, lambda, condicion)$

(%i7) condicion2 : subst(+1, lambda, condicion)$
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solve: dependent equations eliminated: (1)

(%09) [[x=%rl,y=-%r1,z=0]1]
Este resultado nos indica que el autovector del autovalor A = —1 es de la forma v =
c(1,—1,0), siendo ¢ un factor arbitrario. Tomando ¢ = 1/1/2 obtenemos el autovector
normalizado

v = (1/V2,-1/v2,0)

En este caso, de las tres incégnitas que aparecen en el sistema de ecuaciones que
hemos enviado al MAXIMA sélo se ha podido determinar de manera univoca una de
ellas (z = 0), las otras dos quedan determinadas en funcién de un parametro al que el
MAXIMA asigna el nombre %r1. Es decir, el subespacio propio del autovalor A = —1 es
la recta con vector director v_; = (1/v/2, —1/v/2,0).

Para el siguiente autovalor encontramos

(%i10) solve([condicion2[1, 1] = 0, condicion2[2, 1] = 0, condicion2I[3,
11 =01, [x, y, z1);

solve: dependent equations eliminated: (1)

(%010) [[x=%r2,y=%r2,z=0]]
de donde deducimos que el autovector normalizado correspondiente al autovalor +1
es

V= (1/\/5, 1/\@7 0)

por tanto el subespacio para \ = 1 es la recta con vector director v, = (1/v/2,1/1/2,0).

Finalmente para el tercer autovalor encontramos

(%1i11) solve([condicion3[1, 1] = 0, condicion3[2, 1] = 0, condicion3[3,
11 =01, [x, y, z1);

solve: dependent equations eliminated: (3)

(%o11) [[x=0,y=0,z="%r3]]
de modo que

Vo = (0, 07 1)

Es decir, el subespacio propio de A = 0 es la recta con vector director vy = (0,0, 1),
y observamos que estos tres subespacios propios son mutuamente ortogonales, tal y
como esperabamos de una matriz real y simétrica con autovalores distintos.

Hasta ahora hemos hecho esto paso a paso, para ver como funciona el comando
de resolver sistemas de ecuaciones algebraicas solve. El célculo de autovalores y
autovectores es tan habitual que todos los sistemas de &lgebra computacional incluyen
comandos especificos para estas tareas. El comando del MAXIMA que proporciona los
autovalores de una matriz es eigenvalues, y para los autovectores, eigenvectors.

El comando eigenvalues(A)

(%i12) eigenvalues(A);

(%o12) [[-1, 1, 01, 1, 1, 171
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son linealmente independientes, la matriz A admite una representacion diagonal en la
forma
—1

A = 0
0

o = O
o O O

Con ayuda de los autovectores es facil determinar qué matriz P define este cambio de
base, en la forma

A=P'. AP

La matriz P est4 dada por
P - (’Uflv Uy, 'UO)

es decir, esta formada por los autovectores como columnas (siendo irrelevante la nor-
malizacion de los autovectores, tal y como puede comprobarse faciimente). Con el
MAXIMA, el célculo quedaria como sigue. En primer lugar extraemos del calculo de
autovectores, los tres vectores fila independientes
(%i14) listado : eigenvectors(A)$

vectorfl : listado[2][1]1[1]$

vectorf2 : listado[2][2]1[11$

vectorf3 : listado[2][3]1[11$
ya que, por ejemplo, la localizacién del vector v_; en la variable listado es la siguiente:
se situa en el segundo grupo de datos, donde se listan los autovectores, dentro de ese
grupo, se encuentra en el primer grupo (ya que A = —1 es el primer autovalor) y esta
en primer lugar (ya que sélo hay un vector en ese subespacio). Lo mismo sucede con
los restantes vectores (ya que en este caso todas las multiplicidades eran 1). Hecho
esto, podemos definir la matriz P como una matriz de una sola columna, igual al vector
columna v_; y posteriormente afiadir los otros dos autovectores como dos columnas

adicionales
(%i15) matrizP : transpose(vectorfl);
1
(%o15) | —1
0

(%116) matrizP : addcol(matrizP, transpose(vectorf2))$
matrizP : addcol(matrizP, transpose(vectorf3));

1 10
(%o016) -1 10
0 0 1

y confirmamos la transformacion de semejanza a la forma diagonal
(%i15) invert(matrizP) . A . matrizP:
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es la matriz identidad 3 x 3. Por tanto, para cualquier vector » del espacio euclideo,
tenemos
r=1-r=v_ v -r+vv rtowl -r

que podemos escribir como el desarrollo del vector r en la base formada por los tres
autovectores normalizados

T =2_1V_1 + 21V + ZoVg

donde z; = v! - r es el producto escalar, en notacién matricial.

Con estos ejemplos hemos visto todo lo necesario para empezar a manejar el
MAXIMA por medio del front end WxMAXIMA. La mejor forma de aprender cualquier
lenguaje de programacion es usandolo para resolver problemas concretos, de modo
que en lo que sigue indicaremos algunos problemas especialmente representativos
que pueden resolverse con el MAXIMA. Aparte del material indicado en la bibliografia
basica de la asignatura, como ayuda para realizar estos ejercicios dispone del menu
de ayuda del WxMAXIMA y del comando describe, que le mostrara en pantalla un
resumen de la sintaxis y funcionamiento de cualquiera de los comandos del MAXIMA.

3.2. Cambios de Base

3.2.1. Aplicacién de cambios de base sobre vectores

En un espacio vectorial un vector queda descrito por sus componentes respecto
de una determinada base del espacio vectorial, p. ej. el vector v = (1,2,3) es el que
resulta de desplazarse una unidad en la direccion z, 2 en y y 3 en z. En el ejemplo
anterior hemos empleado la base candnica, que es la formada por los vectores

e = (]., 0) . .
es = (0,1) en 2 dimensiones
e = (]., 0,0)
e; = (0,1,0) » en 3 dimensiones
€3 = (0, 0, 1)
e; = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)

en n dimensiones
e, =(0,0,...,0,1)
Aparte de la base canénica cualquier conjunto de n vectores linealmente indepen-
dientes forma una base valida del espacio. Aparece entonces la cuestion:
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1. Cualquier vector v se expresa en términos de la base de partida como

n

V = V1€1 + V289 + - + Up€y = E V;€; = V;€;
i=1

donde los numeros v; (i = 1,...,n) son las coordenadas de v respecto de la base
formada por los e;. En calculo con matrices y vectores se usan constantemente
expresiones como la anterior, en la que se hace una suma respecto de un indice
(p. €. 7 en la ecuacién de arriba), para simplificar estas expresiones se suele
usar el llamado:

x Convenio de suma de Einstein:
Cuando en una expresion aparece un indice repetido la expresion represen-
ta la suma respecto de ese indice para todos los valores posibles del indice,

p.ej.:
e Desarrollo en componentes de un vector

n
V= E vi€; = U;€;
i=1

Producto escalar

n
u-v = E U;V; = UV;
i=1

Producto de dos matrices

(A-B)y = ZAikBkj = A By,

k=1

Producto de muchas matrices

(A -B-C- D)ij = Z Z Z AiaBapCpyDyj = AiaBagCpyDs;

a=1 =1 y=1

Traza de una matriz

i=1

El indice que aparece repetido se llama indice mudo (los demas indi-
ces que aparezcan en la expresion se llaman indices libres). Como la
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2. La base “nueva” esta formada por los vectores ty, t., ts, ..., t,, cuya expresion
en términos de la base antigua suponemos conocida.

3. La matriz del cambio de base (C') es la matriz cuadrada formada por los vectores
columnat; (coni=1,...,n) expresados en términos de la base antigua

C=(t1 ta ts ... t)

Es muy facil comprobar que cada uno de los vectores t; se obtiene al aplicar la
matriz del cambio sobre la base de partida en la forma

tj:eiC'ij, i,jzl,...,n
por eso se define de esta forma la matriz del cambio C.

4. Si los vectores t; son linealmente independientes entonces C' es invertible, de
donde deducimos
ej :ti(C*I)ij, Z,]: 1,...,71

donde C~* es la inversa de la matriz C (si los t; no son linealmente independien-
tes entonces no forman una base).

5. Sustituyendo esta ultima relacién en
v =ve; = @iti

encontramos finalmente las relaciones

v; = Cij0; ;= (C71)i0;

que indican como se relacionan las coordenadas de un vector expresadas en
dos bases distintas.

3.2.2. Aplicacion de cambios de base sobre aplicaciones lineales

De forma similar a como sucedia con los vectores, las aplicaciones lineales defini-
das sobre un espacio vectorial también se describen por medio de sus componentes
respecto de una base del espacio. En el caso de las aplicaciones lineales estas compo-
nentes forman una matriz, cuyas componentes son las coordenandas de los vectores
que resultan de aplicar la aplicacién lineal sobre cada uno de los vectores de la base
del espacio vectorial.
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2. Si escribimos esto en componentes respecto de la base de partida tendremos
Aij’u]‘ = V;

donde A;; es la matriz de la aplicacion lineal A en la base de partida. Suponemos
que la matriz A;; es un dato que conocemos. Queremos calcular la forma de esta
matriz en la base nueva.

3. La matriz de A en la base nueva (vamos a denotarla por A,-j) cumplira una expre-
sidn andloga a la anterior pero con los vectores u y v referidos a la base nueva,
es decir A

Aijﬁj == f}l

4. Sustituyendo en esta ecuacion la regla de transformacién de los vectores dedu-

cimos directamente

Aj; = CipA(C7), Ay = (C™Y ARGy

Estas reglas indican cémo se transforman las componentes de una matriz al
aplicar un cambio de base. Esta es toda la teoria que tenemos que aplicar para
hacer los ejercicios del tema 3]

3.2.3. Funciones del Maxima que debemos aplicar

Las siguientes funciones del WXMAXIMA son algunas de las que tendremos que
emplear para hacer los ejercicios de este tema:

= Asignacion del valor B a la variable A A:B

» Definicién de una funcion A que depende de x A(x) = ...
» Para crear una matriz matrix

= Para invertir matrices invert

= Producto de matrices .

= Célculo de los autovectores de una matriz eigenvectors

= Muy importante: Siempre que estemos trabajando con WXMAXIMA, cuando se
definen funciones mas o menos extensas es una buena idea emplear el coman-
do block, que nos permite definir variables locales dentro de esa funcion. Por
ejemplo, si calculamos una funcién que calcule integrales como

b
/I/ AW
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3.3. Problemas

3.3.1. Problemas propuestos
1. Escriba una funcién que aplique cambios de base sobre vectores.
= input: coordenadas del vector en la base estandar, vectores que forman la

nueva base.
= output: coordenadas del vector en la nueva base.
2. Escriba un programa que aplique cambios de base sobre matrices.
= input: coordenadas de la matriz correspondiente a una aplicacién lineal en
la base estandar, vectores que forman la nueva base.
= output: coordenadas de la matriz correspondiente a la aplicacion lineal en
la nueva base.

3. Invierta las anteriores relaciones para escribir una funcién que genere las com-
ponentes de vectores y matrices respecto de la base estandar a partir de sus
componentes respecto a una base arbitraria.

» input: coordenadas del vector o de la matriz respecto de una base arbitraria,
vectores que forman la base arbitraria respecto de la base estandar.

= output: coordenadas del vector o de la matriz en la base estandar.

3.3.2. Problemas resueltos

1. Dada una aplicacién lineal calcule sus autovalores y autovectores. Aplique las
funciones que ha definido en el apartado anterior para calcular la matriz corres-
pondiente a esa aplicacion lineal en la base formada por sus autovectores. ¢Se
encuentra el resultado que se esperaba?

2. A partir de la funcion para cambios de base realice un programa que calcule el
producto escalar de dos vectores expresados por medio de sus componentes
respecto de una base cualquiera.

Soluciones

Realmente mas que_/as soluciones lo que vamos a exponer en estas notas son
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Este ultimo es un poco el espiritu de los programas que incluimos a continuacién, que
desde luego no estan optimizados ni para velocidad ni para uso de memoria.

Para aprender a programar no hay nada mejor que resolver ejercicios concretos
y copiar (es decir, tomar como punto de partida) ejemplos ya hechos. A continuacion
incluimos sin mas el cédigo para los ejercicios del tema (3]

Nota: El procesador de textos empleado para escribir este documento es IATEX, para
incluir el codigo en MAXIMA que figura a continuacion se ha empleado el paquete
listings, la instruccion en IETEX para incluir el contenido del archivo
UD-1_listings/c-02/cambio_base_vector.mc es:
\1lstinputlisting[language=Maxima]{UD-1_listings/c-02/cambio_base_vector.mc}

Ejercicio 1

Dada una aplicacion lineal calcule sus autovalores y autovectores. Aplique las
funciones que ha definido en el apartado anterior para calcular la matriz corres-
pondiente a esa aplicacién lineal en la base formada por sus autovectores. ;Se
encuentra el resultado que se esperaba?

= En primer lugar vamos a definir una funcién (cambiobasevector) que aplica cam-
bios de base sobre vectores. A continuacion incluimos el contenido del archivo
cambio_base_vector.mc que contiene dicha funcién :

/% FUNCION "cambiobasevector".
Aplica cambios de base sobre vectores, dimensiones arbitrarias.

Input:
1: "basenueva" = lista de wvectores que forman la nueva base
2: '"wector" = wvector sobre el que vamos a aplicar el cambio de
base
Output:

componentes del vector en la nueva base */
cambiobasevector (basenueva, vector) := block( [A],

/% construimos la matriz del cambio de base y la guardamos en la
variable local 4 */
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A : invert(4),
/% aplicamos esta matriz sobre el vector */
A . vector

)$

/* fin */

Como puede verse, en este listado hemos omitido la instruccion return al final
del conjunto de instrucciones que forman el contenido del comando block. Cuan-
do en una funcion definida por medio de block se omite la instruccién return,
la funcién retorna el output de la dltima instruccidén contenida en el block. En
general es una buena idea incluir la instruccion return al final, pero en funciones
sencillas como esta puede omitirse.

Para ver el funcionamiento de esta funcion se puede evaluar la instruccién
cambiobasevector([[0, 1, 0], [1, 0, 0],[0, 0, 111, [x, y, zl);,quede-
vuelve las coordenadas de un vector genérico (z,y, z) en términos de la base
{7,1,k}, es decir: (v, z, 2).

En este ejemplo también vemos una caracteristica interesante de los programas
de alto nivel como el Maxima: como puede verse la funcién que hemos definido
funciona para un niumero de dimensiones arbitrario y en ninguna parte hemos
tenido que decirle explicitamente cudl es la dimension del espacio vectorial en
el que estamos trabajado, sino que el propio programa deduce este valor del
nuamero de elementos que forman la base del espacio vectorial, que es una de
las variables que pasamos como input.

Los programas de calculo de alto nivel son muy faciles de usar porque mane-
jan objetos matematicos similares a los conceptos que manejamos nosotros, por
ejemplo, este programa admite como input una lista de vectores base y un vec-
tor, independientemente de las dimensiones que tengan. Por supuesto, aunque
la funcién admite como input cualquier lista de vectores que le pasemos, el pro-
grama solo funcionara bien cuando los datos que le demos sean coherentes,
es decir, si la lista de vectores base tiene n vectores todos ellos deberan tener
n componentes y deberan ser linealmente independientes, y el vector al que le
aplicamos el cambio también debera ser de n componentes, de lo contrario el
programa dara un error.

Los programas de bajo nivel (como el C) son mucho mas potentes, pero son
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de aplicar muchas veces esta funcién lo que habria que hacer es modificarla de
tal forma que acepte como segundo argumento no a un Unico vector, sino a toda
la coleccién de vectores a los que queremos aplicar el cambio de base.

A continuacion definimos la funcién cambiobasematriz, que aplica cambios de
base sobre matrices. Listado del archivo cambio_base_matriz.mc que contiene
dicha funcion:

/% FUNCION "cambiobasematriz"
Aplica cambios de base sobre aplicaciones lineales

Input:

1: "basenueva'" = lista de wvectores que forman la nueva base

2: "M" = matriz sobre la que vamos a aplicar el cambio de base
Output:

componentes de la matriz M en la nueva base */
cambiobasematriz(basenueva, M) := block( [A, B],

/* construimos la matriz del cambio de base y la guardamos en la
variable local 4 */

A : matrix(basenuevall]),

for i : 2 thru length(basenueva) step 1 do A : addrow(A, basenueval

il),
A : transpose(A),

/* guardamos la inversa de la matriz del cambio de base en la
variable local B */

B : invert(A),

/% aplicamos el cambio de base sobre M */

B. (M. A
)$
/* fin */
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Input:
1: "basenueva" = lista de vectores que forman la nueva base
2: "VN" = coordenadas del vector en la base nueva

Output:

coordenadas del vector en la base vieja */
cambiobasevectorml (basenueva, vector) := block( [A],

/* construimos la matriz del cambto de base y la guardamos en la
variable local 4 */

A : matrix(basenuevall]l),

for i : 2 thru length(basenueva) step 1 do A : addrow(A, basenueval

i),
A : transpose(4d),
/% aplicamos esta matriz sobre el vector */
A . vector
)$

/% FUNCION "cambiobasematrizml"
Deshace cambros de base sobre matrices

Input:
1: "basenueva'" = lista de vectores que forman la nueva base
2: "MN" = coordenadas de la matriz en la base nueva

Output:

coordenadas de la matriz en la base vieja */
cambiobasematrizmil(basenueva, MN) := block( [A, B],

/* construimos la matriz del cambto de base y la guardamos en la
variable local 4 */

A : matrix(basenuevall]),

fAaa~ A « N 4+l dela (o AY e 4 A .l LA lo L
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/* aplicamos la inversa del cambio de base sobre MN */
A . (MN . B)

)$

/* fin */

» Para terminar el ejercicio 1 sélo nos queda escribir un programa que extraiga la
lista de autovectores de una matriz. La funcién eigenvectors del maxima pro-
porciona como segundo argumento del output una lista cuyos elementos son la
lista de los autovectores correspondientes a cada uno de los autovalores de la
matriz. Lo que necesitamos es sencillamente una lista de autovectores, y una
posible forma de construirla a partir del output generado por eigenvectors es la
siguiente funcion eigenvectorlist:

/* FUNCION "eigenvectorlist"
Proporciona la lista de autovectores de una matriz
Input:
"M" = matriz
Output:
"EL" lista de autovectores */

eigenvectorlist(M) := block( [A, dimM, numV],

/% astgnamos a la variable local dimM la dimenstionalidad del
espacio vectorial */

dimM : length(M),

/* calculamos los autovectores y los guardamos en la variable
local 4 */

A : eigenvectors(M) [2],

/* construimos una lista plana con las coordenadas de los
autovectores */

A : flatten(h),
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/* asignamos estas coordenadas a una lista de numlV vectores de
dimM componentes */

makelist(

makelist (

AL dimM * i + j ]

, j, 1, dimM)

, 1, 0, numV - 1)

)$

/* fin */

= Una vez que hemos programado estas funciones, para hacer el ejercicio 1 basta
con cargarlas desde una sesion de wxMaxima y llamarlas en el orden adecuado:

kill(all);

path : ".../Fisica-Computacional-1/Maxima/Problemas/";
batchload(concat (path, "Algebra/cambio_base_vector.mc"));
batchload(concat(path,"Algebra/cambio_base_matriz.mc"));
batchload(concat(path,"Algebra/cambio_base_invertir.mc"));
batchload(concat(path,"Algebra/eigenvector_list.mc"));

Ahora introduzca una matriz A a modo de ejemplo, para calcular la forma de A
en la base formada por sus autovectores basta con hacer:

bn : eigenvectorlist(A);
AN : expand(cambiobasematriz(bn,A));

* ¢ Se obtiene el resultado esperado?

Dependiendo de si la matriz A que introduzcamos arriba es diagonalizable o no

ncta fiiInAiANn Nnne Aaréa
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Ejercicio 2

A partir de la funcién para cambios de base realice un programa que calcule
el producto escalar de dos vectores expresados por medio de sus componentes
respecto de una base cualquiera.

Realmente la forma mas seria de calcular productos escalares en cualquier base
es calculando previamente el tensor métrico, dado por los productos de los vectores
base de la base nueva (¢;; = t; - t;), lo que nos llevaria a calcular el producto escalar
en términos de la base nueva como u - v = g;;u,;0; (donde se aplica el convenio de
suma de Einstein para los indices i y j).

De todas formas, una manera inmediata de hacer este ejercicio a partir de las fun-
ciones que se pedia programar en este tema es usar la funcion que hemos definido
antes para deshacer cambios de base, que nos proporciona las componentes de los
vectores en la base estandar, y posteriormente aplicar la férmula habitual para el pro-
ducto escalar:

productoescalarBA(basel,V1,base2,V2) :=cambiobasevectorml(basel,V1).
cambiobasevectorml (base2,V2)$
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