Tema 9

Examenes resueltos de anos

anteriores

Criterios de evaluacion

Cada uno de los ejercicios que componen esta Prueba de Evaluacién Continua
(PEC) de la parte de Maxima se evaluara de 0 a 10 puntos de acuerdo a los siguientes
criterios de evaluacion, aplicables a todas las convocatorias:

m El cddigo aportado realiza correctamente las tareas que se pedian en el enun-
ciado, calculos simbdlicos y/o numéricos, representaciones graficas, etc., (sin
errores sintacticos): 5 puntos

m El codigo esta bien estructurado, se entiende claramente lo que se hace en cada
parte del mismo, la estructura es l6gica y esta ordenada: 2 puntos

m El cddigo realiza las tareas que se piden de manera eficiente: 1.5 puntos

» E| cddigo esta documentado con comentarios que facilitan entender qué es lo
que se esta haciendo en cada parte del mismo, incluyendo descripcion del input
y outputy la finalidad del c6digo: 1.5 puntos

La calificacién final de esta parte sera la media aritmética de las calificaciones ob-
tenidas en todos los ejercicios que forman la PEC, siempre y cuando se haya obtenido
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TEMA 9. EXAMENES RESUELTOS DE ANOS ANTERIORES

= La solucién a estas PECs que debe presentar se reduce a un archivo de texto
plano que contenga el codigo en Maxima de las funciones pedidas en la PEC, de
tal manera que podamos cargar dicho cédigo desde una sesién de Maxima para
verificar su funcionamiento.

= En la medida de lo posible ajustese al input y output especificado en cada ejer-
cicio. Si lo considera preciso puede introducir pequenas modificaciones, en ese
caso introduzca una breve frase explicando las modificaciones introducidas y su
justificacion.

= Muy importante, evite la definicién de variables globales fuera de estas funciones.

= También le recomendamos que, antes de realizar estos ejercicios, revise la colec-
cion de problemas resueltos que puede encontrar en la pagina de la asignatura,
asi como las soluciones de las pruebas evaluables anteriores.

9.1. Curso 2010-2011, convocatoria de junio

da:

input. e

output.

Cartagena

Ejercicio 1

Escriba una funciéon en Maxima que resuelva numéricamente sistemas de n
ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 por medio de la funcién rk y que
posteriormente haga un ajuste por medio de splines cubicos de la solucién obteni-

Lista de ecuaciones de orden 1 a resolver
Lista de variables dependientes
Lista de condiciones iniciales

Variable independiente y valores minimo y maximo de la variable inde-
pendiente

Parametro de paso a emplear en el algoritmo de Runge-Kutta.

Matriz con los resultados numéricos obtenidos por medio del comando
rk.

Lista de funciones con los splines cubicos que ajustan la solucion.
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cidn numérica de la ecuacion (por medio de puntos) y el ajuste por splines cubicos
(lineas continuas).

Ejercicio 3

vez

input. f(z,t), xo.

Dado el problema de condiciones iniciales de orden 1

escriba una funcién en Maxima que proporcione una aproximacion a la solucion
de esta ecuacién por medio del desarrollo en serie de Taylor de z(t), centrado en
t = 0, hasta orden n = 2, dado por:

Datos: El valor de z(t) en t = 0 esta dado por la condicién inicial del problema, el
valor de la primera derivada se obtiene sustituyendo en la ecuacioén

el de la segunda derivada se obtiene derivando en la ecuacion de partida una

y posteriormente sustituyendo los valores ¢t = 0, z = x,, Yy el valor calculado
previamente para dx/dt ent = 0.

output: La aproximacion a x(t) mencionada.

CZ:f(x,t), z(t=0) = x

n

1 dx

dx

a Zf(l‘o,O)

t=0

Pe Ofde  Of

az " ordt ot
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En este archivo de texto plano se incluye el cddigo en Mazima de
las funciones
pedidas en la prueba evaluable.

Para escribir este archivo se ha empleado el editor de textos "
KWrite" en un PC
con Linuz Fedora 14
Para cargar el archivo desde wzMazima se puede ejecutar:
batchload( concat( path, "2011-J-R.mc" ) );
donde la wvariable path es una cadena que indica la localizacion

del archivo
2011-J-R.mc en el disco, p. ej. path podria ser algo parecido a

path : "/home/usuario/Fisica-Computacional-1/Maxima/examen
/II .
*/
/* EJERCICIO 1

Escriba una funcion en Mazima que resuelva numéricamente sistemas
de n ecuaciones

diferenciales ordinartas de orden 1 por medio de la funcidon Tk y
que posteriormente

haga un ajuste por medio de splines cubicos de la solucion
obtentda:

wnput:

Lista de ecuaciones de orden 1 a resolver

Lista de wvariables dependientes

Lista de condiciones iniciales

Vartable independiente y valores minimo y mdzimo de la

variable independiente

Pardmetro de paso a emplear en el algoritmo de Runge-Kutta.
output:

Matriz con los resultados numéricos obtenidos por medio del

comando Tk

T o o L
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El input y output de esta funcion es el espectificado en el
enunctado del ejercicio

Notacion empleada en el wnput:

ecuaciones = Lista de ecuaciones de orden 1 a
resolver

vardep = Lista de variables dependientes

conini = Lista de condiciones inictiales

dominiovarindep = Variable independiente y valores mi

nimo y mdzrimo de
la variable independiente
paso = Parametro de paso a emplear en el
algoritmo de Runge-Kutta.

Notacion empleada en el output:

solnum = Matriz con los resultados numéricos
obtenidos por medio
del comando Tk
solspline = Lista de funciones con los splines ci
bicos que ajustan
la solucion

Observactones:

El enunctado mo indica nada acerca de la forma en la que
estdn escritas las n EDUs
de orden 1 que debemos resolver. En principio éstas podrian
estar escritas de muchas
formas totalmente equivalentes pero ligeramente distintas,
p. ej. la forma estdndar seria

diff(z1(t), t) = F1(...)
diff(z2(t), t) = f2(...)

diff(zn(t), t) = fn(...)

O ) o
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f1, ..., fn, es decir, el lado derecho de las ED0s escritas
en la forma que hemos

denominado como "estandar" mas arriba (ver soluciones tema
2.10).

Dado que el enunciado mo dice mada a este respecto vamos a
suponer que el input

sumintstrado es justamente lo que la funcion Tk del Mazima
nos pide, el conjunto

de funciones f1, ..., fn que nos dan las derivadas de las
vartables dependientes

z_1 en funcion de las z_t1 y la variable independiente.

B.
Para definir esta funcidon vamos a emplear el comando "block
", cuya sintazis y
funcionamiento se ha visto en el tema 2.5 y siguientes.
*/
funcionl(ecuaciones, vardep, conini, dominiovarindep, paso) := block( [

aux, solnum, solspline],

/*

Definimos la wvariable local auziliar "auz" como la lista:

[variable independiente, valor inicial, valor final,
paso]

para ello empleamos la funcidn append (ver soluciones tema
2.7) para afiadir

a dominiovarindep el paso de integracion, que es el
elemento que faltaba

Por cierto, si mo se comnoce la funcion append, otra forma
de obtener este
mismo resultado podria haber sido directamente:

avz @ [dominiovarindep[1], dominiovarindep[2],
dominiovarindep[3], paso]
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/* La solucidon numérica que nos proporciona Tk es una lista de
listas de walores.
El enunctado nos pide el output de Tk con formato matricial
, para ello convertimos
esta lista en una matriz (ver soluciones tema 2.10)

*/
solnum : apply(matrix, solnum),

/* Cargamos el paquete de interpolacines "interpol' para
realizar los ajustes

por splines cubicos pedidos (ver soluciones tema 2.9)

*/
load(interpol),

/*

Realizamos el ajuste por splines cubicos de la primera
vartable dependiente

para ello asignamos a la vartable aziliar "auz" el conjunto

de wvalores de la

variable independiente (primera columna de solnum) y de la
primera de las

variables dependientes (segunda columna de solnum)

Concretamente lo que hace la siguiente instrucccion es lo
siguiente

transpose(solnum) [1] es la lista de valores de la war.
independiente = t

transpose(solnum) [2] es la lista de valores de la primera
var. dependiente = xl

[transpose(solnum)[1], transpose(solnum)[2]] es una lista
cuyo primer elemento

es [t_1, t_2, ..., t_k] y cuyo segundo elemento es [z1_1,
z1_2, ..., zi1_k]
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TEMA 9. EXAMENES RESUELTOS DE ANOS ANTERIORES

( (t_1, z1_1), (t_2, z1_2), (t_.3, z1.3), ... , (t_k, zi_k)
)

que es lo que tememos que pasarle a la funcidon cspline para
que calcule la aprozimacion
por splines ciubicos de T como funcion de t

aux : transpose( apply(matrix, [transpose(solnum)[1], transpose(
solnum) [2]] ) ),

/*

a continuacion realizamos el ajuste y lo guardamos como el

primer elemento

*/

de la lista solspline

solspline : [ cspline( aux ) 1],

/*

oy 11
n

w/

Cartagena

La funcion pedida debe funcionar para un nimero arbitrartio

de ecuaciones

por tanto repetimos esta operacion por medio de un bucle
para todas las varzables

dependientes restantes, desde z_2 (cuyos valores estdn en
la columna 3 de solnum)

hasta z_n (con valores en la columna n+l de solnum), donde
n estd dado por el

numero de ecuactiones, es decir, el numero de elementos del
wnput "ecuaciones"

(o alternativamente el numero de elementos en vardep o
conini, que obuviamente

debe coincidir con el numero de ecuaciones).

A medida que wvamos calculando los ajustes para las
restantes wvariables dependientes

los wvamos afiadiendo a la lista solspline mediante la funcid
n append.

Esta misma estrategia se ha empleado en la funcion para
aplicar cambios de base

(ver soluciones tema 2.5)
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)
/* finalmente la funcion devuelve una lista cuyo primer
elemento es la solucion
numérica solnum y cuyo segundo elemento es la lista de
aprozrimaciones por splines
cubicos solspline
*/

[solnum, solspline]

)$
/% EJERCICIO 2
Escriba una funcion que realice la representacion grdfica de los
resultados obtenidos por medio
de la funcion definida en el primer ejercticio, incluyendo la
solucion numérica de la ecuacion
(por medio de puntos) y el ajuste por splines cubicos (lineas cont
inuas).
*/
/* SOLUCION 2

La solucion al ejercicio 2 estd implementada en la "funcion2',
cuyo codigo se incluye
a continuacion.

Notacion empleada en el imput:

resultadosanteriores = output de la funcidn del ejercicio
anterior

Observactones:

El enunciado no indica nada sobre el rango de valores en

[ CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



9-26 TEMA 9. EXAMENES RESUELTOS DE ANOS ANTERIORES

Igual que antes, para definir esta funcidn vamos a emplear
el comando "block", cuya
sintaris y funcionamiento se ha visto en el tema 2.5 y

siguientes.
*/
funcion2(resultadosanteriores) := block( [puntos, splines, format, aux],
/* Definimos la wvartable local "puntos" como la traspuesta de

la matriz de puntos generada por
Tk al resolver el sistema del ejercicio anterior

x/
puntos : transpose(resultadosanteriores[1]),

/* El motivo de definir puntos como la traspuesta de
resultadosanteriores[1] es que de esta

forma puntos[1] nos da la lista de valores de la wariable
independiente,

puntos[2] la lista de valores de la primera variable
dependiente

puntos[3] la lista de valores de la segunda variable
dependiente y asi sucesivamente

hasta completar las n variables dependientes

*/
/* Definimos la vartable local "splines'" como la lista de
splines cubicos generada en el
ejercicio anterior
*/

splines : resultadosanteriores[2],

/* Para la funcidon que se pide en este problema tenemos que
emplear la funcion plot2d del
wzMazima, de acuerdo a la sintazis de esta funcion (ver
soluciones a los ejercicios propuestos
en el curso o ayuda del wzMazima) tememos que hacer los
siguiente
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[discrete, puntos[1], puntos[2]]
[discrete, puntos[1], puntos[3]]
[discrete, puntos[1], puntos[{]]

[discrete, puntos[1], puntos[1+n]]

(recordar que puntos[1] es la lista de valores de la
variable independiente,

mientras que puntos[i] con ¢ entre 2 y 1+n es lista
de valores de cada

vartable dependiente)

y todas las funciones splines[1], splines[2], ..., splines/[

nl.

Por otra parte en formato tememos que introducir la lista
de especificaciones de formato

que queremos que emplee el plot2d para haer las grdficas.
El enunctado ptde que se Tepresenten

los puntos discretos generados por Tk como puntos, y las
aprozimaciones por splines cubicos

como lineas, por tanto en formato tememos que introducir la

lista de especificaciones
siguiente

[style, points, ..., points, lines, ..., lines]

donde las instrucciones "points" y "lines" se repiten 'n'
veces, stendo n el numero
de vartables dependientes (dado por length(splines)).

Esta funcion debe ser vdlida para un numero arbitrario de
vartables, que en principio no
conocemos. Por tanto, para definir estas listas de
instrucitones vamos a emplear la
estrategia que ya hemos empleado antes:
2. Definimos estas listas astgnadndoles el wvalor de
su primer elemento

I A 1 "y A oL
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Cartagena

format :

/*

TEMA 9. EXAMENES RESUELTOS DE ANOS ANTERIORES

[style, points],

astgnamos a la wvariable local auxz el primer elemento de la

lista de puntos a representar */

aux :

/%

[ [discrete, puntos[1], puntos[2]] 1],

en este bucle vamos afiadiendo a "auz" los puntos

correspondientes a las wvariables

dependientes restantes, y afiadimos a la lista "format'" una
instruccion points por cada
nueva variable

*/

for i : 3 thru length(puntos) step 1 do (
aux : append(aux, [ [discrete, puntos[1], puntos[il] 1),
format : append(format, [points])

),

/* Ya tenemos todos los puntos discretos que queremos

representar en la grdfica, ahora,

for i :

medtante un bucle similar al anterior vamos afiadiendo todos
los splines, y al mismo
tiempo vamos afiadiendo en la wvariable local "format" una
wnstruccion "lines” por cada
spline

1 thru length(splines) step 1 do (
aux : append(aux, [ splines[i] 1),

format : append(format, [lines])
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las funciones, la sintazis del dominio de wvalores de la var
independiente para plot2d es
la siguiente (ver soluciones de ejercictios propuestos y
ayuda del wzMazima)

dominio = [z, valor minimo de la war. indep, wvalor m
dzitmo de la var indep.]

Una forma posible de obtener estos valores es aplicando las
funciones min y max del

wzMazima a la coleccion de valores de la wvariable
independiente (ver soluctones tema 2.7), de

modo que para indicar el dominio de wvalores de la var.
indep. podemos hacer

[z, apply(min, puntos[1]), apply(maz, puntos[1])]
Con esto ya tenemos todos los ingredientes necesartos, solo

queda llamar a plot2d para
generar la grdfica pedida.

*/
plot2d(aux, [x, apply(min, puntos[1]), apply(max, puntos[1])],
format)
)$
/* EJERCICIO 3

Dado el problema de condiciones iniciales de orden 1
dz/dt = f(z, t), z(t=0) = z_0

escriba una funcion en Mazrima que proporcione una apPToOTIMACLON a
la solucidon de esta ecuacion

por medio del desarrollo en serie de Taylor de z(t), centrado en t
=0, hasta ordemn n = 2,

dado por:

ml+t) — Anionn ] ] L1 L 1 4 /o0 J- Ladd oo [ L Al Lo
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el de la segunda derivada se obtiene derivando en la ecuacion de
partida una vez

d*2 z/dt~2 = {parcial f}/{parcial z} dz/dt + {parcial f}{
parcial t}

y posteriormente sustituyendo los walores t=0, z=z_0, y el wvalor
calculado previamente
para dz/dt en t=0.

wnput:
flz, t), z_0
output:
La aprozimacion a xz(t) mencionada.
*/
/* SOLUCION 3

La solucion al ejercicio 3 estd implementada en la "funcion3",
cuyo codigo se incluye
a continuacion.

Observaciones:

De acuerdo a los datos del enunciado, el output de la funce
on que se ptide es
sencillamente

z_0 + f(z_0, 0) * t + (1/2) derivadal * t°2
donde derivadal es la derivada segunda de x Tespecto a t
evaluada en t=0, cuyo wvalor

wndica el propio enunciado.

Igual que antes, para definir esta funcion vamos a emplear

oL LUl 1 Lo Ll
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respecto a t en t = 0, calculada de acuerdo a las
instrucciones del enunciado.

La funcion del wzMazima que vamos a emplear para las
sustituciones es subst

(ver soluciones tema 2.8)

*/
derivadal : subst(0, t, subst(x0, x, f) ),
/% Tal y como estd escrito el enunciado, el input f(z, t) es
una funcion de T y de t,
de modo que antes de derivar para calcular derivadaZ2
debemos sustituir T por z(t),
por tanto sustituimos = -> z(t), a continuacidn derivamos
respecto a t y por 4ltimo
sustituimos. El diagrama de flujo es el siguiente:
1. sustitutr z -> z(t) en f
2. derivar respecto a t
3. sustituir dz/dt -> derivadal

4. sustituir z(t) -> z_0

5. sustiturr t -> 0

7

derivada2 : (

/¥ 5 %/ subst (0, t,

/¥ 4 o*/ subst( x0, x(t),

/% 3 x/ subst ( derivadal, diff(x(t), t, 1),
/* 2 */ diff (

/¥ 1 %/ subst (x(t), x, f)
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),
/* Finalmente la funcion devuelve el desarrollo pedido */
x0 + derivadal * t + (1/2) * derivada2 * t~2

)$

/* FIN de la prueba evaluable de programacion en wzMazima, junio de
2011 */

9.2. Curso 2010-2011, convocatoria de septiembre

Ejercicio 1

Escriba una funcion en Maxima que genere la aproximacion por interpolacion
Lagrangiana con nodos de Chebyshev de una funcién f(z) dada, definida sobre
un intervalo [a, b] dado, empleando n nodos de interpolacion.

input: Funcién f(z) cuya aproximacion por interpolacion va a calcularse.

Intervalo [a, b] (Suponemos que a < b, |a| < ooy |b] < ).

Orden n de la aproximacion.

output. e Aproximacioén por interpolacion Lagrangiana con nodos de Chebyshev
de f(x) sobre el intervalo [a, b] hasta orden n.

Diagrama de flujo. Para programar esta funcion necesitaran (al menos) realizar
estas operaciones:

1. Generar los n nodos de Chebyshev z; (con i = 1,2,...,n) correspon-
dientes al intervalo [a, b], que estan dados por

a+b b—a 2 — 1 )
T; = + cos T, 1=1,2,...,n.

2 2 2n

2. Generar los valores de f(xz) correspondientes a la lista de nodos de
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Ejercicio 2

Con el fin de visualizar el comportamiento de la aproximacion anterior, escriba
una funciéon que genere las gréficas de f(z), f'(x) y f’(z), junto con las aproxi-
maciones dadas por el anterior polinomio de interpolacién y su primera y segunda
derivada.

input. e Funcion f(x).

e Intervalo [a, b].

e Funcion f,(x), definida como la aproximacion por interpolacion Lagran-
giana con nodos de Chebyshev de f(z) sobre el intervalo [a,b] hasta
orden n (calculada previamente).

outout. e Graficade f(z)y f.(z) conz € [a, b].
e Graficade f'(x)y f/(x) conz € [a,b].
e Graficade f"(x)y f/(x) con z € [a,b].

Ejercicio 3

Con el fin de visualizar la velocidad de convergencia de la aproximacién an-
terior, escriba una funcion que genere la grafica del error (¢) de la aproximacion
como funcién del orden (n) de la aproximacién, para n entre 1 y un orden maximo
N. Para ello definimos el error de la aproximacién como

e(n) = méx [f(x) — fo(z)]

z€a,b]
es decir, £(n) es el valor maximo del médulo de f(z) — f,.(z) con x en [a, b].
input. e Funcion f(x).

e Intervalo [a, b].
e Orden maximo (V) a considerar.
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para ello una posibilidad muy sencilla es introducir una discretizacion muy fina de
este intervalo, por ejemplo podemos definir el conjunto de valores

1 —1
m—1

X,=a+(b—a) , 1=1,2,....m
con m > n (p. €j. se podria tomar m = 103n).

Una vez hecho esto calculamos los valores de |f(z) — f.(z)| con z = X;
(¢ = 1,2,...,m) y aproximamos =(n) como el maximo de estos valores. Si m es
suficientemente grande la anterior estrategia nos dara una excelente aproximacion
al error e(n).

Si se prefiere hacer el célculo de ¢(n) de una manera mas rigurosa hay que
tener en cuenta que el maximo de |f(x) — f.(z)| con z en [a,b] estard, o bien en
alguno de los puntos donde se anula la derivada de f(x) — f,.(x), 0 bien en alguno
de los extremos del intervalo (x = a 0 x = b). También es importante darse cuenta
de que, por definicion, f(x;) — fu(z;) =0 (parai = 1,2,...,n), ya que el polinomio
de interpolacién de Lagrange basado en los puntos (z;,y; = f(z;)) pasa por esos
puntos. Por tanto todos los extremos relativos de f(z) — f.(x) con x € [a,b] estén
intercalados entre los nodos de interpolacién z;. Teniendo esto en cuenta podemos
idear la siguiente estrategia para calcular (n):

1. Definimos la funcién auxiliar g(z) = f'(z) — f/(x).

2. Calculamos los n — 1 valores de x donde se anula g(x), para ello resolvemos
por medio del método de Newton la ecuacién g(x) = 0 tomando como valor
inicial de z para el método de Newtona = = (z; + z;41) /2coni=1,2,...,n—
1 sucesivamente.

Esto nos proporciona la lista de los n — 1 valores de x en los que se anula la
derivada de f(x) — f,.(z), definimos esta lista de valores como z..

3. Calculamos la lista de valores de |f(x) — fu(z)|cONx =2}, x =ay x =D.
4. El maximo de la anterior lista es el valor de (n).

Para este ejercicio daremos por validas cualquiera de estas 2 estrategias para
el célculo de ¢(n) (o cualquiera otra, siempre y cuando funcione correctamente).

Eiercicio 4
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e Orden n de la aproximacion.

e y, valor inicial de y para resolver F(z,y) = 0 por medio del método de
Newton (ver ejercicio 2 del tema 2.8).

output. e Aproximacion por interpolacién Lagrangiana con n nodos de Chebyshev
de la funcién y = f(x), definida de manera implicita por la ecuacién
F(x,y) =0, con x tomando valores en el intervalo [a, b].

Nota:

Como ven, todos los ejercicios de esta convocatoria versan sobre el tema de inter-
polacion polinomial con nodos de Chebyshev. Para realizar estos ejercicios necesita-
ran probar sus programas sobre alguna funcion f(z) dada, definida en algun intervalo
[a,b] dado, y con n desde 1 hasta algun valor concreto del orden méaximo N. ;Qué
casos concretos se pueden tomar para hacer las pruebas?

= Funcion f(x): mi recomendacion es que para sus pruebas tomen como ejemplo
una funcién f(z) que sea continua, y que tenga infinitas derivadas continuas en
a < x < b. En ese caso la aproximacion por interpolaciéon Lagrangiana con no-
dos de Chebyshev converge muy rapidamente. Si toman una funcién que tenga
singularidades en [a, b] la aproximacion por interpolacion no funcionara bien.

Por otra parte, en sus pruebas procuren que f(x) no sea un polinomio de z, ya
que en ese caso tan pronto como el orden n de la aproximacidn por interpolacion
supere al grado de f(z), tendremos que el polinomio de interpolacion es idéntico
a f(z), resultando en un caso trivial.

» Intervalo [a, b]: mientras a y b sean finitos pueden tomar cualquier valor. Por ejem-
plo, pueden hacer todas sus pruebas basandose en el intervalo estandar [—1, 1],
o en el [0, 1]. De todas formas, es muy importante recordar que las funciones
que programen deben estar preparadas para operar sobre cualquier intervalo
[a, b], cuyos valores se suministran como input a la funcién.

= Orden méximo N': sitoman una funcion f(z) continua con infinitas derivadas con-
tinuas en [a, b], y que no tenga variaciones demasiado bruscas en ese intervalo,
observaran que f,(x) se empieza a parecer a f(x) paran ~ 3 ~ 5. En general,
para obtener una buena aproximacion, tanto para f(x) como para sus 2 prime-
ras derivadas, es necesario considerar valores de n entre 10 y 20 (si la funcién
f(z) considerada tiene variaciones bruscas en [a, b] es posible que sea necesario
considerar valores de n mayores). Por tanto, en sus pruebas empiecen tomando

N — 10 v <i la nntancia da ¢l ardanadar In narmita arimantan acta valar hacta
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/* PRUEBA EVALUABLE DE PROGRAMACION EN WXMAXIMA, convocatoria de
septiembre de 2011
Fisica Computacional I, ler curso del grado en fisica
Dept. de Fisica Matemdtica y de Fluidos, UNED, curso 2010-2011

Este archivo contiene el cddigo en Mazima de las functiones pedidas
en la prueba evaluable.

Para escribirlo se ha empleado el editor de textos "KiWrite'" en un
PC con Linuz Fedora 14.

Para cargar el archivo desde wxMaxima se puede ejecutar:
batchload( concat( path, "2011-S-R.mc" ) );
donde la variable path es una cadena que indica la localizacion

del archivo
2011-S-R.mc en el disco, p. ej. path podria ser algo parecido a

path : "/home/usuario/Fisica-Computacional-1/Mazima/ezamen
/"
*/
/* EJERCICIO 1
Escriba una funcion en Mazima que gemere la aproxrimacion por
wnterpolacion Lagrangiana
con nodos de Chebyshev de una funcion f(z) dada, definida sobre un
intervalo [a, b]
dado, empleando n nodos de interpolacion. (Diagrama de flujo y
datos adicionales en enunciado).
wnput:
f: Funcion f(z) cuya aprozimacion por interpolacion va a
calcularse.
intervalo: Intervalo [a, b] (suponemos que a < b, [al <
infinito y /b/ < infinito).
n: Orden n de la aprozimacion.
output:
Aprozimacidon por interpolacion Lagrangiana con nodos de
Ol ol 1o ~] L Loa) I
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enunctado del ejercicio

*/

funcionl(f, intervalo, n) := block( [auxl, aux2],

/* Defintmos la variable local auzl como la lista de abscisas de
interpolacion,
calculada aplicando la formula dada en el enunciado */

auxl : makelist(

((intervalo[1] + intervalo[2])/2) + ((intervalo[2] -

intervalo[1])/2) * cos( (2*i - 1)*%pi/(2*n) )

s i: 1: n, 1):

/% Realmente sdlo necesitamos los walores numéricos de estas
abscisas */

auxl : float(auxl),

/* Aunque no es imprescindible, las ordemamos de menor a mayor */

auxl : sort(auxl),

/% Definimos la variable local auz2 como la lista de ordenadas (
valores y = f(z))
correspondiente estas abscisas */

aux2 : makelist( f(aux1[il), i, 1, n, 1),

/* Cargamos el paquete de funciones de interpolacion */

load(interpol),

/% Finalmente generamos la interpolacion pedida aplicando la
funcidon lagrange sobre
el conjunto de datos que hemos calculado. Para ello
previamente combinamos las listas

il

Cartagena
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Con el fin de wvisualizar el comportamiento de la aproxzimacion
anterior, escriba una funcion

que genere las grdficas de f(z), f’(z) y f’’(z), junto con las
aprozimaciones dadas por el

anterior polinomio de interpolacion y su primera y Seqgunda
derivada.

wnput:
f: Funcion f(z).
intervalo: Interwvalo [a, b].
fn: aprozimacidon a f(z) generada con la funcion del
ejerctcto 1.
output:
graficas de f(z) y fn(z), f’(z) y fn’(z), f’’(x) y fn’’(z)

SOLUCION 2

La solucion al ejercicio 2 estd implementada en la "funcion2',
cuyo codigo se incluye
a continuacion.

*/
funcion2(f, intervalo, fn) := block( [aux],

/* En principio no tiene ninguna dificultad generar cada una
de las grdficas pedidas.

Para poder ver todas estas grdficas stmultdneamente, sin
necesidad de representarlas

todas en la misma ventana, una postble solucion es usar la
funcion wzplot2d del

wzmazima. St mo se conoce esta funcion, otra posibilidad es
guardar cada grdafica en

un archivo (ver tema 2.7). Cualquiera de estas dos
postbilidades es vdlida, en este

ejercicio haremos ambas cosas.

*/

/* Generamos la grdfica de f(z) junto con fn(z) y la guardamos

e L LL L
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)$

/¥

/* Generamos la grdfica de f’(z) junto con fn’(z) y la
guardamos en el archivo "f-fn-difl.eps"*/

aux : [ diff( £f(x), x, 1 ), diff( fn(x), x, 1) 1,

plot2d( aux, [ x, intervalo[1], intervalo[2] ], [psfile, "f
-fn-difl.eps"] ),

wxplot2d( aux, [ x, intervalo[1l], intervalo[2] ] ),

/* Generamos la grdfica de f’’(z) junto con fn’’(z) y la
guardamos en el archivo "f-fn-dif1.eps"*/

aux : [ diff( £(x), x, 2 ), diff( fn(x), x, 2 ) 1,

plot2d( aux, [ x, intervalo[1], intervalo[2] ], [psfile, "f
-fn-dif2.eps"] ),

wxplot2d( aux, [ x, intervalo[1l], intervalo[2] ] )

EJERCICIO 3

Con el fin de wvisualizar la velocidad de convergencia de la
aprozimacion anterior, escriba

una funcidon que gemere la grdafica del error (epsilon) de la
aprozimacion como funcion del

orden (n) de la aprozimacion, para n entre 2 y un orden mdzimo .
Para ello definimos el

error de la aprozimacion como

epsilon = maz [f(z) - fn(z)| con z en [a,b]

es decir, epsilon(n) es el valor mdzimo del médulo de f(z) - fn(z)
con z en [a, b].

wnput:

£+ Ca £ Loa)
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SOLUCION 3

La solucion al ejercicio 3, siguiendo la primera estrategia para
el cdlculo del error epsilon

(ver enunciado), estd implementada en la "funcion34", cuyo cddigo
se incluye a continuacion.

La solucion con el error epsilon calculado siguiendo la segunda
estrategia mencionada en el

enunciado estd programada en la funcion "funcion3B".

*/
funcion3A(f, intervalo, N) := block( [n, fn, m, X, epsilon],

/* Definimos la variable local n como el indice que va a
recorrer todos los wvalores
posibles del orden de la aprozimacion, desde m = 2 hasta n
= N, por medio de un bucle.

Para cada valor de n la wvartable local fn contendrd la
correspondiente aproxrimacion

a f, calculada con la funcidon programada en el ejercicio 1,
y epstlon contendrd el

valor del error correspondiente.

Definimos la wvartable local X como la lista de valores de T
que emplearemos para
calcular el error, de acuerdo con el método explicado en el

enunciado
(tomando m = N * a * 1072, siendo "a" un numero de orden
unidad) .

x/
m: N *x5 % 1072,

X : makelist( intervalo[1] + (intervalo[2] - intervalo[1]) * (i -
1) / (m - 1), i, 1, m, 1),

X : float(X),
/e T,

N A | 1 1 b d
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/* Como las operaciones realizadas en este bucle llevan
bastante tiempo wamos sacar
por pantalla el valor de n, para saber por dénde vamos

*/
print("vamos por n = ", n),
fn : funcionl(f, intervalo, n),
epsilon : append( epsilon, [[n, apply( max,

makelist( abs( float( f(X[i]) - subst(X[i], x, fn) )
), i, 1, m, 1)

) 11
), /* fin del bucle */
/*
Como f(z) es una funcidn, para evaluar f(z) en X[i] en el
bucle anterior senctllamente
hacemos f(X[i]), pero como la wariable local fn no estd
definida como una funcion
para evaluar fn en X[i] tememos que emplear subst para
sustituir = por X[i] en fn.
Una vez tememos calculada la lista de walores [[n2, error?
l, ..., [nN, errork]]
generamos las grdaficas pedidas igual que en el ejercicio 2,
las mostramos en pantalla
con wzplot2d y las guardamos en dos archivos con formato .
eps
*/

plot2d([discrete, epsilon], [psfile, "error-vs-n-lineal-A.eps"]),

wxplot2d([discrete, epsilon]),

AT A+NATAL A~ 1 [a 1 [ 1 L Lo Il
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/* En este caso wvamos a recorrer el mismo bucle que antes pero
calcularemos el error
correspondiente a cada valor del orden n de una forma mds
precisa que como Se
hizo en la funcion antertor. Ahora, en lugar de
sencillamente muestrear la diferencia
entre f(z) y fn(z) en todo el intervalo y tomar el mdzimo
de esas diferencias, lo que
haremos serd calcular el mdzimo real de dicha diferencta,
resolviendo por el método
de Newton la correspondiente ecuacidon, tal y como se indica
en el enunctado del
examen.

*/

/% Cargamos el paquete de soluctidon numérica de ecuaciones por el
método de Newton */

load(newtonl),

/* Definimos la variable local tolnmewton como el error mdzimo con
el que queremos aplicar
el método de Newton. */

tolnewton : 10~ (-4),

/% Definimos la variable local epsilon como una lista vacia en la
que iremos afiadiendo los

sucesivos valores del error correspondientes a cada valor de n

*/
epsilon : [1,
for n : 2 thru N step 1 do (

/%¥ Como las operaciones realizadas en este bucle llevan

bastante tiempo vamos sacar
por pantalla el valor de n, para saber por diénde vamos
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para la interpolacion.

La diferencia f(z) - fn alcanza un mdzimo (o minimo)
local para un wvalor de

T situado entre cada dos nodos de interpolacion
consecuttvos. Para calcular

las posictones donde se alcanzan estos mdzimos (o m%
nimos) locales tenemos

que calcular donde se anula la derivada de la
diferencia f(z) - fn.

Definimos g como la derivada de la diferencia entre la
aprozimacion y f(z): */

g : diff( f(x) - fn, x, 1),

/* Calculamos los nodos de interpolacion correspondientes
a este valor de n */

aux : sort( float( makelist(

((intervalo[1] + intervalol[2])/2) + ((intervalo[2] -
intervalo[1])/2) * cos( (2%i - 1)*Y%pi/(2%n) )

:i:l:nyl))),

/* Calculamos los puntos medios entre nodos de interpolaci
on consecutivos */

aux : makelist( (aux[i] + aux[i+1]) / 2, i, 1, n-1, 1),

/* Resolvemos la ecuacion g(z) = 0 tomando como punto de
partida cada uno de estos
puntos intermedios entre los modos de interpolacion,
esto nos da la coleccion
de valores de = donde la diferencia alcanza un mdzimo o
minimo local */

xdifmax : [J,

for j : 1 thru n-1 step 1 do (
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uno de los puntos
"rdifmaz" anteriores, o bien en uno de los extremos del
wntervalo.
Evaluamos el walor absoluto de la diferencia f - fn en
todos los puntos donde
se alcanzan extremos locales y lo guardamos en la
variable local thisepsilon. */

thisepsilon : makelist( abs( float( subst(xdifmax[i], x, f(
x) -fn) ) ), i, 1, n-1, 1),

/% Evaluamos el wvalor absoluto de la diferencia en los
extremos del interwvalo y
lo afiadimos a la lista de valores thisepsilon. */

thisepsilon : append( thisepsilon, abs( float( [subst(
intervalo[1], x, f(x) - fn)] ) ) ),

thisepsilon : append( thisepsilon, abs( float( [subst(
intervalo[2], x, f(x) - fn)] ) ) ),

/* Finalmente nos quedamos con el mazimo de todos esos
valores: */

epsilon : append( epsilon, [[n, apply( max, thisepsilon )
11)

/¥ fin del bucle */

/% Esta funcidn nos proporciona una estimacion del error

muy precisa, mientras que

la realizada en la funcion34 solo nos daba una
aprozimacion (que ademds siempre

es menor que el error mdzimo real). El cdlculo del
error con funcion3B lleva

mucho mdas tiempo que con functon34 si n es grande, a la
vista de los resultados

proporcionados por ambas funciones ;merece la pena el
tiempo adicional de cdlculo?
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wxplot2d([discrete, epsilon]),

plot2d([discrete, epsilon], [logx], [logyl, [psfile, "error-vs-n-
log-B.eps"]),

wxplot2d([discrete, epsilon], [logx], [logyl)

)$
/* EJERCICIO 4

Emplee la funcion definida en el ejercicio 1 para programar una
funcion que genere la

aprozimacion por interpolacidon Lagrangiana con modos de Chebyshev
de la funcion y = f(z),

definida de manera implicita por la ecuacion F(z, y) = 0, con
tomando valores en un

determinado intervalo finito [a, b].

wnput:
F: funcion F(z, y).
intervalo: intervalo [a, bJ.
n: orden n de la aprozimacion.
y0: wvalor inicial de y para resolver F(z, y) = 0 por medio
del método de Newton
(ver ejerctcio 2 del tema 2.8).
output:
Aprozimacion por interpolacion Lagrangiana con n nodos de
Chebyshev de la funcion
y = f(z), definida de manera implicita por la ecuacion F(z,
y) = 0, con z tomando
valores en el intervalo [a, b].

SOLUCION 4

La solucidon al ejercicio 4 estd implementada en la "funciong",
cuyo codigo se incluye
a continuacion.
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se indicaba en el enunctado).

De modo que lo unico que mnecesitamos hacer es llamar a la
funcidon "solvenewton” y a la

funcion "funcionl" definida en el primer ejercicio de este
examen. */

/% Comenzamos cargando la funcion "solvenewton' proporcionada en
la soluciones a los
ejercicios del tema 2.8 */

/* FUNCION "solvenewton"
Resuelve numéricamente la ecuacton F(z, y) = 0 para la variable y por
medio del método de Newton

Input:
F = funcion que define la ecuacion F = 0
y = variable que queremos despejar
y0 = punto de partida para el método de Newton

Output:
valor de y encontrado para la solucidon de F = 0 */

solvenewton(F, y, y0) := block( [epsilon],
/% cargamos el paquete newtonl */
load(newtonl),

/* epsilon = tolerancia (suponemos que hemos encontrado la solucion
con un grado de aprozimacion aceptable cuando F(z, y) < epstlon) */

epsilon : 10~(-6),
newton(F, y, yO, epsilon)
)$
/¥ fin */

/¥ Una vez cargada la funcidon "solvenewton' definimos la funcion
"funcionf" */
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/% Para poder emplear la funcion anterior como un argumento para

la funcidn "funcionl",

necesitamos que esta funcion auziliar sea una funcidon de z (y
no una mera exrpresion),

Yy por ese motivo no podemos definirla como una variable local.

Por ese motivo hemos

definido "fauzriliar” como una variable global en la instruccio
n anterior.

Ahora lo unico que tenemos que hacer es llamar a la funcion "
funcionl" operando sobre

esta "fauziliar" */

solucion : funcionl(fauxiliar, intervalo, n),

/* Una vez tememos calculado el polinomio interpolador que pedia
el enunctado eliminamos
la funcion "fauziliar' que ya no necesitamos */

kill(fauxiliar),

/% Finalmente retornamos el polinonio interpolador pedido */

solucion
)$
/* FIN de la prueba evaluable de programacion en wrMazima, septiembre
de 2011 */
/* COMENTARIOSADICIONALES, SOLOPOR CUR

I 0SIDAD

Todos los comentartos inclutdos a continuacion no forman parte del
temarto de la astgnatura, los incluimos sdélo por curiosidad,
para aquellos alumnos interesados en profundizar un poco mds en
estas cuestiones.

TTrn n AvAm amnna~

1 o)
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suficientemente suave, este desarrollo converge rdpidamente
alcanzdndose una prectsion excelente, tanto para la aproximacto
n de f(z) como de sus dos primeras derivadas, para valores de n
no demasiado grandes (del orden de unas pocas decenas). Por
supuesto existe una teoria matemdatica que explica cudndo estos
desarrollos son convergentes y cuando no, y qué velocidad de
convergencta tienen, pero este no es el lugar para exponer
dicha teoria (los alumnos interesados pueden consultar el tema
de "Interpolacion Lagrangiana con nodos de Chebyshev" en
cualquier libro de calculo numérico).

Para explorar el funcionamiento de estos desarrollos se puede
ejecutar este cddigo:

int : [-2, 4]8

orden : 88

A(z) := exp(z);

B(z) := funcionl(4, int, orden);

funcion2(4, int, B);

variando el orden de la aprozimacion, también se recomienda probar
con otras funciones y otros intervalos. 0Otro ejemplo

interesante es la funcidon sen(w z) en el intervalo [-pi, pil
para distintos valores de la frecuencia w. 4 medida que
aumentamos la frecuencia es necesartio aumentar el orden de la
aprorimacion para tener una aprocrimacion buena. Un ejercicio
interesante es, entonces, hacer una rTepresentacion grafica del
orden minimo mecesario para una buena aprorimacion en funcion
de w. (Por cierto, para funciones que cumplen condiciones de
contorno pertddicas, como sen(w z) en [-pi, pi], tiene mds
sentido hacer desarrollos basados en las funciones sen Yy cos
que desarrollos polinomiales, pero de todas formas es un
ejemplo interesante).

La funcion del ejercicio 2 nos permite aprectar visualmente la
calidad de la aprozimacion realtzada (lo cual es muy importante
para entender como funcionan estas aprorimaciones) pero no nos
proporciona una medida cuantitativa realmente objetiva de esa
calidad. Esa medida es precisamente lo que se calcula en el

A A A n oL ~]

I L A
-
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aprozimando es sufictentemente suave, en la grdfica logaritmica
del error veremos que éste mo se aproxima a una recta, Sino
que la velocidad de disminucion de Ln(epsilon) frente a Ln(n)
es cada vez mayor. Cuando sucede esto se dice que la veloctidad
de convergencia del desarrollo es exponencial. La wvelocidad de
convergenctia exponencial es la propiedad mds notable de los
desarrollos basados en "Interpolacidn Lagrangiana con nodos de
Chebyshev". Esta velocidad de convergencia sdolo se alcanza si
la funcion que queremos aprozimar es sufictientemente suave, en
caso contrario solo tendremos velocidad de convergencia algebrd
1ca, con un exponente p determinado por el comportamiento de la
funcion que queremos aproxzimar y sus derivadas en el intervalo
considerado. Por supuesto, este no es el tema de esta
astgnatura, de modo que mo profundizaremos mds en esto.

Teéricamente uno podria seguir aumentando el orden de estos
desarrollos indefinidamente, y hacer que el error de la
aprozimacion tendiese a cero. Sin embargo, como estamos
hactendo todas las operaciones numéricas con precision finita,
lo que conlleva un inevitable error de redondeo (del orden de
10~(-16) en los PCs habituales), lo que se observard en la grd
fica del error es que, una vez que éste ha disminutdo hasta un
numero del orden de 10°(-16), a partir de ah? ya no disminuye m
ds por mucho que aumentemos el orden del desarrollo, sino que
se mantiene estable.

*/
9.3. Curso 2011-2012, convocatoria de junio

Ejercicio 1

Dada una funcion de densidad de probabilidad dependiente de n variables
(f(z1,22,...,2,)) escriba una funcién que calcule el momento s, ;, ..., definido
como

bl bTL . . .
— 21 12 2
th%“ﬁn-—l/n -~h/a PRI - f(xy, xa, ..., o) derdey . . dxy,
al an
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Ejercicio 2
Emplee la funcién programada en el ejercicio anterior para programar una nue-

va funcién que calcule la matriz de covariancia ;; de f(xy,xa, ..., x,).

input. e Funcidn de densidad de probabilidad f(xy,zs, ..., z,).
e Intervalos de definicion [a;, b;] de todas estas variables.

output. e Matriz de covariancia X;; de f(z1,z2,...,2,).

DATOS:
La matriz de covariancia ¥;; es la generalizacion al caso de n variables de la
variancia, se define como

Sij = (@i —(2a) - (w5 —(25))),  G,5,=1...,n

donde la operacion (z) denota el “valor promedio de x”. Recordando que la opera-
cion “tomar el promedio” es lineal, es inmediato comprobar que la matriz de cova-
riancia puede calcularse como

2U:<I2x]>_<xl> <$j>7 i7j7:17-~-7n

Ejercicio 3

Por definicion es evidente que la matriz de covariancia es simétrica, por tanto
existe una base ortonormal de autovectores en la que esta matriz es diagonal.

Programe una funcién que calcule los autovectores de la matriz de covariancia
de f(z1,...,z,) Yy que exprese la densidad de probabilidad f(xy,...,z,) en térmi-
nos de las coordenadas (y;), definidas como las coordenadas respecto de la base
de autovectores de ¥;;.

input: e Funcion de densidad de probabilidad en términos de las variables de
partida f(x1,x2,...,2,).
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Solucion

/* PRUEBA EVALUABLE DE PROGRAMACION EN WXMAXIMA, convocatoria de
Jjunio de 2012
Fisica Computacional I, ler curso del grado en fisica
Dept. de Fisica Matemdtica y de Fluidos, UNED, curso 2011-2012

Este archivo contiene el cddigo en Mazima de las funciones pedidas
en la prueba evaluable.
Para escribirlo se ha empleado el editor de textos "KiWirite" en un
PC con Linuxz Fedora 16.

Para cargar el archivo desde wxMaxima se puede ejecutar:
batchload( concat( path, "2012-J-R.mc" ) );
donde la variable path es una cadena que indica la localizacion

del archivo
2012-J-R.mc en el disco, p. ej. path podria ser algo parecido a

path : "/home/usuario/Fisica-Computacional-1/Mazima/ezamen
/II .
*/
/*
EJERCICIO 1
Func. momentocruzado: Calcula el momento cruzado de orden mi de la
vartable continua
definida sobre el intervalo int, con densidad de probabilidad f (
ver enunciado).
x/
momentocruzado(f, x, _int, mi) := block( [i, aux],
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correspondtentes a cada una de las
variables contenidas en "z, suponemos que int[i][1] <
int[1][2].
mv: multi-\’{\t}ndice correspondiente al momento cruzado
que va a calcularse.
OUTPUT: momento cruzado de orden mi[1], mi[2], ..., mi[n] de f(z
[1], ..., z[n])

0BS: Este programa realiza todas las integrales de forma anal\’{\%
}tica (no num\’erica),
suponemos por tanto que todas las integrales mecesarias para
el c\’alculo del momento
cruzado pedido pueden hacerde de forma anal\’{\t}tica sin
problemas.

7

/% Comenzamos realizando la integral correspondiente a la primera
variable */

aux : integrate(x[1]"mi[1] = £, x[1], int[1][1], int[1][2])

>

/* Seguidamente vamos realizando de manera recursiva todas las
integrales restates */

for i : 2 thru length(x) step 1 do (

aux : integrate(x[il"mi[i] * aux, x[i], int[i][1],

int[i] [2])
),
/% Finalemente retornamos el wvalor de la integral pedida */

aux

)$

CICcp/ATAT
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matrizcovariancia(f, x, int) := block( [i, j, zero, promedios, diagonal,
superdiagonal],
/*
INPUT:
f: funcion de densidad de probabilidad.
Suponemos que f est\’a debidamente normalizada, en caso
contrarto basta con
redefintr f como f : f / mu0.
z: lista de las "n" wartables (z[1], ..., z[n]) de las que
depende f.
int: lista de los "n" intervalos de definici|’on
correspondientes a cada una de las
variables contenidas en "z, suponemos que int[<][1] <
int[1][2].
OUTPUT: matriz de covartancia de f(z[1], ..., z[n])

0BS: Este programa emplea la funci\’on "momentocruzado" definida m
\’as arridba.

*/

/*
0BS':
El enunctado indica que la matriz de covartancia Sigma est/’a
dada por <z[i]*z[j]> - <z[i]><z[j]>,
por tanto, una forma directa de calcular esta matriz es:

makelist ( makelist( <z[i]*z[5]> - <z[i]><z[5]>, 7, 1,
length(z)), %, 1, length(z))

donde los promedios <...> pueden calcularse empleando la
funct\’on que acabamos de definir.

Aunque esta forma de calcular la matriz de covariancia es
correcta, es poco eficiente ya

que no tiene en cuenta la simetria de la matriz de
covariancia. Seg\’un indica el enunciado

la matriz de covarianctia es sim\’etrica, es decir, Sitgma_{tj}

= Sigma_{ji}, por tanto, nos

podemos ahorrar el c\’alculo de los elementos que caen por

debajo de la diagonal, ya que son
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/% Comenzamos calculando la lista de valores promedio de las
variables z[t1] (¢ = 1, ., n).

Suponiendo que f est\’a nmormalizada, cada uno de estos
promedios est\’a dado por la

integral m\’ultiple de z[i] * f. Una manera muy senctlla de
programar este c\’alculo es

empleando la funct\’on momentocruzado(f, z, int, mi) que
acabamos de definir.

Para ello nos fijamos que st definimos el multi-\’{\t}ndice
que aparece en la func. momentocruzado

como una lista de "n' ceros, entonces "momentocruzado( X * f,
z, nt, [0, O, ., 0])" realiza

prectsamente la integral m\’ultiple de X * f, que es lo que
necesttamos.

Definimos entonces zero como una lista de "n'" ceros: */

zero : makelist(0, i, 1, length(x), 1),

/* Los promedios de las n wvariables contenidas en = pueden
calcularse sencillamente como: */

promedios : makelist(momentocruzado( x[i] * f, x, int, zero

), i, 1, length(x), 1),
/* Una vez hemos calculado los promedios, calculamos los

elementos diagonales de la matriz de

covartancta empleando una estrategia similar a la que acabamos
de usar */

diagonal : makelist(

momentocruzado( x[i]~2 * f, x, int, zero) -
promedios[i]~2

, i, 1, length(x), 1),
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elementos dtagonales de Sigma. */
diagonal : ident( length(x) ) * diagonal,
/% Definimos ahora una matriz cuyos elementos de por encima de la
diagonal [super-diagonales]
sean los correspondientes elementos de Sigma, con todos los
restantes elementos nulos */
superdiagonal : makelist( makelist(

if (i>j) then (

momentocruzado( x[i] * x[j] * f, x, int,
zero) - promedios[i] * promedios[j]

) else 0
, i, 1, length(x), 1), j, 1, length(x), 1),
superdiagonal : apply(matrix, superdiagonal),

/* Finalmente la matriz Sigma est\’a dada por la suma de 3
matrices:

diagonal: matriz con los elementos diagonales de Sigma (
elementos restantes = 0)

superdiagonal: matriz triangular-superior con los elementos
super-diagonales de Sigma
(elementos restantes = 0)

traspuesta de superdtagonal: matriz triangular-inferior con
los elementos de por
debajo de la diagonal de Sigma (elementos
restantes = 0)

*/

diagonal + superdiagonal + transpose(superdiagonal)
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\’erminos de sus '"componentes

principales”, definidas por las coordenadas respecto a la base de
autovectores de la matriz de

covariancia de f (ver enunciado).

*/

PDF2componentesprincipales(f, x, y) := block( [aux, MC, vectores, gl,
/*
INPUT:

f: funcion de densidad de probabilidad.

Suponemos que f est\’a debidamente normalizada, en caso
contrarto basta con

redefintr f como f : f / mu0.

z: lista de las "n" wartables (z[1], ..., z[n]) de las que
depende f.

y: lista de nombres de las "n" wartables (y[1], ..., yln])
de las que depende g.

OUTPUT: g(y): expresion de la funcion de densidad de probabilidad
f en términos de las coordenadas

respecto a la base de autovectores de la matriz de

covartancia de f.

0BS: Para que sea posible aplicar este cambio de variable es
necesario que el determinante de
la matriz de covariancia de f sea distinto de cero. Tomamos
esto como hipdtesis.

0BS:
Este programa emplea las funcs. "matrizcovariancia'
definida m\’as arriba y "eigenvectorlist"
definida en el tema de aplicaciones de Mazima en \|’algebra.
*/

/* Tal y como se indica en el enunciado, suponemos que cada
una de las vartables aleatorias
continuas contentdas en x puede tomar valores en toda la
recta real, es decar

-infinito < z_1 < +infinito.
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/* Calculamos la matriz de covariancia de f por medio de

la func.

"matrizcovariancia' */

MC : matrizcovariancia(f, x, aux),

/* Cargamos
lista de

/% UOBS:

la func. "eigenvectorlist'" y calculamos la
autovectores de MC */

El path del archivo "eigenvector_list.mc" que figura

debe

en la instrucci|’on stguiente
modificarse de acuerdo a la direccil’on de este
archivo en el PC donde estemos

ejecutando este programa.

*/

batchload("path/eigenvector_list.mc"),

vectores : eigenvectorlist(MC),

/* mormaliz

amos esta lista de autovectores dividiendo cada

uno de ellos por su norma */

for i : 1 thru length(vectores) step 1 do (

vectores[il : vectores[i] / sqrt( vectoresl[i].
vectores[i] )

/* Definimo

s la matriz del cambio de base como la matriz

formada por los autovectores

tomados
Guardamo

como vectores columna.
s la matritz del cambio de base en la wvariable

local MC */

MC : apply(matrix, vectores),

/e T

) 4 1 o oL vy 4

CLA
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donde |J| es el walor absoluto del determinante de la
matriz jacobiana, que en este

caso coincide con la matriz del cambio de base (que
acabamos de definir como MC).

*/

/* Escribimos las z en t\’erminos de las y, guardamos el
resultado en la war. local auz */

aux : MC . y,
/* Aplicamos el cambio z -> z(y) en f */
g @ subst( aux[1], x[1], f )[1],
for i : 2 thru length(x) step 1 do (
g : subst(aux[i], x[i], g)[1]
),

/* finalmente multiplicamos este resultado por el wvalor
absoluto del determinante jacobiano */

g * abs( determinant( MC ) )
)$
9.4. Curso 2011-2012, convocatoria de septiembre

Ejercicio 1
Dado el problema de condiciones iniciales de orden 1

dz
E:f(x,t), z(t =0) = xg
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El valor de z(t) en t = 0 esta dado por la condicién inicial del problema, el
valor de la primera derivada se obtiene sustituyendo en la ecuacion

dx

)~ I

el de la segunda derivada se obtiene derivando en la ecuacion de partida una
vez

Pz Ofdr  Of

a2 ordi ot
y posteriormente sustituyendo los valores t = 0, x = =g, y el valor calcu-
lado previamente para dz/dt en t = 0. Derivando una vez mas la ecuacion
de partida, y sustituyendo los valores encontrados para z(0), 2’'(0) y «”(0),
encontramos el valor de z"(0).

Este proceso se repite de forma iterativa (n veces) para calcular los valores
de las derivadas de orden superior (desde 1 hasta n) que aparecen en el
desarrollo en serie de Taylor.

input. f(z,t), o, n.

output: La aproximacion a z(t) mencionada.

Ejercicio 2

Generalice la funcion programada en el ejercicio anterior para el caso en que
la condicién inicial del problema no esté dada en el punto ¢ = 0, sino en un valor
arbitrario (¢t = t) de la variable independiente.

Datos: En este caso la solucion pedida esta dada por:

n

x(t) ~ Z L dw

25w

(t—to)

t=to

El valor de z(t) en t = t, estd dado por la condicion inicial del problema

(r(+ = t2) = 7.)_los valores de d’J| se caleiilan de manera analoaa a
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Ejercicio 3

rk.

Escriba una funcion en Maxima que resuelva numéricamente la ecuacion dife-
rencial ordinaria de orden 1

por medio de la funcion rk:

input. e Funcion f(xz,t) que define la EDO de orden 1: 2’ = f(z, ).
e Variable dependiente .
e Condicion inicial x.

e Variable independiente y valores minimo y maximo de la variable inde-
pendiente a considerar en la solucidon numérica.

e Parametro de paso a emplear en el algoritmo de Runge-Kutta.

output. e Matriz con los resultados numéricos obtenidos por medio del comando

dx
E:f(x,t), z(t =tg) = 2o

Ejercicio 4

Escriba una funcién que realice la representacion grafica de los resultados ob-

tenidos por medio de la funcion generalizada programada en el ejercicio 2, para un
grado de aproximacién n entre 1 y un cierto valor maximo n..,, y para valores de
la variable independiente entre t, y to + 7', asi como la solucidon numeérica calculada
en el ejercicio anterior. El objetivo de esta funcion es que podamos visualizar como

de Taylor.

Cartagena

mejora el resultado de la aproximacién al aumentar el orden del desarrollo en serie

input: f(xz,t), o, to, Nmaxs -

output. Grafica con las aproximaciones a x(t) por serie de Taylor correspondientes a
los valores de n entre 1 y n..x, junto con la aproximacién proporcionada por
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/* PRUEBA EVALUABLE DE PROGRAMACION EN WXMAXIMA, convocatoria de
septiembre de 2012
Fisica Computacional I, ler curso del grado en fisica
Dept. de Fisica Matemdtica y de Fluidos, UNED, curso 2011-2012

Este archivo contiene el cddigo en Mazima de las funciones pedidas
en la prueba evaluable.
Para escribirlo se ha empleado el editor de textos "KiWirite" en un
PC con Linuxz Fedora 17.

Para cargar el archivo desde wzxMaxima se puede ejecutar:
batchload( concat( path, "2012-S-R.mc" ) );

donde la variable path es una cadena que indica la localizacion
del archivo
2012-S-R.mc en el disco, p. ej. path podria ser algo parecido a

path : "/home/usuario/Fisica-Computacional-1/Mazima/ezamen
/II.
*/

/* EJERCICIOS 1 y 2

El ejercicto 1 es un caso particular del ejercicio 2, lo que nos
permite rTesolver ambos

ejercictos con una unica funcion, que llamamos serieED01.

Este ejercicio es una generalizacion del problema propuesto en el
ezamen de junio de 2011. */

serieEDO1(f, x, t, t0, x0, n) := block( [i, aux, coefs, ecuaciones],
/*
INPUT:
f: funcion de "z" y "t" que define el lado derecho de la
EDO de ler orden z’ = f(z, t)
z: variable dependiente
t: variable tndependiente

t0, valor de t donde aplicamos la condicidn inicial

~N ~ 1 ol ol 1 £ 0
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z(t) necesaria para
el desarrollo en serte de Taylor pedido. */

coefs : makelist( diff( x(t), t, i ), i, 0, n, 1),

/* Calculamos los valores de estas derivadas como se indica en el
enunctado, para ello
derivamos f(z(t), t) respecto a t "i" weces, con "i" entre 0 y
"m-1".
De esta forma obtenemos la lista de ecuaciones que determina
los valores de las derivadas
que aparecen en coefs. Alojamos esta lista de ecuaciones en la
variable local "ecuactones". */

ecuaciones : makelist( coefs[i+2] = diff( subst(x(t), x, f)
,t’ 1)1 i, O; n_lr 1)’

/% Afiadimos a esta lista de ecuaciones la condicion inicial del
problema. */

ecuaciones : append( [x(t) = x0], ecuaciones ),
/% Invertimos el orden de la lista, ya que para calcular los
valores de las derivadas es
megjor ir sustituyendo desde la derivada de mayor grado hasta
la de menor grado. */
ecuaciones : reverse(ecuaciones),

/* Sustituimos en la lista coefs cada derivada por su valor. */

for i : 1 thru length(ecuaciones) step 1 do coefs : subst(
ecuaciones[i], coefs),

/* Finalmente sustituimos t por el wvalor en torno al que se
realiza el desarrollo. */

coefs : subst(t0, t, coefs),

/e DAt~ ] T 1 £
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La solucion al ejercicio 3 estd implementada en la funcion
solaprozRK. Esta solucion se basa en
parte en los ejerctictos resueltos del examen de junio de 2011 */

solaproxRK(f, x, t, t0, x0, tmax, paso) := block( [aux],

/*
INPUT:
f: funcion de "z" y "t" que define el lado derecho de la
EDO de ler orden z’ = f(z, t)
z: variable dependiente
t: variable independiente
t0, wvalor de t donde aplicamos la condicidon intcial
z0, condicion inicial dada por el valor de z en t = t0
tmaz: valor mdximo de t considerado en la solucidn numérica
paso: pardmetro de paso a emplear en el algoritmo de Runge-
Kutta.
OUTPUT:
Solucton numérica calculada por medio del algoritmo de
Runge-Kutta valida en [t0, tmaz].
*/

/% Definimos la variable local auziliar "auz" como la lista:

[variable independiente, valor inicial, valor final, paso]

*/
aux : [t, t0, tmax, pasol],

/* Resolvemos el EDO con la funcidn Tk, guardamos el resultado
en auz */

load("dynamics"),
aux : rk(f, x, x0, aux ),
/* La solucion numérica que mos proporciona Tk es una lista de

listas de wvalores.
El enunctado nos pide el output de Tk con formato matrictial
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La solucion al ejercicio 4 estd implementada en la funcion
grafRKTaylor. Esta solucion se basa
en parte en los ejercicios resueltos del examen de junio de 2011.

*/

grafRKTaylor(f, x, t, t0, x0, T, nmax, paso) := block( [i, solRK, solT,
format, aux, s],

Cartagena

/*
INPUT:
f: funcion de "z" y "t" que define el lado derecho de la
EDO de ler orden z’ = f(z, t)
z: variable dependiente
t: variable independiente
t0, valor de t donde aplicamos la condicion wnicial
z0, condicion inicial dada por el valor de z en t = t0
T: longitud del intervalo [t0, t0 + T] donde se van a
representar los resultados
nmaz: grado marimo del desarrollo en serie de Taylor
considerado.
Esta funcion emplea las anteriores funciones "solaprozRK" y
"serieED01".
OUTPUT:
Grdfica de la solucion numérica calculada por medio del
algoritmo de Runge-Kutta vdlida
en [t0, t0 + T], junto con los correspondientes desarrollos
en serie de Taylor con orden
entre 1 y nmaz.
EJEMPLO:
grafRKTaylor(-z + sin(r), z, r, 0, 1, 10, 11, 0.01);
*/

/* Definimos las wvariables locales solRK y solT como las
soluciones numérica y la obternida
por medio del desarrollo en serie de Taylor a orden mdzimo */

solRK : transpose( solaproxRK(f, x, t, t0, x0, t0O + T, paso

A
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aux : [ [discrete, solRK[1], solRK[2]1] 1,

/% Astgnamos a la variable local "format" el primer elemento de
la lista de intrucciones
de formato para la representacidn grdfica: "points" */

format : [style, points],

/*¥ La astignacion realizada para solT contiene directamente el

desarrollo en serie de Taylor de

orden mdzimo, de esta forma evitamos repetir el cdlculo de
desarrollos de Taylor para n < nmaz.

Sin embargo el enunctiado pide representar todos los
desarrollos desde orden n=1 hasta el orden

mdzimo nmazr. Para generar esta lista de desarrollos basta con
sustttuir en solT de manera

secuenctal (t-t0)°% -> 0, para ¢ mayor que un orden dado "n",
que vaya tomando valores desde

n=1 hasta nmaz. Para ello definimos la lista de reglas de
sustitucion "s" */

s : makelist( (¢t - t0)~i =0, i, 2, nmax, 1 ),

/% Para obtener la lista de desarrollos pedida basta con aplicar
secuencialmente las sustituciones
"s" en solT, eliminando de forma consecutiva la primera de las
sustituciones incluida en "s'" por
medio de la funcion "rest'.

Inictalmente, al aplicar las sustituciones "s'" en solT
sustituimos por 0 todos los

términos de solT de orden mayor que 2, obtemiendo el
desarrollo de orden 1.

4 continuacion, para obterner el desarrollo de orden 2
eliminamos la primera de las

sustituciones de "s" (por medio de "rest") y aplicamos las
restantes.

Segutdamente, eliminando la siguiente sustitucion de "s" y

A
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n

Finalmente, en este bucle afiadimos una instruccion de formato
"lines" por cada uno de los

desarrollos considerados, de modo que en la grdfica pedida se
representen por medto de limeas. */
for i : 1 thru nmax-1 step 1 do (
aux : append(aux, [subst(s, solT)] ),
s : rest(s),
format : append(format, [lines])

),

/% Por 4ltimo afiadimos el desarrollo completo y la
correspondiente instruccion de formato */

aux : append(aux, [solT] ),
format : append(format, [lines]),
/* Finalmente generamos la grdftica, empleando los datos numéricos

obtentdo con RK para definir el
tamafio de la ventana en la que se wvisualizardn los resultados

*/
plot2d( aux,
[t, apply(min, solRK[1]), apply(max, solRK
(11,
[y, apply(min, solRK[2]), apply(max, solRK
(211,
format
)
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Ejercicio 1
Una curva paramétrica = =(\) en R? es un conjunto de 3 funciones

2(A) = {z(A),y(A), 2(V)}

gue representan las cooordenadas cartesianas de la posicion en R? de un punto
en funcion del parametro A, de tal forma que cuando A toma valores en un cierto
intervalo (p. ej. A € [0, 1]) el punto z()\) describe una curva contenida en R3.

En el primer ejercicio del examen de Maxima de este curso se pide programar
una funcién que calcule el vector tangente unitario a una curva cualquiera x(\),
denotado por t.

El input y el output de la funcién pedida son los siguientes:

input. Curva paramétrica x, parametro \.
output. Vector tangente unitario ¢.
Obs.: Para calcular t calculamos en primer lugar el vector tangente

, dx

m:a

y posteriormente calculamos el vector tangente unitario ¢ por medio de

m/

t =
el

Como puede verse, si interpretamos « como el vector de posicion de un mévil
y el parametro A como el tiempo, «’ es simplemente el vector velocidad y t es
el vector unitario en la direccion definida por el vector velocidad.

Ejercicio 2

Dada la curva paramétrica del ejercicio anterior, se pide programar una funcién
que calcule el vector normal a la curva (), que denotaremos por n.

input. Curva paramétrica x, pardmetro \.
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Una vez calculado el vector k, el vector normal es el vector unitario en la

direccion de k, es decir
k

n=-—
]l

Ejercicio 3
Dada la curva paramétrica del ejercicio primero, se pide programar una funcién
que calcule el vector binormal b, definido como

b=txn

donde t es el vector tangente unitario, n es el vector normal, y x denota el “pro-
ducto vectorial”.

input. Curva paramétrica x, parametro \.

output. Vector binormal b.

Ejercicio 4

En la teoria de curvas paramétricas las definiciones anteriores (y en general
todas las expresiones) son considerablemente mas sencillas cuando se escriben
en términos del parametro longitud de arco. Dicho pardmetro suele denotarse por
sy esta definido por la relacion
dx

ds

de donde se deduce que fab ds = gf(ff)) |dz|| es igual a la longitud del arco de la
curva x(A) comprendido entre los puntos x(a) y =(b), lo que explica el nombre de
s. En los ejercicios de 1 a 3 hemos supuesto que el pardmetro A es un parametro
arbitrario, no necesariamente igual a s (es decir, en general tendremos ||z’|| # 1).
Un factor que aparece con frecuencia cuando se trabaja con curvas en términos
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input. Curva paramétrica x, parametro arbitrario \.

output:. Derivada del parametro arbitrario A\ respecto del parametro longitud de arco:
1/]|2']].

Ejercicio 5

Emplee las funciones draw3d y parametric (definidas en el paquete de fun-
ciones draw incluido en el wxMaxima) para programar una funcién que genere la
gréfica en 3D de la curva paramétrica =(\) = {z()\),y(A), z(A)} con X € [a, b].

input. e Curva paramétrica x.
e Nombre del parametro \.
e Intervalo [a, b] de definicion del parametro A.

output. Grafica de x(\) con A € [a, b].

Solucion

/* PRUEBA EVALUABLE DE PROGRAMACION EN WXMAXIMA, conmvocatortia de

Junio de 2013

Fisica Computacional I, ler curso del grado en fisica
Dept. de Fisica Matemdtica y de Fluidos, UNED, curso 2012-2013

Este archivo contiene el cddigo en Mazima de las funciones pedidas

en la prueba evaluable.

Para escribirlo se ha empleado el editor de textos "KWrite" en un
PC con Linux Fedora 17.

Para carqar el _archivo desde wzMarima se puede ejecutar:
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El <nput/output de todas las funciones siguientes es el indicado
en el enunciado del exzamen.

*/
/* EJERCICIO 4
Por conveniencia realizamos primero el ejercicio cuarto, de modo
que podamos usar esta
funcion en posteriormente. El input/output de esta funcidn es el
indicado en el enunctado. */

dlambda_ds( curva, param ) := block( [vel],

/* Calculamos el vector wveloctidad y lo guardamos en la
variable local vel */

vel : diff( curva, param ),
/* Retornamos 1 / [|velll */
1 / sqrt( vel[1]1~2 + vel[2]~2 + vel[3]"2 )
)$
/* EJERCICIO 1
El ejercicto primero es tan sencillo que Tealmente mo mecestita
ningin comentario.
Por simplicidad, repetimos aqui el cddigo para el cdlculo de 1 /
[lvelll. *x/

vect_tangente( curva, param ) := block( [vell],

/* Calculamos el wvector wvelocidad y lo guardamos en la
vartable local vel */

vel : diff( curva, param ),

1 L1 I 2Ll o/
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enunctado.

Por simplicidad, repetimos aqui el cddigo para el cdlculo de 1 /
[lvelll. *x/

vect_normal( curva, param ) := block( [k],

/* Calculamos el vector de curvatura y lo guardamos en la
variable local k */

k : diff( vect_tangente( curva, param ), param ),
k : k * dlambda_ds( curva, param ),
/* Retormnamos k / [Ikl| */
k / sqrt( k[1]1°2 + k[2]"2 + k[3]"2 )
)$
/* EJERCICIO 3

Calculamos el wvector binormal por medio del producto vectorial b =
tzn.

Para calcular el producto vectorial se puede emplear el comando
"1 gncluido en el paquete
"vect". De todas formas, dado que para Tesolver este ejercicio SO
lo necesitamos emplear el
producto vectorial, cuya definicion es muy sencilla, y que el
paquete "vect" incluye multitud
de funciones que no necesttamos (al menos de momento), en lugar de
cargar el paquete "wvect"
optamos por programar el cdlculo del producto vectorzal.
(Por supuesto, la opcidon de cargar el paquete "vect" y usar """ es
vdlida). */

vect_binormal( curva, param ) := block( [t, n],

/* Calculamos los vectores t y n */
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- ( t[11*n[3] - t[3]*n[1] ),

+ ( t[11*n[2] - t[2]*n[1] )

)$

EJERCICIO 5

Incluimos la orden de cargar el paquete "draw" fuera de la funcidn
para evitar volver a cargarlo
cada vez que se ejecute la funcion */

load(draw) ;
plot_curva( curva, param, intervalo ) := block( [aux],

/¥ Guardamos en auzr en numero de puntos que emplearemos
para representar la grdfica.
El wvalor por defecto (29) es muy bajo, lo que produce
grdficas com poca calidad. */

aux : 200,

/% Dependiendo de la curva a representar y del intervalo
de valores constderado, el wvalor
anterior puede no ser una buena eleccidn para producer
una buena representacion, en cuyo
caso habrd que cambiarlo. */

draw3d( nticks = aux, parametric(curvall], curva[2], curva
[3], param, intervalo[1], intervalo[2]) )

)$
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Ejercicio 1

Una superficie paramétrica r = r(u,v) en R® es un conjunto de 3 funciones
(dependientes de 2 parametros)

r(u,v) = {x(u,v),y(u,v), z(u,v)}

gue representan las cooordenadas cartesianas z, y y = de la posiciéon en R3 de un
punto en funcion de los parametros « y v, de tal forma que cuando v y v toman
valores en un cierto intervalo (p. ej. u € [0,1], v € [0,1]) el punto r(u,v) describe
una superficie contenida en R3.

En este ejercicio se pide programar una funciéon que calcule la matriz de la
primera forma fundamental de una superficie paramétrica como la anterior.

El input y el output de la funcién pedida son los siguientes:

input. Lista de las 3 funciones ({z(u,v),y(u,v),z(u,v)}) que definen la superficie
paramétrica, nombres de los 2 parametros de los que dependen estas fun-
ciones.

putput: Matriz de la primera forma fundamental.

Obs.: Dada una superficie paramétrica con la forma indicada més arriba, la matriz
de la primera forma fundamental es la matriz simétrica 2 x 2 dada por los
productos escalares siguientes

E F\ [(ry-Ty Ty Ty
F G) Ty Ty Ty Ty
donde los vectores r, y r, estan dados por

or or
= 5 Ty = 7"
ou ov
respectivamente. Como puede verse, cada uno de estos vectores (que no

son necesariamente unitarios) es el vector tangente a la superficie segun el
correspondiente parametro.
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Obs.: El vector normal unitario n esta dado por

Ty X Ty
n— ——-
170 X 70|
donde hemos empleado la notacion definida en el ejercicio anterior y donde
x representa el producto vectorial.

Ejercicio 3

A partir de las definiciones de los ejercicios anteriores, se pide programar una
funcién que calcule la matriz de la segunda forma fundamental de la superficie,

que esta dada por
L M\ (rwm ry-n
M N) \rwmn Tew-n

donde los vectores 7., 7., Y 7., €stan dados por

or, or,  or, or,

au I ruv - av au ’ r’U’U - a”[}

Tw =

respectivamente.

input. Como en el ejercicio 1.

output. Matriz de la segunda forma fundamental.

Ejercicio 4

La primera forma fundamental permite calcular longitudes de curvas definidas
sobre la superficie. Dada la superficie paramétrica del ejercicio 1, una curva para-
métrica definida sobre esta superficie puede definirse por medio de 2 funciones

u = u(t), v =0(t)
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Aplicando la regla de la cadena es inmediato verificar que s esta dada por
1/2

b2 du\ 2 du dv dv\?
[ e (@) @) e ()]
de forma que para el calculo de la longitud de esta curva hacen falta los coeficien-
tes (E, F'y G) de la primera forma fundamental, junto con las derivadas de u y v
respecto del nuevo parametro t (du/dt y dv/dt).

Dada la superficie paramétrica del ejercicio 1 y la curva paramétrica contenida
en dicha superficie definida por las funciones u = u(t), v = v(t), programe una
funcién que calcule la longitud de dicha curva cuando ¢ varia en un cierto intervalo
[t1, ).

input. Superficie paramétrica como en el ejercicio 1, funciones u = u(t), v = v(t)
que definen la curva, nombre del parametro ¢ que define la curva paramétrica,
intervalo [t,, ;] considerado para el pardmetro ¢.

output. Longitud de la curva de acuerdo a

t2 du\? du dv
o= o () o () () =

1/2

()] o

Ejercicio 5

Emplee las funciones draw3d y parametric_surface (definidas en el paquete de
funciones draw incluido en el wxMaxima) para programar una funciéon que genere
la gréfica en 3D de la superficie paramétrica r(u,v) = {z(u,v),y(u,v), z(u,v)} con
u € [a,blyv e [ed.

input. e Superficie paramétrica r(u, v).

e Nombre de los parametros u y v empleados en la definicion de la super-
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con u

Ejercicio 6

Apliquen los resultados de los ejercicios anteriores a la superficie

superficie por medio de las funciones

cont € [0, 7).

r(u,v):::{1Lcoszyztsh1v,u2}

€ [0,2], v € [0,2x]. Calculen la longitud de la curva definida sobre esta

Solucion

/*

PRUEBA EVALUABLE DE PROGRAMACION EN WXMAXIMA, convocatortia de

septiembre de 2013

Cartagena

Fisica Computacional I, ler curso del grado en fisica
Dept. de Fisica Matemdtica y de Fluidos, UNED, curso 2012-2013

Este archivo contiene el cddigo en Mazima de las funciones pedidas
en la prueba evaluable.
Para escribirlo se ha empleado el editor de textos "KiWrite'" en un
PC con Linuz Fedora 17.

Para cargar el archivo desde wxMaxima se puede ejecutar:
batchload( concat( path, "2013-S-R.mc" ) );
donde la wvariable path es una cadena que indica la localizacion
del archivo

2013-S-R.mc en el disco, p. ej. path podria ser algo parecido a

path : "/home/usuario/Fisica-Computacional-1/Mazima/ezamen

/"
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primeraFF( superficie, param ) := block( [ru, rv, E, F, G],
/% Calculamos las derivadas parctales de la superficie */
ru : diff( superficie, param[1] ),
rv : diff( superficie, param[2] ),

/* Calculamos los valores de E, F, G segin definicion en
enunciado */

E : ru . ru,
F:ru. rv,
G :rv . v,

/* Retornamos la matriz de la primera forma fundamental de
la superficie */

apply ( matrix, [ [E, F1, [F, GI 1)
)$
/* EJERCICIO 2

El ejercticio segundo también es muy sencillo, repetimos aqui el co
digo para el cdlculo de r_u y r_v. */

vect_normal ( superficie, param ) := block( [ru, rv, n],
/* Calculamos las derivadas parctales de la superficie */
ru : diff( superficie, param[1] ),
rv : diff( superficie, param[2] ),

/* Calculamos el producto vectortal y lo guardamos en la

N A | 1 1 .l
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)$
/* EJERCICIO 3
En este caso programamos el cdlculo de las derivadas parciales
segqundas r_uu, r_uv, r_vv y llamamos a
la funcion del ejercicio anterior para el cdlculo del vector

normal. */

segundaFF ( superficie, param ) := block( [ruu, ruv, rvv, n, L, M,
N],

/% Calculamos las derivadas segundas */

ruu : diff( superficie, param[1], 2 ),

ruv : diff( superficie, param[1], 1, param[2], 1 ),
rvv : diff( superficie, param[2], 2 ),

/% Calculamos el wector normal unitario */

n : vect_normal( superficie, param ),

/% Calculamos los elementos L, M, N segun definicion en
enunctado */

L : ruu . n,
M : ruv . n,
N :rvw . n,

/* Retornamos la matriz de la segunda forma fundamental de
la superficie */

apply ( matrix, [ [L, M, [M, N] ] )

)$
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donde
superficie = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]
paramsup = [u, v]
curva = [u(t), v(t)]
paramcurva = t
También necesitamos como input los wvalores de los limites t_1 y
t_2 entre los que se
calcula la longitud de la curva, definimos estos wvalores como
limitest = [t_1, t_2].
Aparte de esto, lo unico que necestitamos es llamar a la funcion
del primer ejercicio para
calcular la primera forma fundamental, y calcular las derivadas de

w(t), v(t) respecto a t. */

longitud_curva_en_sup( superficie, paramsup, curva, paramcurva,
limitest ) := block( [I, uvdot, aux],

/% Calculamos la primera forma fundamental y la guardamos
en la variable local I #/

I : primeraFF( superficie, paramsup ),

/% Calculamos las derivadas de u y v respecto a t */
uvdot : diff( curva, paramcurva ),

/* Calculamos la norma de dr/dt segun enunciado */
aux : sqrt( transpose( I . uvdot ) . uvdot ),

/*

b b - 1
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/% simplificamos la expresidon obtenida */
aux : factor( ratsimp( trigsimp( aux ) ) ),

/* Retornamos la integral de [[/dr/dt//dt entre t_1 y t_2
*/

integrate(aux, paramcurva, limitest[1], limitest[2])

)$

/* EJERCICIO 5

Incluimos la orden de cargar el paquete "draw" fuera de la funcidn
para evitar volver a cargarlo
cada vez que se ejecute la funcion */

load(draw) ;

plot_superficie( superficie, param, intervalol, intervalo2 ) :=
block( [aux],

/* 0BS, INPUT:
superficie = [z(u, v), y(u, v), z(u, v)]
param = [u, v]
intervalol = limites para u, tntervalol = limites
para v
*/
/% Guardamos en auzr en numero de puntos que emplearemos
para representar la grdfica.
El wvalor por defecto (29) es muy bajo, lo que produce

grdficas com poca calidad. */

aux : 200,
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superficie[1], superficie[2], superficiel[3],
param[1], intervalol[1], intervalol[2],
param[2], intervalo2[1], intervalo2[2]
) )
)$
/* EJERCICIO 6

Una vez programadas las funciones anteriores, el ejercicio 6 es
inmediato. */

/*

En primer lugar definimos la superficte a constderar, obsé
rvese que ahora definimos la

superficie y los pardmetros a emplear como wvariables
globales, ya que en este caso mo

estamos programando una funcion que vayamos a emplear en el
futuro, sino que estamos

aplicando a "este" caso particular las funciones
programadas en los ejercicios 1 a b.

Aunque ahora estamos suministrando las soluciones de los
ejercictos 1 a 6 en un unico

archivo (para stmplificar), lo légico seria almacenar por
separado los ejercicios 1 a b

en una biblioteca de funciones, ya que se trata de
funciones generales que nos pueden

venir bien en el futuro, y almacenar el ejercicio 6 como
una sesion de WT marima, Ya que

se trata de la aplicacion de estas funciones generales a un

caso particular.
*/

estasup : [uxcos(v),u*sin(v),u~2];

/e
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/*

/*

*/

/*

/*

7
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estoslimites2 : [0, 2*%pil;

GRAFICA de esta superficie:

plot_superficie( estasup, estospar, estoslimitesi,
estoslimites?2 );

PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL de esta superficie:

estaPFF : primeraFF( estasup, estospar );
/% en este caso el resultado se puede simplificar */

estaPFF : trigsimp(estaPFF);

VECTOR NORMAL de esta superficie:

esten : vect_normal( estasup, estospar );
/% en este caso el resultado se puede simplificar */

esten : factor(trigsimp(esten));

SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL de esta superficie:

estaSFF : segundaFF( estasup, estospar );
/* en este caso el resultado se puede simplificar */

estaSFF : factor(trigsimp(estaSFF));
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estoslimitest : [0, %pil;

/*
LA LONGITUD de esta curva, contenida en la anterior
superficie, entre los valores de t especificados es:
*/
estalong : longitud_curva_en_sup( estasup, estospar,
estacurva, esteparametro, estoslimitest );
/*
S1 se emplean estas soluctones como elementos de una
biblioteca de funciones es MUY IMPORTANTE
recordar que debemos separar la solucion del ejercicio 6,
ya que contiene diversas variables
globales.
*/

9.7. Curso 2013-2014, convocatoria de junio

Ejercicio 1

Consideremos el sistema dinamico definido por una masa puntual m en una
dimension, cuya posicion x(t) y momento lineal p(t) varian bajo la accion de la
fuerza conservativa

dV
F=——"
dx
de acuerdo a la ecuacién de Newton
de p dp
= _ £ AV
dt  m’ dt

donde las funciones del tiempo z(¢) y p(t) son las variables del problema, m es
un pardmetro constante y la funcion V' (z) es una determinada funcién potencial
(V"' =dV/dx).

Programe una funcion en Maxima que, dado el potencial de fuerzas V' depen-
diente la variable r. v dada el intervalo de valores [r. r.] renresente araficamente
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(¢

Ejercicio 2

Programe una funcién en Maxima que, dado el potencial de fuerzas VV depen-
diente de la variable =, y dado el intervalo de valores [z, 5] calcule todos los
puntos de equilibrio del sistema, resolviendo para ello la ecuacion

V() =0

de manera analitica si es posible, y de forma numérica mediante el método de
Newton si lo anterior no es posible. En este segundo caso no calcularemos todos
los puntos de equilibrio de V' (z), sino sélamente aquellos que se encuentren dentro
del intervalo acotado [z, 23] (por supuesto, en todos estos ejercicios supondremos
que z, > x1 Y que ambos son finitos).

input. Funcién V (x), variable z, intervalo [z, 25| de variacién de la variable z.

putput: Lista de soluciones analiticas de la ecuacion V'(z) = 0.

Si lo anterior no es posible, lista de soluciones numeéricas de dicha ecuacion
dentro del intervalo de trabajo [z, x2].

Ejercicio 3

Basandonos en los ejercicios anteriores programe una funciéon que devuelva
las frecuencias propias (w;) de oscilaciones de baja amplitud en torno a los puntos
de equilibrio encontrados. Estas frecuencias se obtienen aproximando el potencial
V(z) en torno a cada uno de sus puntos de equilibrio por medio de su desarrollo
en serie de Taylor centrado en dicho punto

N1d2V

Vie) =3 Gz

(z — l’z‘)Z

donde se ha omitido una constante que es irrelevante y se ha tenido en cuenta que
V'(x;) = 0. Por tanto, para oscilaciones de amplitud suficientemente pequefa en
torno a cada punto de equilibrio de V' (z) encontramos un oscilador armdnico con

constante recuperadora
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output. Lista de frecuencias w;.

Ejercicio 4

Para el mismo sistema considerado en los ejercicios precedentes, dadas las
condiciones iniciales z(0) = zo, p(0) = po, y el intervalo finito de tiempo ¢ € [0, t],
calcule la evolucion temporal del sistema en dicho intervalo, resolviendo para ello
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dr p dp

U m ar -V, x(O) = Xy, p(O) =Po
mediante el método de Runge-Kutta (empleando el comando rk del Maxima).

A partir de esta solucion numérica represente graficamente los resultados en
el espacio de configuraciones (gréficas de z(t) y p(t) frente a t) y en el espacio
de fases (gréfica de p(t) frente a x(t)) del sistema, guardando estas graficas en
archivos EPS que podamos emplear posteriormente.

input. Masa m de la particula, funcion V(x), variable z, valores iniciales para la
posicion (z,) y el momento (py) en t = 0, valor final del tiempo (¢;) para la
integracion numérica.

output. Soluciéon numérica x(t) y p(t) con t € [0, y].

Archivo EPS con la gréfica de z(t) frente at con ¢ € [0, t/].
Archivo EPS con la gréfica de p(t) frente a t con t € [0, ¢4].
Archivo EPS con la gréfica de p(t) frente a =(t) con t € [0, ¢4].

Ejercicio 5

El sistema dinamico con el que estamos trabajando en estas PECs es conser-
vativo, es decir, existe una funcién energia total que se mantiene constante a lo
largo de la evolucion temporal. En este caso esta funcién energia total esta dada
por la suma de las energias cinética y potencial de la particula
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Para la primera de las graficas que se pide en este ejercicio puede usar, p. €j., la
funcion plot3d, o si lo prefiere wxplot3d, para la segunda se puede usar la funcién
contour_plot, 0 analogamente wxcontour_plot.

Para la segunda grafica aparece la cuestién de ;cuantas curvas de nivel de £
consideramos? Para resolver esta cuestién hay varias posibilidades: la mas senci-
lla es incluir un parametro adicional en la funcion mediante el cual especifiquemos
el nimero de curvas que queremos ver.

Escriba la funcion de modo que ambas graficas queden almacenadas en archi-
vos con formato EPS, de modo que podamos emplearlas posteriormente.

input. Nombres de las variables de posicién y momento y sus respectivos intervalos
de variacion: z, [z1, z2], p, [p1,pa)-
Masa m de la particula, funcién V'(x).
Numero n de curvas E = cte a representar en la segunda gréfica.

output: Archivo EPS con la grafica de E(x,p) frente a x € [z1, 23] Y p € [p1, p2]-
Archivo EPS con la grafica de las n curvas de nivel E(x,p) con x € [z, x9] Yy

D € [p1, pal-
Solucioén
/* PRUEBA EVALUABLE DE PROGRAMACION EN WXMAXIMA, comvocatoria de

Junio de 2014
Fisica Computacional I, ler curso del grado en fisica
Dept. de Fisica Matemdtica y de Fluidos, UNED, curso 2013-2014

Este archivo contiene el cddigo en Mazima de las funciones pedidas
en la prueba evaluabdble.

Para escribirlo se ha empleado el editor de textos "KiWrite'" en un
PC con Linuz Fedora 17.

Para cargar el archivo desde wzMazima se puede ejecutar:
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El <nput/output de todas las funciones siguientes es el indicado
en el enunciado del examen.

*/
/* EJERCICIO 1 */
funcioni1(V, x, intervalo) := block( [nombrearchivo],

/*

Realizamos la grdafica de la funcion potencial "V"
dependiente de la variable "z" que toma valores en "
intervalo”. Emplearemos la wvariable local "nombrearchivo
" para definir el nombre del archivo donde vamos a
guardar la grdfica de V, tal y como se indica a
continuacion.

El "path" empleado por mazima por defecto para alojar
archivos es el "home" del wusuario. El walor de dicho
path estd indicado en la vartable mazima_tempdir. Vamos
a emplear la variable local "mombrearchivo' para indicar

el nombre completo del archivo eps en el que queremos
que se aloje la grdfica de V(z), que llamaremos "
potencial.eps”. En este caso, en lugar del "home" del
usuario vamos a pedirle al mazima que guarde dicho
archivo en el escritorio, el cual en este ordenador es
el directorio "Desktop” (en otro ordenador posiblemente
habrd que modtificar este mombre).

7

nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/potencial.eps" )

3

plot2d( V, [ x, intervalo[1], intervalo[2] 1, [psfile,
nombrearchivo] )

)$
/¥ EJERCICIO 2 */

funcion2(V, x, intervalo) := block(
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Vp : diff (v, x),

/*
Por medio de solve intentamos resolver analiticamente Vp =
0, con esto obtenemos la lista de expresiones r = sol_z,
donde las sol_1 serdn soluciones en aquellos casos en
que Vp = 0 pueda resolverse de forma analitica, mientras
que serdn expresiones de T en caso contrarto.
Almacenamos esta lista de expresiones en la variable local
"soluciones"”

*/

soluciones : solve(Vp = 0, x),

/*
a continuacion sustituyendo la variable por cada una de las
soluciones encontradas previamente calculamos la lista
de soluciones pedida.
*/

soluciones : makelist( sublis( [soluciones[il], x ), i, 1, length(
soluciones) ),

/*
Verificamos si las soluciones calculadas son verdaderas
soluciones o expresiones dependientes de z. En el primer
caso el problema estd resuelto, en el segundo hay que
resolverlo de manera numérica. Para verificar st las
soluciones obtenidas son wverdaderas soluciones basta con
verificar st lo es la primera de ellas.

*/
if ( diff(soluciones[1], x) = 0 ) then (

print("las soluciones analiticas son verdaderas soluciomnes,
problema 2 resuelto")

) else (

- oo £ 117 u | b BN TR L
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(ar

" (ver tema 6). Suponemos que hemos encontrado
una solucidon con un grado de aproxrimacion
aceptable cuando Vp(z) < epsilon.

Tomamos 10~ (-8) como un wvalor aceptable para la
tolerancia.

*/
epsilon : 10~(-9),

/*
Un valor de epsilon pequefio conduce a resultados num
éricos muy precisos, pero con un tiempo de cd
lculo que puede ser elevado, y viceversa.

/*
Para lanzar el método de Newton wamos a aplicar la

estrategta sugerida en el foro de la asignatura.
Inicialmente tomamos como wvalores de partida

para lanzar el método de Newton a 3 valores de
la variable "z", dados por los limites del
wntervalo de trabajo junto con el valor medio de
dicho intervalo. Para ello empleamos las

siguientes variables locales:

numvaloresint = numero de valores de T
empleados para lanzar el método de Newton

mallado = lista valores de = empleados para
lanzar el método de Newton
*/
numvaloresini : 3,

mallado : makelist(

intervalo[1] + (intervalo[2] - intervalo[1]) * (i -
1) / (numvaloresini - 1)

AY
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soluciones : makelist( newton(Vp, x, mallado[i], epsilon),
i, 1, numvaloresini ),

/*
Con el procedimiento anterior es posible que el mé
todo de Newton haya encontrado la misma solucion
mds de una vez, de esta lista de soluciones so
lo nos interesan las que sean distintas. Para
eltminar las soluciones repetidas en esta lista
hacemos lo siguiente:

paso 1.
Ordenamos la lista de soluctones de menor a

mayor con el comando "sort".

*/
soluciones : sort (soluciomes),

/* paso 2.

Asumimos que dos soluciones son en Tealidad
la misma cuando difieran en una cantidad
wnfertor a la tolerancia "epsilon" con
que han sido calculadas. Para implementar

esto en Mazima recorremos la lista una
vez ordenada, comparando cada elemento
con el antertor, de forma que cuando
estos elementos difieran en menos de "
epsilon' definimos que dichos elementos
son iguales.

*/

for i : 2 thru length(soluciones) do if (
abs( soluciones[i] - soluciones[i - 1] ) < epsilon
) then soluciones[i] : soluciones[i - 1],

/* paso 3.
Una vez hemos definido como iquales a los

P NI N
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Cartagena

Hasta aqui hemos calculado una lista de 3 soluctiones

numéricas, de la que postertormente hemos
eliminado las soluciones repetidas, pero
stenemos ya todas las soluciones de Vp = 0 o so
lo unas pocas? Para verlo sub-dividimos el
wntervalo de trabajo y volvemos a lanzar el mé
todo de Newton a partir de una rejilla de
valores iniciales de T mds fina que la empleada
mds arriba. St al hacer eso volvemos a encontrar

las soluciones de antes asumimos que ya tenemos

todas las soluciones de Vp = 0, en caso
contrarto continuamos sub-dividiendo el
wntervalo y re-calculando soluciones hasta que
las soluciones encontradas en dos tteraciones
sucesivas coincidan, en Cuyo Caso aSumimos que
ya hemos encontrado todas las soluciones que
buscdbamos.

A la hora de comparar 2 soluctones para ver Si Son 0
no iguales hay que tener en cuenta que todas
las soluciones que estamos encontrando son
aprozimadas, mo exactas, de modo que cuando 2
soluciones difieran en una cantidad menor que la
tolerancia "epsilon" defintda mds arriba
asumiremos que, en Tealidad, son la misma soluct
on.

Este detalle ya ha sido tentdo en cuenta mds arriba
para eliminar soluciones repetidas, y ahora
tendremos que volver a tenerlo en cuenta para
verificar st las soluciones encontradas en una
1teracion coinciden con las encontradas en la
1teracion siguiente.

Vamos a guardar las soluciones encontradas en la "
1teracion siguiente” en la wvartable local "
solucionesnuevas", cuyo valor fijamos
inicialmente en "soluciones”
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inc'" la variable "numvaloresini'.
paso 2.

dsignamos a "soluciones" el walor de "
solucionesnuevas' del paso anterior.

Calculamos la nueva lista de soluciones,
ordenada y sin repeticiones igual que
hemos hecho mds arriba.

dsignamos a "solucionesnuevas" la nueva
lista de soluctones.

paso 3.

Repetimos el proceso hasta que el numero de
elementos de "soluctonesnuevas" coinctida
con el de "soluciones" y ademds se cumpla

que la suma de las diferencias en valor
absoluto entre las soluciones de una
iteracion y la iteracidn siguiente

sum( abs( solucionesnuevas[t] -
soluciones[i] ), %, ... )

sea menor que epstlon. Para hacer esta suma
de diferencias hay que tener en cuenta
que las listas "solucionesnuevas" y "
soluciones'" pueden no tener la misma
longitud, de modo que sumamos para "t"
entre 1 y el menor de las longitudes de
ambas listas.

Para lanzar el proceso iterativo
condicionado anterior empleamos la
instruccion "for ... while”. Para llevar
la cuenta del numero de iteractones que
realizamos definimos un "contador', cuyo
valor for incrementa en una unidad en
cada iteracion.

*/
for contador : 1 step 1 while (

( contador =1 ) or
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print("iteracién = ", contador),

/* paso 1. */

inc : 5,

numvaloresini : numvaloresini + inc,
mallado : makelist(

intervalo[1] + (intervalo[2] - intervalo[1])
* (1 - 1) / (numvaloresini - 1)

, i, 1, numvaloresini, 1 ),
/* paso 2. */
soluciones : solucionesnuevas,
print("soluciones = ", soluciones),
/* calculamos la nueva lista de soluctones */

solucionesnuevas : makelist( newton(Vp, x, mallado[i
1, epsilon), i, 1, numvaloresini ),

/* ordenamos y eliminamos repeticiones, tgual que
antes */

solucionesnuevas : sort (solucionesnuevas),
for i : 2 thru length(solucionesnuevas) do if (

abs( solucionesnuevas[i] - solucionesnuevas[
i - 1] ) < epsilon

) then solucionesnuevas[i]
solucionesnuevas[i - 1],
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/* Finalmente retornamos el wvalor de la lista de soluctones
OBSERVACION: Tanto el procedimiento numérico que hemos
empleado como el analitico pueden generar soluctiones que
estén fuera del intervalo de trabajo indicado.
*/
soluciones
)$
/* EJERCICIO 3 x/
funcion3(V, x, intervalo, masa) := block( [Vpp, soluciones, i, wf],
/*
Calculamos la lista de puntos criticos de V(z) por medio de
la funcion del ejercicio anterior
*/

soluciones : funcion2(V, x, intervalo),

/*

*/

/%

en

Cartagena

De la anterior lista de soluciones solo nos interesan las
que correspondan a puntos de equilibrio, es decir, los m
intmos locales de V, que serdn aquéllas para las que la
sequnda derivada del potencial sea positiva.

Las soluctones con V’’ megativo corresponden a puntos de
equilibrio wnestable, y las soluciones con V’’ igual a
cero serdn generalmente puntos de inflexidn, aunque
también podrian ser mazrimos o mimimos locales st V’’’ es

también nula (ver p. ej. el caso y = z°4 en z=0), esos
casos no serdn tenidos en cuenta en este ejercictio ya
que en ellos la aprozimacidon para las osctlactones de
pequefia amplitud dada en el enunciado nmo es vdlida.

Calculamos la segunda derivada del potencial y la guaramos
la variable local Vpp: */
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x/
xf : [1,
for i : 1 thru length(soluciones) do if ( sublis( [x=soluciones[i
11, Vpp ) > 0
) then xf : append( xf, [[soluciones[i], sqrt( sublis( [x=
soluciones[il], Vpp ) / masa )1] ),
/*
Retornamos la lista de parejas de valores [minimo_local_%,
frecuencia_<]
*/
xf
)$
/* EJERCICIO 4  */
funcion4(V, x, masa, xini, pini, tfin) := block( [ecuaciones, p, t, paso,

data, tlist, xlist, plist, nombrearchivo],

/*

*/

Para escribir esta funcion se han tentido en cuenta los
comentarios sobre el uso de "rk" que figuran en el
ejercicto 1 de la PEC de junio de 2011, junto con el
tema 8 de los apuntes.

En primer lugar definimos "ecuaciones" como la lista de
ecuaciones que vamos a pasarle a Tk

ecuaciones :

/*

paso :

Cartagena

[p/masa, -diff(V, x)],

definimos el valor del paso inictal de integracion para el
método de Runge-Kutta */

0.01,
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data : apply( matrix, data ),
tlist : transpose ( data )[1],
xlist : transpose ( data )[2],
plist : transpose ( data )[3],

/* Generamos los nombres de archivo para las grdficas segin el
procedimiento del ler ejercicio */

/* Grdfica de posicion frente al tiempo */

nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/posicion-vs-t.
eps" ),

plot2d( [ [ discrete, tlist, xlist ] ], [psfile, nombrearchivo] ),
/* Grafica de momento frente al tiempo */

nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/momento-vs-t.eps

" ),
plot2d( [ [ discrete, tlist, plist 1 1, [psfile, nombrearchivo] ),
/* Grafica de momento fremte a posicidn */

nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/momento-vs-
posicion.eps" ),

plot2d( [ [ discrete, xlist, plist ] ], [psfile, nombrearchivo] ),

/¥
Finalmente, aunque el enunctado no lo pedia, retornamos el
resultado de la integracion numérica del sistema,
contentdo en la wvariable local "data".
*/

[tlist, xlist, plist]

/e
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)$
/* EJERCICIO 5  */
funcion5(V, x, intervalo_x, p, intervalo_p, masa, numcurvas) := block( [E

, nombrearchivo, opcionnumcurvas],

/* Cambiamos el wvalor por defecto del pardametro '"grid", para
obtener grdficas mds precisas */

set_plot_option([grid, 75, 75]),

/* Definimos la funcidn de energia total */

E : (p2/ (2*masa) ) + V,

print("energia = ", E),

/* Generamos el nombre del archivo como en el ejercicio
anterior. */

nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/energia-vs-

posicion-momento.eps" ),

plot3d( E,

[ x, intervalo_x[1], intervalo_x[2] 1],
[ p, intervalo_p[1], intervalo_p[2] 1,
[ psfile, nombrearchivo ]

),

/* Grdfica de curvas de nivel de E segun procedimiento
ezplicado en foro de la asignatura. */

nombrearchivo :

concat ( maxima_tempdir, "/Desktop/energia-curvas-

de-nivel-vs-posicion-momento.eps" ),

opcionnumcurvas : concat( "set cntrparam levels ", string(

numcurvas)

ArAamt A w1 AL

),
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funcion energia total, contenida en la wvariable local "E

n

)$
9.8. Curso 2013-2014, convocatoria de septiembre

Ejercicio 1

En este ejercicio vamos a analizar uno de los sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias (EDOs) méas famosos que dan lugar a dinamica cadtica: el
sistema de Lorenz. Este sistema esté definido por las siguientes EDOs de primer

orden
d
d—f:a(y—x)
d
W ooy
d
(Tj,:xy_ﬁ”z

junto con las condiciones iniciales
z(t = 0) = @, y(t =0) = yo, 2(t=0) =2

donde los parametros o, p y 5 son numeros reales.

Para determinados valores de los parametros o, p y 3 este sencillo conjunto
de 3 EDOs no lineales acopladas tiene soluciones cadticas. Esto significa que
el comportamiento de algunas soluciones depende fuertemente de la condicion
inicial de donde parten, de tal forma que 2 soluciones inicialmente muy préximas
se alejan entre si rapidamente en su evolucion temporal.

Para el primer ejercicio de esta PEC escriba una funcién que resuelva el an-
terior sistema de EDOs numéricamente por medio del algoritmo de Runge-Kutta,
empleando para ello la funcién rk del maxima, a partir de unas condiciones ini-
ciales dadas v de_unos valores concretos para los parametros del sistema o. o v
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Ejercicio 2

La mejor forma de ver lo que significa la frase dependencia fuerte respecto de
condiciones iniciales es visualizando la evolucion temporal de algunas soluciones
correspondientes a condiciones iniciales proximas. Para ello, programe una funcién
en Maxima que genere las gréficas de z(t), y(t) y z(t) con t € [0,t;] obtenidas a
partir de un cierto conjunto de N valores iniciales

y las guarde en archivos EPS.

input. Valores de los parametros del sistema o, p y 5 (los mismos para todas las
condiciones iniciales).
H ' . ' l l Z N
Conjunto de N condiciones iniciales {z{, y{, 20 }i_;-
Valor final del tiempo (¢ ) considerado en la solucién numérica (el mismo para
todas las condiciones iniciales).

output: Archivo EPS con todas las gréaficas de las soluciones z;(t) (¢ € [0,t]) para
i=1,...,N, obtenidas por medio de la funcién del Ejercicio 1.
Archivo EPS con todas las gréficas de las soluciones y;(t)

)

i=1,...,N, obtenidas por medio de la funcion del Ejercicio 1.
Archivo EPS con todas las gréficas de las soluciones z;(t) (t € [0,ts]) para
i=1,...,N, obtenidas por medio de la funcion del Ejercicio 1.

2 Y2 Y2
{1‘0, yov ZO}i:l

(
1
(t € [0,t/]) para
1
(
1

Ejercicio 3

el Ejercicio 1.

Cartagena

Aparte de visualizar las soluciones como funciones del tiempo también es in-
teresante ver el comportamiento de estas soluciones en el espacio de configura-
ciones, es decir, en el espacio (z, vy, z). Para ello, programe una funcion que realice
la grafica parameétrica de una solucion (z(t), y(t), 2(t)) (con t € [0,t,]) obtenida en
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Ejercicio 4

Uno de los indicadores de comportamiento caotico en sistemas dinamicos es
la funcién de autocorrelacion. En el caso de una funcién del tiempo f(t) € R con
media nula, la funcién de autocorrelacién se suele definir como

Alt) = / T HO i —tydr

* ¢ Cbémo nos indica esta funcion si f(¢) es o no cadtica?

En primer lugar es importante darse cuenta de que la grafica de la funcion
f(r —t) (considerada como funcién de la variable 7, con ¢ fijo) es igual a la grafica
de de la funcion f(7) pero desplazada en una magnitud igual a ¢ (hacia la derecha
sit > 0, hacia la izquierda si t < 0). Si la funcién f(t) no es cadtica, entonces sera
periddica o tendra algun patrén reconocible que se repita en el tiempo, al menos de
manera aproximada. En ese caso habra algun (o algunos) valores de ¢ para los que
f(r —t) coincida al menos aproximadamente con f(7), de modo que su producto
sera positivo y por tanto dara una contribucion positiva a la integral. Para los valores
de t en los que la funcién desplazada f(r — t) sea muy distinta de f(7), es de
esperar que las contribuciones positivas no sean significativamente mayores que
las negativas, canceldndose ambas mutuamente al realizar la integral. Por tanto,
para funciones cadticas es de esperar que la funcion de autocorrelacion decaiga a
cero rapidamente (exponencialmente) con ¢, mientras que para sefiales no cadticas
A(t) seré periddica. En la practica es habitual que tengamos sefnales periddicas
contaminadas con ruido, en ese caso la funcién de autocorrelacion decrecera a
cero con una velocidad que sera tanto mayor cuanto mayor sea la intensidad del
ruido.

En esta PEC vamos a calcular la autocorrelacion de las funciones z(t), y(t) y
z(t) dadas por la solucién del sistema de Lorenz. Estas funciones estan definidas
en el intervalo finito ¢ € [0,¢], que es el intervalo en el que hemos realizado la
integracion numérica. En ese caso es conveniente modificar la definicion anterior
de la siguiente forma

tr/2
Ala](t) = tlf/o w(r) — 7 [a(r + 1) — 7] dr,  teo, %f}
donde .,
s L [ sy ar
tf 0
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putput: Gréafica de Alx](t) con t € |0, %f], calculada segun la definicién anterior.

Ejercicio 5

La funcién programada en el ejercicio anterior es aplicable para calcular la auto-
correlacién de funciones continuas. Sin embargo lo que obtenemos al integrar nu-
méricamente un sistema de ODEs no es una funcion continua, sino un conjunto de
M valores discretos (z; = x(t;), i = 1,..., M), correspondientes al conjunto de va-
lores discretos de la variable independiente considerados por el algoritmo numérico
(en nuestro caso dados por t; = (i — 1) h,coni=1,...,M,donde h =t/ (M — 1)
es la distancia entre dos nodos consecutivos del mallado).

Una posibilidad para calcular la autocorrelacion de sefiales discretas es generar
la correspondiente funcion continua z(¢) por medio de un algoritmo de interpolacion
(p. €j. con splines cubicos) y posteriormente operar con la funcion interpolada. Otra
posibilidad mucho mas sencilla (y también mas frecuente) es definir una funcién de
autocorrelacién aplicable a senales discretas. En ese caso, en lugar de calcular la
autocorrelacién A(t) como una funcion continua de la variable ¢, calculamos un
conjunto de valores discretos A; por medio de

1 M/2
Ai:MZ[Ij—f][JJZ‘JFj—T], 7,217,M/2
j=1

siendo M el nimero de valores discretos x; y = su valor promedio = = - Z;.Vil zj.

Programe una funcién en Maxima para calcular la autocorrelacion de una fun-
cion z(t) arbitraria, con ¢t € [0,¢,], aproximada por medio del conjunto de valores
discretos x; = z(t;) (i = 1,..., M) segun la definicion anterior, y genere la corres-
pondiente grafica en un archivo EPS.

input. Conjunto de valores x; = z(t;) (i = 1,..., M).

output: Graficade A;coni=1,..., M/2, calculada segun la definicién anterior.

Cartagena
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que son los considerados inicialmente por Lorenz.

Para visualizar el fenédmeno de la dependencia fuerte respeto de condiciones
iniciales estudie como se comportan las soluciones que parten de puntos préximos
a

o = —8, Yo = 8, 20 = 27

Por ejemplo, considere un nimero de unas 5 trayectorias, con condiciones inicia-
les dadas por los valores anteriores mas una pequena perturbacion y vea como
acaban separandose unas de otras. De todas formas, recuerde que el objetivo de
las funciones que se piden en los ejercicios no es calcular una trayectoria concre-
ta, sino programar una serie de funciones que sean utiles para estudiar muchos
casos. De hecho, con un minimo de trabajo adicional los ejercicios que se piden
en estas PECs le resultaran utiles para estudiar otros sistemas cadticos, como por
ejemplo el sistema de Hénon-Heiles o tantos otros.
Para mas informacién sobre el sistema de Lorenz puede consultar:

http://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system

Solucion

/* PRUEBA EVALUABLE DE PROGRAMACION EN WXMAXIMA, convocatoria de
septiembre de 2014
Fisica Computacional I, ler curso del grado en fisica
Dept. de Fisica Matemdtica y de Fluidos, UNED, curso 2013-2014

Este archivo contiene el cddigo en Mazima de las funciones pedidas
en la prueba evaluable.
Para escribirlo se ha empleado el editor de textos "KWrite'" en un
PC con Linux Fedora 17.
Para cargar el archivo desde wxMaxima se puede ejecutar:

batchload( concat( path, "2014-S-R.mc" ) );

donde la wvariable path es una cadena que indica la localizacion
del archivo
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/* EJERCICIO 1 */
/* Escribimos una funcion que resuelve el sistema de 3 EDUs del
modelo de Lorenz.
Input:
sigma = Parametro sigma del sistema de Lorenz
Tho = Pardmetro rTho del ststema de Lorenz
beta = Pardmetro beta del sistema de Lorenz
conint = Lista de condiciones imniciales: z(0),
y(0), z(0)
tfin = Valor mdzimo de la wvartiable
independiente (tfin)
paso = Parametro de paso a emplear en el

algoritmo de Runge-Kutta.
Para un ejemplo de funcionamiento de esta funcion hacer:

ejemplo : [10, 28, 8/3];
conint0 : [-8, 8, 27];
sol : funcionl(ejemplo[1], ejemplo[2], ejemplo[3], conini0,
10)8$
plot2d([discrete, sol[1], sol[2]]);
*/

funcionl(sigma, rho, beta, conini, tfin) := block( [x, y, z, t, aux, pl,

/* Definimos las variables del problema [z, y, z, t] como
vartables locales,
para evitar posibles errores debidos al uso de variables
con esos nombres
fuera de esta funcion.
Guardamos las lista de EDOs (lado derecho) a resolver en la
variable local auz
(las EDOs son dlz, y, z]/dt = auz).
7

aux : [ sigma * (y - x), x * (rho - z) - y, x *x y - beta *
z ],

/e Danal L
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/* La solucidon numérica que nos proporciona Tk es una lista de
listas de walores.
El conveniente convertir el output de Tk a formato
matrictal, para ello convertimos
esta lista en una matriz (ver soluctones tema 2.10 y examen

2011)
*/
aux : transpose( apply(matrix, aux) )
)$
/* EJERCICIO 2 */
/* Escribimos una funcion que resuelve el sistema de 3 ED0Os del

modelo de Lorenz para una coleccion de datos iniciales.
Para ello llamamos a la funcionl con cada una de las condiciones
iniciales de la lista "conintlist”

Input:

sigma = Pardmetro sigma del sistema de Lorenz

rho = Parametro rho del sistema de Lorenz

beta = Pardmetro beta del sistema de Lorenz

conintlist = Lista de listas de condiciones
intciales: [z(0), y(0), z(0)]_2

tfin = Valor mdzimo de la wartiable
independiente (tfin)

paso = Parametro de paso a emplear en el

algoritmo de Runge-Kutta.

Para un ejemplo de funcionamiento de esta fumcion hacer:

ejemplo : [10, 28, 8/3]; ---> estos son los wvalores de
los pardmetros

conini0 : [-8, 8, 27]; ---> esta es la condicion
2nical bdsica

wncremento : 0.001; ---> este es el wncremento

relativo aplicado a cada wvariable
coninil : [
conini0 * [1-incremento, 1-incremento, 1-

ol
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incremento],

conini0 * [1+incremento, 1-imcremento, 1+
incremento],

conini0 * [1+incremento, 1+incremento, 1-
incremento],

conini0 * [1+incremento, 1+incremento, 1+
incremento]

71; ---> hacemos una lista de

condictones iniciales dada por un cubo
con centro en conini0 y con vé
rtices obtenidos aplicando
un
desplazamientondo relativo de
1 (+/-)incremento a cada
varible

funcion2(ejemplo[1], ejemplo[2], ejemplo[3], conintl, 10)$
*/

funcion2(sigma, rho, beta, coninilist, tfin) := block( [aux, soluciones,
nombrearchivo],

/* Adsignamos a la wvartable local conini cada una de las
condiciones iniciales incluidas en la lista

conintlist de manera secuencial.

Llamamos a la funcion del ejercicio 1 para resolver el
correspondiente sistema.

Almacenamos el rTesultado en la variable local soluctones.

Repetimos el proceso hasta agotar la lista de condiciones
inictales.

Una vez tenemos la lista de soluciones correspondiente a la
lista de condiciones inictales suministrada hacemos las
grdaficas

*/
soluciones : [],

for i : 1 thru length(coninilist) step 1 do (

AATarna AL | L_C . AL lo
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nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/x-vs-t.eps" ),

/* Almacenamos en la variable local auz la lista de conkuntos
de puntos a
representar, empleamos wzplot2d para visualizar la grdfica
dentro de la
seston de wzmazima y plot2d para generar el archivo eps con
la grdafica.
Se opera andlogamente para y(t) vs t, z(t) vs t.

*/

aux : makelist( [discrete, soluciones[i] [1], soluciones[i] [1+1]],
i, 1, length(coninilist), 1),

wxplot2d( aux ),
plot2d( aux, [psfile, nombrearchivo] ),

/* Grdfica de y_v vs t ---> guardada en el archivo tipo "EPS"
y-vs-t.eps, localizado en "Desktop"

x/
nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/y-vs-t.eps" ),

aux : makelist( [discrete, soluciones[i][1], soluciones[i] [1+2]],
i, 1, length(coninilist), 1),

wxplot2d( aux ),
plot2d( aux, [psfile, nombrearchivo] ),

/* Grdfica de z_1 vs t ---> guardada en el archivo tipo "EPS"
z-vs-t.eps, localizado en "Desktop"

*/
nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/z-vs-t.eps" ),

aux : makelist( [discrete, soluciones[i] [1], soluciones[i] [1+3]],
i, 1, length(coninilist), 1),

wxplot2d( aux ),

w1 A+NAS L L2 1o i -
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codigo

ejemplo : [10, 28, 8/3];

conini0 : [-8, 8, 27];

funcion3(ejemplo[1], ejemplo[2], ejemplo[3], conini0, 50)%
*/

/* Pramero resolvemos el ststema con los datos suministrados

*/
aux : funcionl(sigma, rho, beta, conini, tfin),

/* Generamos el conjunto de puntos [z(t), y(t), z(t)] con t en
[0, tfin] a representar

*/
aux : transpose( matrix( aux[1+1], aux[1+2], aux[1+3] ) ),
/* Generamos la grdfica paramétrica de [z, y, z] y la
guardamos en un archivo EPS
para ello hay que emplear la funcion wrdraw3d del paquete

draw, ya que plot3d
no representa conjuntos discretos.

*/
load (draw),

nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/atractor-Lorenz"

)’

draw3d(
file_name = nombrearchivo,

terminal = eps,
point_type = none,

points_joined = true,
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)$
/* EJERCICIO 4 x/
/*
Para la evaluacion de las integrales pedidas en este ejercicto
vamos a emplear la funciodn:
quad_qags( integrando, variable de integracion, limite
inferior, limite superior )
perteneciente al paquete QUADPACK, que se carga automdticamente al
iniciar wrMazima.
La funcion quad_qags( f(z), z, a, b ) calcula una aprorimacion num
érica a la integral definida
integrate( f(z), =z, a, b )
El valor de la integral se encuentra en el primero de los
argumentos que devuelve quad_qags( f(z), z, a, b ).
En la ayuda del wzMazima pueden leer los detalles sobre los mé
todos numéricos empleados en JUADPACK
ast como las diversas opciones de la funcion quad_qgags y el
significado de los demds elementos de la
lista que genera.
En este ejercictio nos limitaremos a emplear quad_qags( f(t), t, a,
b ) sin especificar mdas opciones
de modo que los wvalores de los pardmetros que controlan la precisi
on de la wntegracion numérica Son
los definidos "por defecto". Esta eleccion puede modificarse fa
cilmente en caso de ser mecesario.
*/
funcion4(expresion, t, tfin) := block( [media, numpuntos, i, aux, tau,
mAamharAanrmahs rradl
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érica, esto implica que previamente
hemos asignado algun valor numérico a la wvariable t.
En esta funcidon vamos a calcular los wvalores de la funcion
de autocorrelacidn para un conjunto
de "1 + numpuntos" valores de "t" equiespaciados en [0,

tfin/2].
4 continuacion definimos el numero de valores de "t"
constderados.
*/
numpuntos : 200,
/*
Calculamos las "1 + numpuntos" integrales correspondientes
a los wvalores de "t" que wvamos a constiderar.
Para ello calculamos en primer lugar la lista de
integrandos y a continuacion la lista de integrales.
*/

aux : [,
for i : O thru numpuntos step 1 do (
aux : endcons(

(subst(tau, t, expresion) - media) * (subst(tau + i
*(tfin/2) /numpuntos, t, expresion) - media),

aux)
),
/* Evaluamos las integrales y retornamos la lista [t, 4
[z](t)]
*/

aux : makelist( [i*(tfin/2)/numpuntos, (1/tfin) * quad_gags
( aux[1+i], tau, 0, tfin/2 )[1]], i, O, numpuntos, 1),

n/n dodde

Al
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funcionb(puntos) := block( [numpuntos, media, i, j, aux, nombrearchivo],

/* La version discreta de la funcidon de autocorrelacion
es considerablemente mds sencilla
de programar que la anterior, y en la prdactica es la
inica que se emplea.
El cddigo que sigue a continuacion implementa esta
funcion tal y como se define en el
enunctado.
Para un ejemplo de uso de esta funcion ver:

ejemplo : [10, 28, 8/3];

conini0 : [-8, 8, 27];

sol : functonl(ejemplo[1], ejemplo[2],
ejemplo[3], conint0, 50)8

puntos : sol[2]$

funcionb (puntos);

*/
numpuntos : length(puntos),
media : sum( puntos[il, i, 1, numpuntos ) / numpuntos,
aux : [],
for i : 1 thru floor(numpuntos/2) step 1 do (
aux : endcons(

[i, sum( (puntos[j] - media) * (puntos[i+j] - media)
, j» 1, floor(numpuntos/2) ) / numpuntos],

aux)
),

nombrearchivo : concat( maxima_tempdir, "/Desktop/
autocorrelacion-discreta.eps" ),
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