
Tema 9

Exámenes resueltos de años
anteriores

Criterios de evaluación

Cada uno de los ejercicios que componen esta Prueba de Evaluación Continua

(PEC) de la parte de Maxima se evaluará de 0 a 10 puntos de acuerdo a los siguientes

criterios de evaluación, aplicables a todas las convocatorias:

El código aportado realiza correctamente las tareas que se pedían en el enun-

ciado, cálculos simbólicos y/o numéricos, representaciones gráficas, etc., (sin

errores sintácticos): 5 puntos

El código está bien estructurado, se entiende claramente lo que se hace en cada

parte del mismo, la estructura es lógica y está ordenada: 2 puntos

El código realiza las tareas que se piden de manera eficiente: 1.5 puntos

El código está documentado con comentarios que facilitan entender qué es lo

que se está haciendo en cada parte del mismo, incluyendo descripción del input
y output y la finalidad del código: 1.5 puntos

La calificación final de esta parte será la media aritmética de las calificaciones ob-

tenidas en todos los ejercicios que forman la PEC, siempre y cuando se haya obtenido

una calificación mínima de 5 puntos en todos ellos. Si uno (o más) de los ejercicios

propuestos no alcanzan la calificación mínima de 5 puntos la calificación global de la

PEC será suspenso, y no se calculará la media.

Muy Importante:

Es muy importante darse cuenta de que lo que se pide en cada uno de estos

ejercicios es la programación de una función, no la resolución de un problema

concreto.
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La solución a estas PECs que debe presentar se reduce a un archivo de texto

plano que contenga el código en Maxima de las funciones pedidas en la PEC, de

tal manera que podamos cargar dicho código desde una sesión de Maxima para

verificar su funcionamiento.

En la medida de lo posible ajústese al input y output especificado en cada ejer-

cicio. Si lo considera preciso puede introducir pequeñas modificaciones, en ese

caso introduzca una breve frase explicando las modificaciones introducidas y su

justificación.

Muy importante, evite la definición de variables globales fuera de estas funciones.

También le recomendamos que, antes de realizar estos ejercicios, revise la colec-

ción de problemas resueltos que puede encontrar en la página de la asignatura,

así como las soluciones de las pruebas evaluables anteriores.

9.1. Curso 2010-2011, convocatoria de junio

Ejercicio 1

Escriba una función en Maxima que resuelva numéricamente sistemas de n
ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 por medio de la función r❦ y que

posteriormente haga un ajuste por medio de splines cúbicos de la solución obteni-

da:

input: • Lista de ecuaciones de orden 1 a resolver

• Lista de variables dependientes

• Lista de condiciones iniciales

• Variable independiente y valores mínimo y máximo de la variable inde-

pendiente

• Parámetro de paso a emplear en el algoritmo de Runge-Kutta.

output: • Matriz con los resultados numéricos obtenidos por medio del comando

r❦.

• Lista de funciones con los splines cúbicos que ajustan la solución.

Ejercicio 2

Escriba una función que realice la representación gráfica de los resultados ob-

tenidos por medio de la función definida en el primer ejercicio, incluyendo la solu-
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ción numérica de la ecuación (por medio de puntos) y el ajuste por splines cúbicos

(líneas contínuas).

Ejercicio 3

Dado el problema de condiciones iniciales de orden 1

dx

dt
= f(x, t), x(t = 0) = x0

escriba una función en Maxima que proporcione una aproximación a la solución

de esta ecuación por medio del desarrollo en serie de Taylor de x(t), centrado en

t = 0, hasta orden n = 2, dado por:

x(t) ≃
n

∑

j=0

1

j!

djx

dtj

∣

∣

∣

∣

t=0

tj

Datos: El valor de x(t) en t = 0 está dado por la condición inicial del problema, el

valor de la primera derivada se obtiene sustituyendo en la ecuación

dx

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

= f(x0, 0)

el de la segunda derivada se obtiene derivando en la ecuación de partida una

vez
d2x

dt2
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂t

y posteriormente sustituyendo los valores t = 0, x = x0, y el valor calculado

previamente para dx/dt en t = 0.

input: f(x, t), x0.

output: La aproximación a x(t) mencionada.

Solución

✴✯ P❘❯❊❇❆ ❊❱❆▲❯❆❇▲❊ ❉❊ P❘❖●❘❆▼❆❈■❖◆ ❊◆ ❲❳▼❆❳■▼❆✱ ❝♦♥✈♦❝❛t♦r✐❛ ❞❡
❥✉♥✐♦ ❞❡ ✷✵✶✶

❋ís✐❝❛ ❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ■✱ ✶❡r ❝✉rs♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❢ís✐❝❛
❉❡♣t✳ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ② ❞❡ ❋❧✉✐❞♦s✱ ❯◆❊❉✱ ❝✉rs♦ ✷✵✶✵✲✷✵✶✶
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❊♥ ❡st❡ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡ t❡①t♦ ♣❧❛♥♦ s❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❞❡
❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s

♣❡❞✐❞❛s ❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡✳

P❛r❛ ❡s❝r✐❜✐r ❡st❡ ❛r❝❤✐✈♦ s❡ ❤❛ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❡❧ ❡❞✐t♦r ❞❡ t❡①t♦s ✧
❑❲r✐t❡✧ ❡♥ ✉♥ P❈

❝♦♥ ▲✐♥✉① ❋❡❞♦r❛ ✶✹

P❛r❛ ❝❛r❣❛r ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡s❞❡ ✇①▼❛①✐♠❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡❥❡❝✉t❛r✿

❜❛t❝❤❧♦❛❞✭ ❝♦♥❝❛t✭ ♣❛t❤✱ ✧✷✵✶✶✲❏✲❘✳♠❝✧ ✮ ✮❀

❞♦♥❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❡s ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦

✷✵✶✶✲❏✲❘✳♠❝ ❡♥ ❡❧ ❞✐s❝♦✱ ♣✳ ❡❥✳ ♣❛t❤ ♣♦❞rí❛ s❡r ❛❧❣♦ ♣❛r❡❝✐❞♦ ❛

♣❛t❤ ✿ ✧✴❤♦♠❡✴✉s✉❛r✐♦✴❋✐s✐❝❛✲❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✲✶✴▼❛①✐♠❛✴❡①❛♠❡♥
✴✧❀

✯✴

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✶

❊s❝r✐❜❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ q✉❡ r❡s✉❡❧✈❛ ♥✉♠ér✐❝❛♠❡♥t❡ s✐st❡♠❛s
❞❡ ♥ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s

❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧❡s ♦r❞✐♥❛r✐❛s ❞❡ ♦r❞❡♥ ✶ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ r❦ ②
q✉❡ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡

❤❛❣❛ ✉♥ ❛❥✉st❡ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥
♦❜t❡♥✐❞❛✿

✐♥♣✉t✿
▲✐st❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♦r❞❡♥ ✶ ❛ r❡s♦❧✈❡r
▲✐st❛ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s
▲✐st❛ ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s
❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ② ✈❛❧♦r❡s ♠í♥✐♠♦ ② ♠á①✐♠♦ ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
P❛rá♠❡tr♦ ❞❡ ♣❛s♦ ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❡♥ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳

♦✉t♣✉t✿
▼❛tr✐③ ❝♦♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♥✉♠ér✐❝♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧

❝♦♠❛♥❞♦ r❦
▲✐st❛ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❝♦♥ ❧♦s s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s q✉❡ ❛❥✉st❛♥ ❧❛

s♦❧✉❝✐ó♥
✯✴

✴✯ ❙❖▲❯❈■❖◆ ✶

▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✶ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✧❢✉♥❝✐♦♥✶✧✱
❝✉②♦ ❝ó❞✐❣♦ s❡ ✐♥❝❧✉②❡

❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳
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❊❧ ✐♥♣✉t ② ♦✉t♣✉t ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡s ❡❧ ❡s♣❡❝✐❢✐❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧
❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦

◆♦t❛❝✐ó♥ ❡♠♣❧❡❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ✐♥♣✉t✿

❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❂ ▲✐st❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♦r❞❡♥ ✶ ❛
r❡s♦❧✈❡r

✈❛r❞❡♣ ❂ ▲✐st❛ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s
❝♦♥✐♥✐ ❂ ▲✐st❛ ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s
❞♦♠✐♥✐♦✈❛r✐♥❞❡♣ ❂ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ② ✈❛❧♦r❡s ♠í

♥✐♠♦ ② ♠á①✐♠♦ ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡

♣❛s♦ ❂ P❛rá♠❡tr♦ ❞❡ ♣❛s♦ ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❡♥ ❡❧
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳

◆♦t❛❝✐ó♥ ❡♠♣❧❡❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ♦✉t♣✉t✿

s♦❧♥✉♠ ❂ ▼❛tr✐③ ❝♦♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♥✉♠ér✐❝♦s
♦❜t❡♥✐❞♦s ♣♦r ♠❡❞✐♦

❞❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ r❦
s♦❧s♣❧✐♥❡ ❂ ▲✐st❛ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❝♦♥ ❧♦s s♣❧✐♥❡s ❝ú

❜✐❝♦s q✉❡ ❛❥✉st❛♥
❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥

❖❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s✿

❆✳
❊❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♥♦ ✐♥❞✐❝❛ ♥❛❞❛ ❛❝❡r❝❛ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❡♥ ❧❛ q✉❡

❡stá♥ ❡s❝r✐t❛s ❧❛s ♥ ❊❉❖s
❞❡ ♦r❞❡♥ ✶ q✉❡ ❞❡❜❡♠♦s r❡s♦❧✈❡r✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ést❛s ♣♦❞rí❛♥

❡st❛r ❡s❝r✐t❛s ❞❡ ♠✉❝❤❛s
❢♦r♠❛s t♦t❛❧♠❡♥t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❡r♦ ❧✐❣❡r❛♠❡♥t❡ ❞✐st✐♥t❛s✱

♣✳ ❡❥✳ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❡stá♥❞❛r s❡rí❛

❞✐❢❢✭①✶✭t✮✱ t✮ ❂ ❢✶✭✳✳✳✮
❞✐❢❢✭①✷✭t✮✱ t✮ ❂ ❢✷✭✳✳✳✮
✳✳✳
❞✐❢❢✭①♥✭t✮✱ t✮ ❂ ❢♥✭✳✳✳✮

♣❡r♦ ♦tr❛ ❢♦r♠❛ ✐❣✉❛❧♠❡♥t❡ ✈❛❧✐❞❛ ♣♦❞rí❛ s❡r

❞✐❢❢✭①✶✭t✮✱ t✮ ✲ ❢✶✭✳✳✳✮ ❂ ✵
❞✐❢❢✭①✷✭t✮✱ t✮ ✲ ❢✷✭✳✳✳✮ ❂ ✵
✳✳✳
❞✐❢❢✭①♥✭t✮✱ t✮ ✲ ❢♥✭✳✳✳✮ ❂ ✵

s✐♥ ❡♠❜❛r❣♦ ❧♦ q✉❡ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ♣❛s❛r❧❡ ❛❧ r❦ ❡s só❧❛♠❡♥t❡
❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s
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❢✶✱ ✳✳✳✱ ❢♥✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❡❧ ❧❛❞♦ ❞❡r❡❝❤♦ ❞❡ ❧❛s ❊❉❖s ❡s❝r✐t❛s
❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛ q✉❡ ❤❡♠♦s

❞❡♥♦♠✐♥❛❞♦ ❝♦♠♦ ✧❡stá♥❞❛r✧ ♠ás ❛rr✐❜❛ ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛
✷✳✶✵✮✳

❉❛❞♦ q✉❡ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♥♦ ❞✐❝❡ ♥❛❞❛ ❛ ❡st❡ r❡s♣❡❝t♦ ✈❛♠♦s ❛
s✉♣♦♥❡r q✉❡ ❡❧ ✐♥♣✉t

s✉♠✐♥✐str❛❞♦ ❡s ❥✉st❛♠❡♥t❡ ❧♦ q✉❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ r❦ ❞❡❧ ▼❛①✐♠❛
♥♦s ♣✐❞❡✱ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦

❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❢✶✱ ✳✳✳✱ ❢♥ q✉❡ ♥♦s ❞❛♥ ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❞❡ ❧❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s

①❴✐ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ①❴✐ ② ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✳

❇✳
P❛r❛ ❞❡❢✐♥✐r ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❛♠♦s ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ ✧❜❧♦❝❦

✧✱ ❝✉②❛ s✐♥t❛①✐s ②
❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ s❡ ❤❛ ✈✐st♦ ❡♥ ❡❧ t❡♠❛ ✷✳✺ ② s✐❣✉✐❡♥t❡s✳

✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✶✭❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✱ ✈❛r❞❡♣✱ ❝♦♥✐♥✐✱ ❞♦♠✐♥✐♦✈❛r✐♥❞❡♣✱ ♣❛s♦✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬
❛✉①✱ s♦❧♥✉♠✱ s♦❧s♣❧✐♥❡❪✱

✴✯
❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉①✐❧✐❛r ✧❛✉①✧ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧✐st❛✿

❬✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱ ✈❛❧♦r ✐♥✐❝✐❛❧✱ ✈❛❧♦r ❢✐♥❛❧✱
♣❛s♦❪

♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❡♠♣❧❡❛♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛♣♣❡♥❞ ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛
✷✳✼✮ ♣❛r❛ ❛ñ❛❞✐r

❛ ❞♦♠✐♥✐♦✈❛r✐♥❞❡♣ ❡❧ ♣❛s♦ ❞❡ ✐♥t❡❣r❛❝✐ó♥✱ q✉❡ ❡s ❡❧
❡❧❡♠❡♥t♦ q✉❡ ❢❛❧t❛❜❛

P♦r ❝✐❡rt♦✱ s✐ ♥♦ s❡ ❝♦♥♦❝❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛♣♣❡♥❞✱ ♦tr❛ ❢♦r♠❛
❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❡st❡

♠✐s♠♦ r❡s✉❧t❛❞♦ ♣♦❞rí❛ ❤❛❜❡r s✐❞♦ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡✿

❛✉① ✿ ❬❞♦♠✐♥✐♦✈❛r✐♥❞❡♣❬✶❪✱ ❞♦♠✐♥✐♦✈❛r✐♥❞❡♣❬✷❪✱
❞♦♠✐♥✐♦✈❛r✐♥❞❡♣❬✸❪✱ ♣❛s♦❪

✯✴

❛✉① ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❞♦♠✐♥✐♦✈❛r✐♥❞❡♣✱ ❬♣❛s♦❪✮✱

✴✯ ❘❡s♦❧✈❡♠♦s ❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ r❦ ✯✴

s♦❧♥✉♠ ✿ r❦✭❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✱ ✈❛r❞❡♣✱ ❝♦♥✐♥✐✱ ❛✉① ✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -
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✴✯ ▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ q✉❡ ♥♦s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ r❦ ❡s ✉♥❛ ❧✐st❛ ❞❡
❧✐st❛s ❞❡ ✈❛❧♦r❡s✳

❊❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♥♦s ♣✐❞❡ ❡❧ ♦✉t♣✉t ❞❡ r❦ ❝♦♥ ❢♦r♠❛t♦ ♠❛tr✐❝✐❛❧
✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❝♦♥✈❡rt✐♠♦s

❡st❛ ❧✐st❛ ❡♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛ ✷✳✶✵✮
✯✴

s♦❧♥✉♠ ✿ ❛♣♣❧②✭♠❛tr✐①✱ s♦❧♥✉♠✮✱

✴✯ ❈❛r❣❛♠♦s ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐♥❡s ✧✐♥t❡r♣♦❧✧ ♣❛r❛
r❡❛❧✐③❛r ❧♦s ❛❥✉st❡s

♣♦r s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s ♣❡❞✐❞♦s ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛ ✷✳✾✮
✯✴

❧♦❛❞✭✐♥t❡r♣♦❧✮✱

✴✯
❘❡❛❧✐③❛♠♦s ❡❧ ❛❥✉st❡ ♣♦r s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❛s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛①✐❧✐❛r ✧❛✉①✧ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦

❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ✭♣r✐♠❡r❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ❞❡ s♦❧♥✉♠✮ ② ❞❡ ❧❛

♣r✐♠❡r❛ ❞❡ ❧❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s ✭s❡❣✉♥❞❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ❞❡ s♦❧♥✉♠✮

❈♦♥❝r❡t❛♠❡♥t❡ ❧♦ q✉❡ ❤❛❝❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ✐♥str✉❝❝❝✐ó♥ ❡s ❧♦
s✐❣✉✐❡♥t❡

tr❛♥s♣♦s❡✭s♦❧♥✉♠✮❬✶❪ ❡s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✳
✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❂ t

tr❛♥s♣♦s❡✭s♦❧♥✉♠✮❬✷❪ ❡s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛
✈❛r✳ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❂ ①✶

❬tr❛♥s♣♦s❡✭s♦❧♥✉♠✮❬✶❪✱ tr❛♥s♣♦s❡✭s♦❧♥✉♠✮❬✷❪❪ ❡s ✉♥❛ ❧✐st❛
❝✉②♦ ♣r✐♠❡r ❡❧❡♠❡♥t♦

❡s ❬t❴✶✱ t❴✷✱ ✳✳✳✱ t❴❦❪ ② ❝✉②♦ s❡❣✉♥❞♦ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❡s ❬①✶❴✶✱
①✶❴✷✱ ✳✳✳✱ ①✶❴❦❪

s✐❡♥❞♦ ❦ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❣❡♥❡r❛❞♦s ♣♦r r❦ ❡♥ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó
♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛

❝♦♥✈❡rt✐♠♦s ❡st♦ ❡♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐① ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❛♣♣❧②✭♠❛tr✐①✱
✳✳✳✮

❢✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❛❧ ❝❛❝✉❧❛r ❧❛ tr❛s♣✉❡st❛ ♦❜t❡♥❡♠♦s ✉♥❛ ♠❛tr✐③
❝✉②♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s s♦♥
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- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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✭ ✭t❴✶✱ ①✶❴✶✮✱ ✭t❴✷✱ ①✶❴✷✮✱ ✭t❴✸✱ ①✶❴✸✮✱ ✳✳✳ ✱ ✭t❴❦✱ ①✶❴❦✮
✮

q✉❡ ❡s ❧♦ q✉❡ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ♣❛s❛r❧❡ ❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝s♣❧✐♥❡ ♣❛r❛
q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥

♣♦r s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s ❞❡ ① ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ t
✯✴

❛✉① ✿ tr❛♥s♣♦s❡✭ ❛♣♣❧②✭♠❛tr✐①✱ ❬tr❛♥s♣♦s❡✭s♦❧♥✉♠✮❬✶❪✱ tr❛♥s♣♦s❡✭
s♦❧♥✉♠✮❬✷❪❪ ✮ ✮✱

✴✯ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ r❡❛❧✐③❛♠♦s ❡❧ ❛❥✉st❡ ② ❧♦ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❝♦♠♦ ❡❧
♣r✐♠❡r ❡❧❡♠❡♥t♦

❞❡ ❧❛ ❧✐st❛ s♦❧s♣❧✐♥❡
✯✴

s♦❧s♣❧✐♥❡ ✿ ❬ ❝s♣❧✐♥❡✭ ❛✉① ✮ ❪✱

✴✯ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❡❞✐❞❛ ❞❡❜❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛r ♣❛r❛ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ❛r❜✐tr❛r✐♦
✧♥✧ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s

♣♦r t❛♥t♦ r❡♣❡t✐♠♦s ❡st❛ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❜✉❝❧❡
♣❛r❛ t♦❞❛s ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s r❡st❛♥t❡s✱ ❞❡s❞❡ ①❴✷ ✭❝✉②♦s ✈❛❧♦r❡s ❡stá♥ ❡♥
❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ✸ ❞❡ s♦❧♥✉♠✮

❤❛st❛ ①❴♥ ✭❝♦♥ ✈❛❧♦r❡s ❡♥ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ♥✰✶ ❞❡ s♦❧♥✉♠✮✱ ❞♦♥❞❡
♥ ❡stá ❞❛❞♦ ♣♦r ❡❧

♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡❧
✐♥♣✉t ✧❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✧

✭♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s ❡♥ ✈❛r❞❡♣ ♦
❝♦♥✐♥✐✱ q✉❡ ♦❜✈✐❛♠❡♥t❡

❞❡❜❡ ❝♦✐♥❝✐❞✐r ❝♦♥ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✮✳
❆ ♠❡❞✐❞❛ q✉❡ ✈❛♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛♥❞♦ ❧♦s ❛❥✉st❡s ♣❛r❛ ❧❛s

r❡st❛♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s
❧♦s ✈❛♠♦s ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❛ ❧❛ ❧✐st❛ s♦❧s♣❧✐♥❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó

♥ ❛♣♣❡♥❞✳
❊st❛ ♠✐s♠❛ ❡str❛t❡❣✐❛ s❡ ❤❛ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❛r❛

❛♣❧✐❝❛r ❝❛♠❜✐♦s ❞❡ ❜❛s❡
✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛ ✷✳✺✮

✯✴

❢♦r ✐ ✿ ✸ t❤r✉ ✭ ✶ ✰ ❧❡♥❣t❤✭✈❛r❞❡♣✮ ✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

❛✉① ✿ tr❛♥s♣♦s❡✭ ❛♣♣❧②✭♠❛tr✐①✱ ❬tr❛♥s♣♦s❡✭s♦❧♥✉♠✮❬✶❪✱
tr❛♥s♣♦s❡✭s♦❧♥✉♠✮❬✐❪❪ ✮ ✮✱

s♦❧s♣❧✐♥❡ ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ s♦❧s♣❧✐♥❡✱ ❬ ❝s♣❧✐♥❡✭❛✉①✮ ❪ ✮

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✮✱

✴✯ ❢✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡✈✉❡❧✈❡ ✉♥❛ ❧✐st❛ ❝✉②♦ ♣r✐♠❡r
❡❧❡♠❡♥t♦ ❡s ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥

♥✉♠ér✐❝❛ s♦❧♥✉♠ ② ❝✉②♦ s❡❣✉♥❞♦ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❡s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡
❛♣r♦①✐♠❛❝✐♦♥❡s ♣♦r s♣❧✐♥❡s

❝ú❜✐❝♦s s♦❧s♣❧✐♥❡
✯✴

❬s♦❧♥✉♠✱ s♦❧s♣❧✐♥❡❪

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✷

❊s❝r✐❜❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ r❡❛❧✐❝❡ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡ ❧♦s
r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣♦r ♠❡❞✐♦

❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❢✐♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡❥❡r❝✐❝✐♦✱ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ❧❛
s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

✭♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s✮ ② ❡❧ ❛❥✉st❡ ♣♦r s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s ✭❧í♥❡❛s ❝♦♥t
í♥✉❛s✮✳

✯✴

✴✯ ❙❖▲❯❈■❖◆ ✷

▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✷ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✧❢✉♥❝✐♦♥✷✧✱
❝✉②♦ ❝ó❞✐❣♦ s❡ ✐♥❝❧✉②❡

❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳

◆♦t❛❝✐ó♥ ❡♠♣❧❡❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ✐♥♣✉t✿

r❡s✉❧t❛❞♦s❛♥t❡r✐♦r❡s ❂ ♦✉t♣✉t ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦
❛♥t❡r✐♦r

❖❜s❡r✈❛❝✐♦♥❡s✿

❆✳
❊❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♥♦ ✐♥❞✐❝❛ ♥❛❞❛ s♦❜r❡ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❡♥

q✉❡ s❡ ❞❡❜❡ ♠♦str❛r ❧❛ ❣rá❢✐❝❛
❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ t♦♠❛r❡♠♦s ♣❛r❛ ❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛

✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
t♦❞♦ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ❤❛ r❡❛❧✐③❛❞♦ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❝✐ó♥ ♥✉♠

ér✐❝❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✱ ② ♣❛r❛ ❧❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ♥♦ s❡ ❡s♣❡❝✐❢✐❝❛ ♥❛❞❛✱

❞❡❥❛r❡♠♦s q✉❡ ❡❧ ✇①▼❛①✐♠❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❛✉t♦♠át✐❝❛

❇✳

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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■❣✉❛❧ q✉❡ ❛♥t❡s✱ ♣❛r❛ ❞❡❢✐♥✐r ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❛♠♦s ❛ ❡♠♣❧❡❛r
❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ ✧❜❧♦❝❦✧✱ ❝✉②❛

s✐♥t❛①✐s ② ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ s❡ ❤❛ ✈✐st♦ ❡♥ ❡❧ t❡♠❛ ✷✳✺ ②
s✐❣✉✐❡♥t❡s✳

✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✷✭r❡s✉❧t❛❞♦s❛♥t❡r✐♦r❡s✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬♣✉♥t♦s✱ s♣❧✐♥❡s✱ ❢♦r♠❛t✱ ❛✉①❪✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧♣✉♥t♦s✧ ❝♦♠♦ ❧❛ tr❛s♣✉❡st❛ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❣❡♥❡r❛❞❛ ♣♦r

r❦ ❛❧ r❡s♦❧✈❡r ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❛♥t❡r✐♦r
✯✴

♣✉♥t♦s ✿ tr❛♥s♣♦s❡✭r❡s✉❧t❛❞♦s❛♥t❡r✐♦r❡s❬✶❪✮✱

✴✯ ❊❧ ♠♦t✐✈♦ ❞❡ ❞❡❢✐♥✐r ♣✉♥t♦s ❝♦♠♦ ❧❛ tr❛s♣✉❡st❛ ❞❡
r❡s✉❧t❛❞♦s❛♥t❡r✐♦r❡s❬✶❪ ❡s q✉❡ ❞❡ ❡st❛

❢♦r♠❛ ♣✉♥t♦s❬✶❪ ♥♦s ❞❛ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱

♣✉♥t♦s❬✷❪ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡

♣✉♥t♦s❬✸❪ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ② ❛sí s✉❝❡s✐✈❛♠❡♥t❡

❤❛st❛ ❝♦♠♣❧❡t❛r ❧❛s ♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s
✯✴

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧s♣❧✐♥❡s✧ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡
s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s ❣❡♥❡r❛❞❛ ❡♥ ❡❧

❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❛♥t❡r✐♦r
✯✴

s♣❧✐♥❡s ✿ r❡s✉❧t❛❞♦s❛♥t❡r✐♦r❡s❬✷❪✱

✴✯ P❛r❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ s❡ ♣✐❞❡ ❡♥ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ t❡♥❡♠♦s q✉❡
❡♠♣❧❡❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❧♦t✷❞ ❞❡❧

✇①▼❛①✐♠❛✱ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ ❧❛ s✐♥t❛①✐s ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✭✈❡r
s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛ ❧♦s ❡❥❡r❝✐❝✐♦s ♣r♦♣✉❡st♦s

❡♥ ❡❧ ❝✉rs♦ ♦ ❛②✉❞❛ ❞❡❧ ✇①▼❛①✐♠❛✮ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ❤❛❝❡r ❧♦s
s✐❣✉✐❡♥t❡

♣❧♦t✷❞✭ ❧✐st❛ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r✱ ❞♦♠✐♥✐♦✱ ❢♦r♠❛t♦
✮

❱❡❛♠♦s ♣♦r ♣❛rt❡s ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❡st♦s ✐♥❣r❡❞✐❡♥t❡s✿

▲❛ ✧❧✐st❛ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r✧ ❞❡❜❡ t❡♥❡r t♦❞♦s ❧♦s
❝♦♥❥✉♥t♦s ♣✉♥t♦s ❞✐s❝r❡t♦s q✉❡

q✉❡r❡♠♦s r❡♣r❡s❡♥t❛r ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ s✐♥t❛①✐s

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❬❞✐s❝r❡t❡✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✱ ♣✉♥t♦s❬✷❪❪
❬❞✐s❝r❡t❡✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✱ ♣✉♥t♦s❬✸❪❪
❬❞✐s❝r❡t❡✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✱ ♣✉♥t♦s❬✹❪❪
✳✳✳
❬❞✐s❝r❡t❡✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✱ ♣✉♥t♦s❬✶✰♥❪❪

✭r❡❝♦r❞❛r q✉❡ ♣✉♥t♦s❬✶❪ ❡s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱

♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ♣✉♥t♦s❬✐❪ ❝♦♥ ✐ ❡♥tr❡ ✷ ② ✶✰♥ ❡s ❧✐st❛
❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❝❛❞❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✮

② t♦❞❛s ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s s♣❧✐♥❡s❬✶❪✱ s♣❧✐♥❡s❬✷❪✱ ✳✳✳✱ s♣❧✐♥❡s❬
♥❪✳

P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡ ❡♥ ❢♦r♠❛t♦ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ❧❛ ❧✐st❛
❞❡ ❡s♣❡❝✐❢✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t♦

q✉❡ q✉❡r❡♠♦s q✉❡ ❡♠♣❧❡❡ ❡❧ ♣❧♦t✷❞ ♣❛r❛ ❤❛❡r ❧❛s ❣rá❢✐❝❛s✳
❊❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♣✐❞❡ q✉❡ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❡♥

❧♦s ♣✉♥t♦s ❞✐s❝r❡t♦s ❣❡♥❡r❛❞♦s ♣♦r r❦ ❝♦♠♦ ♣✉♥t♦s✱ ② ❧❛s
❛♣r♦①✐♠❛❝✐♦♥❡s ♣♦r s♣❧✐♥❡s ❝ú❜✐❝♦s

❝♦♠♦ ❧í♥❡❛s✱ ♣♦r t❛♥t♦ ❡♥ ❢♦r♠❛t♦ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ❧❛
❧✐st❛ ❞❡ ❡s♣❡❝✐❢✐❝❛❝✐♦♥❡s

s✐❣✉✐❡♥t❡

❬st②❧❡✱ ♣♦✐♥ts✱ ✳✳✳✱ ♣♦✐♥ts✱ ❧✐♥❡s✱ ✳✳✳✱ ❧✐♥❡s❪

❞♦♥❞❡ ❧❛s ✐♥str✉❝❝✐♦♥❡s ✧♣♦✐♥ts✧ ② ✧❧✐♥❡s✧ s❡ r❡♣✐t❡♥ ✧♥✧
✈❡❝❡s✱ s✐❡♥❞♦ ♥ ❡❧ ♥ú♠❡r♦

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s ✭❞❛❞♦ ♣♦r ❧❡♥❣t❤✭s♣❧✐♥❡s✮✮✳

❊st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❜❡ s❡r ✈á❧✐❞❛ ♣❛r❛ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ❛r❜✐tr❛r✐♦ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉❡ ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ♥♦

❝♦♥♦❝❡♠♦s✳ P♦r t❛♥t♦✱ ♣❛r❛ ❞❡❢✐♥✐r ❡st❛s ❧✐st❛s ❞❡
✐♥str✉❝✐♦♥❡s ✈❛♠♦s ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❧❛

❡str❛t❡❣✐❛ q✉❡ ②❛ ❤❡♠♦s ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❛♥t❡s✿
✐✳ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❡st❛s ❧✐st❛s ❛s✐❣♥❛á♥❞♦❧❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡

s✉ ♣r✐♠❡r ❡❧❡♠❡♥t♦
✐✐✳ ❱❛♠♦s ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❡❧❡♠❡♥t♦s ❤❛st❛ ❝♦♠♣❧❡t❛r t♦❞❛s

❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡
✉♥ ❜✉❝❧❡

✯✴

✴✯ ❛s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧❢♦r♠❛t✧ ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡❧❡♠❡♥t♦
❞❡ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✐♥tr✉❝❝✐♦♥❡s

❞❡ ❢♦r♠❛t♦
✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❢♦r♠❛t ✿ ❬st②❧❡✱ ♣♦✐♥ts❪✱

✴✯ ❛s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉① ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛
❧✐st❛ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ✯✴

❛✉① ✿ ❬ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✱ ♣✉♥t♦s❬✷❪❪ ❪✱

✴✯ ❡♥ ❡st❡ ❜✉❝❧❡ ✈❛♠♦s ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❛ ✧❛✉①✧ ❧♦s ♣✉♥t♦s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s r❡st❛♥t❡s✱ ② ❛ñ❛❞✐♠♦s ❛ ❧❛ ❧✐st❛ ✧❢♦r♠❛t✧ ✉♥❛
✐♥str✉❝❝✐ó♥ ♣♦✐♥ts ♣♦r ❝❛❞❛

♥✉❡✈❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
✯✴

❢♦r ✐ ✿ ✸ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭♣✉♥t♦s✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

❛✉① ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❛✉①✱ ❬ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✱ ♣✉♥t♦s❬✐❪❪ ❪✮✱

❢♦r♠❛t ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❢♦r♠❛t✱ ❬♣♦✐♥ts❪✮

✮✱

✴✯ ❨❛ t❡♥❡♠♦s t♦❞♦s ❧♦s ♣✉♥t♦s ❞✐s❝r❡t♦s q✉❡ q✉❡r❡♠♦s
r❡♣r❡s❡♥t❛r ❡♥ ❧❛ ❣rá❢✐❝❛✱ ❛❤♦r❛✱

♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ❜✉❝❧❡ s✐♠✐❧❛r ❛❧ ❛♥t❡r✐♦r ✈❛♠♦s ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ t♦❞♦s
❧♦s s♣❧✐♥❡s✱ ② ❛❧ ♠✐s♠♦

t✐❡♠♣♦ ✈❛♠♦s ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧❢♦r♠❛t✧ ✉♥❛
✐♥str✉❝❝✐ó♥ ✧❧✐♥❡s✧ ♣♦r ❝❛❞❛

s♣❧✐♥❡
✯✴

❢♦r ✐ ✿ ✶ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭s♣❧✐♥❡s✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

❛✉① ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❛✉①✱ ❬ s♣❧✐♥❡s❬✐❪ ❪✮✱

❢♦r♠❛t ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❢♦r♠❛t✱ ❬❧✐♥❡s❪✮

✮✱

✴✯ ❈♦♥ ❡st♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉① ❝♦♥t✐❡♥❡ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❛
r❡♣r❡s❡♥t❛r ② ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t

❝♦♥t✐❡♥❡ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✐♥str✉❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t♦ ❝♦♥ q✉❡ ❞❡❜❡♥
r❡♣r❡s❡♥t❛rs❡ ❡st♦s ♦❜❥❡t♦s

✭♣♦✐♥ts ♣❛r❛ ❧♦s ♣✉♥t♦s ❞✐s❝r❡t♦s ② ❧✐♥❡s ♣❛r❛ ❧❛s
❢✉♥❝✐♦♥❡s✮✳

▲♦ ú♥✐❝♦ q✉❡ ♥♦s ❢❛❧t❛ ❡s ❧❛ ✐♥str✉❝❝❝✐ó♥ r❡❢❡r❡♥t❡ ❛❧
❞♦♠✐♥✐♦ ❡♥ ❡❧ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s r❡♣r❡s❡♥t❛r

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s✱ ❧❛ s✐♥t❛①✐s ❞❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r
✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ♣❧♦t✷❞ ❡s

❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡❥❡r❝✐❝✐♦s ♣r♦♣✉❡st♦s ②
❛②✉❞❛ ❞❡❧ ✇①▼❛①✐♠❛✮

❞♦♠✐♥✐♦ ❂ ❬①✱ ✈❛❧♦r ♠í♥✐♠♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✳ ✐♥❞❡♣✱ ✈❛❧♦r ♠
á①✐♠♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛r ✐♥❞❡♣✳❪

❯♥❛ ❢♦r♠❛ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❡st♦s ✈❛❧♦r❡s ❡s ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❛s
❢✉♥❝✐♦♥❡s ♠✐♥ ② ♠❛① ❞❡❧

✇①▼❛①✐♠❛ ❛ ❧❛ ❝♦❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛ ✷✳✼✮✱ ❞❡

♠♦❞♦ q✉❡ ♣❛r❛ ✐♥❞✐❝❛r ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✳
✐♥❞❡♣✳ ♣♦❞❡♠♦s ❤❛❝❡r

❬①✱ ❛♣♣❧②✭♠✐♥✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✮✱ ❛♣♣❧②✭♠❛①✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✮❪

❈♦♥ ❡st♦ ②❛ t❡♥❡♠♦s t♦❞♦s ❧♦s ✐♥❣r❡❞✐❡♥t❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦s✱ só❧♦
q✉❡❞❛ ❧❧❛♠❛r ❛ ♣❧♦t✷❞ ♣❛r❛

❣❡♥❡r❛r ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ♣❡❞✐❞❛✳
✯✴

♣❧♦t✷❞✭❛✉①✱ ❬①✱ ❛♣♣❧②✭♠✐♥✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✮✱ ❛♣♣❧②✭♠❛①✱ ♣✉♥t♦s❬✶❪✮❪✱
❢♦r♠❛t✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸

❉❛❞♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ❞❡ ♦r❞❡♥ ✶

❞①✴❞t ❂ ❢✭①✱ t✮✱ ①✭t❂✵✮ ❂ ①❴✵

❡s❝r✐❜❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ q✉❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❡ ✉♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛
❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ①✭t✮✱ ❝❡♥tr❛❞♦ ❡♥ t
❂✵✱ ❤❛st❛ ♦r❞❡♥ ♥ ❂ ✷✱

❞❛❞♦ ♣♦r✿

①✭t✮ ❂ s✉♠❛❴④❞❡s❞❡ ❥❂✵⑥④❤❛st❛ ♥⑥ ✶✴❥✦ ❞❫❥ ①✴❞t❫❥❴④❡♥ t ❂ ✵⑥ t❫❥

❉❛t♦s✿

❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ①✭t✮ ❡♥ t❂✵ ❡stá ❞❛❞♦ ♣♦r ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡❧
♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛

♣r✐♠❡r❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ s✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥

❞①✴❞t❴④❡♥ t❂✵⑥ ❂ ❢✭①❴✵✱ ✵✮

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❡❧ ❞❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❞❡r✐✈❛♥❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡
♣❛rt✐❞❛ ✉♥❛ ✈❡③

❞❫✷ ①✴❞t❫✷ ❂ ④♣❛r❝✐❛❧ ❢⑥✴④♣❛r❝✐❛❧ ①⑥ ❞①✴❞t ✰ ④♣❛r❝✐❛❧ ❢⑥④
♣❛r❝✐❛❧ t⑥

② ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s t❂✵✱ ①❂①❴✵✱ ② ❡❧ ✈❛❧♦r
❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡

♣❛r❛ ❞①✴❞t ❡♥ t❂✵✳

✐♥♣✉t✿
❢✭①✱ t✮✱ ①❴✵

♦✉t♣✉t✿
▲❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛ ①✭t✮ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛✳

✯✴

✴✯ ❙❖▲❯❈■❖◆ ✸

▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✸ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✧❢✉♥❝✐♦♥✸✧✱
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9.2. Curso 2010-2011, convocatoria de septiembre

Ejercicio 1

Escriba una función en Maxima que genere la aproximación por interpolación

Lagrangiana con nodos de Chebyshev de una función f(x) dada, definida sobre

un intervalo [a, b] dado, empleando n nodos de interpolación.

input: • Función f(x) cuya aproximación por interpolación va a calcularse.

• Intervalo [a, b] (suponemos que a < b, |a| < ∞ y |b| < ∞).

• Orden n de la aproximación.

output: • Aproximación por interpolación Lagrangiana con nodos de Chebyshev

de f(x) sobre el intervalo [a, b] hasta orden n.

Diagrama de flujo. Para programar esta función necesitarán (al menos) realizar

estas operaciones:

1. Generar los n nodos de Chebyshev xi (con i = 1, 2, . . . , n) correspon-

dientes al intervalo [a, b], que están dados por

xi =
a+ b

2
+

b− a

2
cos

(

2i− 1

2n
π

)

, i = 1, 2, . . . , n.

2. Generar los valores de f(x) correspondientes a la lista de nodos de

interpolación

yi = f(xi), i = 1, 2, . . . , n.

3. Emplear el comando ❧❛❣r❛♥❣❡ del wxMaxima para generar el poli-

nomio de interpolación de Lagrange basado en el conjunto de datos

(xi, yi) (previamente es necesario cargar el paquete de interpolaciones

✐♥t❡r♣♦❧).
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Ejercicio 2

Con el fin de visualizar el comportamiento de la aproximación anterior, escriba

una función que genere las gráficas de f(x), f ′(x) y f ′′(x), junto con las aproxi-

maciones dadas por el anterior polinomio de interpolación y su primera y segunda

derivada.

input: • Función f(x).

• Intervalo [a, b].

• Función fn(x), definida como la aproximación por interpolación Lagran-

giana con nodos de Chebyshev de f(x) sobre el intervalo [a, b] hasta

orden n (calculada previamente).

output: • Gráfica de f(x) y fn(x) con x ∈ [a, b].

• Gráfica de f ′(x) y f ′

n(x) con x ∈ [a, b].

• Gráfica de f ′′(x) y f ′′

n(x) con x ∈ [a, b].

Ejercicio 3

Con el fin de visualizar la velocidad de convergencia de la aproximación an-

terior, escriba una función que genere la gráfica del error (ε) de la aproximación

como función del orden (n) de la aproximación, para n entre 1 y un orden máximo

N . Para ello definimos el error de la aproximación como

ε(n) ≡ máx
x∈[a,b]

|f(x)− fn(x)|

es decir, ε(n) es el valor máximo del módulo de f(x)− fn(x) con x en [a, b].

input: • Función f(x).

• Intervalo [a, b].

• Orden máximo (N ) a considerar.

output: • Gráfica de ε(n) para n = 1, 2, . . . , N .

• Gráfica de ε(n) para n = 1, 2, . . . , N en escala logarítmica (tanto para

ε(n) como para n).

Nota:
Para el cálculo de ε(n) hay que resolver

ε(n) ≡ máx
x∈[a,b]

|f(x)− fn(x)|
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para ello una posibilidad muy sencilla es introducir una discretización muy fina de

este intervalo, por ejemplo podemos definir el conjunto de valores

Xi = a+ (b− a)
i− 1

m− 1
, i = 1, 2, . . . ,m

con m ≫ n (p. ej. se podría tomar m = 103n).

Una vez hecho esto calculamos los valores de |f(x)− fn(x)| con x = Xi

(i = 1, 2, . . . ,m) y aproximamos ε(n) como el máximo de estos valores. Si m es

suficientemente grande la anterior estrategia nos dará una excelente aproximación

al error ε(n).
Si se prefiere hacer el cálculo de ε(n) de una manera más rigurosa hay que

tener en cuenta que el máximo de |f(x)− fn(x)| con x en [a, b] estará, o bien en

alguno de los puntos donde se anula la derivada de f(x)− fn(x), o bien en alguno

de los extremos del intervalo (x = a o x = b). También es importante darse cuenta

de que, por definición, f(xi) − fn(xi) = 0 (para i = 1, 2, . . . , n), ya que el polinomio

de interpolación de Lagrange basado en los puntos (xi, yi = f(xi)) pasa por esos

puntos. Por tanto todos los extremos relativos de f(x) − fn(x) con x ∈ [a, b] están

intercalados entre los nodos de interpolación xi. Teniendo esto en cuenta podemos

idear la siguiente estrategia para calcular ε(n):

1. Definimos la función auxiliar g(x) = f ′(x)− f ′

n(x).

2. Calculamos los n− 1 valores de x donde se anula g(x), para ello resolvemos

por medio del método de Newton la ecuación g(x) = 0 tomando como valor

inicial de x para el método de Newton a x = (xi + xi+1) /2 con i = 1, 2, . . . , n−
1 sucesivamente.

Esto nos proporciona la lista de los n− 1 valores de x en los que se anula la

derivada de f(x)− fn(x), definimos esta lista de valores como x′

i.

3. Calculamos la lista de valores de |f(x)− fn(x)| con x = x′

i, x = a y x = b.

4. El máximo de la anterior lista es el valor de ε(n).

Para este ejercicio daremos por válidas cualquiera de estas 2 estrategias para

el cálculo de ε(n) (o cualquiera otra, siempre y cuando funcione correctamente).

Ejercicio 4

Emplee la función definida en el ejercicio 1 para programar una función que

genere la aproximación por interpolación Lagrangiana con nodos de Chebyshev

de la función y = f(x), definida de manera implícita por la ecuación F (x, y) = 0,

con x tomando valores en un determinado intervalo finito [a, b].

input: • Función F (x, y).

• Intervalo [a, b].
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• Orden n de la aproximación.

• y0 valor inicial de y para resolver F (x, y) = 0 por medio del método de

Newton (ver ejercicio 2 del tema 2.8).

output: • Aproximación por interpolación Lagrangiana con n nodos de Chebyshev

de la función y = f(x), definida de manera implícita por la ecuación

F (x, y) = 0, con x tomando valores en el intervalo [a, b].

Nota:
Como ven, todos los ejercicios de esta convocatoria versan sobre el tema de inter-

polación polinomial con nodos de Chebyshev. Para realizar estos ejercicios necesita-

rán probar sus programas sobre alguna función f(x) dada, definida en algún intervalo

[a, b] dado, y con n desde 1 hasta algún valor concreto del orden máximo N . ¿Qué

casos concretos se pueden tomar para hacer las pruebas?

Función f(x): mi recomendación es que para sus pruebas tomen como ejemplo

una función f(x) que sea continua, y que tenga infinitas derivadas continuas en

a ≤ x ≤ b. En ese caso la aproximación por interpolación Lagrangiana con no-

dos de Chebyshev converge muy rápidamente. Si toman una función que tenga

singularidades en [a, b] la aproximación por interpolación no funcionará bien.

Por otra parte, en sus pruebas procuren que f(x) no sea un polinomio de x, ya

que en ese caso tan pronto como el orden n de la aproximación por interpolación

supere al grado de f(x), tendremos que el polinomio de interpolación es idéntico

a f(x), resultando en un caso trivial.

Intervalo [a, b]: mientras a y b sean finitos pueden tomar cualquier valor. Por ejem-

plo, pueden hacer todas sus pruebas basándose en el intervalo estándar [−1, 1],
o en el [0, 1]. De todas formas, es muy importante recordar que las funciones

que programen deben estar preparadas para operar sobre cualquier intervalo

[a, b], cuyos valores se suministran como input a la función.

Orden máximo N : si toman una función f(x) continua con infinitas derivadas con-

tinuas en [a, b], y que no tenga variaciones demasiado bruscas en ese intervalo,

observarán que fn(x) se empieza a parecer a f(x) para n ∼ 3 ∼ 5. En general,

para obtener una buena aproximación, tanto para f(x) como para sus 2 prime-

ras derivadas, es necesario considerar valores de n entre 10 y 20 (si la función

f(x) considerada tiene variaciones bruscas en [a, b] es posible que sea necesario

considerar valores de n mayores). Por tanto, en sus pruebas empiecen tomando

N = 10 y si la potencia de su ordenador lo permite aumenten este valor hasta

20. De todas formas, es muy importante recordar que la función del ejercicio 3

debe estar preparada para operar sobre cualquier valor de N , suministrado como

input a la función.

Solución
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❉❡♣t✳ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ② ❞❡ ❋❧✉✐❞♦s✱ ❯◆❊❉✱ ❝✉rs♦ ✷✵✶✵✲✷✵✶✶

❊st❡ ❛r❝❤✐✈♦ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❞❡ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♣❡❞✐❞❛s
❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡✳

P❛r❛ ❡s❝r✐❜✐r❧♦ s❡ ❤❛ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❡❧ ❡❞✐t♦r ❞❡ t❡①t♦s ✧❑❲r✐t❡✧ ❡♥ ✉♥
P❈ ❝♦♥ ▲✐♥✉① ❋❡❞♦r❛ ✶✹✳

P❛r❛ ❝❛r❣❛r ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡s❞❡ ✇①▼❛①✐♠❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡❥❡❝✉t❛r✿

❜❛t❝❤❧♦❛❞✭ ❝♦♥❝❛t✭ ♣❛t❤✱ ✧✷✵✶✶✲❙✲❘✳♠❝✧ ✮ ✮❀

❞♦♥❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❡s ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦

✷✵✶✶✲❙✲❘✳♠❝ ❡♥ ❡❧ ❞✐s❝♦✱ ♣✳ ❡❥✳ ♣❛t❤ ♣♦❞rí❛ s❡r ❛❧❣♦ ♣❛r❡❝✐❞♦ ❛

♣❛t❤ ✿ ✧✴❤♦♠❡✴✉s✉❛r✐♦✴❋✐s✐❝❛✲❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✲✶✴▼❛①✐♠❛✴❡①❛♠❡♥
✴✧❀

✯✴

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✶

❊s❝r✐❜❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ q✉❡ ❣❡♥❡r❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣♦r
✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥❛

❝♦♥ ♥♦❞♦s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❢✭①✮ ❞❛❞❛✱ ❞❡❢✐♥✐❞❛ s♦❜r❡ ✉♥
✐♥t❡r✈❛❧♦ ❬❛✱ ❜❪

❞❛❞♦✱ ❡♠♣❧❡❛♥❞♦ ♥ ♥♦❞♦s ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥✳ ✭❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❢❧✉❥♦ ②
❞❛t♦s ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s ❡♥ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✮✳

✐♥♣✉t✿
❢✿ ❋✉♥❝✐ó♥ ❢✭①✮ ❝✉②❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ✈❛ ❛

❝❛❧❝✉❧❛rs❡✳
✐♥t❡r✈❛❧♦✿ ■♥t❡r✈❛❧♦ ❬❛✱ ❜❪ ✭s✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❛ ❁ ❜✱ ⑤❛⑤ ❁

✐♥❢✐♥✐t♦ ② ⑤❜⑤ ❁ ✐♥❢✐♥✐t♦✮✳
♥✿ ❖r❞❡♥ ♥ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥✳

♦✉t♣✉t✿
❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥❛ ❝♦♥ ♥♦❞♦s ❞❡

❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞❡ ❢✭①✮ s♦❜r❡
❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❬❛✱ ❜❪ ❤❛st❛ ♦r❞❡♥ ♥✳

❙❖▲❯❈■❖◆ ✶

▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✶ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✧❢✉♥❝✐♦♥✶✧✱
❝✉②♦ ❝ó❞✐❣♦ s❡ ✐♥❝❧✉②❡

❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳
❊❧ ✐♥♣✉t ② ♦✉t♣✉t ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡s ❡❧ ❡s♣❡❝✐❢✐❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦
✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✶✭❢✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①✶✱ ❛✉①✷❪✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉①✶ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❛❜s❝✐s❛s ❞❡
✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥✱
❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❛ ❢ór♠✉❧❛ ❞❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ✯✴

❛✉①✶ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭

✭✭✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪ ✰ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪✮✴✷✮ ✰ ✭✭✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ✲
✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✮✴✷✮ ✯ ❝♦s✭ ✭✷✯✐ ✲ ✶✮✯ ✪♣✐✴✭✷✯♥✮ ✮

✱ ✐✱ ✶✱ ♥✱ ✶✮✱

✴✯ ❘❡❛❧♠❡♥t❡ só❧♦ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♥✉♠ér✐❝♦s ❞❡ ❡st❛s
❛❜s❝✐s❛s ✯✴

❛✉①✶ ✿ ❢❧♦❛t✭❛✉①✶✮✱

✴✯ ❆✉♥q✉❡ ♥♦ ❡s ✐♠♣r❡s❝✐♥❞✐❜❧❡✱ ❧❛s ♦r❞❡♥❛♠♦s ❞❡ ♠❡♥♦r ❛ ♠❛②♦r ✯✴

❛✉①✶ ✿ s♦rt✭❛✉①✶✮✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉①✷ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ♦r❞❡♥❛❞❛s ✭
✈❛❧♦r❡s ② ❂ ❢✭①✮✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❡st❛s ❛❜s❝✐s❛s ✯✴

❛✉①✷ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❢✭❛✉①✶❬✐❪✮✱ ✐✱ ✶✱ ♥✱ ✶✮✱

✴✯ ❈❛r❣❛♠♦s ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ✯✴

❧♦❛❞✭✐♥t❡r♣♦❧✮✱

✴✯ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❣❡♥❡r❛♠♦s ❧❛ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ♣❡❞✐❞❛ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❛
❢✉♥❝✐ó♥ ❧❛❣r❛♥❣❡ s♦❜r❡
❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❞❛t♦s q✉❡ ❤❡♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦✳ P❛r❛ ❡❧❧♦

♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❝♦♠❜✐♥❛♠♦s ❧❛s ❧✐st❛s
❛✉①✶ ② ❛✉①✷ ❡♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐③✱ ❝♦♥ ❢♦r♠❛✿ ❬❬①✶✱ ②✶❪✱ ❬①✷✱ ②✷❪✱

✳✳✳✱ ❬①♥✱ ②♥❪❪
✯✴

❧❛❣r❛♥❣❡✭ tr❛♥s♣♦s❡✭ ❛♣♣❧②✭ ♠❛tr✐①✱ ❬❛✉①✶✱ ❛✉①✷❪ ✮ ✮ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✷

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❈♦♥ ❡❧ ❢✐♥ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥
❛♥t❡r✐♦r✱ ❡s❝r✐❜❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥

q✉❡ ❣❡♥❡r❡ ❧❛s ❣rá❢✐❝❛s ❞❡ ❢✭①✮✱ ❢✬✭①✮ ② ❢✬✬✭①✮✱ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❧❛s
❛♣r♦①✐♠❛❝✐♦♥❡s ❞❛❞❛s ♣♦r ❡❧

❛♥t❡r✐♦r ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ② s✉ ♣r✐♠❡r❛ ② s❡❣✉♥❞❛
❞❡r✐✈❛❞❛✳

✐♥♣✉t✿
❢✿ ❋✉♥❝✐ó♥ ❢✭①✮✳
✐♥t❡r✈❛❧♦✿ ■♥t❡r✈❛❧♦ ❬❛✱ ❜❪✳
❢♥✿ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛ ❢✭①✮ ❣❡♥❡r❛❞❛ ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧

❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✶✳
♦✉t♣✉t✿

❣rá❢✐❝❛s ❞❡ ❢✭①✮ ② ❢♥✭①✮✱ ❢✬✭①✮ ② ❢♥✬✭①✮✱ ❢✬✬✭①✮ ② ❢♥✬✬✭①✮

❙❖▲❯❈■❖◆ ✷

▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✷ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✧❢✉♥❝✐♦♥✷✧✱
❝✉②♦ ❝ó❞✐❣♦ s❡ ✐♥❝❧✉②❡

❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳
✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✷✭❢✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ❢♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①❪✱

✴✯ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ♥♦ t✐❡♥❡ ♥✐♥❣✉♥❛ ❞✐❢✐❝✉❧t❛❞ ❣❡♥❡r❛r ❝❛❞❛ ✉♥❛
❞❡ ❧❛s ❣rá❢✐❝❛s ♣❡❞✐❞❛s✳

P❛r❛ ♣♦❞❡r ✈❡r t♦❞❛s ❡st❛s ❣rá❢✐❝❛s s✐♠✉❧tá♥❡❛♠❡♥t❡✱ s✐♥
♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛r❧❛s

t♦❞❛s ❡♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ ✈❡♥t❛♥❛✱ ✉♥❛ ♣♦s✐❜❧❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡s ✉s❛r ❧❛
❢✉♥❝✐ó♥ ✇①♣❧♦t✷❞ ❞❡❧

✇①♠❛①✐♠❛✳ ❙✐ ♥♦ s❡ ❝♦♥♦❝❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥✱ ♦tr❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❡s
❣✉❛r❞❛r ❝❛❞❛ ❣rá❢✐❝❛ ❡♥

✉♥ ❛r❝❤✐✈♦ ✭✈❡r t❡♠❛ ✷✳✼✮✳ ❈✉❛❧q✉✐❡r❛ ❞❡ ❡st❛s ❞♦s
♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞❡s ❡s ✈á❧✐❞❛✱ ❡♥ ❡st❡

❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❤❛r❡♠♦s ❛♠❜❛s ❝♦s❛s✳
✯✴

✴✯ ●❡♥❡r❛♠♦s ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡ ❢✭①✮ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❢♥✭①✮ ② ❧❛ ❣✉❛r❞❛♠♦s
❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ✧❢✲❢♥✳❡♣s✧ ✯✴

❛✉① ✿ ❬ ❢✭①✮✱ ❢♥✭①✮ ❪✱

♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ✧❢
✲❢♥✳❡♣s✧❪ ✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ❪ ✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✴✯ ●❡♥❡r❛♠♦s ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡ ❢✬✭①✮ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❢♥✬✭①✮ ② ❧❛
❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ✧❢✲❢♥✲❞✐❢✶✳❡♣s✧✯✴

❛✉① ✿ ❬ ❞✐❢❢✭ ❢✭①✮✱ ①✱ ✶ ✮✱ ❞✐❢❢✭ ❢♥✭①✮✱ ①✱ ✶ ✮ ❪✱

♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ✧❢
✲❢♥✲❞✐❢✶✳❡♣s✧❪ ✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ❪ ✮✱

✴✯ ●❡♥❡r❛♠♦s ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡ ❢✬✬✭①✮ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❢♥✬✬✭①✮ ② ❧❛
❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ✧❢✲❢♥✲❞✐❢✶✳❡♣s✧✯✴

❛✉① ✿ ❬ ❞✐❢❢✭ ❢✭①✮✱ ①✱ ✷ ✮✱ ❞✐❢❢✭ ❢♥✭①✮✱ ①✱ ✷ ✮ ❪✱

♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ✧❢
✲❢♥✲❞✐❢✷✳❡♣s✧❪ ✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ❪ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸

❈♦♥ ❡❧ ❢✐♥ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛r ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛
❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❡s❝r✐❜❛

✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ ❣❡♥❡r❡ ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡❧ ❡rr♦r ✭❡♣s✐❧♦♥✮ ❞❡ ❧❛
❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧

♦r❞❡♥ ✭♥✮ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥✱ ♣❛r❛ ♥ ❡♥tr❡ ✷ ② ✉♥ ♦r❞❡♥ ♠á①✐♠♦ ◆✳
P❛r❛ ❡❧❧♦ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❡❧

❡rr♦r ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❝♦♠♦

❡♣s✐❧♦♥ ❂ ♠❛① ⑤❢✭①✮ ✲ ❢♥✭①✮⑤ ❝♦♥ ① ❡♥ ❬❛✱❜❪

❡s ❞❡❝✐r✱ ❡♣s✐❧♦♥✭♥✮ ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ♠á①✐♠♦ ❞❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡ ❢✭①✮ ✲ ❢♥✭①✮
❝♦♥ ① ❡♥ ❬❛✱ ❜❪✳

✐♥♣✉t✿
❢✿ ❋✉♥❝✐ó♥ ❢✭①✮✳
✐♥t❡r✈❛❧♦✿ ■♥t❡r✈❛❧♦ ❬❛✱ ❜❪✳
◆✿ ❖r❞❡♥ ♠á①✐♠♦ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛r✳

♦✉t♣✉t✿
●rá❢✐❝❛ ❞❡ ❡♣s✐❧♦♥✭♥✮ ♣❛r❛ ♥ ❂ ✷✱ ✳✳✳✱ ◆✳
●rá❢✐❝❛ ❞❡ ❡♣s✐❧♦♥✭♥✮ ♣❛r❛ ♥ ❂ ✷✱ ✳✳✳✱ ◆ ❡♥ ❡s❝❛❧❛ ❧♦❣❛rí

t♠✐❝❛ ✭t❛♥t♦ ♣❛r❛
❡♣s✐❧♦♥✭♥✮ ❝♦♠♦ ♣❛r❛ ♥✮✳

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✸✱ s✐❣✉✐❡♥❞♦ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ♣❛r❛
❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ❡rr♦r ❡♣s✐❧♦♥

✭✈❡r ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✮✱ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✧❢✉♥❝✐♦♥✸❆✧✱ ❝✉②♦ ❝ó❞✐❣♦
s❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳

▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❝♦♥ ❡❧ ❡rr♦r ❡♣s✐❧♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ s✐❣✉✐❡♥❞♦ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛
❡str❛t❡❣✐❛ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛ ❡♥ ❡❧

❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❡stá ♣r♦❣r❛♠❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧❢✉♥❝✐♦♥✸❇✧✳
✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✸❆✭❢✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ◆✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬♥✱ ❢♥✱ ♠✱ ❳✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ♥ ❝♦♠♦ ❡❧ í♥❞✐❝❡ q✉❡ ✈❛ ❛
r❡❝♦rr❡r t♦❞♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s

♣♦s✐❜❧❡s ❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥✱ ❞❡s❞❡ ♥ ❂ ✷ ❤❛st❛ ♥
❂ ◆✱ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❜✉❝❧❡✳

P❛r❛ ❝❛❞❛ ✈❛❧♦r ❞❡ ♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❢♥ ❝♦♥t❡♥❞rá ❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥

❛ ❢✱ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣r♦❣r❛♠❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✶✱
② ❡♣s✐❧♦♥ ❝♦♥t❡♥❞rá ❡❧

✈❛❧♦r ❞❡❧ ❡rr♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡✳

❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❳ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ①
q✉❡ ❡♠♣❧❡❛r❡♠♦s ♣❛r❛

❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ❡rr♦r✱ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❡①♣❧✐❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧
❡♥✉♥❝✐❛❞♦

✭t♦♠❛♥❞♦ ♠ ❂ ◆ ✯ ❛ ✯ ✶✵❫✷✱ s✐❡♥❞♦ ✧❛✧ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦r❞❡♥
✉♥✐❞❛❞✮✳

✯✴

♠ ✿ ◆ ✯ ✺ ✯ ✶✵❫✷✱

❳ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪ ✰ ✭✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ✲ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✮ ✯ ✭✐ ✲
✶✮ ✴ ✭♠ ✲ ✶✮✱ ✐✱ ✶✱ ♠✱ ✶✮✱

❳ ✿ ❢❧♦❛t✭❳✮✱

✴✯ ■♥✐❝✐❛❧✐③❛♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❡♣s✐❧♦♥ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❧✐st❛ ✈❛❝í
❛✱ ❡♥ ❧❛ q✉❡ ✐r❡♠♦s

❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❝❛❞❛ ♥✐✈❡❧ ❞❡
❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥✳

✯✴

❡♣s✐❧♦♥ ✿ ❬❪✱

❢♦r ♥ ✿ ✷ t❤r✉ ◆ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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✴✯ ❈♦♠♦ ❧❛s ♦♣❡r❛❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❡st❡ ❜✉❝❧❡ ❧❧❡✈❛♥
❜❛st❛♥t❡ t✐❡♠♣♦ ✈❛♠♦s s❛❝❛r
♣♦r ♣❛♥t❛❧❧❛ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ♥✱ ♣❛r❛ s❛❜❡r ♣♦r ❞ó♥❞❡ ✈❛♠♦s

✯✴

♣r✐♥t✭✧✈❛♠♦s ♣♦r ♥ ❂ ✧✱ ♥✮✱

❢♥ ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭❢✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ♥✮✱

❡♣s✐❧♦♥ ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ ❡♣s✐❧♦♥✱ ❬❬♥✱ ❛♣♣❧②✭ ♠❛①✱

♠❛❦❡❧✐st✭ ❛❜s✭ ❢❧♦❛t✭ ❢✭❳❬✐❪✮ ✲ s✉❜st✭❳❬✐❪✱ ①✱ ❢♥✮ ✮
✮✱ ✐✱ ✶✱ ♠✱ ✶✮

✮ ❪❪ ✮

✮✱ ✴✯ ❢✐♥ ❞❡❧ ❜✉❝❧❡ ✯✴

✴✯
❈♦♠♦ ❢✭①✮ ❡s ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥✱ ♣❛r❛ ❡✈❛❧✉❛r ❢✭①✮ ❡♥ ❳❬✐❪ ❡♥ ❡❧

❜✉❝❧❡ ❛♥t❡r✐♦r s❡♥❝✐❧❧❛♠❡♥t❡
❤❛❝❡♠♦s ❢✭❳❬✐❪✮✱ ♣❡r♦ ❝♦♠♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❢♥ ♥♦ ❡stá

❞❡❢✐♥✐❞❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥
♣❛r❛ ❡✈❛❧✉❛r ❢♥ ❡♥ ❳❬✐❪ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ❡♠♣❧❡❛r s✉❜st ♣❛r❛

s✉st✐t✉✐r ① ♣♦r ❳❬✐❪ ❡♥ ❢♥✳

❯♥❛ ✈❡③ t❡♥❡♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❬❬♥✷✱ ❡rr♦r✷
❪✱ ✳✳✳✱ ❬♥◆✱ ❡rr♦r◆❪❪

❣❡♥❡r❛♠♦s ❧❛s ❣rá❢✐❝❛s ♣❡❞✐❞❛s ✐❣✉❛❧ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✷✱
❧❛s ♠♦str❛♠♦s ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛

❝♦♥ ✇①♣❧♦t✷❞ ② ❧❛s ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❞♦s ❛r❝❤✐✈♦s ❝♦♥ ❢♦r♠❛t♦ ✳
❡♣s

✯✴

♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ✧❡rr♦r✲✈s✲♥✲❧✐♥❡❛❧✲❆✳❡♣s✧❪✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✮✱

♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✱ ❬❧♦❣①❪✱ ❬❧♦❣②❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ✧❡rr♦r✲✈s✲♥✲
❧♦❣✲❆✳❡♣s✧❪✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✱ ❬❧♦❣①❪✱ ❬❧♦❣②❪✮

✮✩

❢✉♥❝✐♦♥✸❇✭❢✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ◆✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬t♦❧♥❡✇t♦♥✱ ❡♣s✐❧♦♥✱ ♥✱ ❢♥✱ ❣✱ ❛✉①✱
①❞✐❢♠❛①✱ t❤✐s❡♣s✐❧♦♥❪✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70
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✴✯ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ✈❛♠♦s ❛ r❡❝♦rr❡r ❡❧ ♠✐s♠♦ ❜✉❝❧❡ q✉❡ ❛♥t❡s ♣❡r♦
❝❛❧❝✉❧❛r❡♠♦s ❡❧ ❡rr♦r

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❝❛❞❛ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ♦r❞❡♥ ♥ ❞❡ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ♠ás
♣r❡❝✐s❛ q✉❡ ❝♦♠♦ s❡

❤✐③♦ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r✳ ❆❤♦r❛✱ ❡♥ ❧✉❣❛r ❞❡
s❡♥❝✐❧❧❛♠❡♥t❡ ♠✉❡str❡❛r ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛

❡♥tr❡ ❢✭①✮ ② ❢♥✭①✮ ❡♥ t♦❞♦ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ② t♦♠❛r ❡❧ ♠á①✐♠♦
❞❡ ❡s❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s✱ ❧♦ q✉❡

❤❛r❡♠♦s s❡rá ❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ♠á①✐♠♦ r❡❛❧ ❞❡ ❞✐❝❤❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛✱
r❡s♦❧✈✐❡♥❞♦ ♣♦r ❡❧ ♠ét♦❞♦

❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❡❝✉❛❝✐ó♥✱ t❛❧ ② ❝♦♠♦ s❡ ✐♥❞✐❝❛
❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❞❡❧

❡①❛♠❡♥✳
✯✴

✴✯ ❈❛r❣❛♠♦s ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❞❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♣♦r ❡❧
♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✯✴

❧♦❛❞✭♥❡✇t♦♥✶✮✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ t♦❧♥❡✇t♦♥ ❝♦♠♦ ❡❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ ❝♦♥
❡❧ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s ❛♣❧✐❝❛r
❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ✯✴

t♦❧♥❡✇t♦♥ ✿ ✶✵❫✭✲✹✮✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❡♣s✐❧♦♥ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❧✐st❛ ✈❛❝í❛ ❡♥ ❧❛
q✉❡ ✐r❡♠♦s ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❧♦s
s✉❝❡s✐✈♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ❡rr♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❝❛❞❛ ✈❛❧♦r ❞❡ ♥

✯✴

❡♣s✐❧♦♥ ✿ ❬❪✱

❢♦r ♥ ✿ ✷ t❤r✉ ◆ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

✴✯ ❈♦♠♦ ❧❛s ♦♣❡r❛❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❡st❡ ❜✉❝❧❡ ❧❧❡✈❛♥
❜❛st❛♥t❡ t✐❡♠♣♦ ✈❛♠♦s s❛❝❛r
♣♦r ♣❛♥t❛❧❧❛ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ♥✱ ♣❛r❛ s❛❜❡r ♣♦r ❞ó♥❞❡ ✈❛♠♦s

✯✴

♣r✐♥t✭✧✈❛♠♦s ♣♦r ♥ ❂ ✧✱ ♥✮✱

✴✯ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❢♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❡st❡ ✈❛❧♦r ❞❡ ♥ ✯✴

❢♥ ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭❢✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ♥✮✱

✴✯ ❢♥ ❡s ✐❣✉❛❧ ❛ ❢✭①✮ ❡♥ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ❡♠♣❧❡❛❞♦s

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70
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CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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♣❛r❛ ❧❛ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥✳
▲❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❢✭①✮ ✲ ❢♥ ❛❧❝❛♥③❛ ✉♥ ♠á①✐♠♦ ✭♦ ♠í♥✐♠♦✮

❧♦❝❛❧ ♣❛r❛ ✉♥ ✈❛❧♦r ❞❡
① s✐t✉❛❞♦ ❡♥tr❡ ❝❛❞❛ ❞♦s ♥♦❞♦s ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥

❝♦♥s❡❝✉t✐✈♦s✳ P❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r
❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞♦♥❞❡ s❡ ❛❧❝❛♥③❛♥ ❡st♦s ♠á①✐♠♦s ✭♦ ♠í

♥✐♠♦s✮ ❧♦❝❛❧❡s t❡♥❡♠♦s
q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ❞ó♥❞❡ s❡ ❛♥✉❧❛ ❧❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ ❧❛

❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❢✭①✮ ✲ ❢♥✳
❉❡❢✐♥✐♠♦s ❣ ❝♦♠♦ ❧❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❧❛

❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ② ❢✭①✮✿ ✯✴

❣ ✿ ❞✐❢❢✭ ❢✭①✮ ✲ ❢♥✱ ①✱ ✶ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s ♥♦❞♦s ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s
❛ ❡st❡ ✈❛❧♦r ❞❡ ♥ ✯✴

❛✉① ✿ s♦rt✭ ❢❧♦❛t✭ ♠❛❦❡❧✐st✭

✭✭✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪ ✰ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪✮✴✷✮ ✰ ✭✭✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ✲
✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✮✴✷✮ ✯ ❝♦s✭ ✭✷✯✐ ✲ ✶✮✯ ✪♣✐✴✭✷✯♥✮ ✮

✱ ✐✱ ✶✱ ♥✱ ✶ ✮ ✮ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s ♣✉♥t♦s ♠❡❞✐♦s ❡♥tr❡ ♥♦❞♦s ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐
ó♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈♦s ✯✴

❛✉① ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ✭❛✉①❬✐❪ ✰ ❛✉①❬✐✰✶❪✮ ✴ ✷✱ ✐✱ ✶✱ ♥✲✶✱ ✶ ✮✱

✴✯ ❘❡s♦❧✈❡♠♦s ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❣✭①✮ ❂ ✵ t♦♠❛♥❞♦ ❝♦♠♦ ♣✉♥t♦ ❞❡
♣❛rt✐❞❛ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❡st♦s
♣✉♥t♦s ✐♥t❡r♠❡❞✐♦s ❡♥tr❡ ❧♦s ♥♦❞♦s ❞❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥✱

❡st♦ ♥♦s ❞❛ ❧❛ ❝♦❧❡❝❝✐ó♥
❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ① ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❛❧❝❛♥③❛ ✉♥ ♠á①✐♠♦ ♦

♠í♥✐♠♦ ❧♦❝❛❧ ✯✴

①❞✐❢♠❛① ✿ ❬❪✱

❢♦r ❥ ✿ ✶ t❤r✉ ♥✲✶ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

①❞✐❢♠❛① ✿ ❛♣♣❡♥❞✭①❞✐❢♠❛①✱ ❬♥❡✇t♦♥✭ ❣✱ ①✱ ❛✉①❬❥❪✱
t♦❧♥❡✇t♦♥ ✮❪✮

✮✱

✴✯ ❊❧ ❡rr♦r q✉❡ ❡st❛♠♦s ❜✉s❝❛♥❞♦ ❡s ❧❛ ♠á①✐♠♦ ❞❡ ❧♦s
✈❛❧♦r❡s ❛❜s♦❧✉t♦s ❞❡ ❧❛s
❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❢ ✲ ❢♥✳ ❊st❡ ✈❛❧♦r ♠á①✐♠♦ ❡st❛rá✱ ♦ ❜✐❡♥ ❡♥

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
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- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣✉♥t♦s
✧①❞✐❢♠❛①✧ ❛♥t❡r✐♦r❡s✱ ♦ ❜✐❡♥ ❡♥ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❡①tr❡♠♦s ❞❡❧

✐♥t❡r✈❛❧♦✳
❊✈❛❧✉❛♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ❛❜s♦❧✉t♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❢ ✲ ❢♥ ❡♥

t♦❞♦s ❧♦s ♣✉♥t♦s ❞♦♥❞❡
s❡ ❛❧❝❛♥③❛♥ ❡①tr❡♠♦s ❧♦❝❛❧❡s ② ❧♦ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ t❤✐s❡♣s✐❧♦♥✳ ✯✴

t❤✐s❡♣s✐❧♦♥ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❛❜s✭ ❢❧♦❛t✭ s✉❜st✭①❞✐❢♠❛①❬✐❪✱ ①✱ ❢✭
①✮ ✲ ❢♥✮ ✮ ✮✱ ✐✱ ✶✱ ♥✲✶✱ ✶ ✮✱

✴✯ ❊✈❛❧✉❛♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ❛❜s♦❧✉t♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧♦s
❡①tr❡♠♦s ❞❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ②
❧♦ ❛ñ❛❞✐♠♦s ❛ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s t❤✐s❡♣s✐❧♦♥✳ ✯✴

t❤✐s❡♣s✐❧♦♥ ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ t❤✐s❡♣s✐❧♦♥✱ ❛❜s✭ ❢❧♦❛t✭ ❬s✉❜st✭
✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ①✱ ❢✭①✮ ✲ ❢♥✮❪ ✮ ✮ ✮✱

t❤✐s❡♣s✐❧♦♥ ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ t❤✐s❡♣s✐❧♦♥✱ ❛❜s✭ ❢❧♦❛t✭ ❬s✉❜st✭
✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪✱ ①✱ ❢✭①✮ ✲ ❢♥✮❪ ✮ ✮ ✮✱

✴✯ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ♥♦s q✉❡❞❛♠♦s ❝♦♥ ❡❧ ♠á①✐♠♦ ❞❡ t♦❞♦s ❡s♦s
✈❛❧♦r❡s✿ ✯✴

❡♣s✐❧♦♥ ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ ❡♣s✐❧♦♥✱ ❬❬♥✱ ❛♣♣❧②✭ ♠❛①✱ t❤✐s❡♣s✐❧♦♥ ✮
❪❪ ✮

✮✱ ✴✯ ❢✐♥ ❞❡❧ ❜✉❝❧❡ ✯✴

✴✯ ❊st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♥♦s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ ✉♥❛ ❡st✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡rr♦r
♠✉② ♣r❡❝✐s❛✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡
❧❛ r❡❛❧✐③❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐♦♥✸❆ só❧♦ ♥♦s ❞❛❜❛ ✉♥❛

❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ✭q✉❡ ❛❞❡♠ás s✐❡♠♣r❡
❡s ♠❡♥♦r q✉❡ ❡❧ ❡rr♦r ♠á①✐♠♦ r❡❛❧✮✳ ❊❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡❧

❡rr♦r ❝♦♥ ❢✉♥❝✐♦♥✸❇ ❧❧❡✈❛
♠✉❝❤♦ ♠ás t✐❡♠♣♦ q✉❡ ❝♦♥ ❢✉♥❝✐♦♥✸❆ s✐ ♥ ❡s ❣r❛♥❞❡✱ ❛ ❧❛

✈✐st❛ ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❞♦s ♣♦r ❛♠❜❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ➽♠❡r❡❝❡ ❧❛ ♣❡♥❛ ❡❧

t✐❡♠♣♦ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❝á❧❝✉❧♦❄

❯♥❛ ✈❡③ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❬❬♥✷✱ ❡rr♦r✷❪✱
✳✳✳✱ ❬♥◆✱ ❡rr♦r◆❪❪ ❣❡♥❡r❛♠♦s

❧❛s ❣rá❢✐❝❛s ♣❡❞✐❞❛s ✐❣✉❛❧ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✷✱ ❧❛s
♠♦str❛♠♦s ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛ ❝♦♥

✇①♣❧♦t✷❞ ② ❧❛s ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❞♦s ❛r❝❤✐✈♦s ❝♦♥ ❢♦r♠❛t♦ ✳
❡♣s✱ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ❛♥t❡s ✯✴

♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ✧❡rr♦r✲✈s✲♥✲❧✐♥❡❛❧✲❇✳❡♣s✧❪✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✇①♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✮✱

♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✱ ❬❧♦❣①❪✱ ❬❧♦❣②❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ✧❡rr♦r✲✈s✲♥✲
❧♦❣✲❇✳❡♣s✧❪✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❡♣s✐❧♦♥❪✱ ❬❧♦❣①❪✱ ❬❧♦❣②❪✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✹

❊♠♣❧❡❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❢✐♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✶ ♣❛r❛ ♣r♦❣r❛♠❛r ✉♥❛
❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ ❣❡♥❡r❡ ❧❛

❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥❛ ❝♦♥ ♥♦❞♦s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈
❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ② ❂ ❢✭①✮✱

❞❡❢✐♥✐❞❛ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ✐♠♣❧í❝✐t❛ ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵✱ ❝♦♥ ①
t♦♠❛♥❞♦ ✈❛❧♦r❡s ❡♥ ✉♥

❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❢✐♥✐t♦ ❬❛✱ ❜❪✳

✐♥♣✉t✿
❋✿ ❢✉♥❝✐ó♥ ❋✭①✱ ②✮✳
✐♥t❡r✈❛❧♦✿ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❬❛✱ ❜❪✳
♥✿ ♦r❞❡♥ ♥ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥✳
②✵✿ ✈❛❧♦r ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ② ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵ ♣♦r ♠❡❞✐♦

❞❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
✭✈❡r ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✷ ❞❡❧ t❡♠❛ ✷✳✽✮✳

♦✉t♣✉t✿
❆♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥❛ ❝♦♥ ♥ ♥♦❞♦s ❞❡

❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
② ❂ ❢✭①✮✱ ❞❡❢✐♥✐❞❛ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ✐♠♣❧í❝✐t❛ ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❋✭①✱

②✮ ❂ ✵✱ ❝♦♥ ① t♦♠❛♥❞♦
✈❛❧♦r❡s ❡♥ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❬❛✱ ❜❪✳

❙❖▲❯❈■❖◆ ✹

▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✹ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✧❢✉♥❝✐♦♥✹✧✱
❝✉②♦ ❝ó❞✐❣♦ s❡ ✐♥❝❧✉②❡

❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳
✯✴

✴✯ ❊st❡ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❡s ♣rá❝t✐❝❛♠❡♥t❡ ✐♥♠❡❞✐❛t♦ s✐ t♦♠❛♠♦s ❝♦♠♦
♣✉♥t♦ ❞❡ ♣❛rt✐❞❛ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s
q✉❡ t❡♥❡♠♦s ②❛ ♣r♦❣r❛♠❛❞❛s✳ ❚♦❞♦ ❧♦ r❡❧❛t✐✈♦ ❛ ❞❡❢✐♥✐r ✉♥❛

❢✉♥❝✐ó♥ ❢✭①✮ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵ ②❛ ❧♦ t❡♥❡♠♦s

♣r♦❣r❛♠❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✧
q✉❡ ♣r♦❣r❛♠❛♠♦s ♣❛r❛ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✷ ❞❡❧ t❡♠❛ ✷✳✽ ✭t❛❧ ② ❝♦♠♦

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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s❡ ✐♥❞✐❝❛❜❛ ❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✮✳
❉❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❧♦ ú♥✐❝♦ q✉❡ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s ❤❛❝❡r ❡s ❧❧❛♠❛r ❛ ❧❛

❢✉♥❝✐ó♥ ✧s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✧ ② ❛ ❧❛
❢✉♥❝✐ó♥ ✧❢✉♥❝✐♦♥✶✧ ❞❡❢✐♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❞❡ ❡st❡

❡①❛♠❡♥✳ ✯✴

✴✯ ❈♦♠❡♥③❛♠♦s ❝❛r❣❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✧ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❞❛ ❡♥
❧❛ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛ ❧♦s
❡❥❡r❝✐❝✐♦s ❞❡❧ t❡♠❛ ✷✳✽ ✯✴

✴✯ ❋❯◆❈■❖◆ ✧s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✧
❘❡s✉❡❧✈❡ ♥✉♠ér✐❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵ ♣❛r❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ② ♣♦r

♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
■♥♣✉t✿
❋ ❂ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ ❞❡❢✐♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❋ ❂ ✵
② ❂ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s ❞❡s♣❡❥❛r
②✵ ❂ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♣❛rt✐❞❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥

❖✉t♣✉t✿
✈❛❧♦r ❞❡ ② ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❋ ❂ ✵ ✯✴

s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭❋✱ ②✱ ②✵✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❡♣s✐❧♦♥❪✱

✴✯ ❝❛r❣❛♠♦s ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ♥❡✇t♦♥✶ ✯✴

❧♦❛❞✭♥❡✇t♦♥✶✮✱

✴✯ ❡♣s✐❧♦♥ ❂ t♦❧❡r❛♥❝✐❛ ✭s✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❤❡♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥
❝♦♥ ✉♥ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❛❝❡♣t❛❜❧❡ ❝✉❛♥❞♦ ❋✭①✱ ②✮ ❁ ❡♣s✐❧♦♥✮ ✯✴

❡♣s✐❧♦♥ ✿ ✶✵❫✭✲✻✮✱

♥❡✇t♦♥✭❋✱ ②✱ ②✵✱ ❡♣s✐❧♦♥✮

✮✩

✴✯ ❢✐♥ ✯✴

✴✯ ❯♥❛ ✈❡③ ❝❛r❣❛❞❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✧ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
✧❢✉♥❝✐♦♥✹✧ ✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✹✭❋✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ♥✱ ②✵✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬s♦❧✉❝✐♦♥❪✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛✉①✐❧✐❛r ✧❢❛✉①✐❧✐❛r✧ ❝♦♠♦ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠
ér✐❝❛ ❞❡ ❋✭①✱ ②✮ ❂ ✵✱
r❡s♦❧✈✐❡♥❞♦ ♣❛r❛ ② ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ① ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✧s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✧

✯✴

❢❛✉①✐❧✐❛r✭①✮ ✿❂ s♦❧✈❡♥❡✇t♦♥✭ ❋✭①✱ ②✮✱ ②✱ ②✵ ✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✴✯ P❛r❛ ♣♦❞❡r ❡♠♣❧❡❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r ❝♦♠♦ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t♦ ♣❛r❛
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧❢✉♥❝✐♦♥✶✧✱
♥❡❝❡s✐t❛♠♦s q✉❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛r s❡❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ① ✭②

♥♦ ✉♥❛ ♠❡r❛ ❡①♣r❡s✐ó♥✮✱
② ♣♦r ❡s❡ ♠♦t✐✈♦ ♥♦ ♣♦❞❡♠♦s ❞❡❢✐♥✐r❧❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧✳

P♦r ❡s❡ ♠♦t✐✈♦ ❤❡♠♦s
❞❡❢✐♥✐❞♦ ✧❢❛✉①✐❧✐❛r✧ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ❧❛ ✐♥str✉❝❝✐ó

♥ ❛♥t❡r✐♦r✳
❆❤♦r❛ ❧♦ ú♥✐❝♦ q✉❡ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ❤❛❝❡r ❡s ❧❧❛♠❛r ❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧

❢✉♥❝✐♦♥✶✧ ♦♣❡r❛♥❞♦ s♦❜r❡
❡st❛ ✧❢❛✉①✐❧✐❛r✧ ✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥ ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭❢❛✉①✐❧✐❛r✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ♥✮✱

✴✯ ❯♥❛ ✈❡③ t❡♥❡♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛❞♦r q✉❡ ♣❡❞í❛
❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❡❧✐♠✐♥❛♠♦s
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧❢❛✉①✐❧✐❛r✧ q✉❡ ②❛ ♥♦ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s ✯✴

❦✐❧❧✭❢❛✉①✐❧✐❛r✮✱

✴✯ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ r❡t♦r♥❛♠♦s ❡❧ ♣♦❧✐♥♦♥✐♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛❞♦r ♣❡❞✐❞♦ ✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥

✮✩

✴✯ ❋■◆ ❞❡ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ✇①▼❛①✐♠❛✱ s❡♣t✐❡♠❜r❡
❞❡ ✷✵✶✶ ✯✴

✴✯ ❈ ❖ ▼ ❊ ◆ ❚ ❆ ❘ ■ ❖ ❙ ❆ ❉ ■ ❈ ■ ❖ ◆ ❆ ▲ ❊ ❙✱ ❙ ❖ ▲ ❖ P ❖ ❘ ❈ ❯ ❘
■ ❖ ❙ ■ ❉ ❆ ❉

❚♦❞♦s ❧♦s ❝♦♠❡♥t❛r✐♦s ✐♥❝❧✉✐❞♦s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ ♥♦ ❢♦r♠❛♥ ♣❛rt❡ ❞❡❧
t❡♠❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ ❛s✐❣♥❛t✉r❛✱ ❧♦s ✐♥❝❧✉✐♠♦s só❧♦ ♣♦r ❝✉r✐♦s✐❞❛❞✱

♣❛r❛ ❛q✉❡❧❧♦s ❛❧✉♠♥♦s ✐♥t❡r❡s❛❞♦s ❡♥ ♣r♦❢✉♥❞✐③❛r ✉♥ ♣♦❝♦ ♠ás ❡♥
❡st❛s ❝✉❡st✐♦♥❡s✳

❯♥❛ ✈❡③ ♣r♦❣r❛♠❛❞❛s ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ❡❥❡r❝✐❝✐♦s ✶ ② ✷ ❡s
✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❡♠♣❧❡❛r❧❛s ♣❛r❛ ✈❡r ❝ó♠♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛ ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡
✐♥t❡r♣♦❧❛❝✐♦♥❡s✳ ❖❜✈✐❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❡s
♣❡♦r ♣❛r❛ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ q✉❡ ♣❛r❛ ❧❛ ♣r♦♣✐❛ ❢✉♥❝✐ó♥✱ ② ❡s
♣❡♦r ♣❛r❛ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ q✉❡ ♣❛r❛ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛✱ ② ❛sí
s✉❝❡s✐✈❛♠❡♥t❡ s✐ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❛♣r♦①✐♠❛❝✐♦♥❡s ❛ ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❞❡
♦r❞❡♥ s✉♣❡r✐♦r ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❞❡r✐✈❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦
✐♥t❡r♣♦❧❛❞♦r ✭❡♥ ❢ís✐❝❛ ❡s ♣♦❝♦ ❤❛❜✐t✉❛❧ tr❛❜❛❥❛r ❝♦♥ ❞❡r✐✈❛❞❛s
❞❡ ♦r❞❡♥ ♠❛②♦r q✉❡ ✷✮✳ ❉❡ t♦❞❛s ❢♦r♠❛s✱ s✐ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❢✭①✮ ❡s

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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s✉❢✐❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ s✉❛✈❡✱ ❡st❡ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ rá♣✐❞❛♠❡♥t❡
❛❧❝❛♥③á♥❞♦s❡ ✉♥❛ ♣r❡❝✐s✐ó♥ ❡①❝❡❧❡♥t❡✱ t❛♥t♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó
♥ ❞❡ ❢✭①✮ ❝♦♠♦ ❞❡ s✉s ❞♦s ♣r✐♠❡r❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s✱ ♣❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ♥
♥♦ ❞❡♠❛s✐❛❞♦ ❣r❛♥❞❡s ✭❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ✉♥❛s ♣♦❝❛s ❞❡❝❡♥❛s✮✳ P♦r

s✉♣✉❡st♦ ❡①✐st❡ ✉♥❛ t❡♦rí❛ ♠❛t❡♠át✐❝❛ q✉❡ ❡①♣❧✐❝❛ ❝✉á♥❞♦ ❡st♦s
❞❡s❛rr♦❧❧♦s s♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ② ❝✉❛♥❞♦ ♥♦✱ ② q✉é ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ t✐❡♥❡♥✱ ♣❡r♦ ❡st❡ ♥♦ ❡s ❡❧ ❧✉❣❛r ♣❛r❛ ❡①♣♦♥❡r
❞✐❝❤❛ t❡♦rí❛ ✭❧♦s ❛❧✉♠♥♦s ✐♥t❡r❡s❛❞♦s ♣✉❡❞❡♥ ❝♦♥s✉❧t❛r ❡❧ t❡♠❛
❞❡ ✧■♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥❛ ❝♦♥ ♥♦❞♦s ❞❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈✧ ❡♥
❝✉❛❧q✉✐❡r ❧✐❜r♦ ❞❡ ❝á❧❝✉❧♦ ♥✉♠ér✐❝♦✮✳

P❛r❛ ❡①♣❧♦r❛r ❡❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡st♦s ❞❡s❛rr♦❧❧♦s s❡ ♣✉❡❞❡
❡❥❡❝✉t❛r ❡st❡ ❝ó❞✐❣♦✿

✐♥t ✿ ❬✲✷✱ ✹❪✩
♦r❞❡♥ ✿ ✽✩
❆✭①✮ ✿❂ ❡①♣✭①✮❀
❇✭①✮ ✿❂ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭❆✱ ✐♥t✱ ♦r❞❡♥✮❀
❢✉♥❝✐♦♥✷✭❆✱ ✐♥t✱ ❇✮❀

✈❛r✐❛♥❞♦ ❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥✱ t❛♠❜✐é♥ s❡ r❡❝♦♠✐❡♥❞❛ ♣r♦❜❛r
❝♦♥ ♦tr❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ② ♦tr♦s ✐♥t❡r✈❛❧♦s✳ ❖tr♦ ❡❥❡♠♣❧♦

✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❡s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡♥✭✇ ①✮ ❡♥ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❬✲♣✐✱ ♣✐❪
♣❛r❛ ❞✐st✐♥t♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ✇✳ ❆ ♠❡❞✐❞❛ q✉❡
❛✉♠❡♥t❛♠♦s ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛✉♠❡♥t❛r ❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❧❛
❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ t❡♥❡r ✉♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❜✉❡♥❛✳ ❯♥ ❡❥❡r❝✐❝✐♦
✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❡s✱ ❡♥t♦♥❝❡s✱ ❤❛❝❡r ✉♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡❧
♦r❞❡♥ ♠í♥✐♠♦ ♥❡❝❡s❛r✐♦ ♣❛r❛ ✉♥❛ ❜✉❡♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❡♥ ❢✉♥❝✐ó♥
❞❡ ✇✳ ✭P♦r ❝✐❡rt♦✱ ♣❛r❛ ❢✉♥❝✐♦♥❡s q✉❡ ❝✉♠♣❧❡♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡
❝♦♥t♦r♥♦ ♣❡r✐ó❞✐❝❛s✱ ❝♦♠♦ s❡♥✭✇ ①✮ ❡♥ ❬✲♣✐✱ ♣✐❪✱ t✐❡♥❡ ♠ás
s❡♥t✐❞♦ ❤❛❝❡r ❞❡s❛rr♦❧❧♦s ❜❛s❛❞♦s ❡♥ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s s❡♥ ② ❝♦s
q✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧♦s ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧❡s✱ ♣❡r♦ ❞❡ t♦❞❛s ❢♦r♠❛s ❡s ✉♥
❡❥❡♠♣❧♦ ✐♥t❡r❡s❛♥t❡✮✳

▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✷ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ ❛♣r❡❝✐❛r ✈✐s✉❛❧♠❡♥t❡ ❧❛
❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ r❡❛❧✐③❛❞❛ ✭❧♦ ❝✉❛❧ ❡s ♠✉② ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♣❛r❛ ❡♥t❡♥❞❡r ❝ó♠♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛♥ ❡st❛s ❛♣r♦①✐♠❛❝✐♦♥❡s✮ ♣❡r♦ ♥♦ ♥♦s
♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛ ❝✉❛♥t✐t❛t✐✈❛ r❡❛❧♠❡♥t❡ ♦❜❥❡t✐✈❛ ❞❡ ❡s❛

❝❛❧✐❞❛❞✳ ❊s❛ ♠❡❞✐❞❛ ❡s ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ❧♦ q✉❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡♥ ❡❧
❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✸✳ ❉❡ ❧❛s ❞♦s ❣rá❢✐❝❛s ❞❡❧ ❡rr♦r ❢r❡♥t❡ ❛❧ ♦r❞❡♥ ❞❡
❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❞❛s ♣♦r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✸
❧❛ ♠ás ✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❡s ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡s❝❛❧❛ ❧♦❣❛rít♠✐❝❛✳
❙✉♣♦♥❣❛♠♦s q✉❡ ❡❧ ❡rr♦r ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❝♦♥ ❡❧ ♦r❞❡♥ ♥ ❞❡ ❢♦r♠❛
♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❧ ❛ ♥❫✭✲♣✮ ♣❛r❛ ✉♥ ❝✐❡rt♦ ♥ú♠❡r♦ ♣ ❃ ✵✳ ❊♥ ❡s❡ ❝❛s♦
✈❡rí❛♠♦s q✉❡✱ ♣❛r❛ ♥ s✉❢✐❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ ❣r❛♥❞❡✱ ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❧♦❣❛rí
t♠✐❝❛ ❞❡❧ ❡rr♦r s❡ ❛♣r♦①✐♠❛ ❛ ✉♥❛ r❡❝t❛ ❝♦♥ ♣❡♥❞✐❡♥t❡ ✲♣✳
❈✉❛♥❞♦ s✉❝❡❞❡ ❡st♦ s❡ ❞✐❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❡s
❛❧❣❡❜rá✐❝❛✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ s✐ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❢✭①✮ q✉❡ ❡st❛♠♦s
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❛♣r♦①✐♠❛♥❞♦ ❡s s✉❢✐❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ s✉❛✈❡✱ ❡♥ ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❧♦❣❛rít♠✐❝❛
❞❡❧ ❡rr♦r ✈❡r❡♠♦s q✉❡ ést❡ ♥♦ s❡ ❛♣r♦①✐♠❛ ❛ ✉♥❛ r❡❝t❛✱ s✐♥♦

q✉❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❞✐s♠✐♥✉❝✐ó♥ ❞❡ ▲♥✭❡♣s✐❧♦♥✮ ❢r❡♥t❡ ❛ ▲♥✭♥✮
❡s ❝❛❞❛ ✈❡③ ♠❛②♦r✳ ❈✉❛♥❞♦ s✉❝❡❞❡ ❡st♦ s❡ ❞✐❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡s ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧✳ ▲❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❡s ❧❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ♠ás ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❧♦s
❞❡s❛rr♦❧❧♦s ❜❛s❛❞♦s ❡♥ ✧■♥t❡r♣♦❧❛❝✐ó♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥❛ ❝♦♥ ♥♦❞♦s ❞❡
❈❤❡❜②s❤❡✈✧✳ ❊st❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ só❧♦ s❡ ❛❧❝❛♥③❛ s✐
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s ❛♣r♦①✐♠❛r ❡s s✉❢✐❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡ s✉❛✈❡✱ ❡♥
❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦ só❧♦ t❡♥❞r❡♠♦s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝✐❛ ❛❧❣❡❜rá
✐❝❛✱ ❝♦♥ ✉♥ ❡①♣♦♥❡♥t❡ ♣ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦ ♣♦r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛
❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s ❛♣r♦①✐♠❛r ② s✉s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❡♥ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦
❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦✳ P♦r s✉♣✉❡st♦✱ ❡st❡ ♥♦ ❡s ❡❧ t❡♠❛ ❞❡ ❡st❛

❛s✐❣♥❛t✉r❛✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ♥♦ ♣r♦❢✉♥❞✐③❛r❡♠♦s ♠ás ❡♥ ❡st♦✳

❚❡ór✐❝❛♠❡♥t❡ ✉♥♦ ♣♦❞rí❛ s❡❣✉✐r ❛✉♠❡♥t❛♥❞♦ ❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❡st♦s
❞❡s❛rr♦❧❧♦s ✐♥❞❡❢✐♥✐❞❛♠❡♥t❡✱ ② ❤❛❝❡r q✉❡ ❡❧ ❡rr♦r ❞❡ ❧❛
❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ t❡♥❞✐❡s❡ ❛ ❝❡r♦✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦✱ ❝♦♠♦ ❡st❛♠♦s
❤❛❝✐❡♥❞♦ t♦❞❛s ❧❛s ♦♣❡r❛❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛s ❝♦♥ ♣r❡❝✐s✐ó♥ ❢✐♥✐t❛✱
❧♦ q✉❡ ❝♦♥❧❧❡✈❛ ✉♥ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ❡rr♦r ❞❡ r❡❞♦♥❞❡♦ ✭❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡
✶✵❫✭✲✶✻✮ ❡♥ ❧♦s P❈s ❤❛❜✐t✉❛❧❡s✮✱ ❧♦ q✉❡ s❡ ♦❜s❡r✈❛rá ❡♥ ❧❛ ❣rá
❢✐❝❛ ❞❡❧ ❡rr♦r ❡s q✉❡✱ ✉♥❛ ✈❡③ q✉❡ ést❡ ❤❛ ❞✐s♠✐♥✉✐❞♦ ❤❛st❛ ✉♥
♥ú♠❡r♦ ❞❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ✶✵❫✭✲✶✻✮✱ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❛❤í ②❛ ♥♦ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ♠
ás ♣♦r ♠✉❝❤♦ q✉❡ ❛✉♠❡♥t❡♠♦s ❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦✱ s✐♥♦ q✉❡
s❡ ♠❛♥t✐❡♥❡ ❡st❛❜❧❡✳

✯✴

9.3. Curso 2011-2012, convocatoria de junio

Ejercicio 1

Dada una función de densidad de probabilidad dependiente de n variables

(f(x1, x2, . . . , xn)) escriba una función que calcule el momento µi1,i2,...,in , definido

como

µi1,i2,...,in =

∫ b1

a1

· · ·

∫ bn

an

xi1
1 · xi2

2 · · · · · xin
n · f(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn

siendo [ai, bi] el intervalo donde puede tomar valores la variable xi.

input: • Función de densidad de probabilidad f(x1, x2, . . . , xn).

• Intervalos de definición [ai, bi] de todas estas variables.

• Multi-índice i1, i2, . . . , in correspondiente al momento µi1,i2,...,in que va a

calcularse.

output: • Momento µi1,i2,...,in .
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Ejercicio 2

Emplee la función programada en el ejercicio anterior para programar una nue-

va función que calcule la matriz de covariancia Σij de f(x1, x2, . . . , xn).

input: • Función de densidad de probabilidad f(x1, x2, . . . , xn).

• Intervalos de definición [ai, bi] de todas estas variables.

output: • Matriz de covariancia Σij de f(x1, x2, . . . , xn).

DATOS:

La matriz de covariancia Σij es la generalización al caso de n variables de la

variancia, se define como

Σij = 〈(xi − 〈xi〉) · (xj − 〈xj〉)〉 , i, j,= 1, . . . , n

donde la operación 〈x〉 denota el “valor promedio de x”. Recordando que la opera-

ción “tomar el promedio” es lineal, es inmediato comprobar que la matriz de cova-

riancia puede calcularse como

Σij = 〈xixj〉 − 〈xi〉 〈xj〉 , i, j,= 1, . . . , n

Ejercicio 3

Por definición es evidente que la matriz de covariancia es simétrica, por tanto

existe una base ortonormal de autovectores en la que esta matriz es diagonal.

Programe una función que calcule los autovectores de la matriz de covariancia

de f(x1, . . . , xn) y que exprese la densidad de probabilidad f(x1, . . . , xn) en térmi-

nos de las coordenadas (yj), definidas como las coordenadas respecto de la base

de autovectores de Σij.

input: • Función de densidad de probabilidad en términos de las variables de

partida f(x1, x2, . . . , xn).

output: • Función de densidad de probabilidad g(y1, y2, . . . , yn) en términos de las

coordenadas yi respecto a la base de autovectores de Σij.

Nota:
Para simplificar este problema suponga que el dominio de definición de todas

las coordenadas xi es R, por tanto también será este el dominio de definición de

las coordenadas yi.
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Solución

✴✯ P❘❯❊❇❆ ❊❱❆▲❯❆❇▲❊ ❉❊ P❘❖●❘❆▼❆❈■❖◆ ❊◆ ❲❳▼❆❳■▼❆✱ ❝♦♥✈♦❝❛t♦r✐❛ ❞❡
❥✉♥✐♦ ❞❡ ✷✵✶✷

❋ís✐❝❛ ❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ■✱ ✶❡r ❝✉rs♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❢ís✐❝❛
❉❡♣t✳ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ② ❞❡ ❋❧✉✐❞♦s✱ ❯◆❊❉✱ ❝✉rs♦ ✷✵✶✶✲✷✵✶✷

❊st❡ ❛r❝❤✐✈♦ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❞❡ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♣❡❞✐❞❛s
❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡✳

P❛r❛ ❡s❝r✐❜✐r❧♦ s❡ ❤❛ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❡❧ ❡❞✐t♦r ❞❡ t❡①t♦s ✧❑❲r✐t❡✧ ❡♥ ✉♥
P❈ ❝♦♥ ▲✐♥✉① ❋❡❞♦r❛ ✶✻✳

P❛r❛ ❝❛r❣❛r ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡s❞❡ ✇①▼❛①✐♠❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡❥❡❝✉t❛r✿

❜❛t❝❤❧♦❛❞✭ ❝♦♥❝❛t✭ ♣❛t❤✱ ✧✷✵✶✷✲❏✲❘✳♠❝✧ ✮ ✮❀

❞♦♥❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❡s ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦

✷✵✶✷✲❏✲❘✳♠❝ ❡♥ ❡❧ ❞✐s❝♦✱ ♣✳ ❡❥✳ ♣❛t❤ ♣♦❞rí❛ s❡r ❛❧❣♦ ♣❛r❡❝✐❞♦ ❛

♣❛t❤ ✿ ✧✴❤♦♠❡✴✉s✉❛r✐♦✴❋✐s✐❝❛✲❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✲✶✴▼❛①✐♠❛✴❡①❛♠❡♥
✴✧❀

✯✴

✴✯
❊❏❊❘❈■❈■❖ ✶

❋✉♥❝✳ ♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✿ ❈❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❝r✉③❛❞♦ ❞❡ ♦r❞❡♥ ♠✐ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛ ①

❞❡❢✐♥✐❞❛ s♦❜r❡ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✐♥t✱ ❝♦♥ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❢ ✭
✈❡r ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✮✳

✯✴

♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✭❢✱ ①✱ ✐♥t✱ ♠✐✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬✐✱ ❛✉①❪✱
✴✯
■◆P❯❚✿

❢✿ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳
❙✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❢ ❡st❭✬❛ ❞❡❜✐❞❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛✱ ❡♥ ❝❛s♦

❝♦♥tr❛r✐♦ ❜❛st❛ ❝♦♥
r❡❞❡❢✐♥✐r ❢ ❝♦♠♦ ❢ ✿ ❢ ✴ ♠✉✵✳

①✿ ❧✐st❛ ❞❡ ❧❛s ✧♥✧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭①❬✶❪✱ ✳✳✳✱ ①❬♥❪✮ ❞❡ ❧❛s q✉❡
❞❡♣❡♥❞❡ ❢✳

✐♥t✿ ❧✐st❛ ❞❡ ❧♦s ✧♥✧ ✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❞❡❢✐♥✐❝✐❭✬♦♥
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❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❡♥✐❞❛s ❡♥ ✧①✧✱ s✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ✐♥t❬✐❪❬✶❪ ❁

✐♥t❬✐❪❬✷❪✳
♠✐✿ ♠✉❧t✐✲❭✬④❭✐⑥♥❞✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❝r✉③❛❞♦

q✉❡ ✈❛ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛rs❡✳
❖❯❚P❯❚✿ ♠♦♠❡♥t♦ ❝r✉③❛❞♦ ❞❡ ♦r❞❡♥ ♠✐❬✶❪✱ ♠✐❬✷❪✱ ✳✳✳✱ ♠✐❬♥❪ ❞❡ ❢✭①

❬✶❪✱ ✳✳✳✱ ①❬♥❪✮

❖❇❙✿ ❊st❡ ♣r♦❣r❛♠❛ r❡❛❧✐③❛ t♦❞❛s ❧❛s ✐♥t❡❣r❛❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❛ ❛♥❛❧❭✬④❭✐
⑥t✐❝❛ ✭♥♦ ♥✉♠❭✬❡r✐❝❛✮✱
s✉♣♦♥❡♠♦s ♣♦r t❛♥t♦ q✉❡ t♦❞❛s ❧❛s ✐♥t❡❣r❛❧❡s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ♣❛r❛

❡❧ ❝❭✬❛❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ♠♦♠❡♥t♦
❝r✉③❛❞♦ ♣❡❞✐❞♦ ♣✉❡❞❡♥ ❤❛❝❡r❞❡ ❞❡ ❢♦r♠❛ ❛♥❛❧❭✬④❭✐⑥t✐❝❛ s✐♥

♣r♦❜❧❡♠❛s✳
✯✴

✴✯ ❈♦♠❡♥③❛♠♦s r❡❛❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ✯✴

❛✉① ✿ ✐♥t❡❣r❛t❡✭①❬✶❪❫♠✐❬✶❪ ✯ ❢✱ ①❬✶❪✱ ✐♥t❬✶❪❬✶❪✱ ✐♥t❬✶❪❬✷❪✮
✱

✴✯ ❙❡❣✉✐❞❛♠❡♥t❡ ✈❛♠♦s r❡❛❧✐③❛♥❞♦ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ r❡❝✉rs✐✈❛ t♦❞❛s ❧❛s
✐♥t❡❣r❛❧❡s r❡st❛t❡s ✯✴

❢♦r ✐ ✿ ✷ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭①✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

❛✉① ✿ ✐♥t❡❣r❛t❡✭①❬✐❪❫♠✐❬✐❪ ✯ ❛✉①✱ ①❬✐❪✱ ✐♥t❬✐❪❬✶❪✱
✐♥t❬✐❪❬✷❪✮

✮✱

✴✯ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t❡ r❡t♦r♥❛♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❡❞✐❞❛ ✯✴

❛✉①

✮✩

✴✯
❊❏❊❘❈■❈■❖ ✷

❋✉♥❝✳ ♠❛tr✐③❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛✿ ❈❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛
❢✉♥❝✳ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞

❢✱ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❛s ① ❂ ④①✶✱ ✳✳✳✱ ①❴♥⑥✱
❞❡❢✐♥✐❞❛s s♦❜r❡ ❧♦s ✐♥t❡r✈❛❧♦s ✐♥t ❂

④✐♥t❴✶✱ ✳✳✳✱ ✐♥t❴♥⑥ ✭✈❡r ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✮✳
✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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♠❛tr✐③❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛✭❢✱ ①✱ ✐♥t✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬✐✱ ❥✱ ③❡r♦✱ ♣r♦♠❡❞✐♦s✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱
s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧❪✱

✴✯
■◆P❯❚✿

❢✿ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳
❙✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❢ ❡st❭✬❛ ❞❡❜✐❞❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛✱ ❡♥ ❝❛s♦

❝♦♥tr❛r✐♦ ❜❛st❛ ❝♦♥
r❡❞❡❢✐♥✐r ❢ ❝♦♠♦ ❢ ✿ ❢ ✴ ♠✉✵✳

①✿ ❧✐st❛ ❞❡ ❧❛s ✧♥✧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭①❬✶❪✱ ✳✳✳✱ ①❬♥❪✮ ❞❡ ❧❛s q✉❡
❞❡♣❡♥❞❡ ❢✳

✐♥t✿ ❧✐st❛ ❞❡ ❧♦s ✧♥✧ ✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❞❡❢✐♥✐❝✐❭✬♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❡♥✐❞❛s ❡♥ ✧①✧✱ s✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ✐♥t❬✐❪❬✶❪ ❁

✐♥t❬✐❪❬✷❪✳
❖❯❚P❯❚✿ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❞❡ ❢✭①❬✶❪✱ ✳✳✳✱ ①❬♥❪✮

❖❇❙✿ ❊st❡ ♣r♦❣r❛♠❛ ❡♠♣❧❡❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐❭✬♦♥ ✧♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✧ ❞❡❢✐♥✐❞❛ ♠
❭✬❛s ❛rr✐❜❛✳

✯✴

✴✯
❖❇❙✿

❊❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ✐♥❞✐❝❛ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❙✐❣♠❛ ❡st⑤✬❛
❞❛❞❛ ♣♦r ❁①❬✐❪✯①❬❥❪❃ ✲ ❁①❬✐❪❃❁①❬❥❪❃✱

♣♦r t❛♥t♦✱ ✉♥❛ ❢♦r♠❛ ❞✐r❡❝t❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ❡st❛ ♠❛tr✐③ ❡s✿

♠❛❦❡❧✐st✭ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❁①❬✐❪✯①❬❥❪❃ ✲ ❁①❬✐❪❃❁①❬❥❪❃✱ ❥✱ ✶✱
❧❡♥❣t❤✭①✮✮✱ ✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭①✮✮

❞♦♥❞❡ ❧♦s ♣r♦♠❡❞✐♦s ❁✳✳✳❃ ♣✉❡❞❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛rs❡ ❡♠♣❧❡❛♥❞♦ ❧❛
❢✉♥❝✐❭✬♦♥ q✉❡ ❛❝❛❜❛♠♦s ❞❡ ❞❡❢✐♥✐r✳

❆✉♥q✉❡ ❡st❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❡s
❝♦rr❡❝t❛✱ ❡s ♣♦❝♦ ❡❢✐❝✐❡♥t❡ ②❛

q✉❡ ♥♦ t✐❡♥❡ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧❛ s✐♠❡trí❛ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛✳ ❙❡❣❭✬✉♥ ✐♥❞✐❝❛ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦

❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❡s s✐♠❭✬❡tr✐❝❛✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❙✐❣♠❛❴④✐❥⑥
❂ ❙✐❣♠❛❴④❥✐⑥✱ ♣♦r t❛♥t♦✱ ♥♦s

♣♦❞❡♠♦s ❛❤♦rr❛r ❡❧ ❝❭✬❛❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s q✉❡ ❝❛❡♥ ♣♦r
❞❡❜❛❥♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ②❛ q✉❡ s♦♥

✐❣✉❛❧❡s ❛ ❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ♣♦r ❡♥❝✐♠❛ ❞❡ ❧❛
❞✐❛❣♦♥❛❧✳

❊♥ ❡st❡ ❡①❛♠❡♥ ❞❛♠♦s ♣♦r ✈❭✬❛❧✐❞♦ ❡❧ ❝❭✬❧❝✉❧♦ ❞✐r❡❝t♦ ✭♣♦❝♦
❡❢✐❝✐❡♥t❡✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❞❡❢✐♥✐❝✐❭✬♦♥✳ ❉❡ t♦❞❛s
❢♦r♠❛s✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐❭✬♦♥ s❡

♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ❝❭✬❛❧❝✉❧♦ ♠❭✬❛s ❡❢✐❝✐❡♥t❡✳
✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✴✯ ❈♦♠❡♥③❛♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛♥❞♦ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ♣r♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ①❬✐❪ ✭✐ ❂ ✶✱ ✳✳✳✱ ♥✮✳

❙✉♣♦♥✐❡♥❞♦ q✉❡ ❢ ❡st❭✬❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛✱ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❡st♦s
♣r♦♠❡❞✐♦s ❡st❭✬❛ ❞❛❞♦ ♣♦r ❧❛

✐♥t❡❣r❛❧ ♠❭✬✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ①❬✐❪ ✯ ❢✳ ❯♥❛ ♠❛♥❡r❛ ♠✉② s❡♥❝✐❧❧❛ ❞❡
♣r♦❣r❛♠❛r ❡st❡ ❝❭✬❛❧❝✉❧♦ ❡s

❡♠♣❧❡❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐❭✬♦♥ ♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✭❢✱ ①✱ ✐♥t✱ ♠✐✮ q✉❡
❛❝❛❜❛♠♦s ❞❡ ❞❡❢✐♥✐r✳

P❛r❛ ❡❧❧♦ ♥♦s ❢✐❥❛♠♦s q✉❡ s✐ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❡❧ ♠✉❧t✐✲❭✬④❭✐⑥♥❞✐❝❡
q✉❡ ❛♣❛r❡❝❡ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✳ ♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦

❝♦♠♦ ✉♥❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✧♥✧ ❝❡r♦s✱ ❡♥t♦♥❝❡s ✧♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✭ ❳ ✯ ❢✱
①✱ ✐♥t✱ ❬✵✱ ✵✱ ✳✳✳✱ ✵❪✮✧ r❡❛❧✐③❛

♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ♠❭✬✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❳ ✯ ❢✱ q✉❡ ❡s ❧♦ q✉❡
♥❡❝❡s✐t❛♠♦s✳

❉❡❢✐♥✐♠♦s ❡♥t♦♥❝❡s ③❡r♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✧♥✧ ❝❡r♦s✿ ✯✴

③❡r♦ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭✵✱ ✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭①✮✱ ✶✮✱

✴✯ ▲♦s ♣r♦♠❡❞✐♦s ❞❡ ❧❛s ♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❡♥✐❞❛s ❡♥ ① ♣✉❡❞❡♥
❝❛❧❝✉❧❛rs❡ s❡♥❝✐❧❧❛♠❡♥t❡ ❝♦♠♦✿ ✯✴

♣r♦♠❡❞✐♦s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✭ ①❬✐❪ ✯ ❢✱ ①✱ ✐♥t✱ ③❡r♦
✮✱ ✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭①✮✱ ✶✮✱

✴✯ ❯♥❛ ✈❡③ ❤❡♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❧♦s ♣r♦♠❡❞✐♦s✱ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s
❡❧❡♠❡♥t♦s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❡♠♣❧❡❛♥❞♦ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ s✐♠✐❧❛r ❛ ❧❛ q✉❡ ❛❝❛❜❛♠♦s

❞❡ ✉s❛r ✯✴

❞✐❛❣♦♥❛❧ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭

♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✭ ①❬✐❪❫✷ ✯ ❢✱ ①✱ ✐♥t✱ ③❡r♦✮ ✲
♣r♦♠❡❞✐♦s❬✐❪❫✷

✱ ✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭①✮✱ ✶✮✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❛❤♦r❛ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❝✉②♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s s❡❛♥
✐❣✉❛❧❡s ❛ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s
❞❡ ❙✐❣♠❛ ✭q✉❡ ❛❝❛❜❛♠♦s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛r✮✱ ② ❝✉②♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ♥♦

❞✐❛❣♦♥❛❧❡s s❡❛♥ ❝❡r♦✳

❯♥❛ ❢♦r♠❛ s❡♥❝✐❧❧❛ ❞❡ ❤❛❝❡r ❡st♦ ❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛♥❞♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛
❝♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡

❧❛ ♠❛tr✐③ ✐❞❡♥t✐❞❛❞ ✭❞❡ ♥ ❂ ❧❡♥❣t❤✭①✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s✮ ♣♦r ❧♦s

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❡❧❡♠❡♥t♦s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ ❙✐❣♠❛✳ ✯✴

❞✐❛❣♦♥❛❧ ✿ ✐❞❡♥t✭ ❧❡♥❣t❤✭①✮ ✮ ✯ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❛❤♦r❛ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❝✉②♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ♣♦r ❡♥❝✐♠❛ ❞❡ ❧❛
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❬s✉♣❡r✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡s❪
s❡❛♥ ❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ❙✐❣♠❛✱ ❝♦♥ t♦❞♦s ❧♦s

r❡st❛♥t❡s ❡❧❡♠❡♥t♦s ♥✉❧♦s ✯✴

s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ♠❛❦❡❧✐st✭

✐❢ ✭✐❃❥✮ t❤❡♥ ✭

♠♦♠❡♥t♦❝r✉③❛❞♦✭ ①❬✐❪ ✯ ①❬❥❪ ✯ ❢✱ ①✱ ✐♥t✱
③❡r♦✮ ✲ ♣r♦♠❡❞✐♦s❬✐❪ ✯ ♣r♦♠❡❞✐♦s❬❥❪

✮ ❡❧s❡ ✵

✱ ✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭①✮✱ ✶✮✱ ❥✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭①✮✱ ✶✮✱

s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧ ✿ ❛♣♣❧②✭♠❛tr✐①✱ s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧✮✱

✴✯ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❙✐❣♠❛ ❡st❭✬❛ ❞❛❞❛ ♣♦r ❧❛ s✉♠❛ ❞❡ ✸
♠❛tr✐❝❡s✿

❞✐❛❣♦♥❛❧✿ ♠❛tr✐③ ❝♦♥ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ ❙✐❣♠❛ ✭
❡❧❡♠❡♥t♦s r❡st❛♥t❡s ❂ ✵✮

s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧✿ ♠❛tr✐③ tr✐❛♥❣✉❧❛r✲s✉♣❡r✐♦r ❝♦♥ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s
s✉♣❡r✲❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ ❙✐❣♠❛

✭❡❧❡♠❡♥t♦s r❡st❛♥t❡s ❂ ✵✮

tr❛s♣✉❡st❛ ❞❡ s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧✿ ♠❛tr✐③ tr✐❛♥❣✉❧❛r✲✐♥❢❡r✐♦r ❝♦♥
❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ♣♦r

❞❡❜❛❥♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❙✐❣♠❛ ✭❡❧❡♠❡♥t♦s
r❡st❛♥t❡s ❂ ✵✮

✯✴

❞✐❛❣♦♥❛❧ ✰ s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧ ✰ tr❛♥s♣♦s❡✭s✉♣❡r❞✐❛❣♦♥❛❧✮

✮✩

✴✯
❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸

❋✉♥❝✳ P❉❋✷❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✿ ❈❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ❡①♣r❡s✐❭✬♦♥ ❞❡ ❧❛
❢✉♥❝✳ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞

❢✱ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❛s ① ❂ ④①✶✱ ✳✳✳✱ ①❴♥⑥✱ ❡♥ t

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❭✬❡r♠✐♥♦s ❞❡ s✉s ✧❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✧✱ ❞❡❢✐♥✐❞❛s ♣♦r ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡

❛✉t♦✈❡❝t♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❞❡ ❢ ✭✈❡r ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✮✳

✯✴

P❉❋✷❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✭❢✱ ①✱ ②✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①✱ ▼❈✱ ✈❡❝t♦r❡s✱ ❣❪✱
✴✯
■◆P❯❚✿

❢✿ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳
❙✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❢ ❡st❭✬❛ ❞❡❜✐❞❛♠❡♥t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛❞❛✱ ❡♥ ❝❛s♦

❝♦♥tr❛r✐♦ ❜❛st❛ ❝♦♥
r❡❞❡❢✐♥✐r ❢ ❝♦♠♦ ❢ ✿ ❢ ✴ ♠✉✵✳

①✿ ❧✐st❛ ❞❡ ❧❛s ✧♥✧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭①❬✶❪✱ ✳✳✳✱ ①❬♥❪✮ ❞❡ ❧❛s q✉❡
❞❡♣❡♥❞❡ ❢✳

②✿ ❧✐st❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❧❛s ✧♥✧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭②❬✶❪✱ ✳✳✳✱ ②❬♥❪✮
❞❡ ❧❛s q✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡ ❣✳

❖❯❚P❯❚✿ ❣✭②✮✿ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞
❢ ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡ ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s

r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❛✉t♦✈❡❝t♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❞❡ ❢✳

❖❇❙✿ P❛r❛ q✉❡ s❡❛ ♣♦s✐❜❧❡ ❛♣❧✐❝❛r ❡st❡ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡s
♥❡❝❡s❛r✐♦ q✉❡ ❡❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ❞❡

❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❞❡ ❢ s❡❛ ❞✐st✐♥t♦ ❞❡ ❝❡r♦✳ ❚♦♠❛♠♦s
❡st♦ ❝♦♠♦ ❤✐♣ót❡s✐s✳

❖❇❙✿
❊st❡ ♣r♦❣r❛♠❛ ❡♠♣❧❡❛ ❧❛s ❢✉♥❝s✳ ✧♠❛tr✐③❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛✧

❞❡❢✐♥✐❞❛ ♠❭✬❛s ❛rr✐❜❛ ② ✧❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r❧✐st✧
❞❡❢✐♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ t❡♠❛ ❞❡ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ▼❛①✐♠❛ ❡♥ ❭✬❛❧❣❡❜r❛✳

✯✴

✴✯ ❚❛❧ ② ❝♦♠♦ s❡ ✐♥❞✐❝❛ ❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✱ s✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❝❛❞❛
✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧❡❛t♦r✐❛s

❝♦♥t✐♥✉❛s ❝♦♥t❡♥✐❞❛s ❡♥ ① ♣✉❡❞❡ t♦♠❛r ✈❛❧♦r❡s ❡♥ t♦❞❛ ❧❛
r❡❝t❛ r❡❛❧✱ ❡s ❞❡❝✐r

✲✐♥❢✐♥✐t♦ ❁ ①❴✐ ❁ ✰✐♥❢✐♥✐t♦✳

P❛rt✐❡♥❞♦ ❞❡ ❡st❛ s✉♣♦s✐❝✐❭✬♦♥ ❣❡♥❡r❛♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡
✐♥t❡r✈❛❧♦s ❞❡ ❞❡❢✐❝✐❭✬♦♥ ❞❡

❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❡♥✐❞❛s ❡♥ ①✱ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡st❛ ❧✐st❛ ❡♥
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉①✳

✯✴

❛✉① ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬✲✐♥❢✱ ✰✐♥❢❪✱ ✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭①✮✱ ✶✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛ ❞❡ ❢ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡
❧❛ ❢✉♥❝✳ ✧♠❛tr✐③❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛✧ ✯✴

▼❈ ✿ ♠❛tr✐③❝♦✈❛r✐❛♥❝✐❛✭❢✱ ①✱ ❛✉①✮✱

✴✯ ❈❛r❣❛♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✳ ✧❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r❧✐st✧ ② ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛
❧✐st❛ ❞❡ ❛✉t♦✈❡❝t♦r❡s ❞❡ ▼❈ ✯✴

✴✯ ❖❇❙✿

❊❧ ♣❛t❤ ❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ✧❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r❴❧✐st✳♠❝✧ q✉❡ ❢✐❣✉r❛
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9.4. Curso 2011-2012, convocatoria de septiembre

Ejercicio 1

Dado el problema de condiciones iniciales de orden 1

dx

dt
= f(x, t), x(t = 0) = x0

escriba una función en Maxima que proporcione una aproximación a la solución

de esta ecuación por medio del desarrollo en serie de Taylor de x(t), centrado en

t = 0, hasta orden n.

Datos: La solución pedida está dada por:

x(t) ≃
n

∑

j=0

1

j!

djx

dtj

∣

∣

∣

∣

t=0

tj
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El valor de x(t) en t = 0 está dado por la condición inicial del problema, el

valor de la primera derivada se obtiene sustituyendo en la ecuación

dx

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

= f(x0, 0)

el de la segunda derivada se obtiene derivando en la ecuación de partida una

vez
d2x

dt2
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂t

y posteriormente sustituyendo los valores t = 0, x = x0, y el valor calcu-

lado previamente para dx/dt en t = 0. Derivando una vez más la ecuación

de partida, y sustituyendo los valores encontrados para x(0), x′(0) y x′′(0),
encontramos el valor de x′′′(0).

Este proceso se repite de forma iterativa (n veces) para calcular los valores

de las derivadas de orden superior (desde 1 hasta n) que aparecen en el

desarrollo en serie de Taylor.

input: f(x, t), x0, n.

output: La aproximación a x(t) mencionada.

Ejercicio 2

Generalice la función programada en el ejercicio anterior para el caso en que

la condición inicial del problema no esté dada en el punto t = 0, sino en un valor

arbitrario (t = t0) de la variable independiente.

Datos: En este caso la solución pedida está dada por:

x(t) ≃
n

∑

j=0

1

j!

djx

dtj

∣

∣

∣

∣

t=t0

(t− t0)
j

El valor de x(t) en t = t0 está dado por la condición inicial del problema

(x(t = t0) = x0). Los valores de djx
dtj

∣

∣

∣

t=t0
se calculan de manera análoga a

como se ha indicado en el ejercicio anterior.

input: f(x, t), x0, t0, n.

output: La aproximación a x(t) mencionada.
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Ejercicio 3

Escriba una función en Maxima que resuelva numéricamente la ecuación dife-

rencial ordinaria de orden 1

dx

dt
= f(x, t), x(t = t0) = x0

por medio de la función r❦:

input: • Función f(x, t) que define la EDO de orden 1: x′ = f(x, t).

• Variable dependiente x.

• Condición inicial x0.

• Variable independiente y valores mínimo y máximo de la variable inde-

pendiente a considerar en la solución numérica.

• Parámetro de paso a emplear en el algoritmo de Runge-Kutta.

output: • Matriz con los resultados numéricos obtenidos por medio del comando

r❦.

Ejercicio 4

Escriba una función que realice la representación gráfica de los resultados ob-

tenidos por medio de la función generalizada programada en el ejercicio 2, para un

grado de aproximación n entre 1 y un cierto valor máximo nmax, y para valores de

la variable independiente entre t0 y t0+T , así como la solución numérica calculada

en el ejercicio anterior. El objetivo de esta función es que podamos visualizar cómo

mejora el resultado de la aproximación al aumentar el orden del desarrollo en serie

de Taylor.

input: f(x, t), x0, t0, nmax, T .

output: Gráfica con las aproximaciones a x(t) por serie de Taylor correspondientes a

los valores de n entre 1 y nmax, junto con la aproximación proporcionada por

la solución numérica calculada por medio del método de Runge-Kutta.

Solución
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①✵✱ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❛❞❛ ♣♦r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ① ❡♥ t ❂ t✵
♥✿ ♦r❞❡♥ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ①✭t✮ ❡♥ t♦r♥♦

❛ t ❂ t✵✳
❖❯❚P❯❚✿

❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ♦r❞❡♥ ♥ ② ❝❡♥tr❛❞♦ ❡♥ t✵
❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ①✭t✮✳

✯✴

✴✯ ❆❧♦❥❛♠♦s ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧❝♦❡❢s✧ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❞❡r✐✈❛❞❛s ❞❡

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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①✭t✮ ♥❡❝❡s❛r✐❛ ♣❛r❛
❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ♣❡❞✐❞♦✳ ✯✴

❝♦❡❢s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❞✐❢❢✭ ①✭t✮✱ t✱ ✐ ✮✱ ✐✱ ✵✱ ♥✱ ✶ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❡st❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❝♦♠♦ s❡ ✐♥❞✐❝❛ ❡♥ ❡❧
❡♥✉♥❝✐❛❞♦✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦
❞❡r✐✈❛♠♦s ❢✭①✭t✮✱ t✮ r❡s♣❡❝t♦ ❛ t ✧✐✧ ✈❡❝❡s✱ ❝♦♥ ✧✐✧ ❡♥tr❡ ✵ ②

✧♥✲✶✧✳
❉❡ ❡st❛ ❢♦r♠❛ ♦❜t❡♥❡♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛

❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s
q✉❡ ❛♣❛r❡❝❡♥ ❡♥ ❝♦❡❢s✳ ❆❧♦❥❛♠♦s ❡st❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✧✳ ✯✴

❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❝♦❡❢s❬✐✰✷❪ ❂ ❞✐❢❢✭ s✉❜st✭①✭t✮✱ ①✱ ❢✮
✱ t✱ ✐ ✮✱ ✐✱ ✵✱ ♥✲✶✱ ✶ ✮✱

✴✯ ❆ñ❛❞✐♠♦s ❛ ❡st❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡❧
♣r♦❜❧❡♠❛✳ ✯✴

❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ ❬①✭t✮ ❂ ①✵❪✱ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✮✱

✴✯ ■♥✈❡rt✐♠♦s ❡❧ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❛✱ ②❛ q✉❡ ♣❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧♦s
✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❡s
♠❡❥♦r ✐r s✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❞❡s❞❡ ❧❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ ♠❛②♦r ❣r❛❞♦ ❤❛st❛

❧❛ ❞❡ ♠❡♥♦r ❣r❛❞♦✳ ✯✴

❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✿ r❡✈❡rs❡✭❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✮✱

✴✯ ❙✉st✐t✉✐♠♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐st❛ ❝♦❡❢s ❝❛❞❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ♣♦r s✉ ✈❛❧♦r✳ ✯✴

❢♦r ✐ ✿ ✶ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ❝♦❡❢s ✿ s✉❜st✭
❡❝✉❛❝✐♦♥❡s❬✐❪✱ ❝♦❡❢s✮✱

✴✯ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ s✉st✐t✉✐♠♦s t ♣♦r ❡❧ ✈❛❧♦r ❡♥ t♦r♥♦ ❛❧ q✉❡ s❡
r❡❛❧✐③❛ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦✳ ✯✴

❝♦❡❢s ✿ s✉❜st✭t✵✱ t✱ ❝♦❡❢s✮✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ ❧❛ ❢ó
r♠✉❧❛ ✐♥❞✐❝❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✳ ✯✴

❝♦❡❢s ✳ ♠❛❦❡❧✐st✭ ✭✶✴✐✦✮ ✯ ✭t ✲ t✵✮❫✐✱ ✐✱ ✵✱ ♥✱ ✶ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -
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▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✸ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
s♦❧❛♣r♦①❘❑✳ ❊st❛ s♦❧✉❝✐ó♥ s❡ ❜❛s❛ ❡♥

♣❛rt❡ ❡♥ ❧♦s ❡❥❡r❝✐❝✐♦s r❡s✉❡❧t♦s ❞❡❧ ❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❥✉♥✐♦ ❞❡ ✷✵✶✶ ✯✴

s♦❧❛♣r♦①❘❑✭❢✱ ①✱ t✱ t✵✱ ①✵✱ t♠❛①✱ ♣❛s♦✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①❪✱
✴✯
■◆P❯❚✿

❢✿ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✧①✧ ② ✧t✧ q✉❡ ❞❡❢✐♥❡ ❡❧ ❧❛❞♦ ❞❡r❡❝❤♦ ❞❡ ❧❛
❊❉❖ ❞❡ ✶❡r ♦r❞❡♥ ①✬ ❂ ❢✭①✱ t✮

①✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
t✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
t✵✱ ✈❛❧♦r ❞❡ t ❞♦♥❞❡ ❛♣❧✐❝❛♠♦s ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧
①✵✱ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❛❞❛ ♣♦r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ① ❡♥ t ❂ t✵
t♠❛①✿ ✈❛❧♦r ♠á①✐♠♦ ❞❡ t ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦ ❡♥ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛
♣❛s♦✿ ♣❛rá♠❡tr♦ ❞❡ ♣❛s♦ ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❡♥ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲

❑✉tt❛✳

❖❯❚P❯❚✿
❙♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡

❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✈á❧✐❞❛ ❡♥ ❬t✵✱ t♠❛①❪✳
✯✴

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉①✐❧✐❛r ✧❛✉①✧ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧✐st❛✿

❬✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱ ✈❛❧♦r ✐♥✐❝✐❛❧✱ ✈❛❧♦r ❢✐♥❛❧✱ ♣❛s♦❪
✯✴

❛✉① ✿ ❬t✱ t✵✱ t♠❛①✱ ♣❛s♦❪✱

✴✯ ❘❡s♦❧✈❡♠♦s ❡❧ ❊❉❖ ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ r❦✱ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦
❡♥ ❛✉① ✯✴

❧♦❛❞✭✧❞②♥❛♠✐❝s✧✮✱

❛✉① ✿ r❦✭❢✱ ①✱ ①✵✱ ❛✉① ✮✱

✴✯ ▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ q✉❡ ♥♦s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ r❦ ❡s ✉♥❛ ❧✐st❛ ❞❡
❧✐st❛s ❞❡ ✈❛❧♦r❡s✳

❊❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♥♦s ♣✐❞❡ ❡❧ ♦✉t♣✉t ❞❡ r❦ ❝♦♥ ❢♦r♠❛t♦ ♠❛tr✐❝✐❛❧
✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❝♦♥✈❡rt✐♠♦s

❡st❛ ❧✐st❛ ❡♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛ ✷✳✶✵✮
✯✴

❛♣♣❧②✭♠❛tr✐①✱ ❛✉①✮
✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✹

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✹ ❡stá ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
❣r❛❢❘❑❚❛②❧♦r✳ ❊st❛ s♦❧✉❝✐ó♥ s❡ ❜❛s❛

❡♥ ♣❛rt❡ ❡♥ ❧♦s ❡❥❡r❝✐❝✐♦s r❡s✉❡❧t♦s ❞❡❧ ❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❥✉♥✐♦ ❞❡ ✷✵✶✶✳
✯✴

❣r❛❢❘❑❚❛②❧♦r✭❢✱ ①✱ t✱ t✵✱ ①✵✱ ❚✱ ♥♠❛①✱ ♣❛s♦✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬✐✱ s♦❧❘❑✱ s♦❧❚✱
❢♦r♠❛t✱ ❛✉①✱ s❪✱

✴✯
■◆P❯❚✿

❢✿ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✧①✧ ② ✧t✧ q✉❡ ❞❡❢✐♥❡ ❡❧ ❧❛❞♦ ❞❡r❡❝❤♦ ❞❡ ❧❛
❊❉❖ ❞❡ ✶❡r ♦r❞❡♥ ①✬ ❂ ❢✭①✱ t✮

①✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
t✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡
t✵✱ ✈❛❧♦r ❞❡ t ❞♦♥❞❡ ❛♣❧✐❝❛♠♦s ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧
①✵✱ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❛❞❛ ♣♦r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ① ❡♥ t ❂ t✵
❚✿ ❧♦♥❣✐t✉❞ ❞❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❬t✵✱ t✵ ✰ ❚❪ ❞♦♥❞❡ s❡ ✈❛♥ ❛

r❡♣r❡s❡♥t❛r ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
♥♠❛①✿ ❣r❛❞♦ ♠á①✐♠♦ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r

❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦✳

❊st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡♠♣❧❡❛ ❧❛s ❛♥t❡r✐♦r❡s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ✧s♦❧❛♣r♦①❘❑✧ ②
✧s❡r✐❡❊❉❖✶✧✳

❖❯❚P❯❚✿
●rá❢✐❝❛ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧

❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✈á❧✐❞❛
❡♥ ❬t✵✱ t✵ ✰ ❚❪✱ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❧♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❞❡s❛rr♦❧❧♦s

❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❝♦♥ ♦r❞❡♥
❡♥tr❡ ✶ ② ♥♠❛①✳

❊❏❊▼P▲❖✿
❣r❛❢❘❑❚❛②❧♦r✭✲③ ✰ s✐♥✭r✮✱ ③✱ r✱ ✵✱ ✶✱ ✶✵✱ ✶✶✱ ✵✳✵✶✮❀

✯✴

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡s s♦❧❘❑ ② s♦❧❚ ❝♦♠♦ ❧❛s
s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♥✉♠ér✐❝❛ ② ❧❛ ♦❜t❡r♥✐❞❛
♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛ ♦r❞❡♥ ♠á①✐♠♦ ✯✴

s♦❧❘❑ ✿ tr❛♥s♣♦s❡✭ s♦❧❛♣r♦①❘❑✭❢✱ ①✱ t✱ t✵✱ ①✵✱ t✵ ✰ ❚✱ ♣❛s♦
✮ ✮✱

s♦❧❚ ✿ s❡r✐❡❊❉❖✶✭❢✱ ①✱ t✱ t✵✱ ①✵✱ ♥♠❛①✮✱

♣r✐♥t✭✧❉❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❛ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❣r❛❞♦ ♠á①✐♠♦ ❂ ✧✱
s♦❧❚✮✱

✴✯ ❆s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉① ❧♦s ♣✉♥t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣♦r
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ✯✴
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❛✉① ✿ ❬ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ s♦❧❘❑❬✶❪✱ s♦❧❘❑❬✷❪❪ ❪✱

✴✯ ❆s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧❢♦r♠❛t✧ ❡❧ ♣r✐♠❡r ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡
❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✐♥tr✉❝❝✐♦♥❡s
❞❡ ❢♦r♠❛t♦ ♣❛r❛ ❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❣rá❢✐❝❛✿ ✧♣♦✐♥ts✧ ✯✴

❢♦r♠❛t ✿ ❬st②❧❡✱ ♣♦✐♥ts❪✱

✴✯ ▲❛ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ r❡❛❧✐③❛❞❛ ♣❛r❛ s♦❧❚ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡ ❡❧
❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❡♥ s❡r✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡
♦r❞❡♥ ♠á①✐♠♦✱ ❞❡ ❡st❛ ❢♦r♠❛ ❡✈✐t❛♠♦s r❡♣❡t✐r ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡

❞❡s❛rr♦❧❧♦s ❞❡ ❚❛②❧♦r ♣❛r❛ ♥ ❁ ♥♠❛①✳
❙✐♥ ❡♠❜❛r❣♦ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♣✐❞❡ r❡♣r❡s❡♥t❛r t♦❞♦s ❧♦s

❞❡s❛rr♦❧❧♦s ❞❡s❞❡ ♦r❞❡♥ ♥❂✶ ❤❛st❛ ❡❧ ♦r❞❡♥
♠á①✐♠♦ ♥♠❛①✳ P❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ❡st❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❞❡s❛rr♦❧❧♦s ❜❛st❛ ❝♦♥

s✉st✐t✉✐r ❡♥ s♦❧❚ ❞❡ ♠❛♥❡r❛
s❡❝✉❡♥❝✐❛❧ ✭t✲t✵✮❫✐ ✲❃ ✵✱ ♣❛r❛ ✐ ♠❛②♦r q✉❡ ✉♥ ♦r❞❡♥ ❞❛❞♦ ✧♥✧✱

q✉❡ ✈❛②❛ t♦♠❛♥❞♦ ✈❛❧♦r❡s ❞❡s❞❡
♥❂✶ ❤❛st❛ ♥♠❛①✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ r❡❣❧❛s ❞❡

s✉st✐t✉❝✐ó♥ ✧s✧ ✯✴

s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ✭t ✲ t✵✮❫✐ ❂ ✵✱ ✐✱ ✷✱ ♥♠❛①✱ ✶ ✮✱

✴✯ P❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❞❡s❛rr♦❧❧♦s ♣❡❞✐❞❛ ❜❛st❛ ❝♦♥ ❛♣❧✐❝❛r
s❡❝✉❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❧❛s s✉st✐t✉❝✐♦♥❡s
✧s✧ ❡♥ s♦❧❚✱ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❞❡ ❢♦r♠❛ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❛ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❞❡ ❧❛s

s✉st✐t✉❝✐♦♥❡s ✐♥❝❧✉✐❞❛ ❡♥ ✧s✧ ♣♦r
♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✧r❡st✧✳

■♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡✱ ❛❧ ❛♣❧✐❝❛r ❧❛s s✉st✐t✉❝✐♦♥❡s ✧s✧ ❡♥ s♦❧❚
s✉st✐t✉✐♠♦s ♣♦r ✵ t♦❞♦s ❧♦s

tér♠✐♥♦s ❞❡ s♦❧❚ ❞❡ ♦r❞❡♥ ♠❛②♦r q✉❡ ✷✱ ♦❜t❡♥✐❡♥❞♦ ❡❧
❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ♦r❞❡♥ ✶✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✱ ♣❛r❛ ♦❜t❡r♥❡r ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ♦r❞❡♥ ✷
❡❧✐♠✐♥❛♠♦s ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❞❡ ❧❛s

s✉st✐t✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ✧s✧ ✭♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✧r❡st✧✮ ② ❛♣❧✐❝❛♠♦s ❧❛s
r❡st❛♥t❡s✳

❙❡❣✉✐❞❛♠❡♥t❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ s✉st✐t✉❝✐ó♥ ❞❡ ✧s✧ ②
❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❛s r❡st❛♥t❡s

♦❜t❡♥❡♠♦s ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ♦r❞❡♥ ✸✳
❘❡♣❡t✐♠♦s ❡st❛ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ t❛♥t❛s ✈❡❝❡s ❝♦♠♦ s❡❛ ♥❡❝❡s❛r✐♦

♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r t♦❞♦s ❧♦s
❞❡s❛rr♦❧❧♦s ❞❡s❞❡ ♦r❞❡♥ ✶ ❤❛st❛ ♥♠❛①✳
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✧✳
❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❡♥ ❡st❡ ❜✉❝❧❡ ❛ñ❛❞✐♠♦s ✉♥❛ ✐♥str✉❝❝✐ó♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t♦

✧❧✐♥❡s✧ ♣♦r ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s
❞❡s❛rr♦❧❧♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡♥ ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ♣❡❞✐❞❛ s❡

r❡♣r❡s❡♥t❡♥ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧í♥❡❛s✳ ✯✴

❢♦r ✐ ✿ ✶ t❤r✉ ♥♠❛①✲✶ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

❛✉① ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❛✉①✱ ❬s✉❜st✭s✱ s♦❧❚✮❪ ✮✱

s ✿ r❡st✭s✮✱

❢♦r♠❛t ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❢♦r♠❛t✱ ❬❧✐♥❡s❪✮

✮✱

✴✯ P♦r ú❧t✐♠♦ ❛ñ❛❞✐♠♦s ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ② ❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ✐♥str✉❝❝✐ó♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t♦ ✯✴

❛✉① ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❛✉①✱ ❬s♦❧❚❪ ✮✱

❢♦r♠❛t ✿ ❛♣♣❡♥❞✭❢♦r♠❛t✱ ❬❧✐♥❡s❪✮✱

✴✯ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❣❡♥❡r❛♠♦s ❧❛ ❣rá❢✐❝❛✱ ❡♠♣❧❡❛♥❞♦ ❧♦s ❞❛t♦s ♥✉♠ér✐❝♦s
♦❜t❡♥✐❞♦ ❝♦♥ ❘❑ ♣❛r❛ ❞❡❢✐♥✐r ❡❧
t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥t❛♥❛ ❡♥ ❧❛ q✉❡ s❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛rá♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s

✯✴

♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱

❬t✱ ❛♣♣❧②✭♠✐♥✱ s♦❧❘❑❬✶❪✮✱ ❛♣♣❧②✭♠❛①✱ s♦❧❘❑
❬✶❪✮❪✱

❬②✱ ❛♣♣❧②✭♠✐♥✱ s♦❧❘❑❬✷❪✮✱ ❛♣♣❧②✭♠❛①✱ s♦❧❘❑
❬✷❪✮❪✱

❢♦r♠❛t

✮

✮✩
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Ejercicio 1

Una curva paramétrica x = x(λ) en R
3 es un conjunto de 3 funciones

x(λ) = {x(λ), y(λ), z(λ)}

que representan las cooordenadas cartesianas de la posición en R
3 de un punto

en función del parámetro λ, de tal forma que cuando λ toma valores en un cierto

intervalo (p. ej. λ ∈ [0, 1]) el punto x(λ) describe una curva contenida en R
3.

En el primer ejercicio del examen de Maxima de este curso se pide programar

una función que calcule el vector tangente unitario a una curva cualquiera x(λ),
denotado por t.

El input y el output de la función pedida son los siguientes:

input: Curva paramétrica x, parámetro λ.

output: Vector tangente unitario t.

Obs.: Para calcular t calculamos en primer lugar el vector tangente

x
′ =

dx

dλ

y posteriormente calculamos el vector tangente unitario t por medio de

t =
x
′

‖x′‖

Como puede verse, si interpretamos x como el vector de posición de un móvil

y el parámetro λ como el tiempo, x′ es simplemente el vector velocidad y t es

el vector unitario en la dirección definida por el vector velocidad.

Ejercicio 2

Dada la curva paramétrica del ejercicio anterior, se pide programar una función

que calcule el vector normal a la curva x(λ), que denotaremos por n.

input: Curva paramétrica x, parámetro λ.

output: Vector normal n.

Obs.: Para calcular el vector normal n calculamos en primer lugar el vector de cur-

vatura k, dado por

k =
t
′

‖x′‖

donde hemos empleado la notación definida en el ejercicio anterior (es decir,

t
′ = dt/dλ).
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Una vez calculado el vector k, el vector normal es el vector unitario en la

dirección de k, es decir

n =
k

‖k‖

Ejercicio 3

Dada la curva paramétrica del ejercicio primero, se pide programar una función

que calcule el vector binormal b, definido como

b = t× n

donde t es el vector tangente unitario, n es el vector normal, y × denota el “pro-

ducto vectorial”.

input: Curva paramétrica x, parámetro λ.

output: Vector binormal b.

Ejercicio 4

En la teoría de curvas paramétricas las definiciones anteriores (y en general

todas las expresiones) son considerablemente más sencillas cuando se escriben

en términos del parámetro longitud de arco. Dicho parámetro suele denotarse por

s y está definido por la relación
∥

∥

∥

∥

dx

ds

∥

∥

∥

∥

= 1

de donde se deduce que
∫ b

a
ds =

∫x(b)

x(a)
‖dx‖ es igual a la longitud del arco de la

curva x(λ) comprendido entre los puntos x(a) y x(b), lo que explica el nombre de

s. En los ejercicios de 1 a 3 hemos supuesto que el parámetro λ es un parámetro

arbitrario, no necesariamente igual a s (es decir, en general tendremos ‖x′‖ 6= 1).

Un factor que aparece con frecuencia cuando se trabaja con curvas en términos

de un parámetro arbitrario (como λ) es la derivada dλ/ds, dada por

dλ

ds
=

1

‖x′‖

En este ejercicio se pide programar una función que proporcione el valor de esta

derivada, lo cual le puede resultar útil para la programación de las funciones pe-

didas en los ejercicios 1 y 2, ya que este factor aparece en las definiciones de t y

k.
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input: Curva paramétrica x, parámetro arbitrario λ.

output: Derivada del parámetro arbitrario λ respecto del parámetro longitud de arco:

1/‖x′‖.

Ejercicio 5

Emplee las funciones ❞r❛✇✸❞ y ♣❛r❛♠❡tr✐❝ (definidas en el paquete de fun-

ciones ❞r❛✇ incluido en el wxMaxima) para programar una función que genere la

gráfica en 3D de la curva paramétrica x(λ) = {x(λ), y(λ), z(λ)} con λ ∈ [a, b].

input: • Curva paramétrica x.

• Nombre del parámetro λ.

• Intervalo [a, b] de definición del parámetro λ.

output: Gráfica de x(λ) con λ ∈ [a, b].

Solución

✴✯ P❘❯❊❇❆ ❊❱❆▲❯❆❇▲❊ ❉❊ P❘❖●❘❆▼❆❈■❖◆ ❊◆ ❲❳▼❆❳■▼❆✱ ❝♦♥✈♦❝❛t♦r✐❛ ❞❡
❥✉♥✐♦ ❞❡ ✷✵✶✸

❋ís✐❝❛ ❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ■✱ ✶❡r ❝✉rs♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❢ís✐❝❛
❉❡♣t✳ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ② ❞❡ ❋❧✉✐❞♦s✱ ❯◆❊❉✱ ❝✉rs♦ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸

❊st❡ ❛r❝❤✐✈♦ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❞❡ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♣❡❞✐❞❛s
❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡✳

P❛r❛ ❡s❝r✐❜✐r❧♦ s❡ ❤❛ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❡❧ ❡❞✐t♦r ❞❡ t❡①t♦s ✧❑❲r✐t❡✧ ❡♥ ✉♥
P❈ ❝♦♥ ▲✐♥✉① ❋❡❞♦r❛ ✶✼✳

P❛r❛ ❝❛r❣❛r ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡s❞❡ ✇①▼❛①✐♠❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡❥❡❝✉t❛r✿

❜❛t❝❤❧♦❛❞✭ ❝♦♥❝❛t✭ ♣❛t❤✱ ✧✷✵✶✸✲❏✲❘✳♠❝✧ ✮ ✮❀

❞♦♥❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❡s ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦

✷✵✶✸✲❏✲❘✳♠❝ ❡♥ ❡❧ ❞✐s❝♦✱ ♣✳ ❡❥✳ ♣❛t❤ ♣♦❞rí❛ s❡r ❛❧❣♦ ♣❛r❡❝✐❞♦ ❛

♣❛t❤ ✿ ✧✴❤♦♠❡✴✉s✉❛r✐♦✴❋✐s✐❝❛✲❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✲✶✴▼❛①✐♠❛✴❡①❛♠❡♥
✴✧❀
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❊❧ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❡s ❡❧ ✐♥❞✐❝❛❞♦
❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❞❡❧ ❡①❛♠❡♥✳

✯✴

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✹

P♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝✐❛ r❡❛❧✐③❛♠♦s ♣r✐♠❡r♦ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❝✉❛rt♦✱ ❞❡ ♠♦❞♦
q✉❡ ♣♦❞❛♠♦s ✉s❛r ❡st❛

❢✉♥❝✐ó♥ ❡♥ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡✳ ❊❧ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡s ❡❧
✐♥❞✐❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦✳ ✯✴

❞❧❛♠❜❞❛❴❞s✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬✈❡❧❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ✈❡❝t♦r ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❧♦ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧ ✯✴

✈❡❧ ✿ ❞✐❢❢✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ✶ ✴ ⑤⑤✈❡❧⑤⑤ ✯✴

✶ ✴ sqrt✭ ✈❡❧❬✶❪❫✷ ✰ ✈❡❧❬✷❪❫✷ ✰ ✈❡❧❬✸❪❫✷ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✶

❊❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r✐♠❡r♦ ❡s t❛♥ s❡♥❝✐❧❧♦ q✉❡ r❡❛❧♠❡♥t❡ ♥♦ ♥❡❝❡s✐t❛
♥✐♥❣ú♥ ❝♦♠❡♥t❛r✐♦✳

P♦r s✐♠♣❧✐❝✐❞❛❞✱ r❡♣❡t✐♠♦s ❛q✉í ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ✶ ✴
⑤⑤✈❡❧⑤⑤✳ ✯✴

✈❡❝t❴t❛♥❣❡♥t❡✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬✈❡❧❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ✈❡❝t♦r ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❧♦ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧ ✯✴

✈❡❧ ✿ ❞✐❢❢✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ✈❡❧ ✴ ⑤⑤✈❡❧⑤⑤ ✯✴

✈❡❧ ✴ sqrt✭ ✈❡❧❬✶❪❫✷ ✰ ✈❡❧❬✷❪❫✷ ✰ ✈❡❧❬✸❪❫✷ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✷

❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ✈❡❝t♦r ✉♥✐t❛r✐♦ ♥♦r♠❛❧ t❛❧ ② ❝♦♠♦ s❡ ✐♥❞✐❝❛ ❡♥ ❡❧
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❡♥✉♥❝✐❛❞♦✳
P♦r s✐♠♣❧✐❝✐❞❛❞✱ r❡♣❡t✐♠♦s ❛q✉í ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ✶ ✴

⑤⑤✈❡❧⑤⑤✳ ✯✴

✈❡❝t❴♥♦r♠❛❧✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❦❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❝✉r✈❛t✉r❛ ② ❧♦ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❦ ✯✴

❦ ✿ ❞✐❢❢✭ ✈❡❝t❴t❛♥❣❡♥t❡✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮✱ ♣❛r❛♠ ✮✱

❦ ✿ ❦ ✯ ❞❧❛♠❜❞❛❴❞s✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ❦ ✴ ⑤⑤❦⑤⑤ ✯✴

❦ ✴ sqrt✭ ❦❬✶❪❫✷ ✰ ❦❬✷❪❫✷ ✰ ❦❬✸❪❫✷ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸

❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❜✐♥♦r♠❛❧ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❜ ❂
t ① ♥✳

P❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡♠♣❧❡❛r ❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦
✧⑦✧ ✐♥❝❧✉✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣❛q✉❡t❡

✧✈❡❝t✧✳ ❉❡ t♦❞❛s ❢♦r♠❛s✱ ❞❛❞♦ q✉❡ ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡st❡ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ só
❧♦ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s ❡♠♣❧❡❛r ❡❧

♣r♦❞✉❝t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧✱ ❝✉②❛ ❞❡❢✐♥✐❝✐ó♥ ❡s ♠✉② s❡♥❝✐❧❧❛✱ ② q✉❡ ❡❧
♣❛q✉❡t❡ ✧✈❡❝t✧ ✐♥❝❧✉②❡ ♠✉❧t✐t✉❞

❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s q✉❡ ♥♦ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s ✭❛❧ ♠❡♥♦s ❞❡ ♠♦♠❡♥t♦✮✱ ❡♥ ❧✉❣❛r ❞❡
❝❛r❣❛r ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ✧✈❡❝t✧

♦♣t❛♠♦s ♣♦r ♣r♦❣r❛♠❛r ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧✳
✭P♦r s✉♣✉❡st♦✱ ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛r❣❛r ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ✧✈❡❝t✧ ② ✉s❛r ✧⑦✧ ❡s

✈á❧✐❞❛✮✳ ✯✴

✈❡❝t❴❜✐♥♦r♠❛❧✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬t✱ ♥❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s ✈❡❝t♦r❡s t ② ♥ ✯✴

t ✿ ✈❡❝t❴t❛♥❣❡♥t❡✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮✱

♥ ✿ ✈❡❝t❴♥♦r♠❛❧✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠ ✮✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ❜ ✯✴

❬
✰ ✭ t❬✷❪✯♥❬✸❪ ✲ t❬✸❪✯♥❬✷❪ ✮✱
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✲ ✭ t❬✶❪✯♥❬✸❪ ✲ t❬✸❪✯♥❬✶❪ ✮✱

✰ ✭ t❬✶❪✯♥❬✷❪ ✲ t❬✷❪✯♥❬✶❪ ✮
❪

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✺

■♥❝❧✉✐♠♦s ❧❛ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❝❛r❣❛r ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ✧❞r❛✇✧ ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
♣❛r❛ ❡✈✐t❛r ✈♦❧✈❡r ❛ ❝❛r❣❛r❧♦

❝❛❞❛ ✈❡③ q✉❡ s❡ ❡❥❡❝✉t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✯✴

❧♦❛❞✭❞r❛✇✮❀

♣❧♦t❴❝✉r✈❛✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①❪✱

✴✯ ●✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❛✉① ❡♥ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s q✉❡ ❡♠♣❧❡❛r❡♠♦s
♣❛r❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ❧❛ ❣rá❢✐❝❛✳
❊❧ ✈❛❧♦r ♣♦r ❞❡❢❡❝t♦ ✭✷✾✮ ❡s ♠✉② ❜❛❥♦✱ ❧♦ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡

❣rá❢✐❝❛s ❝♦♥ ♣♦❝❛ ❝❛❧✐❞❛❞✳ ✯✴

❛✉① ✿ ✷✵✵✱

✴✯ ❉❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ ❧❛ ❝✉r✈❛ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ② ❞❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦
❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦✱ ❡❧ ✈❛❧♦r
❛♥t❡r✐♦r ♣✉❡❞❡ ♥♦ s❡r ✉♥❛ ❜✉❡♥❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ ♣❛r❛ ♣r♦❞✉❝✐r

✉♥❛ ❜✉❡♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥✱ ❡♥ ❝✉②♦
❝❛s♦ ❤❛❜rá q✉❡ ❝❛♠❜✐❛r❧♦✳ ✯✴

❞r❛✇✸❞✭ ♥t✐❝❦s ❂ ❛✉①✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝✭❝✉r✈❛❬✶❪✱ ❝✉r✈❛❬✷❪✱ ❝✉r✈❛
❬✸❪✱ ♣❛r❛♠✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪✮ ✮

✮✩
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Ejercicio 1

Una superficie paramétrica r = r(u, v) en R
3 es un conjunto de 3 funciones

(dependientes de 2 parámetros)

r(u, v) = {x(u, v), y(u, v), z(u, v)}

que representan las cooordenadas cartesianas x, y y z de la posición en R
3 de un

punto en función de los parámetros u y v, de tal forma que cuando u y v toman

valores en un cierto intervalo (p. ej. u ∈ [0, 1], v ∈ [0, 1]) el punto r(u, v) describe

una superficie contenida en R
3.

En este ejercicio se pide programar una función que calcule la matriz de la

primera forma fundamental de una superficie paramétrica como la anterior.

El input y el output de la función pedida son los siguientes:

input: Lista de las 3 funciones ({x(u, v), y(u, v), z(u, v)}) que definen la superficie

paramétrica, nombres de los 2 parámetros de los que dependen estas fun-

ciones.

output: Matriz de la primera forma fundamental.

Obs.: Dada una superficie paramétrica con la forma indicada más arriba, la matriz

de la primera forma fundamental es la matriz simétrica 2 × 2 dada por los

productos escalares siguientes

(

E F
F G

)

=

(

ru · ru ru · rv

ru · rv rv · rv

)

donde los vectores ru y rv están dados por

ru =
∂r

∂u
, rv =

∂r

∂v

respectivamente. Como puede verse, cada uno de estos vectores (que no

son necesariamente unitarios) es el vector tangente a la superficie según el

correspondiente parámetro.

Ejercicio 2

Dada la superficie paramétrica del ejercicio anterior, se pide programar una

función que calcule el vector normal unitario a la superficie, que denotaremos por

n.

input: Como en el ejercicio anterior.

output: Vector normal unitario n.
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Obs.: El vector normal unitario n está dado por

n =
ru × rv

‖ru × rv‖

donde hemos empleado la notación definida en el ejercicio anterior y donde

× representa el producto vectorial.

Ejercicio 3

A partir de las definiciones de los ejercicios anteriores, se pide programar una

función que calcule la matriz de la segunda forma fundamental de la superficie,

que está dada por
(

L M
M N

)

=

(

ruu · n ruv · n
ruv · n rvv · n

)

donde los vectores ruu, ruv y rvv están dados por

ruu =
∂ru

∂u
, ruv =

∂ru

∂v
=

∂rv

∂u
, rvv =

∂rv

∂v

respectivamente.

input: Como en el ejercicio 1.

output: Matriz de la segunda forma fundamental.

Ejercicio 4

La primera forma fundamental permite calcular longitudes de curvas definidas

sobre la superficie. Dada la superficie paramétrica del ejercicio 1, una curva para-

métrica definida sobre esta superficie puede definirse por medio de 2 funciones

u = u(t), v = v(t)

que nos definen los parámetros u y v de la superficie como funciones de un nuevo

parámetro t. Cuando t toma valores en un cierto intervalo (p. ej. t ∈ [0, 1]), el punto

r(t) = {x[u(t), v(t)], y[u(t), v(t)], z[u(t), v(t)]} describe una curva contenida en la

superficie.

La longitud de esta curva desde el punto r(t1) hasta el punto r(t2) está dada

por la correspondiente integral del elemento diferencial de longitud:

s =

∫ t2

t1

∥

∥

∥

∥

dr

dt

∥

∥

∥

∥

dt
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Aplicando la regla de la cadena es inmediato verificar que s está dada por

s =

∫ t2

t1

[

E

(

du

dt

)2

+ 2F

(

du

dt

)(

dv

dt

)

+G

(

dv

dt

)2
]1/2

dt

de forma que para el cálculo de la longitud de esta curva hacen falta los coeficien-

tes (E, F y G) de la primera forma fundamental, junto con las derivadas de u y v
respecto del nuevo parámetro t (du/dt y dv/dt).

Dada la superficie paramétrica del ejercicio 1 y la curva paramétrica contenida

en dicha superficie definida por las funciones u = u(t), v = v(t), programe una

función que calcule la longitud de dicha curva cuando t varía en un cierto intervalo

[t1, t2].

input: Superficie paramétrica como en el ejercicio 1, funciones u = u(t), v = v(t)
que definen la curva, nombre del parámetro t que define la curva paramétrica,

intervalo [t1, t2] considerado para el parámetro t.

output: Longitud de la curva de acuerdo a

s =

∫ t2

t1

[

E

(

du

dt

)2

+ 2F

(

du

dt

)(

dv

dt

)

+G

(

dv

dt

)2
]1/2

dt

Ejercicio 5

Emplee las funciones ❞r❛✇✸❞ y ♣❛r❛♠❡tr✐❝❴s✉r❢❛❝❡ (definidas en el paquete de

funciones ❞r❛✇ incluido en el wxMaxima) para programar una función que genere

la gráfica en 3D de la superficie paramétrica r(u, v) = {x(u, v), y(u, v), z(u, v)} con

u ∈ [a, b] y v ∈ [c, d].

input: • Superficie paramétrica r(u, v).

• Nombre de los parámetros u y v empleados en la definición de la super-

ficie.

• Intervalos [a, b] y [c, d] de definición de estos parámetros.

output: Gráfica de r(u, v) con u ∈ [a, b] y v ∈ [c, d].
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Ejercicio 6

Apliquen los resultados de los ejercicios anteriores a la superficie

r(u, v) =
{

u cos v, u sin v, u2
}

con u ∈ [0, 2], v ∈ [0, 2π]. Calculen la longitud de la curva definida sobre esta

superficie por medio de las funciones

u(t) = 2, v(t) = t

con t ∈ [0, π].

Solución

✴✯ P❘❯❊❇❆ ❊❱❆▲❯❆❇▲❊ ❉❊ P❘❖●❘❆▼❆❈■❖◆ ❊◆ ❲❳▼❆❳■▼❆✱ ❝♦♥✈♦❝❛t♦r✐❛ ❞❡
s❡♣t✐❡♠❜r❡ ❞❡ ✷✵✶✸

❋ís✐❝❛ ❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ■✱ ✶❡r ❝✉rs♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❢ís✐❝❛
❉❡♣t✳ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ② ❞❡ ❋❧✉✐❞♦s✱ ❯◆❊❉✱ ❝✉rs♦ ✷✵✶✷✲✷✵✶✸

❊st❡ ❛r❝❤✐✈♦ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❞❡ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♣❡❞✐❞❛s
❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡✳

P❛r❛ ❡s❝r✐❜✐r❧♦ s❡ ❤❛ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❡❧ ❡❞✐t♦r ❞❡ t❡①t♦s ✧❑❲r✐t❡✧ ❡♥ ✉♥
P❈ ❝♦♥ ▲✐♥✉① ❋❡❞♦r❛ ✶✼✳

P❛r❛ ❝❛r❣❛r ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡s❞❡ ✇①▼❛①✐♠❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡❥❡❝✉t❛r✿

❜❛t❝❤❧♦❛❞✭ ❝♦♥❝❛t✭ ♣❛t❤✱ ✧✷✵✶✸✲❙✲❘✳♠❝✧ ✮ ✮❀

❞♦♥❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❡s ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦

✷✵✶✸✲❙✲❘✳♠❝ ❡♥ ❡❧ ❞✐s❝♦✱ ♣✳ ❡❥✳ ♣❛t❤ ♣♦❞rí❛ s❡r ❛❧❣♦ ♣❛r❡❝✐❞♦ ❛

♣❛t❤ ✿ ✧✴❤♦♠❡✴✉s✉❛r✐♦✴❋✐s✐❝❛✲❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✲✶✴▼❛①✐♠❛✴❡①❛♠❡♥
✴✧❀

❊❧ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❡s ❡❧ ✐♥❞✐❝❛❞♦
❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❞❡❧ ❡①❛♠❡♥✳

✯✴

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✶

❊❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ♣r✐♠❡r♦ ❡s t❛♥ s❡♥❝✐❧❧♦ q✉❡ r❡❛❧♠❡♥t❡ ♥♦ ♥❡❝❡s✐t❛
♥✐♥❣ú♥ ❝♦♠❡♥t❛r✐♦✳ ✯✴
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♣r✐♠❡r❛❋❋✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬r✉✱ r✈✱ ❊✱ ❋✱ ●❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ♣❛r❝✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ✯✴

r✉ ✿ ❞✐❢❢✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠❬✶❪ ✮✱

r✈ ✿ ❞✐❢❢✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠❬✷❪ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❊✱ ❋✱ ● s❡❣ú♥ ❞❡❢✐♥✐❝✐ó♥ ❡♥
❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ✯✴

❊ ✿ r✉ ✳ r✉✱

❋ ✿ r✉ ✳ r✈✱

● ✿ r✈ ✳ r✈✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡
❧❛ s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ✯✴

❛♣♣❧②✭ ♠❛tr✐①✱ ❬ ❬❊✱ ❋❪✱ ❬❋✱ ●❪ ❪ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✷

❊❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ s❡❣✉♥❞♦ t❛♠❜✐é♥ ❡s ♠✉② s❡♥❝✐❧❧♦✱ r❡♣❡t✐♠♦s ❛q✉í ❡❧ ❝ó
❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ r❴✉ ② r❴✈✳ ✯✴

✈❡❝t❴♥♦r♠❛❧✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬r✉✱ r✈✱ ♥❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ♣❛r❝✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ✯✴

r✉ ✿ ❞✐❢❢✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠❬✶❪ ✮✱

r✈ ✿ ❞✐❢❢✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠❬✷❪ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ② ❧♦ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ♥ ✯✴

♥ ✿ ❬ r✉❬✷❪ ✯ r✈❬✸❪ ✲ r✉❬✸❪ ✯ r✈❬✷❪✱ ✲✭r✉❬✶❪ ✯ r✈❬✸❪ ✲ r✉
❬✸❪ ✯ r✈❬✶❪✮✱ r✉❬✶❪ ✯ r✈❬✷❪ ✲ r✉❬✷❪ ✯ r✈❬✶❪ ❪✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ♥ ✴ ⑤⑤♥⑤⑤ ✯✴

♥ ✴ sqrt✭ ♥ ✳ ♥ ✮

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸

❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ♣r♦❣r❛♠❛♠♦s ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ♣❛r❝✐❛❧❡s
s❡❣✉♥❞❛s r❴✉✉✱ r❴✉✈✱ r❴✈✈ ② ❧❧❛♠❛♠♦s ❛

❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❛♥t❡r✐♦r ♣❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡❧ ✈❡❝t♦r
♥♦r♠❛❧✳ ✯✴

s❡❣✉♥❞❛❋❋✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠ ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬r✉✉✱ r✉✈✱ r✈✈✱ ♥✱ ▲✱ ▼✱
◆❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s s❡❣✉♥❞❛s ✯✴

r✉✉ ✿ ❞✐❢❢✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠❬✶❪✱ ✷ ✮✱

r✉✈ ✿ ❞✐❢❢✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠❬✶❪✱ ✶✱ ♣❛r❛♠❬✷❪✱ ✶ ✮✱

r✈✈ ✿ ❞✐❢❢✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠❬✷❪✱ ✷ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛r✐♦ ✯✴

♥ ✿ ✈❡❝t❴♥♦r♠❛❧✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ▲✱ ▼✱ ◆ s❡❣ú♥ ❞❡❢✐♥✐❝✐ó♥ ❡♥
❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ✯✴

▲ ✿ r✉✉ ✳ ♥✱

▼ ✿ r✉✈ ✳ ♥✱

◆ ✿ r✈✈ ✳ ♥✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡
❧❛ s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ✯✴

❛♣♣❧②✭ ♠❛tr✐①✱ ❬ ❬▲✱ ▼❪✱ ❬▼✱ ◆❪ ❪ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✹

❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❡❧ ✐♥♣✉t ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ t✐❡♥❡ ✷ ♣❛rt❡s✱ ❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ②

❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❝✉r✈❛✳ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ♣♦r t❛♥t♦ ❡❧ ✐♥♣✉t ❞❡
❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝♦♠♦✿

✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠s✉♣✱ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠❝✉r✈❛✱ ❧✐♠✐t❡st

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✮

❞♦♥❞❡

s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ❂ ❬①✭✉✱ ✈✮✱ ②✭✉✱ ✈✮✱ ③✭✉✱ ✈✮❪

♣❛r❛♠s✉♣ ❂ ❬✉✱ ✈❪

❝✉r✈❛ ❂ ❬✉✭t✮✱ ✈✭t✮❪

♣❛r❛♠❝✉r✈❛ ❂ t

❚❛♠❜✐é♥ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s ❝♦♠♦ ✐♥♣✉t ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ❧í♠✐t❡s t❴✶ ②
t❴✷ ❡♥tr❡ ❧♦s q✉❡ s❡

❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ❧♦♥❣✐t✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝✉r✈❛✱ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❡st♦s ✈❛❧♦r❡s ❝♦♠♦
❧✐♠✐t❡st ❂ ❬t❴✶✱ t❴✷❪✳

❆♣❛rt❡ ❞❡ ❡st♦✱ ❧♦ ú♥✐❝♦ q✉❡ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s ❡s ❧❧❛♠❛r ❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
❞❡❧ ♣r✐♠❡r ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ♣❛r❛

❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ② ❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❞❡
✉✭t✮✱ ✈✭t✮ r❡s♣❡❝t♦ ❛ t✳ ✯✴

❧♦♥❣✐t✉❞❴❝✉r✈❛❴❡♥❴s✉♣✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠s✉♣✱ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠❝✉r✈❛✱
❧✐♠✐t❡st ✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬■✱ ✉✈❞♦t✱ ❛✉①❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❢♦r♠❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ② ❧❛ ❣✉❛r❞❛♠♦s
❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ■ ✯✴

■ ✿ ♣r✐♠❡r❛❋❋✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠s✉♣ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❞❡ ✉ ② ✈ r❡s♣❡❝t♦ ❛ t ✯✴

✉✈❞♦t ✿ ❞✐❢❢✭ ❝✉r✈❛✱ ♣❛r❛♠❝✉r✈❛ ✮✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ♥♦r♠❛ ❞❡ ❞r✴❞t s❡❣ú♥ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ✯✴

❛✉① ✿ sqrt✭ tr❛♥s♣♦s❡✭ ■ ✳ ✉✈❞♦t ✮ ✳ ✉✈❞♦t ✮✱

✴✯
❙✉st✐t✉✐♠♦s ❡♥ ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s

❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ✧✉✧ ② ✧✈✧
♣♦r s✉s ❡①♣r❡s✐♦♥❡s ❡♥ tér♠✐♥♦s ❞❡❧ ♣❛rá♠❡tr♦ ❞❡ ❧❛

❝✉r✈❛ ✧t✧✿ ✧✉✭t✮✧ ② ✧✈✭t✮✧✿
✯✴

❛✉① ✿ s✉❜❧✐s✭ ❬ ♣❛r❛♠s✉♣❬✶❪ ❂ ❝✉r✈❛❬✶❪✱ ♣❛r❛♠s✉♣❬✷❪ ❂ ❝✉r✈❛
❬✷❪ ❪✱ ❛✉① ✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✴✯ s✐♠♣❧✐❢✐❝❛♠♦s ❧❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ♦❜t❡♥✐❞❛ ✯✴

❛✉① ✿ ❢❛❝t♦r✭ r❛ts✐♠♣✭ tr✐❣s✐♠♣✭ ❛✉① ✮ ✮ ✮✱

✴✯ ❘❡t♦r♥❛♠♦s ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡ ⑤⑤❞r✴❞t⑤⑤❞t ❡♥tr❡ t❴✶ ② t❴✷
✯✴

✐♥t❡❣r❛t❡✭❛✉①✱ ♣❛r❛♠❝✉r✈❛✱ ❧✐♠✐t❡st❬✶❪✱ ❧✐♠✐t❡st❬✷❪✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✺

■♥❝❧✉✐♠♦s ❧❛ ♦r❞❡♥ ❞❡ ❝❛r❣❛r ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ✧❞r❛✇✧ ❢✉❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
♣❛r❛ ❡✈✐t❛r ✈♦❧✈❡r ❛ ❝❛r❣❛r❧♦

❝❛❞❛ ✈❡③ q✉❡ s❡ ❡❥❡❝✉t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✯✴

❧♦❛❞✭❞r❛✇✮❀

♣❧♦t❴s✉♣❡r❢✐❝✐❡✭ s✉♣❡r❢✐❝✐❡✱ ♣❛r❛♠✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✶✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✷ ✮ ✿❂
❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①❪✱

✴✯ ❖❇❙✱ ■◆P❯❚✿

s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ❂ ❬①✭✉✱ ✈✮✱ ②✭✉✱ ✈✮✱ ③✭✉✱ ✈✮❪

♣❛r❛♠ ❂ ❬✉✱ ✈❪

✐♥t❡r✈❛❧♦✶ ❂ ❧í♠✐t❡s ♣❛r❛ ✉✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✷ ❂ ❧í♠✐t❡s
♣❛r❛ ✈

✯✴

✴✯ ●✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❛✉① ❡♥ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s q✉❡ ❡♠♣❧❡❛r❡♠♦s
♣❛r❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ❧❛ ❣rá❢✐❝❛✳
❊❧ ✈❛❧♦r ♣♦r ❞❡❢❡❝t♦ ✭✷✾✮ ❡s ♠✉② ❜❛❥♦✱ ❧♦ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡

❣rá❢✐❝❛s ❝♦♥ ♣♦❝❛ ❝❛❧✐❞❛❞✳ ✯✴

❛✉① ✿ ✷✵✵✱

✴✯ ❉❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r❢✐❝✐❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ② ❞❡❧
✐♥t❡r✈❛❧♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦✱ ❡❧ ✈❛❧♦r
❛♥t❡r✐♦r ♣✉❡❞❡ ♥♦ s❡r ✉♥❛ ❜✉❡♥❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ ♣❛r❛ ♣r♦❞✉❝✐r

✉♥❛ ❜✉❡♥❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥✱ ❡♥ ❝✉②♦
❝❛s♦ ❤❛❜rá q✉❡ ❝❛♠❜✐❛r❧♦✳ ✯✴

❞r❛✇✸❞✭ ♥t✐❝❦s ❂ ❛✉①✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❴s✉r❢❛❝❡✭

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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s✉♣❡r❢✐❝✐❡❬✶❪✱ s✉♣❡r❢✐❝✐❡❬✷❪✱ s✉♣❡r❢✐❝✐❡❬✸❪✱

♣❛r❛♠❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✶❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✶❬✷❪✱

♣❛r❛♠❬✷❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✷❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✷❬✷❪
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r✈❡s❡ q✉❡ ❛❤♦r❛ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛
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9.7. Curso 2013-2014, convocatoria de junio

Ejercicio 1

Consideremos el sistema dinámico definido por una masa puntual m en una

dimensión, cuya posición x(t) y momento lineal p(t) varían bajo la acción de la

fuerza conservativa

F = −
dV

dx

de acuerdo a la ecuación de Newton

dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −V ′

donde las funciones del tiempo x(t) y p(t) son las variables del problema, m es

un parámetro constante y la función V (x) es una determinada función potencial

(V ′ = dV/dx).

Programe una función en Maxima que, dado el potencial de fuerzas V depen-

diente la variable x, y dado el intervalo de valores [x1, x2], represente gráficamente

la función V (x) con x en dicho intervalo y guarde la gráfica correspondiente en

un archivo con formato EPS, de modo que pueda usarse posteriormente en un

documento.

input: Función V (x), variable x, intervalo [x1, x2] de variación de la variable x.

output: Archivo con formato EPS que contenga la gráfica de V (x) con x ∈ [x1, x2].
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Ejercicio 2

Programe una función en Maxima que, dado el potencial de fuerzas V depen-

diente de la variable x, y dado el intervalo de valores [x1, x2] calcule todos los

puntos de equilibrio del sistema, resolviendo para ello la ecuación

V ′(x) = 0

de manera analítica si es posible, y de forma numérica mediante el método de

Newton si lo anterior no es posible. En este segundo caso no calcularemos todos

los puntos de equilibrio de V (x), sino sólamente aquellos que se encuentren dentro

del intervalo acotado [x1, x2] (por supuesto, en todos estos ejercicios supondremos

que x2 > x1 y que ambos son finitos).

input: Función V (x), variable x, intervalo [x1, x2] de variación de la variable x.

output: Lista de soluciones analíticas de la ecuación V ′(x) = 0.

Si lo anterior no es posible, lista de soluciones numéricas de dicha ecuación

dentro del intervalo de trabajo [x1, x2].

Ejercicio 3

Basándonos en los ejercicios anteriores programe una función que devuelva

las frecuencias propias (ωi) de oscilaciones de baja amplitud en torno a los puntos

de equilibrio encontrados. Estas frecuencias se obtienen aproximando el potencial

V (x) en torno a cada uno de sus puntos de equilibrio por medio de su desarrollo

en serie de Taylor centrado en dicho punto

V (x) ≃
1

2

d2V

dx2

∣

∣

∣

∣

xi

(x− xi)
2

donde se ha omitido una constante que es irrelevante y se ha tenido en cuenta que

V ′(xi) = 0. Por tanto, para oscilaciones de amplitud suficientemente pequeña en

torno a cada punto de equilibrio de V (x) encontramos un oscilador armónico con

constante recuperadora

V ′′(xi) =
d2V

dx2

∣

∣

∣

∣

xi

y por tanto

ωi =
√

V ′′(xi)/m, i = 1, 2, ...

donde xi (i = 1, 2, ...) es el conjunto de puntos de equilibrio de V (x).

input: Masa m de la partícula, función V (x), variable x, intervalo [x1, x2] de variación

de la variable x.
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output: Lista de frecuencias ωi.

Ejercicio 4

Para el mismo sistema considerado en los ejercicios precedentes, dadas las

condiciones iniciales x(0) = x0, p(0) = p0, y el intervalo finito de tiempo t ∈ [0, tf ],
calcule la evolución temporal del sistema en dicho intervalo, resolviendo para ello

el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −V ′, x(0) = x0, p(0) = p0

mediante el método de Runge-Kutta (empleando el comando r❦ del Maxima).

A partir de esta solución numérica represente gráficamente los resultados en

el espacio de configuraciones (gráficas de x(t) y p(t) frente a t) y en el espacio

de fases (gráfica de p(t) frente a x(t)) del sistema, guardando estas gráficas en

archivos EPS que podamos emplear posteriormente.

input: Masa m de la partícula, función V (x), variable x, valores iniciales para la

posición (x0) y el momento (p0) en t = 0, valor final del tiempo (tf ) para la

integración numérica.

output: Solución numérica x(t) y p(t) con t ∈ [0, tf ].
Archivo EPS con la gráfica de x(t) frente a t con t ∈ [0, tf ].
Archivo EPS con la gráfica de p(t) frente a t con t ∈ [0, tf ].
Archivo EPS con la gráfica de p(t) frente a x(t) con t ∈ [0, tf ].

Ejercicio 5

El sistema dinámico con el que estamos trabajando en estas PECs es conser-

vativo, es decir, existe una función energía total que se mantiene constante a lo

largo de la evolución temporal. En este caso esta función energía total está dada

por la suma de las energías cinética y potencial de la partícula

E =
p2

2m
+ V (x)

y es muy sencillo comprobar que se mantiene constante.

Dado el potencial V (x) y los intervalos de valores [x1, x2] y [p1, p2] para posi-

ciones y momentos, escriba una función que genera por un lado la gráfica de la

energía total del sistema E frente a x y p, y por otro el mapa de fases del sistema,

representando para ello las curvas de nivel de la función energía total.
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Para la primera de las gráficas que se pide en este ejercicio puede usar, p. ej., la

función ♣❧♦t✸❞, o si lo prefiere ✇①♣❧♦t✸❞, para la segunda se puede usar la función

❝♦♥t♦✉r❴♣❧♦t, o análogamente ✇①❝♦♥t♦✉r❴♣❧♦t.

Para la segunda gráfica aparece la cuestión de ¿cuántas curvas de nivel de E
consideramos? Para resolver esta cuestión hay varias posibilidades: la más senci-

lla es incluir un parámetro adicional en la función mediante el cual especifiquemos

el número de curvas que queremos ver.

Escriba la función de modo que ambas gráficas queden almacenadas en archi-

vos con formato EPS, de modo que podamos emplearlas posteriormente.

input: Nombres de las variables de posición y momento y sus respectivos intervalos

de variación: x, [x1, x2], p, [p1, p2].
Masa m de la partícula, función V (x).
Número n de curvas E = cte a representar en la segunda gráfica.

output: Archivo EPS con la gráfica de E(x, p) frente a x ∈ [x1, x2] y p ∈ [p1, p2].
Archivo EPS con la gráfica de las n curvas de nivel E(x, p) con x ∈ [x1, x2] y

p ∈ [p1, p2].

Solución

✴✯ P❘❯❊❇❆ ❊❱❆▲❯❆❇▲❊ ❉❊ P❘❖●❘❆▼❆❈■❖◆ ❊◆ ❲❳▼❆❳■▼❆✱ ❝♦♥✈♦❝❛t♦r✐❛ ❞❡
❥✉♥✐♦ ❞❡ ✷✵✶✹

❋ís✐❝❛ ❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ■✱ ✶❡r ❝✉rs♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❢ís✐❝❛
❉❡♣t✳ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ② ❞❡ ❋❧✉✐❞♦s✱ ❯◆❊❉✱ ❝✉rs♦ ✷✵✶✸✲✷✵✶✹

❊st❡ ❛r❝❤✐✈♦ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❞❡ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♣❡❞✐❞❛s
❡♥ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡✳

P❛r❛ ❡s❝r✐❜✐r❧♦ s❡ ❤❛ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❡❧ ❡❞✐t♦r ❞❡ t❡①t♦s ✧❑❲r✐t❡✧ ❡♥ ✉♥
P❈ ❝♦♥ ▲✐♥✉① ❋❡❞♦r❛ ✶✼✳

P❛r❛ ❝❛r❣❛r ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡s❞❡ ✇①▼❛①✐♠❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡❥❡❝✉t❛r✿

❜❛t❝❤❧♦❛❞✭ ❝♦♥❝❛t✭ ♣❛t❤✱ ✧✷✵✶✹✲❏✲❘✳♠❝✧ ✮ ✮❀

❞♦♥❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❡s ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦

✷✵✶✹✲❏✲❘✳♠❝ ❡♥ ❡❧ ❞✐s❝♦✱ ♣✳ ❡❥✳ ♣❛t❤ ♣♦❞rí❛ s❡r ❛❧❣♦ ♣❛r❡❝✐❞♦ ❛

♣❛t❤ ✿ ✧✴❤♦♠❡✴✉s✉❛r✐♦✴❋✐s✐❝❛✲❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧✲✶✴▼❛①✐♠❛✴❡①❛♠❡♥
✴✧❀

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❊❧ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❡s ❡❧ ✐♥❞✐❝❛❞♦
❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ❞❡❧ ❡①❛♠❡♥✳

✯✴

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✶ ✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✶✭❱✱ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪✱

✴✯
❘❡❛❧✐③❛♠♦s ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ✧❱✧

❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧①✧ q✉❡ t♦♠❛ ✈❛❧♦r❡s ❡♥ ✧
✐♥t❡r✈❛❧♦✧✳ ❊♠♣❧❡❛r❡♠♦s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦
✧ ♣❛r❛ ❞❡❢✐♥✐r ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞♦♥❞❡ ✈❛♠♦s ❛
❣✉❛r❞❛r ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡ ❱✱ t❛❧ ② ❝♦♠♦ s❡ ✐♥❞✐❝❛ ❛
❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳

❊❧ ✧♣❛t❤✧ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ♣♦r ♠❛①✐♠❛ ♣♦r ❞❡❢❡❝t♦ ♣❛r❛ ❛❧♦❥❛r
❛r❝❤✐✈♦s ❡s ❡❧ ✧❤♦♠❡✧ ❞❡❧ ✉s✉❛r✐♦✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❞✐❝❤♦
♣❛t❤ ❡stá ✐♥❞✐❝❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✳ ❱❛♠♦s
❛ ❡♠♣❧❡❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦✧ ♣❛r❛ ✐♥❞✐❝❛r
❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡t♦ ❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❡♣s ❡♥ ❡❧ q✉❡ q✉❡r❡♠♦s

q✉❡ s❡ ❛❧♦❥❡ ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ❞❡ ❱✭①✮✱ q✉❡ ❧❧❛♠❛r❡♠♦s ✧
♣♦t❡♥❝✐❛❧✳❡♣s✧✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ ❡♥ ❧✉❣❛r ❞❡❧ ✧❤♦♠❡✧ ❞❡❧
✉s✉❛r✐♦ ✈❛♠♦s ❛ ♣❡❞✐r❧❡ ❛❧ ♠❛①✐♠❛ q✉❡ ❣✉❛r❞❡ ❞✐❝❤♦
❛r❝❤✐✈♦ ❡♥ ❡❧ ❡s❝r✐t♦r✐♦✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡♥ ❡st❡ ♦r❞❡♥❛❞♦r ❡s
❡❧ ❞✐r❡❝t♦r✐♦ ✧❉❡s❦t♦♣✧ ✭❡♥ ♦tr♦ ♦r❞❡♥❛❞♦r ♣♦s✐❜❧❡♠❡♥t❡
❤❛❜rá q✉❡ ♠♦❞✐❢✐❝❛r ❡st❡ ♥♦♠❜r❡✮✳

✯✴

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴♣♦t❡♥❝✐❛❧✳❡♣s✧ ✮
✱

♣❧♦t✷❞✭ ❱✱ ❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱
♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✷ ✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✷✭❱✱ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭

❬❱♣✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱ ✐✱ ❡♣s✐❧♦♥✱ ♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐✱ ♠❛❧❧❛❞♦✱
s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✱ ❝♦♥t❛❞♦r✱ ✐♥❝❪✱

✴✯
❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ② ❧❛ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ❧❛

✈❛❧✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧❱♣✧
✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❱♣ ✿ ❞✐❢❢✭❱✱ ①✮✱

✴✯
P♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ s♦❧✈❡ ✐♥t❡♥t❛♠♦s r❡s♦❧✈❡r ❛♥❛❧ít✐❝❛♠❡♥t❡ ❱♣ ❂

✵✱ ❝♦♥ ❡st♦ ♦❜t❡♥❡♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❡①♣r❡s✐♦♥❡s ① ❂ s♦❧❴✐✱
❞♦♥❞❡ ❧❛s s♦❧❴✐ s❡rá♥ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥ ❛q✉❡❧❧♦s ❝❛s♦s ❡♥

q✉❡ ❱♣ ❂ ✵ ♣✉❡❞❛ r❡s♦❧✈❡rs❡ ❞❡ ❢♦r♠❛ ❛♥❛❧ít✐❝❛✱ ♠✐❡♥tr❛s
q✉❡ s❡rá♥ ❡①♣r❡s✐♦♥❡s ❞❡ ① ❡♥ ❝❛s♦ ❝♦♥tr❛r✐♦✳

❆❧♠❛❝❡♥❛♠♦s ❡st❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❡①♣r❡s✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧
✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s✧

✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ s♦❧✈❡✭❱♣ ❂ ✵✱ ①✮✱

✴✯
❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s✉st✐t✉②❡♥❞♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦r ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ❧✐st❛
❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♣❡❞✐❞❛✳

✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ s✉❜❧✐s✭ ❬s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❪✱ ① ✮✱ ✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭
s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮ ✮✱

✴✯
❱❡r✐❢✐❝❛♠♦s s✐ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s s♦♥ ✈❡r❞❛❞❡r❛s

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♦ ❡①♣r❡s✐♦♥❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s ❞❡ ①✳ ❊♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r
❝❛s♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡stá r❡s✉❡❧t♦✱ ❡♥ ❡❧ s❡❣✉♥❞♦ ❤❛② q✉❡

r❡s♦❧✈❡r❧♦ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ♥✉♠ér✐❝❛✳ P❛r❛ ✈❡r✐❢✐❝❛r s✐ ❧❛s
s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s s♦♥ ✈❡r❞❛❞❡r❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❜❛st❛ ❝♦♥
✈❡r✐❢✐❝❛r s✐ ❧♦ ❡s ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❞❡ ❡❧❧❛s✳

✯✴

✐❢ ✭ ❞✐❢❢✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✶❪✱ ①✮ ❂ ✵ ✮ t❤❡♥ ✭

♣r✐♥t✭✧❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛♥❛❧ít✐❝❛s s♦♥ ✈❡r❞❛❞❡r❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱
♣r♦❜❧❡♠❛ ✷ r❡s✉❡❧t♦✧✮

✮ ❡❧s❡ ✭

♣r✐♥t✭✧❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛♥❛❧ít✐❝❛s s♦♥ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛♥③❛♠♦s ❝á❧❝✉❧♦ ♥✉♠ér✐❝♦✧✮✱

❧♦❛❞ ✭ ♥❡✇t♦♥✶ ✮✱

✴✯
❊❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✈❛ ❤❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥

❛♣r♦①✐♠❛❞❛✱ ♥♦ ❡①❛❝t❛✱ ♣♦r ❡s♦ ♥❡❝❡s✐t❛♠♦s
❞❡❢✐♥✐r ✉♥❛ ✧t♦❧❡r❛♥❝✐❛✧ q✉❡ ❧❧❛♠❛r❡♠♦s ✧❡♣s✐❧♦♥

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✧ ✭✈❡r t❡♠❛ ✻✮✳ ❙✉♣♦♥❡♠♦s q✉❡ ❤❡♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦
✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❝♦♥ ✉♥ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥
❛❝❡♣t❛❜❧❡ ❝✉❛♥❞♦ ❱♣✭①✮ ❁ ❡♣s✐❧♦♥✳

❚♦♠❛♠♦s ✶✵❫✭✲✽✮ ❝♦♠♦ ✉♥ ✈❛❧♦r ❛❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❛r❛ ❧❛
t♦❧❡r❛♥❝✐❛✳

✯✴

❡♣s✐❧♦♥ ✿ ✶✵❫✭✲✾✮✱

✴✯
❯♥ ✈❛❧♦r ❞❡ ❡♣s✐❧♦♥ ♣❡q✉❡ñ♦ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛ r❡s✉❧t❛❞♦s ♥✉♠

ér✐❝♦s ♠✉② ♣r❡❝✐s♦s✱ ♣❡r♦ ❝♦♥ ✉♥ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❝á
❧❝✉❧♦ q✉❡ ♣✉❡❞❡ s❡r ❡❧❡✈❛❞♦✱ ② ✈✐❝❡✈❡rs❛✳

✯✴

✴✯
P❛r❛ ❧❛♥③❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✈❛♠♦s ❛ ❛♣❧✐❝❛r ❧❛

❡str❛t❡❣✐❛ s✉❣❡r✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ❢♦r♦ ❞❡ ❧❛ ❛s✐❣♥❛t✉r❛✳
■♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ t♦♠❛♠♦s ❝♦♠♦ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ♣❛rt✐❞❛

♣❛r❛ ❧❛♥③❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛ ✸ ✈❛❧♦r❡s ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧①✧✱ ❞❛❞♦s ♣♦r ❧♦s ❧í♠✐t❡s ❞❡❧
✐♥t❡r✈❛❧♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡
❞✐❝❤♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ ❡♠♣❧❡❛♠♦s ❧❛s

s✐❣✉✐❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡s✿

♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ❂ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ①
❡♠♣❧❡❛❞♦s ♣❛r❛ ❧❛♥③❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥

♠❛❧❧❛❞♦ ❂ ❧✐st❛ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ① ❡♠♣❧❡❛❞♦s ♣❛r❛
❧❛♥③❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥

✯✴

♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ✿ ✸✱

♠❛❧❧❛❞♦ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭

✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪ ✰ ✭✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ✲ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✮ ✯ ✭✐ ✲
✶✮ ✴ ✭♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ✲ ✶✮

✱ ✐✱ ✶✱ ♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐✱ ✶ ✮✱

✴✯
❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s q✉❡ ♦❜t❡♥❡♠♦s ❛❧

❧❛♥③❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❡s❡
❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s✱ ❣✉❛r❞❛♠♦s ❡❧
r❡s✉❧t❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s✧

✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



9-90 TEMA 9. EXÁMENES RESUELTOS DE AÑOS ANTERIORES

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ♥❡✇t♦♥✭❱♣✱ ①✱ ♠❛❧❧❛❞♦❬✐❪✱ ❡♣s✐❧♦♥✮✱
✐✱ ✶✱ ♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ✮✱

✴✯
❈♦♥ ❡❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❛♥t❡r✐♦r ❡s ♣♦s✐❜❧❡ q✉❡ ❡❧ ♠é

t♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❤❛②❛ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ❧❛ ♠✐s♠❛ s♦❧✉❝✐ó♥
♠ás ❞❡ ✉♥❛ ✈❡③✱ ❞❡ ❡st❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s só

❧♦ ♥♦s ✐♥t❡r❡s❛♥ ❧❛s q✉❡ s❡❛♥ ❞✐st✐♥t❛s✳ P❛r❛
❡❧✐♠✐♥❛r ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s r❡♣❡t✐❞❛s ❡♥ ❡st❛ ❧✐st❛
❤❛❝❡♠♦s ❧♦ s✐❣✉✐❡♥t❡✿

♣❛s♦ ✶✳
❖r❞❡♥❛♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ♠❡♥♦r ❛

♠❛②♦r ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ ✧s♦rt✧✳
✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ s♦rt ✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮✱

✴✯ ♣❛s♦ ✷✳
❆s✉♠✐♠♦s q✉❡ ❞♦s s♦❧✉❝✐♦♥❡s s♦♥ ❡♥ r❡❛❧✐❞❛❞

❧❛ ♠✐s♠❛ ❝✉❛♥❞♦ ❞✐❢✐❡r❛♥ ❡♥ ✉♥❛ ❝❛♥t✐❞❛❞
✐♥❢❡r✐♦r ❛ ❧❛ t♦❧❡r❛♥❝✐❛ ✧❡♣s✐❧♦♥✧ ❝♦♥
q✉❡ ❤❛♥ s✐❞♦ ❝❛❧❝✉❧❛❞❛s✳ P❛r❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r
❡st♦ ❡♥ ▼❛①✐♠❛ r❡❝♦rr❡♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ✉♥❛

✈❡③ ♦r❞❡♥❛❞❛✱ ❝♦♠♣❛r❛♥❞♦ ❝❛❞❛ ❡❧❡♠❡♥t♦
❝♦♥ ❡❧ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❞❡ ❢♦r♠❛ q✉❡ ❝✉❛♥❞♦
❡st♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞✐❢✐❡r❛♥ ❡♥ ♠❡♥♦s ❞❡ ✧
❡♣s✐❧♦♥✧ ❞❡❢✐♥✐♠♦s q✉❡ ❞✐❝❤♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s
s♦♥ ✐❣✉❛❧❡s✳

✯✴

❢♦r ✐ ✿ ✷ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮ ❞♦ ✐❢ ✭

❛❜s✭ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪ ✲ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐ ✲ ✶❪ ✮ ❁ ❡♣s✐❧♦♥

✮ t❤❡♥ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪ ✿ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐ ✲ ✶❪✱

✴✯ ♣❛s♦ ✸✳
❯♥❛ ✈❡③ ❤❡♠♦s ❞❡❢✐♥✐❞♦ ❝♦♠♦ ✐❣✉❛❧❡s ❛ ❧♦s

❡❧❡♠❡♥t♦s q✉❡ ❞✐❢✐❡r❡♥ ❡♥ ♠❡♥♦s ❞❡
❡♣s✐❧♦♥✱ ❡♠♣❧❡❛♠♦s ❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ ✧✉♥✐q✉❡✧
♣❛r❛ q✉❡❞❛r♥♦s só❧♦ ❝♦♥ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s
❞✐st✐♥t♦s✱ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ r❡♣❡t✐❝✐♦♥❡s✳

✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ ✉♥✐q✉❡✭ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮✱

✴✯

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❍❛st❛ ❛q✉í ❤❡♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ✉♥❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✸ s♦❧✉❝✐♦♥❡s
♥✉♠ér✐❝❛s✱ ❞❡ ❧❛ q✉❡ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❤❡♠♦s

❡❧✐♠✐♥❛❞♦ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s r❡♣❡t✐❞❛s✱ ♣❡r♦
➽t❡♥❡♠♦s ②❛ t♦❞❛s ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❱♣ ❂ ✵ ♦ só
❧♦ ✉♥❛s ♣♦❝❛s❄ P❛r❛ ✈❡r❧♦ s✉❜✲❞✐✈✐❞✐♠♦s ❡❧
✐♥t❡r✈❛❧♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ② ✈♦❧✈❡♠♦s ❛ ❧❛♥③❛r ❡❧ ♠é
t♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥❛ r❡❥✐❧❧❛ ❞❡
✈❛❧♦r❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ❞❡ ① ♠ás ❢✐♥❛ q✉❡ ❧❛ ❡♠♣❧❡❛❞❛
♠ás ❛rr✐❜❛✳ ❙✐ ❛❧ ❤❛❝❡r ❡s♦ ✈♦❧✈❡♠♦s ❛ ❡♥❝♦♥tr❛r
❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛♥t❡s ❛s✉♠✐♠♦s q✉❡ ②❛ t❡♥❡♠♦s
t♦❞❛s ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❱♣ ❂ ✵✱ ❡♥ ❝❛s♦

❝♦♥tr❛r✐♦ ❝♦♥t✐♥✉❛♠♦s s✉❜✲❞✐✈✐❞✐❡♥❞♦ ❡❧
✐♥t❡r✈❛❧♦ ② r❡✲❝❛❧❝✉❧❛♥❞♦ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❤❛st❛ q✉❡
❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡♥ ❞♦s ✐t❡r❛❝✐♦♥❡s
s✉❝❡s✐✈❛s ❝♦✐♥❝✐❞❛♥✱ ❡♥ ❝✉②♦ ❝❛s♦ ❛s✉♠✐♠♦s q✉❡
②❛ ❤❡♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ t♦❞❛s ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s q✉❡
❜✉s❝á❜❛♠♦s✳

❆ ❧❛ ❤♦r❛ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛r ✷ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ✈❡r s✐ s♦♥ ♦
♥♦ ✐❣✉❛❧❡s ❤❛② q✉❡ t❡♥❡r ❡♥ ❝✉❡♥t❛ q✉❡ t♦❞❛s

❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s q✉❡ ❡st❛♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛♥❞♦ s♦♥
❛♣r♦①✐♠❛❞❛s✱ ♥♦ ❡①❛❝t❛s✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❝✉❛♥❞♦ ✷
s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞✐❢✐❡r❛♥ ❡♥ ✉♥❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ♠❡♥♦r q✉❡ ❧❛
t♦❧❡r❛♥❝✐❛ ✧❡♣s✐❧♦♥✧ ❞❡❢✐♥✐❞❛ ♠ás ❛rr✐❜❛

❛s✉♠✐r❡♠♦s q✉❡✱ ❡♥ r❡❛❧✐❞❛❞✱ s♦♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ s♦❧✉❝✐
ó♥✳

❊st❡ ❞❡t❛❧❧❡ ②❛ ❤❛ s✐❞♦ t❡♥✐❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ♠ás ❛rr✐❜❛
♣❛r❛ ❡❧✐♠✐♥❛r s♦❧✉❝✐♦♥❡s r❡♣❡t✐❞❛s✱ ② ❛❤♦r❛
t❡♥❞r❡♠♦s q✉❡ ✈♦❧✈❡r ❛ t❡♥❡r❧♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ♣❛r❛
✈❡r✐❢✐❝❛r s✐ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡♥ ✉♥❛
✐t❡r❛❝✐ó♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥ ❝♦♥ ❧❛s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡♥ ❧❛
✐t❡r❛❝✐ó♥ s✐❣✉✐❡♥t❡✳

❱❛♠♦s ❛ ❣✉❛r❞❛r ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ✧
✐t❡r❛❝✐ó♥ s✐❣✉✐❡♥t❡✧ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧
s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✧✱ ❝✉②♦ ✈❛❧♦r ❢✐❥❛♠♦s
✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s✧

✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s ✿ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱

✴✯ ▲❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠ét♦❞♦ s❡ r❡s✉♠❡ ❡♥ ❡st♦s
♣❛s♦s✿

♣❛s♦✶✳
❙✉❜✲❞✐✈✐❞✐♠♦s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ✐t❡r❛t✐✈❛ ❧❛ ❧✐st❛

❞❡ ✈❛❧♦r❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ❡♠♣❧❡❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛♥③❛r
❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❡♥ ✧

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✐♥❝✧ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✧♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐✧✳
♣❛s♦ ✷✳

❆s✐❣♥❛♠♦s ❛ ✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s✧ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ✧
s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✧ ❞❡❧ ♣❛s♦ ❛♥t❡r✐♦r✳

❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ♥✉❡✈❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱
♦r❞❡♥❛❞❛ ② s✐♥ r❡♣❡t✐❝✐♦♥❡s ✐❣✉❛❧ q✉❡
❤❡♠♦s ❤❡❝❤♦ ♠ás ❛rr✐❜❛✳

❆s✐❣♥❛♠♦s ❛ ✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✧ ❧❛ ♥✉❡✈❛
❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✳

♣❛s♦ ✸✳
❘❡♣❡t✐♠♦s ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❤❛st❛ q✉❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡

❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✧ ❝♦✐♥❝✐❞❛
❝♦♥ ❡❧ ❞❡ ✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s✧ ② ❛❞❡♠ás s❡ ❝✉♠♣❧❛
q✉❡ ❧❛ s✉♠❛ ❞❡ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❡♥ ✈❛❧♦r

❛❜s♦❧✉t♦ ❡♥tr❡ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ✉♥❛
✐t❡r❛❝✐ó♥ ② ❧❛ ✐t❡r❛❝✐ó♥ s✐❣✉✐❡♥t❡

s✉♠✭ ❛❜s✭ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s❬✐❪ ✲
s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪ ✮✱ ✐✱ ✳✳✳ ✮

s❡❛ ♠❡♥♦r q✉❡ ❡♣s✐❧♦♥✳ P❛r❛ ❤❛❝❡r ❡st❛ s✉♠❛
❞❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❤❛② q✉❡ t❡♥❡r ❡♥ ❝✉❡♥t❛
q✉❡ ❧❛s ❧✐st❛s ✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✧ ② ✧
s♦❧✉❝✐♦♥❡s✧ ♣✉❡❞❡♥ ♥♦ t❡♥❡r ❧❛ ♠✐s♠❛
❧♦♥❣✐t✉❞✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ s✉♠❛♠♦s ♣❛r❛ ✧✐✧
❡♥tr❡ ✶ ② ❡❧ ♠❡♥♦r ❞❡ ❧❛s ❧♦♥❣✐t✉❞❡s ❞❡
❛♠❜❛s ❧✐st❛s✳

P❛r❛ ❧❛♥③❛r ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ✐t❡r❛t✐✈♦
❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞♦ ❛♥t❡r✐♦r ❡♠♣❧❡❛♠♦s ❧❛
✐♥str✉❝❝✐ó♥ ✧❢♦r ✳✳✳ ✇❤✐❧❡✧✳ P❛r❛ ❧❧❡✈❛r
❧❛ ❝✉❡♥t❛ ❞❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ✐t❡r❛❝✐♦♥❡s q✉❡
r❡❛❧✐③❛♠♦s ❞❡❢✐♥✐♠♦s ✉♥ ✧❝♦♥t❛❞♦r✧✱ ❝✉②♦
✈❛❧♦r ❢♦r ✐♥❝r❡♠❡♥t❛ ❡♥ ✉♥❛ ✉♥✐❞❛❞ ❡♥
❝❛❞❛ ✐t❡r❛❝✐ó♥✳

✯✴

❢♦r ❝♦♥t❛❞♦r ✿ ✶ st❡♣ ✶ ✇❤✐❧❡ ✭

✭ ❝♦♥t❛❞♦r ❂ ✶ ✮ ♦r

✭ ❧❡♥❣t❤✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✮ ★ ❧❡♥❣t❤✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮ ✮ ♦r

s✉♠✭ ❛❜s✭ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s❬✐❪ ✲ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪ ✮

✱ ✐✱ ✶✱ ♠✐♥✭❧❡♥❣t❤✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✮✱ ❧❡♥❣t❤
✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮✮ ✮ ❃ ❡♣s✐❧♦♥

✮ ❞♦ ✭

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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♣r✐♥t✭✧✐t❡r❛❝✐ó♥ ❂ ✧✱ ❝♦♥t❛❞♦r✮✱

✴✯ ♣❛s♦ ✶✳ ✯✴

✐♥❝ ✿ ✺✱

♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ✿ ♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ✰ ✐♥❝✱

♠❛❧❧❛❞♦ ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭

✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪ ✰ ✭✐♥t❡r✈❛❧♦❬✷❪ ✲ ✐♥t❡r✈❛❧♦❬✶❪✮
✯ ✭✐ ✲ ✶✮ ✴ ✭♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ✲ ✶✮

✱ ✐✱ ✶✱ ♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐✱ ✶ ✮✱

✴✯ ♣❛s♦ ✷✳ ✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✱

♣r✐♥t✭✧s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❂ ✧✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮✱

✴✯ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ♥✉❡✈❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ♥❡✇t♦♥✭❱♣✱ ①✱ ♠❛❧❧❛❞♦❬✐
❪✱ ❡♣s✐❧♦♥✮✱ ✐✱ ✶✱ ♥✉♠✈❛❧♦r❡s✐♥✐ ✮✱

✴✯ ♦r❞❡♥❛♠♦s ② ❡❧✐♠✐♥❛♠♦s r❡♣❡t✐❝✐♦♥❡s✱ ✐❣✉❛❧ q✉❡
❛♥t❡s ✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s ✿ s♦rt ✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✮✱

❢♦r ✐ ✿ ✷ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✮ ❞♦ ✐❢ ✭

❛❜s✭ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s❬✐❪ ✲ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s❬
✐ ✲ ✶❪ ✮ ❁ ❡♣s✐❧♦♥

✮ t❤❡♥ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s❬✐❪ ✿
s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s❬✐ ✲ ✶❪✱

s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s ✿ ✉♥✐q✉❡✭ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s✮

✮✱

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ s♦❧✉❝✐♦♥❡s♥✉❡✈❛s

✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -
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✴✯ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ r❡t♦r♥❛♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s

❖❇❙❊❘❱❆❈■Ó◆✿ ❚❛♥t♦ ❡❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ♥✉♠ér✐❝♦ q✉❡ ❤❡♠♦s
❡♠♣❧❡❛❞♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ❛♥❛❧ít✐❝♦ ♣✉❡❞❡♥ ❣❡♥❡r❛r s♦❧✉❝✐♦♥❡s q✉❡
❡sté♥ ❢✉❡r❛ ❞❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ✐♥❞✐❝❛❞♦✳

✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸ ✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✸✭❱✱ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✱ ♠❛s❛✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❱♣♣✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱ ✐✱ ✇❢❪✱

✴✯
❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❝rít✐❝♦s ❞❡ ❱✭①✮ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡

❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ❛♥t❡r✐♦r
✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✷✭❱✱ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦✮✱

✴✯
❉❡ ❧❛ ❛♥t❡r✐♦r ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s só❧♦ ♥♦s ✐♥t❡r❡s❛♥ ❧❛s

q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ ❛ ♣✉♥t♦s ❞❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦✱ ❡s ❞❡❝✐r✱ ❧♦s ♠
í♥✐♠♦s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❱✱ q✉❡ s❡rá♥ ❛q✉é❧❧❛s ♣❛r❛ ❧❛s q✉❡ ❧❛
s❡❣✉♥❞❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ s❡❛ ♣♦s✐t✐✈❛✳

▲❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❝♦♥ ❱✬✬ ♥❡❣❛t✐✈♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ♣✉♥t♦s ❞❡
❡q✉✐❧✐❜r✐♦ ✐♥❡st❛❜❧❡✱ ② ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❝♦♥ ❱✬✬ ✐❣✉❛❧ ❛
❝❡r♦ s❡rá♥ ❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡ ♣✉♥t♦s ❞❡ ✐♥❢❧❡①✐ó♥✱ ❛✉♥q✉❡
t❛♠❜✐é♥ ♣♦❞rí❛♥ s❡r ♠á①✐♠♦s ♦ ♠í♥✐♠♦s ❧♦❝❛❧❡s s✐ ❱✬✬✬ ❡s
t❛♠❜✐é♥ ♥✉❧❛ ✭✈❡r ♣✳ ❡❥✳ ❡❧ ❝❛s♦ ② ❂ ①❫✹ ❡♥ ①❂✵✮✱ ❡s♦s

❝❛s♦s ♥♦ s❡rá♥ t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❡♥ ❡st❡ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ②❛
q✉❡ ❡♥ ❡❧❧♦s ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧❛s ♦s❝✐❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡
♣❡q✉❡ñ❛ ❛♠♣❧✐t✉❞ ❞❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♥♦ ❡s ✈á❧✐❞❛✳

✯✴

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡❧ ♣♦t❡♥❝✐❛❧ ② ❧❛ ❣✉❛r❛♠♦s
❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❱♣♣✿ ✯✴

❱♣♣ ✿ ❞✐❢❢✭❱✱ ①✱ ✷✮✱

✴✯
❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ r❡❝♦rr❡♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ② só❧♦ ❡♥

❛q✉❡❧❧♦s ❝❛s♦s ❡♥ q✉❡ ❱♣♣ s❡❛ ♣♦s✐t✐✈♦ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛
❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡✱ ❛ñ❛❞✐❡♥❞♦ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ♠í
♥✐♠♦ ❧♦❝❛❧ ② ❧❛ ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❛ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ✧①❢✧✱
q✉❡ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛♠♦s ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❧✐st❛ ✈❛❝í❛✳

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✯✴

①❢ ✿ ❬❪✱

❢♦r ✐ ✿ ✶ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭s♦❧✉❝✐♦♥❡s✮ ❞♦ ✐❢ ✭ s✉❜❧✐s✭ ❬①❂s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐
❪❪✱ ❱♣♣ ✮ ❃ ✵

✮ t❤❡♥ ①❢ ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ ①❢✱ ❬❬s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪✱ sqrt✭ s✉❜❧✐s✭ ❬①❂
s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❪✱ ❱♣♣ ✮ ✴ ♠❛s❛ ✮❪❪ ✮✱

✴✯
❘❡t♦r♥❛♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ♣❛r❡❥❛s ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❬♠í♥✐♠♦❴❧♦❝❛❧❴✐✱

❢r❡❝✉❡♥❝✐❛❴✐❪
✯✴

①❢

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✹ ✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✹✭❱✱ ①✱ ♠❛s❛✱ ①✐♥✐✱ ♣✐♥✐✱ t❢✐♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✱ ♣✱ t✱ ♣❛s♦✱
❞❛t❛✱ t❧✐st✱ ①❧✐st✱ ♣❧✐st✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪✱

✴✯
P❛r❛ ❡s❝r✐❜✐r ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s❡ ❤❛♥ t❡♥✐❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧♦s

❝♦♠❡♥t❛r✐♦s s♦❜r❡ ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ✧r❦✧ q✉❡ ❢✐❣✉r❛♥ ❡♥ ❡❧
❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✶ ❞❡ ❧❛ P❊❈ ❞❡ ❥✉♥✐♦ ❞❡ ✷✵✶✶✱ ❥✉♥t♦ ❝♦♥ ❡❧
t❡♠❛ ✽ ❞❡ ❧♦s ❛♣✉♥t❡s✳

❊♥ ♣r✐♠❡r ❧✉❣❛r ❞❡❢✐♥✐♠♦s ✧❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✧ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡
❡❝✉❛❝✐♦♥❡s q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ♣❛s❛r❧❡ ❛ r❦

✯✴

❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✿ ❬♣✴♠❛s❛✱ ✲❞✐❢❢✭❱✱ ①✮❪✱

✴✯ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ♣❛s♦ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ✐♥t❡❣r❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❡❧
♠ét♦❞♦ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✯✴

♣❛s♦ ✿ ✵✳✵✶✱

✴✯ ❘❡s♦❧✈❡♠♦s ❡❧ s✐st❡♠❛ ♥✉♠ér✐❝❛♠❡♥t❡ ✯✴

❧♦❛❞✭✧❞②♥❛♠✐❝s✧✮✱

❞❛t❛ ✿ r❦✭ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✱ ❬①✱ ♣❪✱ ❬①✐♥✐✱ ♣✐♥✐❪✱ ❬t✱ ✵✱ t❢✐♥✱ ♣❛s♦❪ ✮✱

✴✯ P❛r❛ ❧❛s r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐♦♥❡s ❣rá❢✐❝❛s ❛♣❧✐❝❛♠♦s ❡❧
♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ t❡♠❛ ✽ ❞❡ ❧♦s ❛♣✉♥t❡s ✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❞❛t❛ ✿ ❛♣♣❧②✭ ♠❛tr✐①✱ ❞❛t❛ ✮✱

t❧✐st ✿ tr❛♥s♣♦s❡ ✭ ❞❛t❛ ✮❬✶❪✱
①❧✐st ✿ tr❛♥s♣♦s❡ ✭ ❞❛t❛ ✮❬✷❪✱
♣❧✐st ✿ tr❛♥s♣♦s❡ ✭ ❞❛t❛ ✮❬✸❪✱

✴✯ ●❡♥❡r❛♠♦s ❧♦s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❛r❝❤✐✈♦ ♣❛r❛ ❧❛s ❣rá❢✐❝❛s s❡❣ú♥ ❡❧
♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ✶❡r ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✯✴

✴✯ ●rá❢✐❝❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❢r❡♥t❡ ❛❧ t✐❡♠♣♦ ✯✴

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴♣♦s✐❝✐♦♥✲✈s✲t✳
❡♣s✧ ✮✱

♣❧♦t✷❞✭ ❬ ❬ ❞✐s❝r❡t❡✱ t❧✐st✱ ①❧✐st ❪ ❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮✱

✴✯ ●rá❢✐❝❛ ❞❡ ♠♦♠❡♥t♦ ❢r❡♥t❡ ❛❧ t✐❡♠♣♦ ✯✴

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴♠♦♠❡♥t♦✲✈s✲t✳❡♣s
✧ ✮✱

♣❧♦t✷❞✭ ❬ ❬ ❞✐s❝r❡t❡✱ t❧✐st✱ ♣❧✐st ❪ ❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮✱

✴✯ ●rá❢✐❝❛ ❞❡ ♠♦♠❡♥t♦ ❢r❡♥t❡ ❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ✯✴

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴♠♦♠❡♥t♦✲✈s✲
♣♦s✐❝✐♦♥✳❡♣s✧ ✮✱

♣❧♦t✷❞✭ ❬ ❬ ❞✐s❝r❡t❡✱ ①❧✐st✱ ♣❧✐st ❪ ❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮✱

✴✯
❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❛✉♥q✉❡ ❡❧ ❡♥✉♥❝✐❛❞♦ ♥♦ ❧♦ ♣❡❞í❛✱ r❡t♦r♥❛♠♦s ❡❧

r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✱
❝♦♥t❡♥✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ✧❞❛t❛✧✳

✯✴

❬t❧✐st✱ ①❧✐st✱ ♣❧✐st❪

✴✯
❊st♦ ú❧t✐♠♦ ❛❝♦♥s❡❥❛ ❡❥❡❝✉t❛r ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝♦♥ ✉♥❛

✐♥str✉❝❝✐ó♥ ✧✩✧ ❛❧ ❢✐♥❛❧
✭♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ r❡s✉❧t❛❞♦s ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✹✭❡st❛❱✱ ①✱ ✾✾✱ ✶✱ ✷✵✱

✶✵✵✮✩✮
②❛ q✉❡ ❡♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❬t❧✐st✱ ①❧✐st✱ ♣❧✐st❪ t❡♥❞rá ✉♥❛ ❡①t❡♥s✐ó

♥ ❞❡♠❛s✐❛❞♦ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♦ ♣❛r❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛rs❡ ♣♦r ♣❛♥t❛❧❧❛✳
✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✺ ✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✺✭❱✱ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❴①✱ ♣✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❴♣✱ ♠❛s❛✱ ♥✉♠❝✉r✈❛s✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❊
✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦✱ ♦♣❝✐♦♥♥✉♠❝✉r✈❛s❪✱

✴✯ ❈❛♠❜✐❛♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ♣♦r ❞❡❢❡❝t♦ ❞❡❧ ♣❛rá♠❡tr♦ ✧❣r✐❞✧✱ ♣❛r❛
♦❜t❡♥❡r ❣rá❢✐❝❛s ♠ás ♣r❡❝✐s❛s ✯✴

s❡t❴♣❧♦t❴♦♣t✐♦♥✭❬❣r✐❞✱ ✼✺✱ ✼✺❪✮✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❡♥❡r❣í❛ t♦t❛❧ ✯✴

❊ ✿ ✭ ♣❫✷ ✴ ✭✷✯♠❛s❛✮ ✮ ✰ ❱✱

♣r✐♥t✭✧❡♥❡r❣í❛ ❂ ✧✱ ❊✮✱

✴✯ ●❡♥❡r❛♠♦s ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦
❛♥t❡r✐♦r✳ ✯✴

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴❡♥❡r❣✐❛✲✈s✲
♣♦s✐❝✐♦♥✲♠♦♠❡♥t♦✳❡♣s✧ ✮✱

♣❧♦t✸❞✭ ❊✱
❬ ①✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❴①❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❴①❬✷❪ ❪✱
❬ ♣✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❴♣❬✶❪✱ ✐♥t❡r✈❛❧♦❴♣❬✷❪ ❪✱
❬ ♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ❪

✮✱

✴✯ ●rá❢✐❝❛ ❞❡ ❝✉r✈❛s ❞❡ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❊ s❡❣ú♥ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦
❡①♣❧✐❝❛❞♦ ❡♥ ❢♦r♦ ❞❡ ❧❛ ❛s✐❣♥❛t✉r❛✳ ✯✴
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❬ ♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ❪
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9.8. Curso 2013-2014, convocatoria de septiembre

Ejercicio 1

En este ejercicio vamos a analizar uno de los sistemas de ecuaciones dife-

renciales ordinarias (EDOs) más famosos que dan lugar a dinámica caótica: el

sistema de Lorenz. Este sistema está definido por las siguientes EDOs de primer

orden

dx

dt
= σ(y − x)

dy

dt
= x(ρ− z)− y

dz

dt
= xy − βz

junto con las condiciones iniciales

x(t = 0) = x0, y(t = 0) = y0, z(t = 0) = z0

donde los parámetros σ, ρ y β son números reales.

Para determinados valores de los parámetros σ, ρ y β este sencillo conjunto

de 3 EDOs no lineales acopladas tiene soluciones caóticas. Esto significa que

el comportamiento de algunas soluciones depende fuertemente de la condición

inicial de donde parten, de tal forma que 2 soluciones inicialmente muy próximas

se alejan entre sí rápidamente en su evolución temporal.

Para el primer ejercicio de esta PEC escriba una función que resuelva el an-

terior sistema de EDOs numéricamente por medio del algoritmo de Runge-Kutta,

empleando para ello la función r❦ del maxima, a partir de unas condiciones ini-

ciales dadas y de unos valores concretos para los parámetros del sistema σ, ρ y

β.

input: Valores de los parámetros del sistema σ, ρ y β.

Condiciones iniciales x0 = x(t = 0), y0 = y(t = 0), z0 = z(t = 0).
Valor final del tiempo (tf ) considerado en la solución numérica.

output: Solución numérica para x(t), y(t) y z(t) con t ∈ [0, tf ] calculada por medio del

método de Runge-Kutta.
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Ejercicio 2

La mejor forma de ver lo que significa la frase dependencia fuerte respecto de
condiciones iniciales es visualizando la evolución temporal de algunas soluciones

correspondientes a condiciones iniciales próximas. Para ello, programe una función

en Maxima que genere las gráficas de x(t), y(t) y z(t) con t ∈ [0, tf ] obtenidas a

partir de un cierto conjunto de N valores iniciales

{

xi
0, y

i
0, z

i
0

}N

i=1

y las guarde en archivos EPS.

input: Valores de los parámetros del sistema σ, ρ y β (los mismos para todas las

condiciones iniciales).

Conjunto de N condiciones iniciales {xi
0, y

i
0, z

i
0}

N
i=1.

Valor final del tiempo (tf ) considerado en la solución numérica (el mismo para

todas las condiciones iniciales).

output: Archivo EPS con todas las gráficas de las soluciones xi(t) (t ∈ [0, tf ]) para

i = 1, . . . , N , obtenidas por medio de la función del Ejercicio 1.

Archivo EPS con todas las gráficas de las soluciones yi(t) (t ∈ [0, tf ]) para

i = 1, . . . , N , obtenidas por medio de la función del Ejercicio 1.

Archivo EPS con todas las gráficas de las soluciones zi(t) (t ∈ [0, tf ]) para

i = 1, . . . , N , obtenidas por medio de la función del Ejercicio 1.

Ejercicio 3

Aparte de visualizar las soluciones como funciones del tiempo también es in-

teresante ver el comportamiento de estas soluciones en el espacio de configura-

ciones, es decir, en el espacio (x, y, z). Para ello, programe una función que realice

la gráfica paramétrica de una solución (x(t), y(t), z(t)) (con t ∈ [0, tf ]) obtenida en

el Ejercicio 1.

input: Como en el Ejercicio 1.

output: Archivo EPS con la gráfica paramétrica de (x(t), y(t), z(t)) (con t ∈ [0, tf ]).

Esta función le servirá para generar la gráfica del conocido atractor de Lorenz.
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Ejercicio 4

Uno de los indicadores de comportamiento caótico en sistemas dinámicos es

la función de autocorrelación. En el caso de una función del tiempo f(t) ∈ ❘ con

media nula, la función de autocorrelación se suele definir como

A(t) =

∫

∞

−∞

f(τ)f(τ − t) dτ

⋆ ¿Cómo nos indica esta función si f(t) es o no caótica?

En primer lugar es importante darse cuenta de que la gráfica de la función

f(τ − t) (considerada como función de la variable τ , con t fijo) es igual a la gráfica

de de la función f(τ) pero desplazada en una magnitud igual a t (hacia la derecha

si t > 0, hacia la izquierda si t < 0). Si la función f(t) no es caótica, entonces será

periódica o tendrá algún patrón reconocible que se repita en el tiempo, al menos de

manera aproximada. En ese caso habrá algún (o algunos) valores de t para los que

f(τ − t) coincida al menos aproximadamente con f(τ), de modo que su producto

será positivo y por tanto dará una contribución positiva a la integral. Para los valores

de t en los que la función desplazada f(τ − t) sea muy distinta de f(τ), es de

esperar que las contribuciones positivas no sean significativamente mayores que

las negativas, cancelándose ambas mutuamente al realizar la integral. Por tanto,

para funciones caóticas es de esperar que la función de autocorrelación decaiga a

cero rápidamente (exponencialmente) con t, mientras que para señales no caóticas
A(t) será periódica. En la práctica es habitual que tengamos señales periódicas

contaminadas con ruido, en ese caso la función de autocorrelación decrecerá a

cero con una velocidad que será tanto mayor cuanto mayor sea la intensidad del

ruido.

En esta PEC vamos a calcular la autocorrelación de las funciones x(t), y(t) y

z(t) dadas por la solución del sistema de Lorenz. Estas funciones están definidas

en el intervalo finito t ∈ [0, tf ], que es el intervalo en el que hemos realizado la

integración numérica. En ese caso es conveniente modificar la definición anterior

de la siguiente forma

A[x](t) =
1

tf

∫ tf/2

0

[x(τ)− x] [x(τ + t)− x] dτ, t ∈ [0,
tf
2
]

donde

x =
1

tf

∫ tf

0

x(t) dt

es el valor promedio de x(t) en el intervalo considerado, con definiciones análogas

para la autocorrelación de y(t) o de z(t). Observe que, de acuerdo a esta defini-

ción, para calcular la autocorrelación A[x](t) en el intervalo t ∈ [0,
tf
2
] es necesario

conocer la función x(t) en el intervalo de duración doble t ∈ [0, tf ].
Programe una función en Maxima que calcule la autocorrelación de una fun-

ción x(t) con t ∈ [0, tf ] según esta definición (calculando la integral de manera

numérica), y que genere la correspondiente gráfica en un archivo EPS.

input: Función x(t), valor final de t (tf ).
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output: Gráfica de A[x](t) con t ∈ [0,
tf
2
], calculada según la definición anterior.

Ejercicio 5

La función programada en el ejercicio anterior es aplicable para calcular la auto-

correlación de funciones continuas. Sin embargo lo que obtenemos al integrar nu-

méricamente un sistema de ODEs no es una función continua, sino un conjunto de

M valores discretos (xi ≡ x(ti), i = 1, . . . ,M ), correspondientes al conjunto de va-

lores discretos de la variable independiente considerados por el algoritmo numérico

(en nuestro caso dados por ti = (i− 1)h, con i = 1, . . . ,M , donde h = tf/ (M − 1)
es la distancia entre dos nodos consecutivos del mallado).

Una posibilidad para calcular la autocorrelación de señales discretas es generar

la correspondiente función continua x(t) por medio de un algoritmo de interpolación

(p. ej. con splines cúbicos) y posteriormente operar con la función interpolada. Otra

posibilidad mucho más sencilla (y también más frecuente) es definir una función de

autocorrelación aplicable a señales discretas. En ese caso, en lugar de calcular la

autocorrelación A(t) como una función continua de la variable t, calculamos un

conjunto de valores discretos Ai por medio de

Ai =
1

M

M/2
∑

j=1

[xj − x] [xi+j − x] , i = 1, . . . ,M/2

siendo M el número de valores discretos xi y x su valor promedio x = 1
M

∑M
j=1 xj.

Programe una función en Maxima para calcular la autocorrelación de una fun-

ción x(t) arbitraria, con t ∈ [0, tf ], aproximada por medio del conjunto de valores

discretos xi = x(ti) (i = 1, . . . ,M ) según la definición anterior, y genere la corres-

pondiente gráfica en un archivo EPS.

input: Conjunto de valores xi = x(ti) (i = 1, . . . ,M ).

output: Gráfica de Ai con i = 1, . . . ,M/2, calculada según la definición anterior.

Observación

Como ya hemos comentado, no todos los valores de los parámetros σ, ρ y β
llevan a un comportamiento caótico en el sistema de Lorenz. Para ver un caso

concreto interesante que sí es caótico puede considerar los valores

σ = 10, β = 8/3, ρ = 28
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que son los considerados inicialmente por Lorenz.

Para visualizar el fenómeno de la dependencia fuerte respeto de condiciones

iniciales estudie cómo se comportan las soluciones que parten de puntos próximos

a

x0 = −8, y0 = 8, z0 = 27

Por ejemplo, considere un número de unas 5 trayectorias, con condiciones inicia-

les dadas por los valores anteriores más una pequeña perturbación y vea cómo

acaban separándose unas de otras. De todas formas, recuerde que el objetivo de

las funciones que se piden en los ejercicios no es calcular una trayectoria concre-

ta, sino programar una serie de funciones que sean útiles para estudiar muchos

casos. De hecho, con un mínimo de trabajo adicional los ejercicios que se piden

en estas PECs le resultarán útiles para estudiar otros sistemas caóticos, como por

ejemplo el sistema de Hénon-Heiles o tantos otros.

Para más información sobre el sistema de Lorenz puede consultar:

❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴▲♦r❡♥③❴s②st❡♠

Solución

✴✯ P❘❯❊❇❆ ❊❱❆▲❯❆❇▲❊ ❉❊ P❘❖●❘❆▼❆❈■❖◆ ❊◆ ❲❳▼❆❳■▼❆✱ ❝♦♥✈♦❝❛t♦r✐❛ ❞❡
s❡♣t✐❡♠❜r❡ ❞❡ ✷✵✶✹

❋ís✐❝❛ ❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ■✱ ✶❡r ❝✉rs♦ ❞❡❧ ❣r❛❞♦ ❡♥ ❢ís✐❝❛
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②✭✵✮✱ ③✭✵✮
t❢✐♥ ❂ ❱❛❧♦r ♠á①✐♠♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ✭t❢✐♥✮
♣❛s♦ ❂ P❛rá♠❡tr♦ ❞❡ ♣❛s♦ ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❡♥ ❡❧

❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳

P❛r❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❤❛❝❡r✿

❡❥❡♠♣❧♦ ✿ ❬✶✵✱ ✷✽✱ ✽✴✸❪❀
❝♦♥✐♥✐✵ ✿ ❬✲✽✱ ✽✱ ✷✼❪❀
s♦❧ ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭❡❥❡♠♣❧♦❬✶❪✱ ❡❥❡♠♣❧♦❬✷❪✱ ❡❥❡♠♣❧♦❬✸❪✱ ❝♦♥✐♥✐✵✱

✶✵✮✩
♣❧♦t✷❞✭❬❞✐s❝r❡t❡✱ s♦❧❬✶❪✱ s♦❧❬✷❪❪✮❀

✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✶✭s✐❣♠❛✱ r❤♦✱ ❜❡t❛✱ ❝♦♥✐♥✐✱ t❢✐♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬①✱ ②✱ ③✱ t✱ ❛✉①✱ ♣❪✱

✴✯ ❉❡❢✐♥✐♠♦s ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❬①✱ ②✱ ③✱ t❪ ❝♦♠♦
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡s✱

♣❛r❛ ❡✈✐t❛r ♣♦s✐❜❧❡s ❡rr♦r❡s ❞❡❜✐❞♦s ❛❧ ✉s♦ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥ ❡s♦s ♥♦♠❜r❡s

❢✉❡r❛ ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥✳
●✉❛r❞❛♠♦s ❧❛s ❧✐st❛ ❞❡ ❊❉❖s ✭❧❛❞♦ ❞❡r❡❝❤♦✮ ❛ r❡s♦❧✈❡r ❡♥ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉①
✭❧❛s ❊❉❖s s♦♥ ❞❬①✱ ②✱ ③❪✴❞t ❂ ❛✉①✮✳

✯✴

❛✉① ✿ ❬ s✐❣♠❛ ✯ ✭② ✲ ①✮✱ ① ✯ ✭r❤♦ ✲ ③✮ ✲ ②✱ ① ✯ ② ✲ ❜❡t❛ ✯
③ ❪✱

✴✯ ❘❡s♦❧✈❡♠♦s ❡❧ s✐st❡♠❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ r❦✱ ❝♦♥ ♣❛s♦ ❞❛❞♦ ♣♦r ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ♣✱

❣✉❛r❞❛♠♦s ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉①✳
✯✴

♣✿ ✶✴✶✵✵✱

❛✉① ✿ r❦✭❛✉①✱ ❬①✱ ②✱ ③❪✱ ❝♦♥✐♥✐✱ ❬t✱ ✵✱ t❢✐♥✱ ♣❪✮✱

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✴✯ ▲❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ q✉❡ ♥♦s ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛ r❦ ❡s ✉♥❛ ❧✐st❛ ❞❡
❧✐st❛s ❞❡ ✈❛❧♦r❡s✳

❊❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ❡❧ ♦✉t♣✉t ❞❡ r❦ ❛ ❢♦r♠❛t♦
♠❛tr✐❝✐❛❧✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❝♦♥✈❡rt✐♠♦s

❡st❛ ❧✐st❛ ❡♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ✭✈❡r s♦❧✉❝✐♦♥❡s t❡♠❛ ✷✳✶✵ ② ❡①❛♠❡♥
✷✵✶✶✮

✯✴

❛✉① ✿ tr❛♥s♣♦s❡✭ ❛♣♣❧②✭♠❛tr✐①✱ ❛✉①✮ ✮
✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✷ ✯✴

✴✯ ❊s❝r✐❜✐♠♦s ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ r❡s✉❡❧✈❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ✸ ❊❉❖s ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ▲♦r❡♥③ ♣❛r❛ ✉♥❛ ❝♦❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s ✐♥✐❝✐❛❧❡s✳

P❛r❛ ❡❧❧♦ ❧❧❛♠❛♠♦s ❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐♦♥✶ ❝♦♥ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s
✐♥✐❝✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❛ ✧❝♦♥✐♥✐❧✐st✧

■♥♣✉t✿
s✐❣♠❛ ❂ P❛rá♠❡tr♦ s✐❣♠❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ▲♦r❡♥③
r❤♦ ❂ P❛rá♠❡tr♦ r❤♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ▲♦r❡♥③
❜❡t❛ ❂ P❛rá♠❡tr♦ ❜❡t❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ▲♦r❡♥③
❝♦♥✐♥✐❧✐st ❂ ▲✐st❛ ❞❡ ❧✐st❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s

✐♥✐❝✐❛❧❡s✿ ❬①✭✵✮✱ ②✭✵✮✱ ③✭✵✮❪❴✐
t❢✐♥ ❂ ❱❛❧♦r ♠á①✐♠♦ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡ ✭t❢✐♥✮
♣❛s♦ ❂ P❛rá♠❡tr♦ ❞❡ ♣❛s♦ ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❡♥ ❡❧

❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✳

P❛r❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❤❛❝❡r✿

❡❥❡♠♣❧♦ ✿ ❬✶✵✱ ✷✽✱ ✽✴✸❪❀ ✲✲✲❃ ❡st♦s s♦♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡
❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s

❝♦♥✐♥✐✵ ✿ ❬✲✽✱ ✽✱ ✷✼❪❀ ✲✲✲❃ ❡st❛ ❡s ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥
✐♥✐❝❛❧ ❜ás✐❝❛

✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ✿ ✵✳✵✵✶❀ ✲✲✲❃ ❡st❡ ❡s ❡❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦
r❡❧❛t✐✈♦ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛ ❝❛❞❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❝♦♥✐♥✐✶ ✿ ❬
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲

✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰

✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲

✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰

✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✱ ✶✱ ✶❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰

✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✲

✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪✱
❝♦♥✐♥✐✵ ✯ ❬✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ✶✰

✐♥❝r❡♠❡♥t♦❪
❪❀ ✲✲✲❃ ❤❛❝❡♠♦s ✉♥❛ ❧✐st❛ ❞❡

❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ❞❛❞❛ ♣♦r ✉♥ ❝✉❜♦
❝♦♥ ❝❡♥tr♦ ❡♥ ❝♦♥✐♥✐✵ ② ❝♦♥ ✈é

rt✐❝❡s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛♣❧✐❝❛♥❞♦
✉♥

❞❡s♣❧❛③❛♠✐❡♥t♦♥❞♦ r❡❧❛t✐✈♦ ❞❡
✶ ✭✰✴✲✮✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❛ ❝❛❞❛
✈❛r✐❜❧❡

❢✉♥❝✐♦♥✷✭❡❥❡♠♣❧♦❬✶❪✱ ❡❥❡♠♣❧♦❬✷❪✱ ❡❥❡♠♣❧♦❬✸❪✱ ❝♦♥✐♥✐✶✱ ✶✵✮✩
✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✷✭s✐❣♠❛✱ r❤♦✱ ❜❡t❛✱ ❝♦♥✐♥✐❧✐st✱ t❢✐♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱
♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪✱

✴✯ ❆s✐❣♥❛♠♦s ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✐♥✐ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s
❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ✐♥❝❧✉✐❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐st❛

❝♦♥✐♥✐❧✐st ❞❡ ♠❛♥❡r❛ s❡❝✉❡♥❝✐❛❧✳
▲❧❛♠❛♠♦s ❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ✶ ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡❧

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ s✐st❡♠❛✳
❆❧♠❛❝❡♥❛♠♦s ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✳
❘❡♣❡t✐♠♦s ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❤❛st❛ ❛❣♦t❛r ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s

✐♥✐❝✐❛❧❡s✳
❯♥❛ ✈❡③ t❡♥❡♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛

❧✐st❛ ❞❡ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s s✉♠✐♥✐str❛❞❛ ❤❛❝❡♠♦s ❧❛s
❣rá❢✐❝❛s

✯✴

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ ❬❪✱

❢♦r ✐ ✿ ✶ t❤r✉ ❧❡♥❣t❤✭❝♦♥✐♥✐❧✐st✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ✿ ❛♣♣❡♥❞✭ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱ ❬ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭s✐❣♠❛✱ r❤♦✱
❜❡t❛✱ ❝♦♥✐♥✐❧✐st❬✐❪✱ t❢✐♥✮ ❪ ✮

✮✱

✴✯ ●rá❢✐❝❛ ❞❡ ①❴✐ ✈s t ✲✲✲❃ ❣✉❛r❞❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ t✐♣♦ ✧❊P❙✧
①✲✈s✲t✳❡♣s✱ ❧♦❝❛❧✐③❛❞♦ ❡♥ ✧❉❡s❦t♦♣✧

✯✴

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴①✲✈s✲t✳❡♣s✧ ✮✱

✴✯ ❆❧♠❛❝❡♥❛♠♦s ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❛✉① ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❝♦♥❦✉♥t♦s
❞❡ ♣✉♥t♦s ❛

r❡♣r❡s❡♥t❛r✱ ❡♠♣❧❡❛♠♦s ✇①♣❧♦t✷❞ ♣❛r❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛r ❧❛ ❣rá❢✐❝❛
❞❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛

s❡s✐ó♥ ❞❡ ✇①♠❛①✐♠❛ ② ♣❧♦t✷❞ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❡♣s ❝♦♥
❧❛ ❣rá❢✐❝❛✳

❙❡ ♦♣❡r❛ ❛♥á❧♦❣❛♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ②✭t✮ ✈s t✱ ③✭t✮ ✈s t✳
✯✴

❛✉① ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❬✶❪✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❬✶✰✶❪❪✱
✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭❝♦♥✐♥✐❧✐st✮✱ ✶✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❛✉① ✮✱
♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮✱

✴✯ ●rá❢✐❝❛ ❞❡ ②❴✐ ✈s t ✲✲✲❃ ❣✉❛r❞❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ t✐♣♦ ✧❊P❙✧
②✲✈s✲t✳❡♣s✱ ❧♦❝❛❧✐③❛❞♦ ❡♥ ✧❉❡s❦t♦♣✧

✯✴

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴②✲✈s✲t✳❡♣s✧ ✮✱

❛✉① ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❬✶❪✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❬✶✰✷❪❪✱
✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭❝♦♥✐♥✐❧✐st✮✱ ✶✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❛✉① ✮✱
♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮✱

✴✯ ●rá❢✐❝❛ ❞❡ ③❴✐ ✈s t ✲✲✲❃ ❣✉❛r❞❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ t✐♣♦ ✧❊P❙✧
③✲✈s✲t✳❡♣s✱ ❧♦❝❛❧✐③❛❞♦ ❡♥ ✧❉❡s❦t♦♣✧

✯✴

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴③✲✈s✲t✳❡♣s✧ ✮✱

❛✉① ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❬✶❪✱ s♦❧✉❝✐♦♥❡s❬✐❪❬✶✰✸❪❪✱
✐✱ ✶✱ ❧❡♥❣t❤✭❝♦♥✐♥✐❧✐st✮✱ ✶✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❛✉① ✮✱
♣❧♦t✷❞✭ ❛✉①✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮

✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✸ ✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✸✭s✐❣♠❛✱ r❤♦✱ ❜❡t❛✱ ❝♦♥✐♥✐✱ t❢✐♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬❛✉①✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪✱

✴✯ P❛r❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡❥❡❝✉t❛r ❡st❡

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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❝ó❞✐❣♦

❡❥❡♠♣❧♦ ✿ ❬✶✵✱ ✷✽✱ ✽✴✸❪❀
❝♦♥✐♥✐✵ ✿ ❬✲✽✱ ✽✱ ✷✼❪❀
❢✉♥❝✐♦♥✸✭❡❥❡♠♣❧♦❬✶❪✱ ❡❥❡♠♣❧♦❬✷❪✱ ❡❥❡♠♣❧♦❬✸❪✱ ❝♦♥✐♥✐✵✱ ✺✵✮✩

✯✴

✴✯ Pr✐♠❡r♦ r❡s♦❧✈❡♠♦s ❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♥ ❧♦s ❞❛t♦s s✉♠✐♥✐str❛❞♦s
✯✴

❛✉① ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭s✐❣♠❛✱ r❤♦✱ ❜❡t❛✱ ❝♦♥✐♥✐✱ t❢✐♥✮✱

✴✯ ●❡♥❡r❛♠♦s ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❬①✭t✮✱ ②✭t✮✱ ③✭t✮❪ ❝♦♥ t ❡♥
❬✵✱ t❢✐♥❪ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r

✯✴

❛✉① ✿ tr❛♥s♣♦s❡✭ ♠❛tr✐①✭ ❛✉①❬✶✰✶❪✱ ❛✉①❬✶✰✷❪✱ ❛✉①❬✶✰✸❪ ✮ ✮✱

✴✯ ●❡♥❡r❛♠♦s ❧❛ ❣rá❢✐❝❛ ♣❛r❛♠étr✐❝❛ ❞❡ ❬①✱ ②✱ ③❪ ② ❧❛
❣✉❛r❞❛♠♦s ❡♥ ✉♥ ❛r❝❤✐✈♦ ❊P❙

♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❤❛② q✉❡ ❡♠♣❧❡❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✇①❞r❛✇✸❞ ❞❡❧ ♣❛q✉❡t❡
❞r❛✇✱ ②❛ q✉❡ ♣❧♦t✸❞

♥♦ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♥❥✉♥t♦s ❞✐s❝r❡t♦s✳
✯✴

❧♦❛❞✭❞r❛✇✮✱

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴❛tr❛❝t♦r✲▲♦r❡♥③✧
✮✱

❞r❛✇✸❞✭
❢✐❧❡❴♥❛♠❡ ❂ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦✱

t❡r♠✐♥❛❧ ❂ ❡♣s✱

♣♦✐♥t❴t②♣❡ ❂ ♥♦♥❡✱

♣♦✐♥ts❴❥♦✐♥❡❞ ❂ tr✉❡✱

❝♦❧♦r ❂ ❜❧✉❡✱

①❧❛❜❡❧ ❂ ✧①✧✱ ②❧❛❜❡❧ ❂ ✧②✧✱ ③❧❛❜❡❧ ❂ ✧③✧✱

①t✐❝s ❂ ✶✵✱ ②t✐❝s ❂ ✶✵✱ ③t✐❝s ❂ ✶✵✱

♣♦✐♥ts✭❛✉①✮

✮

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✹ ✯✴

✴✯

P❛r❛ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ✐♥t❡❣r❛❧❡s ♣❡❞✐❞❛s ❡♥ ❡st❡ ❡❥❡r❝✐❝✐♦
✈❛♠♦s ❛ ❡♠♣❧❡❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥✿

q✉❛❞❴q❛❣s✭ ✐♥t❡❣r❛♥❞♦✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ✐♥t❡❣r❛❝✐ó♥✱ ❧í♠✐t❡
✐♥❢❡r✐♦r✱ ❧í♠✐t❡ s✉♣❡r✐♦r ✮

♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡ ❛❧ ♣❛q✉❡t❡ ◗❯❆❉P❆❈❑✱ q✉❡ s❡ ❝❛r❣❛ ❛✉t♦♠át✐❝❛♠❡♥t❡ ❛❧
✐♥✐❝✐❛r ✇①▼❛①✐♠❛✳

▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❛❞❴q❛❣s✭ ❢✭①✮✱ ①✱ ❛✱ ❜ ✮ ❝❛❧❝✉❧❛ ✉♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ♥✉♠
ér✐❝❛ ❛ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡❢✐♥✐❞❛

✐♥t❡❣r❛t❡✭ ❢✭①✮✱ ①✱ ❛✱ ❜ ✮

❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❧ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥ ❡❧ ♣r✐♠❡r♦ ❞❡ ❧♦s
❛r❣✉♠❡♥t♦s q✉❡ ❞❡✈✉❡❧✈❡ q✉❛❞❴q❛❣s✭ ❢✭①✮✱ ①✱ ❛✱ ❜ ✮✳

❊♥ ❧❛ ❛②✉❞❛ ❞❡❧ ✇①▼❛①✐♠❛ ♣✉❡❞❡♥ ❧❡❡r ❧♦s ❞❡t❛❧❧❡s s♦❜r❡ ❧♦s ♠é
t♦❞♦s ♥✉♠ér✐❝♦s ❡♠♣❧❡❛❞♦s ❡♥ ◗❯❆❉P❆❈❑

❛sí ❝♦♠♦ ❧❛s ❞✐✈❡rs❛s ♦♣❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❛❞❴q❛❣s ② ❡❧
s✐❣♥✐❢✐❝❛❞♦ ❞❡ ❧♦s ❞❡♠ás ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ❧❛

❧✐st❛ q✉❡ ❣❡♥❡r❛✳

❊♥ ❡st❡ ❡❥❡r❝✐❝✐♦ ♥♦s ❧✐♠✐t❛r❡♠♦s ❛ ❡♠♣❧❡❛r q✉❛❞❴q❛❣s✭ ❢✭t✮✱ t✱ ❛✱
❜ ✮ s✐♥ ❡s♣❡❝✐❢✐❝❛r ♠ás ♦♣❝✐♦♥❡s

❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s q✉❡ ❝♦♥tr♦❧❛♥ ❧❛ ♣r❡❝✐s✐
ó♥ ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡❣r❛❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ s♦♥

❧♦s ❞❡❢✐♥✐❞♦s ✧♣♦r ❞❡❢❡❝t♦✧✳ ❊st❛ ❡❧❡❝❝✐ó♥ ♣✉❡❞❡ ♠♦❞✐❢✐❝❛rs❡ ❢á
❝✐❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❝❛s♦ ❞❡ s❡r ♥❡❝❡s❛r✐♦✳

✯✴

❢✉♥❝✐♦♥✹✭❡①♣r❡s✐♦♥✱ t✱ t❢✐♥✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬♠❡❞✐❛✱ ♥✉♠♣✉♥t♦s✱ ✐✱ ❛✉①✱ t❛✉✱
♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪✱

✴✯ ❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ✈❛❧♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✧❡①♣r❡s✐ó♥✧ ❡♥ ❡❧ ✐♥t❡r✈❛❧♦
❬✵✱ t❢✐♥❪

✯✴

♠❡❞✐❛ ✿ ✭✶✴t❢✐♥✮ ✯ q✉❛❞❴q❛❣s✭ ❡①♣r❡s✐♦♥✱ t✱ ✵✱ t❢✐♥ ✮❬✶❪✱

✴✯ ❊♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ s❡ ♣✐❞❡ ❡✈❛❧✉❛r ❧❛s ✐♥t❡❣r❛❧❡s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ♥✉♠
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- - -
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www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.
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ér✐❝❛✱ ❡st♦ ✐♠♣❧✐❝❛ q✉❡ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡
❤❡♠♦s ❛s✐❣♥❛❞♦ ❛❧❣ú♥ ✈❛❧♦r ♥✉♠ér✐❝♦ ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✳
❊♥ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❛♠♦s ❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥

❞❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦
❞❡ ✧✶ ✰ ♥✉♠♣✉♥t♦s✧ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ✧t✧ ❡q✉✐❡s♣❛❝✐❛❞♦s ❡♥ ❬✵✱

t❢✐♥✴✷❪✳
❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ ❞❡❢✐♥✐♠♦s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ✧t✧

❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s✳
✯✴

♥✉♠♣✉♥t♦s ✿ ✷✵✵✱

✴✯
❈❛❧❝✉❧❛♠♦s ❧❛s ✧✶ ✰ ♥✉♠♣✉♥t♦s✧ ✐♥t❡❣r❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s

❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ✧t✧ q✉❡ ✈❛♠♦s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛r✳
P❛r❛ ❡❧❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡♥ ♣r✐♠❡r ❧✉❣❛r ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡

✐♥t❡❣r❛♥❞♦s ② ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ✐♥t❡❣r❛❧❡s✳
✯✴

❛✉① ✿ ❬❪✱

❢♦r ✐ ✿ ✵ t❤r✉ ♥✉♠♣✉♥t♦s st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

❛✉① ✿ ❡♥❞❝♦♥s✭

✭s✉❜st✭t❛✉✱ t✱ ❡①♣r❡s✐♦♥✮ ✲ ♠❡❞✐❛✮ ✯ ✭s✉❜st✭t❛✉ ✰ ✐
✯✭t❢✐♥✴✷✮✴♥✉♠♣✉♥t♦s✱ t✱ ❡①♣r❡s✐♦♥✮ ✲ ♠❡❞✐❛✮✱

❛✉①✮

✮✱

✴✯ ❊✈❛❧✉❛♠♦s ❧❛s ✐♥t❡❣r❛❧❡s ② r❡t♦r♥❛♠♦s ❧❛ ❧✐st❛ ❬t✱ ❆
❬①❪✭t✮❪

✯✴

❛✉① ✿ ♠❛❦❡❧✐st✭ ❬✐✯✭t❢✐♥✴✷✮✴♥✉♠♣✉♥t♦s✱ ✭✶✴t❢✐♥✮ ✯ q✉❛❞❴q❛❣s
✭ ❛✉①❬✶✰✐❪✱ t❛✉✱ ✵✱ t❢✐♥✴✷ ✮❬✶❪❪✱ ✐✱ ✵✱ ♥✉♠♣✉♥t♦s✱ ✶✮✱

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥✲❝♦♥t✐♥✉❛✳❡♣s✧ ✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❛✉①❪ ✮✱

♣❧♦t✷❞✭ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❛✉①❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮
✮✩

✴✯ ❊❏❊❘❈■❈■❖ ✺ ✯✴
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LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
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❢✉♥❝✐♦♥✺✭♣✉♥t♦s✮ ✿❂ ❜❧♦❝❦✭ ❬♥✉♠♣✉♥t♦s✱ ♠❡❞✐❛✱ ✐✱ ❥✱ ❛✉①✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪✱

✴✯ ▲❛ ✈❡rs✐ó♥ ❞✐s❝r❡t❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥
❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡♠❡♥t❡ ♠ás s❡♥❝✐❧❧❛

❞❡ ♣r♦❣r❛♠❛r q✉❡ ❧❛ ❛♥t❡r✐♦r✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣rá❝t✐❝❛ ❡s ❧❛
ú♥✐❝❛ q✉❡ s❡ ❡♠♣❧❡❛✳

❊❧ ❝ó❞✐❣♦ q✉❡ s✐❣✉❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛ ❡st❛
❢✉♥❝✐ó♥ t❛❧ ② ❝♦♠♦ s❡ ❞❡❢✐♥❡ ❡♥ ❡❧

❡♥✉♥❝✐❛❞♦✳
P❛r❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ✉s♦ ❞❡ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✈❡r✿

❡❥❡♠♣❧♦ ✿ ❬✶✵✱ ✷✽✱ ✽✴✸❪❀
❝♦♥✐♥✐✵ ✿ ❬✲✽✱ ✽✱ ✷✼❪❀
s♦❧ ✿ ❢✉♥❝✐♦♥✶✭❡❥❡♠♣❧♦❬✶❪✱ ❡❥❡♠♣❧♦❬✷❪✱

❡❥❡♠♣❧♦❬✸❪✱ ❝♦♥✐♥✐✵✱ ✺✵✮✩
♣✉♥t♦s ✿ s♦❧❬✷❪✩
❢✉♥❝✐♦♥✺✭♣✉♥t♦s✮❀

✯✴

♥✉♠♣✉♥t♦s ✿ ❧❡♥❣t❤✭♣✉♥t♦s✮✱

♠❡❞✐❛ ✿ s✉♠✭ ♣✉♥t♦s❬✐❪✱ ✐✱ ✶✱ ♥✉♠♣✉♥t♦s ✮ ✴ ♥✉♠♣✉♥t♦s✱

❛✉① ✿ ❬❪✱

❢♦r ✐ ✿ ✶ t❤r✉ ❢❧♦♦r✭♥✉♠♣✉♥t♦s✴✷✮ st❡♣ ✶ ❞♦ ✭

❛✉① ✿ ❡♥❞❝♦♥s✭

❬✐✱ s✉♠✭ ✭♣✉♥t♦s❬❥❪ ✲ ♠❡❞✐❛✮ ✯ ✭♣✉♥t♦s❬✐✰❥❪ ✲ ♠❡❞✐❛✮
✱ ❥✱ ✶✱ ❢❧♦♦r✭♥✉♠♣✉♥t♦s✴✷✮ ✮ ✴ ♥✉♠♣✉♥t♦s❪✱

❛✉①✮

✮✱

♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦ ✿ ❝♦♥❝❛t✭ ♠❛①✐♠❛❴t❡♠♣❞✐r✱ ✧✴❉❡s❦t♦♣✴
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥✲❞✐s❝r❡t❛✳❡♣s✧ ✮✱

✇①♣❧♦t✷❞✭ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❛✉①❪ ✮✱

♣❧♦t✷❞✭ ❬❞✐s❝r❡t❡✱ ❛✉①❪✱ ❬♣s❢✐❧❡✱ ♥♦♠❜r❡❛r❝❤✐✈♦❪ ✮

✮✩
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