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Conceptos basicos

Algoritmo:

v Un algoritmo es un conjunto finito de instrucciones o pasos que sirven para
ejecutar una tarea o resolver un problema.

v" Ejemplos: Instrucciones de montaje de un aparato, recetas de cocina, algoritmo
de la division para calcular el cociente de dos numeros, el algoritmo de
Euclides para obtener el m.c.d. de dos enteros positivos ...

v De un modo mas formal, un algoritmo es una secuencia finita de instrucciones
realizables, no ambiguas, cuya ejecucion conduce a una resolucion de un
problema.

v' Algoritmo matematico: Es un proceso iterativo que genera una sucesion o de
puntos siguiendo un conjunto de instrucciones determinado y finaliza cuando
se cumple un criterio de terminacion.

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez




Conceptos basicos

APLICACION ALGORITMICA:

Dado un punto x, , aplicando las instrucciones de un algoritmo obtenemos un
nuevo punto x,,,. Este proceso puede describirse por medio de una funcion,
que denominamos aplicacion algoritmica y que denotamos por 4.

A : D — D, donde D es el dominio.

Por lo tanto, dado un punto inicial x,, que denominamos semilla, la aplicacion

algoritmica 4 genera la secuencia de puntos {x,} = x, x,, ..., donde x,,.; = A(x;)
para cada k. A la transformacion de x, en x,,, a través de la aplicacion 4 se le

denomina una iteracion del algoritmo.
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Conceptos basicos
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Conceptos basicos

CONJUNTO SOLUCION:

Una propiedad deseable de un algoritmo que se disefie para resolver un
determinado problema es que genere una sucesion de puntos que converja a
la (0 a una) solucion del problema. Sin embargo, esto no siempre es posible
por lo que el algoritmo debe detenerse cuando un punto pertenezca a un
determinado conjunto que denominaremos conjunto solucion y que
denotaremos por S. Este conjunto estara formado por todos aquellos puntos
que satisfagan alguna condicion que los haga razonables.
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Conceptos basicos

EJEMPLO 1: Algoritmo para multiplicar dos nimeros enteros a y b.

a a
an+1 — LiJ 2 bn+l — 2bn b R1+l — R’l + (_’7 o an+1 jbnﬂ Si a"= 0 - Pn= SOIUCién
2 2

f Iteracion  a, b, P,
I_CZJ = parte entera de a 0 453 26 0
a0=a,b0=b,Po=O 1 226 52 26
2 113 104 26

3 56 208 130

Multiplicacion de 453 y 26: < 4 28 416 130

5 14 832 130

6 7 1664 130

7 3 3328 1794

8 1 6656 5122

9 (o) 13312 (1778)
N, p
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Conceptos basicos

EJEMPLO 2: Dado un nimero x > 0, un algoritmo que sirve para calcular la
raiz cuadrada de x es el siguiente:

Calcula /7 con este algoritmo, empezando por la semilla x, = 2:

X, =%£2+9 =2.75 X, =1(2.75+2L75j =2.647727

2
e

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche

X, = %(2.647727 o

jz 2.645752
27

X, = L 2.645752 + =2.645751
2 2.645752
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Convergencia, error y complejidad

CONVERGENCIA:

Una aplicacion algoritmica 4 : D — D se dice que es convergente sobre un
subconjunto C del dominio, C < D, si comenzando en cualquier punto semilla
x, € C, el limite de la sucesion de puntos {x,} generada por el algoritmo
pertenece al conjunto solucion S.

ERROR:

En general, los algoritmos no pueden aplicarse indefinidamente y, por lo tanto,
debe detenerse por medio de alglin criterio. Por ello, después de n iteraciones
se alcanzara un punto x, que tendra alguna desviacion respecto del punto
solucion z. A la diferencia g, = |xn — z| se le denomina error. El objetivo sera,
entonces, encontrar alguna cota del error que se comete después de un
numero finito de iteraciones del algoritmo.

d Nota: Si zeR?, al definir ¢l error se emplea el modulo en lugar del valor
absoluto.
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Convergencia, error y complejidad

ORDEN DE CONVERGENCIA:

El orden de convergencia de forma intuitiva nos indica la velocidad o rapidez
a la que una sucesion convergente {x,} converge hacia su limite z.

Si la sucesion {x,} converge a z, entonces se dice que el orden de
convergencia es p>1 si se satisface que

. c
lim 2L =§
n—>+00 85

donde ¢, = | X,—Z | es el error.

Notese que €, > 0y, por lo tanto, 6 > 0.
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Convergencia, error y complejidad

ORDEN DE CONVERGENCIA:

Esto quiere decir que para n suficientemente grande tendremos que,
aproximadamente,

X —Z|E5

n+l

_|p
X —z

Vemos que, si la diferencia entre x,y z es pequena, cuanto mas grande sea p
mas pequena sera la diferencia entre x,,; y z. De este modo, a mayor p (orden

de convergencia), mayor rapidez de convergencia (y también cuanto menor
sea 0, pero esto es menos importante).
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Convergencia, error y complejidad
A partir de un cierto n, donde la sucesion {x,} empiece ya a converger a z
8n+1 ~ 5gnp
g =107

n+l

3 3
- ~ -2 _ -6 ~ -6 o4 -18
p=3 - £,~56(107) =5610° - ¢,,~5(510°) =510
La sucesion &y “llega antes” a 0 cuando p=3
| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

p O convergencia
tenta 1t [ 1 =1 — sublineal
i1 <1 — lineal
1 =0 — superlineal
2 >0 — cuadratica
3 >0 — cubica
+ rapida
t p >0 — ordenp
| _UNIVERSITAS
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 2: Podemos comprobar que el orden de convergencia del algoritmo
anterior para calcular la raiz cuadrada de x es cuadratico:

o :% x”+xi y & = xn—z|:‘xn—\/;‘ — = constante?
n

o ] Br)-
lim - = lim = lim — =
n—>+00 g n—>+00 X, _\/; n—>+00 X, _\/;

2

‘x§+x—2xn\/;‘ ‘ xn_\/;) 5
lim > = lim — = n° real
ol x| x, T2k —x| x ~/
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Convergencia, error y complejidad

En relacion al orden de convergencia, un algoritmo es tanto mejor
cuanto mayor sea el orden de convergencia p. En caso de igual orden
de convergencia, un algoritmo es mejor cuanto menor sea la constante

asintotica del error 9.
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un

mismo problema. Determina cual de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por que:

1. El orden de convergencia de Al es 3 y su constante asintédtica del

error 30, mientras que el orden de convergencia de A2 es 2 y su
constante asintotica del error 1.

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
W | Miguel del Departamento - Universidad Miguel
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un

mismo problema. Determina cual de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por que:

1. El orden de convergencia de Al es 3 y su constante asintédtica del

error 30, mientras que el orden de convergencia de A2 es 2 y su
constante asintotica del error 1.

Al »p=3 y 6=30
A2 -p=2 vy o=1

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
W | Miguel del Departamento - Universidad Miguel
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un

mismo problema. Determina cual de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por que:

1. El orden de convergencia de Al es 3 y su constante asintédtica del

error 30, mientras que el orden de convergencia de A2 es 2 y su
constante asintotica del error 1.

Al -p=3 vy 6=30
A2 -p=2 vy d=1

Mejor Al porque tiene orden de convergencia MAYOR
No importa o

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un

mismo problema. Determina cual de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por que:

2. El orden de convergencia de Al es 3 y su constante asintotica del

error 30, mientras que el orden de convergencia de A2 es 3 y su
constante asintotica del error 1.

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un

mismo problema. Determina cual de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por que:

2. El orden de convergencia de Al es 3 y su constante asintotica del

error 30, mientras que el orden de convergencia de A2 es 3 y su
constante asintotica del error 1.

Al - p=3 y 6=30
A2 ->p=3 vy do=1

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
W | Miguel del Departamento - Universidad Miguel
Herndndez Hernandez de Elche

21




Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un

mismo problema. Determina cual de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por que:

2. El orden de convergencia de Al es 3 y su constante asintotica del

error 30, mientras que el orden de convergencia de A2 es 3 y su
constante asintotica del error 1.

Al - p=3 y 6=30
A2 ->p=3 vy do=1

Mejor A2 porque tiene igual orden de convergencia
que Al, pero constante asintotica del error MENOR

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

COMPLEJIDAD:

v’ Para resolver un problema suele ser habitual disponer de varios algoritmos.

Calculo de divisores
Ej: Obtencion del m.c.d. de dos nimeros< Descomponer en factores primos
Algoritmo de Euclides

v" Objetivo: Elegir el algoritmo mas eficiente.

v Complejidad: Medida del grado de dificultad de un algoritmo. Un algoritmo
es mas eficiente cuanto menos complejo sea.

v' La complejidad suele medirse en términos de consumo de recursos:

» Complejidad espacial: Cantidad de memoria que requiere el algoritmo.
* Complejidad temporal: Tiempo que necesita el algoritmo para ejecutarse.

UNIVERSITAS
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Convergencia, error y complejidad

v" El tiempo que tarda un algoritmo en resolver un problema depende de:

 El tamano del problema (no se tarda lo mismo en ordenar 10 niimeros que 1000)

 Los datos de entrada (encontrar el valor 3 en la lista {2, 4,3, 5,6} oen {3,2,4, 1, 6})

v’ Tamafio de un problema: Valor o valores que se pueden obtener de los datos de
entrada y que, s1 varian, repercuten en la duracion del algoritmo para resolver
dicho problema. (Ej: Ordenacion de un vector — numero de elementos; Factorizar un
numero en sus factores primos — valor del nimero)

v" Unidad de medida de la complejidad: Ninguna de tiempo, porque variaria de un
ordenador a otro — Instrucciones que debe realizar el algoritmo.
(Simplificacion: Suponemos que cada instruccidn se ejecuta en un tiempo constante)

Objetivo: Obtener una funcion generica f(n) que determine como crece el n°
de instrucciones necesarias para resolver el problema en funcidn del tamano, 7.
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Algoritmo para multiplicar dos nimeros enteros a y b.

a =|—2|, b =2b, P

n+l n n+l

y finaliza cuando a, =0.

n+l

:])n+ a_zn_anﬂ b

 En cada iteracion se realizan 6 operaciones elementales (una division, un
truncamiento, dos multiplicaciones, una resta y una suma).

| UNIVERSITAS
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Algoritmo para multiplicar dos niumeros enteros a y b.

a, a,
an+l — 7 5 bn+1 = 2bn’ })n+1 — Rz + (7_ an+1)bn+l
1 |
1 multiplicacion
v 1 resta
1 division 1 multiplicacion
1 truncamiento 1 suma

|  UNIVERSITAS
4y | Miguel
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Algoritmo para multiplicar dos nimeros enteros a y b.

a. = L—J b =2b, P.=P+ (ﬂ —a jb,m y finaliza cuando a_ = 0.
2

 En cada iteracion se realizan 6 operaciones elementales (una division, un
truncamiento, dos multiplicaciones, una resta y una suma).

» El nimero de iteraciones depende del valor a — Tamartio = a.
« Sabemos que existe un entero k tal que 28<q <2¥*1 — njteraciones = k+1.

* Tomando logaritmos: k < log,(a) <k+ 1 — n°iteraciones = Llog2 (a)J +1

J

f(a)=6( log,(a) ] +1)

UNIVERSITAS
W | Miguel
g Herndndez




Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Existe un entero k tal que 2¥<a <2**! — niteraciones = k+1

| UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
i b | Miguel del Departamento - Universidad Miguel 28
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Existe un entero k tal que 2¥<a <2**! — niteraciones = k+1

45 - 32=2<45<20=64

103 — 64 =26<103<27=128

2020 — 1024 =210<2020 <21 =2048

| UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
| Miguel del Departamento - Universidad Miguel 29
Hernindez Hernandez de Elche
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Existe un entero k tal que 2¥<a <2**! — niteraciones = k+1

45 — 32 =2<45<20=64 > n’iteraciones = 6
103 — 64 =260<103<27=128 > n°iteraciones =7
2020 — 1024 =219<2020 <21'=2048 > n’iteraciones = 11
O Tivtigeer R et L 30

Herndndez Herndndez de Elche
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Existe un entero k tal que 2¥<a <2**! — niteraciones = k+1

45 - 32=25<45<20=64 » n’iteraciones = 6

log,(32)=5< log,(45)=5.49< log,(64)=6

log,(45) =5.49 — n’iteraciones = 6

| UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
| Miguel del Departamento - Universidad Miguel 31
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Convergencia, error y complejidad

EJEMPLO 1: Existe un entero k tal que 2¥<a <2**! — niteraciones = k+1

45 - 32=25<45<20=64 » n’iteraciones = 6
log,(45)=5.49

103 > 64=20<103<27=128 > n’iteraciones =7
log,(103) = 6.69

2020 — 1024 =210<2020<211=2048 > n’iteraciones = 11
log,(2020)=10.98

| UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
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Conceptos basicos

EJEMPLO 1: Algoritmo para multiplicar dos nimeros enteros a y b.

Sia,= 0 — P,= solucion

log,(453) = 8.82

l

n’iteraciones =9 (" Tteracién_q, b, P,

0 453 26 0

1 226 52 26

2 113 104 26

3 56 208 130
Multiplicacion de 453 y 26: < 4 28 416 130

5 14 832 130

6 7 1664 130

7 3 3328 1794

3 1. 66564 5122

gl @ 13312 (11778)
@ | umiversiTas Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica LF//?././ -
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Convergencia, error y complejidad

» Evolucion del n° de operaciones necesarias para calcular axb en funcion
del tamano del problema, n (= a):

n f(n)

1 6

5 18

10 24

15 24

20 30

50 36

100 42

200 48

500 54

1000 60

5000 78

10000 84

50000 96

100000 102

1000000 120

10000000 144
| UNIVERSITAS

N M'fgi‘u’f
Herndndez

160

60

n? de operaciones

30

150 -
140

130 -

120 1

110

100 J*

90

80 1
70

50

40

20

10

2000000

4000000

6000000

Tamaifio (n)

8000000

10000000
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Convergencia, error y complejidad

,Como se comparan distintos algoritmos?

v" Se estudia como crece el tiempo de ejecucion de un algoritmo en funcion del
tamano del problema, n, especialmente para valores de » muy grandes, y se
agrupan todas las complejidades que crecen igual en un mismo grupo llamado
orden de complejidad.

Ejemplos Complejidad

5E+08 I /

4E+08
5 . |/ . w
S A4E+08 / / 10*n3+2%n"2+n+4 La tasa de crecimiento
'S 36408 / / ——5*n"3+14 se parece
’g_ 3E+08 / / : n"3 :
S 26408 / / A2
©

2E+08 ——3*n"2+8*n+10 =
T / / mee La tasa de crecimiento

1E+08 / / [ ——8n"2-4 ) se paraes

SE+07 J Y

OE+00 —

0 500 1000 1500
Tamaiio (n)
| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Convergencia, error y complejidad

Para poder determinar y expresar correctamente el comportamiento asintotico de
las funciones f(n) es conveniente disponer de una adecuada notacion — Notacion
de Landau o notacion de la O grande.

Dadas las funciones f(n) y g(n) definidas de N en R,, se dice que f(n)eO(g(n))
s1 existe una constante positiva ¢ y un valor #n, tales que :

f(n)<cg(n) Vn>n,.

Ejemplos:

o2n+10 es O(n): 2n+10<3n cuando n=>10

5 +3n° +1e0(’): 5’ +3n* +1<6n’, n>3

UNIVERSITAS
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Convergencia, error y complejidad

La sentencia “f{n) es O(g(n))” significa que f{n) no crece mas deprisa que g(n).

Nota: 5n° +3n> +1€O(n?), pero 5n° +3n° +1¢ O(n°)

v" Todas las funciones del mismo orden de complejidad tienen un comportamiento
asintotico que esta acotado superiormente, salvo constantes.

v" Estos grupos de funciones se denominan O, existiendo una infinidad de ellos.

Para cada uno de ellos se suele identificar un miembro que se utiliza como
representante de la clase.

v’ Propiedades de la notacion:

 Todas las funciones de tiempo constante son O(1).
* O(log,n) = O(logyn)
Por esta razon no es necesario especificar la base del logaritmo: O(logn).

UNIVERSITAS
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Orden Nombre Comentario
{ O(1) Constante Todos aquellos algoritmos que responden en un tiempo constante, sea cual sea el tamafio
del problema. Son los que aplican alguna férmula sencilla, por ejemplo, hallar el maximo
de dos valores
O(log n) Logaritmico Los que el tiempo crece con un criterio logaritmico, independientemente de cudl sea la
base mientras esta sea mayor que 1. Por eso, normalmente, ni siquiera se indica la base.
No suelen ser muchos, y normalmente estan bien considerados, ya que implican que una
iteracion realiza menos operaciones que el tamafio del problema, lo cual no suele ser muy
comun. Por ejemplo, el algoritmo para multiplicar dos enteros que hemos visto.
P O(n) Lineal El tiempo crece linealmente con respecto al tamafio. Por ejemplo, encontrar el maximo
de un vector de tamafio n.
O(n log n) | Enelogarimico, | Este orden tiene muchos nombres. Es un orden relativamente bueno, porque la mayor
loglineal... parte de los algoritmos tienen un orden superior. En este orden esta, por ejemplo, el
algoritmo de ordenacion Quicksort, o la transformada répida de Fourier.
O(nP), con | Polindmico Aqui estan muchos de los algoritmos mas comunes. Cuando p es 2 se le llama
p>1 cuadratico, cuando es 3 se le llama cubico, y en general, polindmico. Intuitivamente
podriamos decir que este orden es el ultimo de los aceptables (siempre y cuando p sea
relativamente bajo). A partir del siguiente, los algoritmos son complicados de tratar en la
s practica cuando n es muy grande.
O(c™), con | Exponencial Es mucho peor que el anterior. Crece muchisimo mas rapidamente.
c>1
NP< | O Factorial Es el tipico de aquellos algoritmos que para un problema complejo prueban todas las
combinaciones posibles.
O(n") Combinatorio | Tan intratable como el anterior. A menudo no se hace distincion entre ellos.
\
UNIVERSITAS
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Convergencia, error y complejidad

Los problemas pueden clasificarse de acuerdo con su complejidad, medida ésta
en términos de la existencia o no de algoritmos de determinada complejidad para
su resolucion.

A grosso modo, podemos clasificar los problemas en P y NP, con las siguientes
definiciones intuitivas:

P es la clase de todos los problemas para los que existe al menos un algoritmo
que los resuelve al menos en tiempo polinomial o con una cantidad de recursos
polinomial.

NP es la clase de todos los problemas para los que no existe 0 no se conoce un
algoritmo que los resuelve al menos en tiempo polinomial o con una cantidad de
recursos polinomial.

UNIVERSITAS
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Convergencia, error y complejidad

In(n) n n*In(n) nA2 n’3
il 0 1 0 1 1
10 2,30 10 23,03 100 1000
100 4,61 100 460,52 10000 1000000
1000 6,91 1000 6907,76 1000000{ 1000000000
10000 9,21 10000 92103,40] 100000000 1E+12
100000 11,51 100000] 1151292,55 1E+10 1E+15
1000000 13,82 1000000 13815510,56 1E+12 1E+18
10000000 16,12 10000000| 161180956,51 1E+14 1E+21
Ejemplos Complejidad
10000 l
9000 /
8000 /
7000
¢ /
S 6000
E / e==|n(n)
@ 5000
Q. —
: /
L 000 n*In(n)
°é / n"2
3000 / nh3
2000 /
1000 1
0
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tamaiio (n)

| UNIVERSITAS
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Convergencia, error y complejidad

In(n) n n*In(n) nA2 n’3
il 0 1 0 1 1
10 2,30 10 23,03 100 1000
100 4,61 100 460,52 10000 1000000
1000 6,91 1000 6907,76 1000000{ 1000000000
10000 9,21 10000 92103,40] 100000000 1E+12
100000 11,51 100000] 1151292,55 1E+10 1E+15
1000000 13,82 1000000 13815510,56 1E+12 1E+18
10000000 16,12 10000000| 161180956,51 1E+14 1E+21
Ejemplos Complejidad (Escala logaritmica)
1,00E+20
1,00E+18
1,00E+16
3 1,00E+14
c
S 100E+12
© e N(N)
@
2  1,00E+10 —n
o
) n*In(n)
©  1,00E+08
oé n"2
1,00E+06 n"3
1,00E+04
1,00E+02
1,00E+00 —
1,00E+00  1,00E+01 1,00E+02 1,00E+03 1,00E+04 1,00E+05 1,00E+06  1,00E+07
Tamaiio (n)
_ I. L:'TII!UEHEITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
I igue ; 3 i 2
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Convergencia, error y complejidad

v" Tiempos empleados para el calculo de algoritmos con distintos ordenes,
considerando que el computador en cuestion ejecuta 1 Millon de operaciones
por segundo (1MHz).

Tiempo(n), en segundos
n logn n nlogn n’2 n”3 2Mn n!
10 2,3E-06 | 1,0E-05 2,3E-05 0,0001 0,001 0,0010 3,6288
50 3,9E-06 | 5,0E-05 2,0E-04 0,0025 0,125 1,1E+09 3,0E+58
100 46E-06 | 1,0E-04 | 4,6E-04 0,01 1 1,3E+24 9,3E+151
1000 6,9E-06 0,001 0,01 1 1000 1,1E+295 #iNUM!
10000 9,2E-06 0,01 0,09 100 1000000 #iNUM! #iNUM!
100000 1,2E-05 0,1 1,15 10000 1E+09 #iNUM! #iNUM!
1000000 | 1,4E-05 1 13,82 1000000 | 1E+12 #iNUM! #iNUM!
/ INTRATABLES

1E+09 seg ~ 31 7@
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un
mismo problema. Determina cudl de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por queé:

1. La complejidad de Al es O(logn) y la de A2 es O(n!).

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un
mismo problema. Determina cudl de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por queé:

1. La complejidad de Al es O(logn) y la de A2 es O(n!).

Al, porque el nimero de operaciones que se tienen que realizar para
resolver un problema un tamafio n crece mucho mas lentamente al
aumentar n que el correspondiente para A2
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un
mismo problema. Determina cudl de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por queé:

2) La complejidad de Al es lineal y la de A2 es loglineal
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Disponemos de dos algoritmos Al y A2 para resolver un
mismo problema. Determina cudl de ellos es preferible en las situaciones
siguientes y por queé:

2) La complejidad de Al es lineal y la de A2 es loglineal

Al, porque el nimero de operaciones que se tienen que realizar para
resolver un problema un tamafio n crece mas lentamente al aumentar
n que el correspondiente para A2
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina el orden de complejidad de
funciones:

) f(n)=13n"-8n+12

2) f(n)=5n"+nln(n)+3

3)  f(n)=13n"-8log,(n)+12

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
) | Miguel del Departamento - Universidad Miguel
Herndndez Hernandez de Elche
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina el orden de complejidad de las
funciones:
) f(n)=13n"-8n+12 » f(n)eO(n)

2) f(n)=5n"+nln(n)+3

3)  f(n)=13n"-8log,(n)+12

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina el orden de complejidad de las siguientes

funciones:
1) f(n)=13n"-8n+12 » f(n)eO(n)
2) f(n)=5n"+nln(n)+3 » f(n)eOon?)

3)  f(n)=13n"-8log,(n)+12

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
) | Miguel del Departamento - Universidad Miguel
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina el orden de complejidad de las siguientes

funciones:
1) f(n)=13n"-8n+12 » f(n)eO(n)
2)  f(n)=5n+nln(n)+3 » f(n)eOon?)
3) f(n)=13n!-8log,(n)+12 > f(n)eO(n!)
O v Y e

Herndndez Herndndez de Elche
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina el orden de complejidad de las siguientes

funciones:
1) f(n)=13n"-8n+12 » f(n)eO(n)
2)  f(n)=5n+nln(n)+3 » f(n)eOon®)
3) f(n)=13n!-8log,(n)+12 > f(n)eO(n!)

EJERCICIO: Si los algoritmos Al, A2 y A3 tuvieran, respectivamente, los
ordenes de convergencia anteriores, ;jcual seria su ordenacion de mejor a
peor?
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina el orden de complejidad de las siguientes

funciones:
1) f(n)=13n"-8n+12 » f(n)eO(n)
2)  f(n)=5n+nln(n)+3 » f(n)eOon®)
3) f(n)=13n!-8log,(n)+12 > f(n)eO(n!)

EJERCICIO: Si los algoritmos Al, A2 y A3 tuvieran, respectivamente, los
ordenes de convergencia anteriores, ;jcual seria su ordenacion de mejor a

peor?
A2 mejor que A1l mejor que A3, ya que:
n’ crece mas lentamente que 7’ y, este, a su vez, que n!
. UNIVERSITAS Unidad - Seccidn - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina si son ciertas las siguientes afirmaciones

1) f(n)=8n"-32n+1c0(n!)

2)  f(n)=5n"+nIn(n)+3 < O(nin(n))

3) Si g(n) crece mas rapido que f{(n), entonces g(n)< O(f(n))

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre

u [ Miguel del Departamento - Universidad Miguel
Hernindez Hernandez de Elche
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina si son ciertas las siguientes afirmaciones

) f(n)=8n*-32n+1e0O(n!) ——— Si. Porque n*crece
mas lento que n!

2)  f(n)=5n"+nIn(n)+3 < O(nin(n))

3) Si g(n) crece mas rapido que f{(n), entonces g(n)< O(f(n))

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre

| Miguel del Departamento - Universidad Miguel
Herndndez Hernandez de Elche

54




Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina si son ciertas las siguientes afirmaciones

) f(n)=8n*-32n+1e0O(n!) ——— Si. Porque n*crece
mas lento que n!

No. Porque n? crece

2)  f(n)=5n"+nln(n)+3eO0(nln(n)) —— més rapido que nln(n)

3) Si g(n) crece mas rapido que f{(n), entonces g(n)< O(f(n)) |
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Determina si son ciertas las siguientes afirmaciones

) f(n)=8n*-32n+1e0O(n!) ——— Si. Porque n*crece
mas lento que n!

No. Porque n? crece

2)  f(n)=5n"+nln(n)+3eO0(nln(n)) —— més rapido que nln(n)

3) Si g(n) crece mas rapido que f{(n), entonces g(n)< O(f(n))

|

No. Seria justo al revés: f(n) e O(g(n))

| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
| Miguel del Departamento - Universidad Miguel
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Si una computadora es capaz de realizar 2 millones de
operaciones elementales por segundo, calcula el orden de los tiempos
necesarios para resolver un problema de tamafio » = 10000 con algoritmos
de las siguientes complejidades:

) f(n)eO()

. UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
Wy | Miguel del Departamento - Universidad Miguel
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Si una computadora es capaz de realizar 2 millones de
operaciones elementales por segundo, calcula el orden de los tiempos
necesarios para resolver un problema de tamafio » = 10000 con algoritmos
de las siguientes complejidades:

1) f(n)eO(m’) — n°de operaciones del orden de (10%)3 =102
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Si una computadora es capaz de realizar 2 millones de
operaciones elementales por segundo, calcula el orden de los tiempos
necesarios para resolver un problema de tamafio » = 10000 con algoritmos
de las siguientes complejidades:

1) f(n)eO(m’) — n°de operaciones del orden de (10%)3 =102

12
10
: 5
Orden de tiempo = ———=5x10
2x10
. UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
i | Miguel del Departamento - Universidad Miguel
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Si una computadora es capaz de realizar 2 millones de
operaciones elementales por segundo, calcula el orden de los tiempos
necesarios para resolver un problema de tamafio » = 10000 con algoritmos
de las siguientes complejidades:

2) f(n)eO(nlnn)

. UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Si una computadora es capaz de realizar 2 millones de
operaciones elementales por segundo, calcula el orden de los tiempos
necesarios para resolver un problema de tamafio » = 10000 con algoritmos
de las siguientes complejidades:

2) f(n)eOmlnn) ——

n° de operaciones del orden de 10*log(10%) = 4x104
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Convergencia, error y complejidad

EJERCICIO: Si una computadora es capaz de realizar 2 millones de
operaciones elementales por segundo, calcula el orden de los tiempos
necesarios para resolver un problema de tamafio » = 10000 con algoritmos
de las siguientes complejidades:

2) f(n)eOmlnn) ——

n° de operaciones del orden de 10*log(10%) =4x10*

4
4x10
. -2
Orden de tiempo = -=2x10
2x10
UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
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Criterios de terminacion

CRITERIO DE TERMINACION:

Los siguientes criterios son frecuentemente utilizados para detener la ejecucion
de un algoritmo. Sean € > 0, N un entero positivo y « una funcion de interés para
el problema, todos ellos prefijados antes de la ejecucion del algoritmo:

1. |xk+N —xk| <¢&

|xk+1 — xk|

x|

<¢&

3. la(x)—a(x, )| <é&
| g ke | Un ejemplo tipico de funcion de interés

en problemas de optimizacion es el
<& gradiente.

4 |a(xk) —a(x,,)

|a(xk)|

9. |a(xk) — a(x*)| <g x*elS

UNIVERSITAS
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Criterios de terminacion

Yoo ey =Xl
0 Xpon ~ X | <€

. -6

X, o — x| <1072
e
-6
Xy k=3, &=10
x3 —
xi’l
xn+1
Vs
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Criterios de terminacion

EJEMPLO 3: Dada una funcidon continua f : [a, b] — [a, b] un problema de
interés consiste en encontrar un punto fijjo de la funcidon, es decir, una solucion
de la ecuacion x = f(x). Un algoritmo sencillo para ello es el siguiente:

xn+1 = f(xn)

Nota: Este algoritmo no siempre converge a la solucidon, pero bajo determinadas
condiciones si puede garantizarse su convergencia.

Resuelve la ecuacion x = e con x € [0, 1] de forma aproximada utilizando
como criterios de parada o terminacion 1 y 2 con € =0.004 y 0.0004 y N = 3.

UNIVERSITAS
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Criterios de terminacion

X, ., —X
Criterio 1: |x,., — x,| < 0,004 (0,0004) | | Criterio 2: | "”x | il 0,004 (0,0004)
k

n X, Criterio 1 Criterio 2 g X, Criterio 1 Criterio 2
0 0,5
1 0,6065307 0,2130613 11 0,5672772 0,0008677 0,0006526
2 0,5452392 0,1010525 12 0,5670674 0,0004923 W
3  0,5797031 0,0797031 0,0632087 13 0,5671864 @ 0,0002099
4 0,5600646 0,046466 0,0338768 14 0,5671189 0,0001583 0,000119
5 0,5711721 0,0259329 0,0198326 15 0,5671571 8,979E-05 6,75E-05
6 0,5648629 0,0148401 0,0110461 16 0,5671354 5,093E-05 3,828E-05
7 0,568438 0,0083734 0,0063291 17 0,5671477 2,888E-05 2,171E-05
8 0,5664095 0,0047627 18 0,5671408 1,638E-05 1,231E-05
9 0,5675596 w 0,0020307 19 0,5671447 9,29E-06 6,983E-06
10 0,5669072 0,0015308 0,0011495 20 0,5671425 5,269E-06 3,96E-06

9
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Diseno de algoritmos

CRITERIOS PARA LA ELECCION O DISENO DE UN ALGORITMO:

1. Generalidad: variedad de problemas que se pueden resolver con el
algoritmo y condiciones necesarias para su convergencia.

2. Fiabilidad o robustez: solucion efectiva de los problemas para los que se
disenid. El tamafio y la estructura del problema son elementos importantes a
tener en cuenta en este criterio.

3. Precision: calidad de las soluciones obtenidas por el algoritmo después de
un numero de iteraciones.

4. Sensibilidad a los parametros: dependencia de los valores 1niciales de los
parametros necesarios para el inicio del algoritmo.

UNIVERSITAS
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Diseno de algoritmos

CRITERIOS PARA LA ELECCION O DISENO DE UN ALGORITMO:
5. Sensibilidad a los datos: dependencia de los datos del problema.

6. Esfuerzo preparatorio: tiempo y recursos necesarios para preparar el
algoritmo.

7. Esfuerzo computacional: tiempo y recursos necesarios para ejecutar el
algoritmo.

8. Orden de convergencia: rapidez con la que el algoritmo converge a una
solucion del problema.

UNIVERSITAS
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Un udltimo ejemplo

EJEMPLO 4: El algoritmo del punto medio para la busqueda de las raices de un
polinomio p(x) en un intervalo [a, b] donde se sabe que hay un cambio de signo.

Paso 0: Hacera,=ay b, =0D.
Paso 1: Evaluar p(a,) y p(b)).
- Si p(a,)xp(b,) > 0 entonces PARAR — Elegir otro intervalo [a, b].

- S1 p(a,)xp(b,) = 0 entonces PARAR — a y/o b son raices de p(x) en [a, b].

- Si p(a)xp(by) < 0 y b, —a, < ¢ entonces PARAR — (a, + b,)/2 es una
aproximacion a una raiz de p(x) en [a, b].

- En otro caso, hacer m; = (a, + b,)/2 e ir al Paso 2.
Paso 2: Evaluar p(m,).
- Si p(a,)xp(m,) <0, entonces HACER a, :=a,y b, =m, e IR al Paso 1.
- Si p(a,) xp(m,) > 0, entonces HACER a, :==m,;y b, :=b, e IR al Paso 1.

- Si p(m,) =0, entonces PARAR — m, es una raiz de p(x) en [a, b].

UNIVERSITAS
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Jx)

X
a b
Sx)
I I
a b X
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Jx)

fx)
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f(a) -

a b
f(b) . .
S1 f(x) es continua, entonces hay
una raiz en el intervalo [a, b] s1
f(a)f(b) < 0
f(a) -
I I
a b
f(b)
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Calculamos m=punto medio entre ay b

f(a) -

a b

f(m)

f(a) -

f(m)
I I I
a m b
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Calculamos m=punto medio entre ay b
f(a)
S1 f(a)f(m) < 0, entonces la
! ! ! raiz esta en la primera mitad
a :
f(m) b del intervalo [a, b]
f(a)
f(m)
I I I
a m b
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Calculamos m=punto medio entre ay b

f(a) —50\
S1 f(a)f(m) < 0, entonces la
I
a

! ! raiz esta en la primera mitad
f(m) del intervalo [a, b]

f(a)
f(m) .
%\.\ S1 f(a)f(m) > 0, entonces la

[ I I raiz esta en la segunda mitad

m .
a b del intervalo [a, b]
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f(a) -

Raiz en la primera mitad

f(m)

f(a) -
f(m)

Raiz en la segunda mitad
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f(a) -

Raiz en la primera mitad

f(m)

B

f(a) -

Raiz en la segunda mitad

f(m)

| UNIVERSITAS
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m-—a
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Jr —

Etapa 1

Etapa 2

Etapa 3

Etapa 4

Etapa 5
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ab

N

ab
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Un udltimo ejemplo

Encontrar una raiz del polinomio p(x) = x>+ 2x>—13x— 6 en el intervalo [1, 7]
aplicando el algoritmo del punto medio con € = 0.0001.

Se da x=3.0000153 como solucion, con p(3.0000153) = 0.0003967

UNIVERSITAS

i | Miguel

g Hernindez

(La raiz exacta es 3)

Iteraciéon a1l b1 p(a1) p(b1)] p(al)p(b1)] € = b1-a1 m1 p(m1)] p(a1)xp(m1)
1 1 7 -16 344 -5504 6 4 38 -608
2 1 4 -16 38 -608 3 2,5 -10,375 166
3 2,5 4 -10,375 38 -394,25 1,5 3,25 7,2031 -74,7324
4 2,5 3,25 -10,375 7,2031 -74,7324 0,75 2,875 -3,0801 31,9558
5 2,875 3,25 -3,0801 7,2031 -22,1862 0,375 3,0625 1,6682 -5,1382
6 2,875 3,0625 -3,0801 1,6682 -5,1382 0,1875 2,96875 -0,8018 2,4696
7 2,96875 3,0625 -0,8018 1,6682 -1,3376 0,09375 3,015625 0,4089 -0,3279
8 2,96875 3,015625 -0,8018 0,4089 -0,3279 0,04688| 2,9921875 -0,2025 0,1623
9] 2,9921875 3,015625 -0,2025 0,4089 -0,0828 0,02344| 3,0039063 0,1017 -0,0206

10| 2,9921875[ 3,0039063 -0,2025 0,1017 -0,0206 0,01172] 2,9980469 -0,0507 0,0103
11] 2,9980469| 3,0039063 -0,0507 0,1017 -0,0052 0,00586| 3,0009766 0,0254 -0,0013
12| 2,9980469| 3,0009766 -0,0507 0,0254 -0,0013 0,00293] 2,9995117 -0,0127 0,0006
13| 2,9995117| 3,0009766 -0,0127 0,0254 -0,0003 0,00146| 3,0002441 0,0063 -8,06E-05
14 2,9995117] 3,0002441 -0,0127 0,0063| -8,06E-05 0,00073] 2,9998779 -0,0032 4,03E-05
15[ 2,9998779| 3,0002441 -0,0032 0,0063| -2,01E-05 0,00037| 3,0000610 0,0016 -5,04E-06
16[ 2,9998779] 3,0000610 -0,0032 0,0016] -5,04E-06 0,00018] 2,9999695 -0,0008 2,52E-06
17 2,9999695| 3,0000610 -0,0008 0,0016| -1,26E-06] €0,00009D 3,0000153 0,0004
'
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