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Capitulo 1

Grupos

1.1. Grupos

Definiciéon 1 (Grupo). Llamamos grupo al par (G, *), donde G es un conjunto no vacio y * : G x G — G es una funcién
que cumple las siguientes propiedades:

1. Clausura. Ya,be G,axbe G

2. Asociatividad. Va,b,c€ G, (a+b)*c=a= (bxc)

3. Elemento neutro. 3e € G,Yae G |axe=exa=a

4. Elemento inverso. Va€ G,3a '€ G |a*al =al+a=e

En general, la clausura es muy dificil de probar, por lo que recurrimos a dar un grupo como subgrupo de otro o dar una
biyeccion entre un grupo existente y lo que queremos probar que es grupo.

Notaciéon Hay dos notaciones para hablar sobre grupos. La utilizada para dar la definicién es la multiplicativa (salvo el
sfmbolo utilizado para la operacién que es uno especial y el uso de la e para el elemento neutro). También existe la notacién
aditiva.

Concepto | Notacién aditiva Notacién multiplicativa
elemento neutro 0 1
inverso de a —a a!
a operado consigo mismo k veces k-a=ka ak

Figura 1.1: Diferencias entre notaciones para grupos

Cuando escribimos ka = a* también podemos estar refiriéndonos a un entero k no positivo. Denotamos por a*:

s sik>0,df=qaxax---xq
- —
k veces
ssik=0a"=¢

nsik<0, df =g txatxowat

-k veces

Veamos ahora algunos ejemplos de grupos infinitos (que tienen un ndmero infinito de elementos).

Ejemplo 1 (Ejemplos de grupos infinitos).

R, +) es un grupo

R, ) no es un grupo porque el 0 no tiene inverso

(
(
= (R\{0},") es un grupo
(R > 0,-) es un grupo (subgrupo de R)
(

R < 0,+) no es un subgrupo porque no es cerrado
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» (Z,+) es un grupo

» nZ={...,—2n,—n,0,n,2n,...} con la suma es un grupo

GLy(R) = {A e R?*? | det A # 0} las matrices reales no singulares 2 x 2 forman un grupo con el producto

» Por lo anterior, las aplicaciones lineales que tienen inversa forman un grupo con la composicién (componer aplicaciones
es lo mismo que multiplicar matrices y la inversa existe < det A # 0)

Y a continuacién una serie de grupos finitos
Ejemplo 2 (Grupo de las clases médulo n). Z/nZ = {0,1,2,...,n — 1} con la suma es un grupo.

Ejemplo 3. El conjunto (Z*/nZ,-) formado por {1,2,...,n} con el producto no da un grupo, porque hay elementos que no
tienen inverso. Es interesante considerar el conjunto de unidades en este conjunto:

UZ*/nZ) = {aeZ*/nZ|Ta" ' aa™" =1}

que si es un grupo con el product(ﬂ

Los elementos de este grupo son tales que Ym € U(Z*/nZ),Ja € Z*/nZ | m-a =1 médn <= ma+nb =1
med(m,n) = 1. De esta manera tenemos un método facil para obtener los elementos de U(()Z*/nZ) = {m € Z*/nZ |
med(m,n) = 1}. Aqui van algunos ejemplos:

» U(Z*/6Z) = {1,5}
« U(Z*/12Z) = {1,5,7,11}
» U(Z*/23Z) = {1,2,3,...,22} ya que 23 es primo

Hay muchos mas grupos. Algunos de los grupos que hemos visto son en realidad el mismo grupo, solo que con dos maneras
de verlo. De lo que va esta asignatura es de clasificar los grupos y de deducir propiedades comunes entre varios de ellos.

Teorema 1 (Propiedad cancelativa). Sea G un grupo, a,b,c € G.

axb=axc = b=c (1.1)

cxa=bsa = a=0>b (1.2)

Demostracién. Por la existencia del elemento inverso podemos multiplicar por a~! a la izquierda en la primera expresién y
obtenemos a~tab = a"lac = eb=ec = b = c. Lo mismo ocurre por la derecha en la segunda expresion. &

Proposicién 2 (Unicidad del elemento neutro). En un grupo G hay exactamente un elemento neutro e.

Demostracion. Supongamos existen e, es € G elementos neutros. Por ser e; elemento neutro se tiene que e; * e3 = ea y por
ser elemento neutro es se tiene que e; * es = e1. Por tanto e; = es. &

Proposicién 3 (Unicidad del inverso de un elemento). Sea G un grupo, g € G, entonces Ilg=! | g+ g~* = e.

Demostracién. Supongamos a tiene inversos by y by. Entonces a * by = a * by = e. Por la propiedad cancelativa by = bs. &

Definicién 2 (Orden de un elemento). Sea (G, *) un grupo. Decimos que a € G tiene orden finito si 3k € N tal que a* = e.

Si existen tales valores de k, llamamos orden del elemento a al minimo de ellos:

o(a) = min{k e N | a* = ¢} (1.3)
Definicién 3 (Orden o cardinalidad de un grupo). Sea G = {aj,as,...} un grupo junto con alguna operacién. Si |G| < oo
decimos que el orden de G, |G| = [{a1,az,...,a,}| =n.

1Este grupo es en realidad una simplificacién de un concepto que aparece en los anillos que son estructuras algebraicas con dos operaciones. En
anillo no hace falta hacer la distincién de quitar el 0 y no solamente tenemos la nocién de grupo de unidades para las clases de los enteros médulo
n
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Definicién 4 (Grupo abeliano). Sea (G, *) un grupo. Diremos que G es abeliano (o conmutativo) <= Va,be G, axb = bxa.

De los ejemplos vistos anteriormente, son abelianos aquellos en los que la operacién es conmutativa. Por ejemplo, (R, +) es
abeliano porque Va,b € R, a+b = b+ a. Por el contrario el grupo GL2(R) no es abeliano porque el producto de matrices no
es conmutativo.

Teorema 4. Sea G un grupo tal que Vg € G, g * g = e. Entonces G es abeliano.

Corolario 1. Ya € G, o(a) =2 = G es abeliano.

Demostracion. Sean a,b € G. Tenemos que probar que a b = b % a. Consideramos el elemento (a * b) € G por clausura. Por
hipétesis tenemos que (a*b) * (a%b) =e = (a*b) = (axb)"t=b"txa"! =bxa. &

1.2. Subgrupos

Definicién 5 (Subgrupo). Sea (G, *) un grupo, S € G, S # . Diremos que (S, *) es un subgrupo de (G, *) y lo denotaremos
por S < G si verifica las siguientes condiciones:

1. Clausura. Ya,b, a,be S = axbe S

2. Elemento neutro. e € S

3. Elemento inverso. Vs € S,s7 ' e S
(La propiedad asociativa siempre se hereda.)

En caso de que el grupo del que elegimos el subgrupo sea finito, la clausura no es tan complicada de probar y suele merecer
la pena empezar por ahi. De hecho en el caso finito, es suficiente para garantizar que el subconjunto sea un subgrupo. Vease
el siguiente teorema / ejercicio.

Teorema 5 (Hoja 1, ejercicio 7). Sea (G, *) un grupoy S < G, S # ¢ un subconjunto finito de G. Si S es cerrado por la
operacién # entonces S es un subgrupo de G.

Demostracion. Se verifican las 3 propiedades
1. Clausura. Por hipdtesis.

2. Elemento neutro. Sea s € S. Si s = e ya hemos terminado. Si s # e, sabemos que {s',s%,...} = S. Pero S es finito
= J0<i<jtalesque s' =35 = s/7* =e. Como j >1i = j —1i > 0, hemos obtenido e de operar s consigo
mismo, luego e € S.

3. Elemento inverso. Tomamos r = j — 3 de la propiedad anterior. Tenemos s" = e —> s#s" ' =e¢ —> s" | =571,

Teorema 6. Sea G un grupo y H un subconjunto de G. Entonces H < G <= Vz,ye H,xy ' e H.

Demostracion. De [DHI6].
» (= ). Supongamos que H < G. Entonces r,ye H = aye Haye H = y '€ H y por tanto xy~* € H.
» (<=). Supongamos que z,y € H = xy~' € H. Veamos que se cumplen las 3 condiciones para que sea subgrupo:
o Elemento neutro. Tomamos y = x y tenemos que zz~ ! = e € H.
1

o Elemento inverso. Tomamos ahora x = e, y = x y tenemos que ez~ ! = 27! € H.

o Clausura. Tenemos que si 2,y € H por la propiedad anterior y~! € H y por tanto xy = x(y~!)~! € H.

Proposicién 7. Si {S;}ierv es una familia de subgrupos de G, entonces [].S; también es un subgrupo de G.

Demostracion. Es claro que se verifican las tres propiedades:
1. Clausura: si los elementos estdn en cada uno de los subgrupos entonces estdn en su interseccion.

2. Elemento neutro: existe pues estd en todos los subgrupos.
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3. Elemento inverso: existe por la clausura.

1.2.1. Reticulo de subgrupos

Definicién 6 (Reticulo de subgrupos). Dado un grupo G, el reticulo de subgrupos es un grafo con todos los subgrupos de
G. Denotamos la relacién de inclusién con un vértice entre dos grupos. Es costumbre poner el mayor grupo arriba y denotar
la inclusion por las diferencias en altura.

Es un diagrama de Hasse para la relacién de inclusién.

Ejemplo 4 (Reticulo de subgrupos Z). Z tiene infinitos subgrupos, todos los kZ. En muchas ocasiones nos va a interesar solo
dibujar unos pocos, para relacionarlos con subgrupos de otros grupos distintos de Z. A continuacién se muestra el reticulo
de subgrupos de Z construido a partir de 6Z.

YA
27 3Z
6Z
Figura 1.2: Una parte del reticulo de subgrupos de Z, en concreto la de los nZ con n | 6.

Los grupos que contienen a 6Z son los de la forma kZ donde k divide a 6, ya que entre los multiplos de los divisores de 6
también se encuentran los multiplos de 6.

Proposicién 8. Sea n = min,ey,~o{r € H, H < Z}. Entonces nH = Z.

Demostracion. Probamos la doble inclusién. Por hipétesis n € H y por tanto {n) = nZ c H. Sea « € H. Por el algoritmo de
la divisién, podemos expresar « =an+scon 0 < s <n = s=0 = H < nZ. Luego H = nZ. &

1.2.2. Subgrupos generados

Definicién 7 (Subgrupo generado varios elementos). Eﬁea (G, *) un grupo, S € G, S # . El subgrupo generado por S es

Sy ={sT' #8532 % x50 |51,82,...,5, €S, a1,Q9,...,0, €Z} (1.4)

“Este teorema reemplaza al de grupo generado por dos elementos dado en clase.

Proposicién 9. El subgrupo generado por S, {(S) es el mds pequeiio que contiene a S.
Normalmente, utilizaremos la definicién restringida a un elemento:
Definicién 8 (Subgrupo generado por un elemento). Sea G un grupo, g € G. Llamamos subgrupo generado por g a

(=1g"keZ} (1.5)

Proposicién 10. El subgrupo generado por g € G en efecto es un subgrupo.

Demostracion.

’ . ’ ’
1. Es cerrado por = puesto que Va¥,a* € S,a* x a¥ = a*t¥ € S.
2.a=ec A

3. Va¥,a ke A

Proposicién 11. Si o(g) = n, entonces {g) tiene n elementos (el orden de (g) es n).
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Demostracion. Primero comprobamos que no hay mas de n elementos distintos. Consideramos k € Z, k = c¢n+1r para algunos
c,r€Z, 0 <r <n por el algoritmo de la divisién. Entonces a* = a"*" = a°"a” = a" pues o(a) = n.

Ahora probaremos que no hay menos de n elementos distintos, es decir, que {g) = {1,9,¢%,...,9" '} Supongamos existen
0 <i<j <n tales que a’ = a’. Entonces por cancelacién ¢/~ = e = a° = j = i lo que da una contradiccién. &

Teorema 12. Sea G un grupo, g € G. El menor subgrupo de G que contiene a g es (g).

Demostracion. Tenemos que probar que para cualquier H subgrupo de G, ge H — ¢*, Vk e Z. &

1.3. Presentaciéon de un grupo. Mas ejemplos de grupos.

Con la nocién de subgrupo generado ya tenemos tres maneras de dar los elementos de un grupo (o subgrupo):
1. Por su nombre, por ejemplo, los reales con la suma (R, +).
2. Explicitamente, citando todos los elementos, por ejemplo Z/2Z = {0, 1}
3. Con la nocién de grupo generado, por ejemplo Z/5Z = (1).

Sin embargo, esto no suele ser suficiente para conocer un grupo. Por ejemplo, si nos hablan del grupo generado (1) pueden
estar refiriéndose a varios grupos, por ejemplo a Z/5Z o a Z/2Z. Necesitamos una manera de dar la operacién entre los
elementos de un grupo. De esta manera tanto si enumeramos los elementos como si damos un grupo a partir de un generador,
sabemos exactamente cémo se comporta el grupo.

Una manera de hacer esto es dar una tabla con todas las posibles operaciones entre cualesquiera dos elementos. Por la
propiedad asociativa, esta tabla nos daria todas las operaciones necesarias para obtener el valor de cualquier palabra en los
elementos de un grupo. Otra opcién es dar una presentacién.

Definicién 9 (Presentacién de un grupo). Una presentacién de un grupo G es un par de conjuntos G = (S | R) donde S es
un conjunto de elementos generadores y R es un conjunto de relaciones -igualdades- entre elementos del grupo.

En ocasiones el conjunto de relaciones se omite o se da por separado. Para las relaciones del tipo a* = e, donde a es un
elemento de G, en ocasiones se escribe o(a) = k, que viene a ser lo mismo.

La definicién anterior no hace comentario alguno sobre los requisitos de los conjuntos que intervienen en la presentacién. La
definicién formal es complicada. Ver [Wik].

Veamos ahora ejemplos de dos grupos importantes dados por su presentacion.

Ejemplo 5 (Grupo de cuaterniones). Llamamos H al subgrupo de GLy(C) generado por Ay B: H = (A, B) donde

a= (5 0) (1)

De probar las multiplicaciones de A y de B consigo mismas y entre ellas se obtiene la presentacion.
o(A)=0(B)=4 A*>=DB? BA=AB?

y queda que H = {1, B, B?, B3, A, AB, AB%, AB3}. Es posible obtener cualquier operacién de A y B a partir de la presen-
tacion.

elemento ‘ 1
orden ‘ 1

B B* B* A AB AB? AB?3
4 2 4 4 4 4 4

Figura 1.3: Ordenes de los elementos de H

Utilizando la notacién estricta para la presentaciéon tendriamos
H={(A,B|o(A) =0(B)=4A A%>=DB*> A BA= AB%) (1.6)

y lo més importante: ya no hace falta decir quienes son A y B. De hecho, podian ser cualquier otra cosa que se comportara
como las matrices que hemos dado antes y los teoremas que obtengamos para el grupo H aplicarian a esa otra cosa.
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B 1 B B> B3
T F & o4

A AB AB? AB3

3 2 E Id r;_'[ b‘-'

Figura 1.4: Simetria A y rotacién B que compuestas forman los elementos del grupo Dy

Ejemplo 6 (El famoso grupo Dy4). Dy es el grupo formado por las composiciones de rotaciones y simetrias que llevan un
cuadrado en un cuadrado (f(0) = o). También se llama grupo diédrico de érden 4.

A - 1 0 ’ B Cf)SO[ —sina 7 a:z
0 -1 sina  cosa 2
pero una vez hemos comprobado que todas las posibles operaciones A*B’/ y B*AJ quedan dentro del grupo (que es cerrado),

que existe el neutro (la identidad) y que cada elemento tiene su inverso, podemos obviar el significado geométrico y pasar a
describirlo mediante la presentacion del grupo.

Dy = (A, B) donde o(A) = 2, o(B) =4, BA = AB® (1.7)
y ademés queda que Dy = {1, B, B?, B3, A, AB, AB% AB3}.

Geométricamente,

elemento‘l B B? B} A AB AB? AB?
orden‘l 4 2 4 2 2 2 2

Figura 1.5: Ordenes de los elementos de Dy

Nota: lo que hemos hecho con un cuadrado también se puede hacer con un tridngulo, con un pentiagono o con cualquier
poligono regular.

Ejemplo 7 (Grupos diédricos de orden n). Generalizando, podemos escribir cualquier grupo D,, con la presentacién
D, ={a,b|o(a) =2, o(b) =n, ba=ab~t =ab" ")

Todos estos grupos son no abelianos de orden 2n.

Vistos estos ejemplos, continuamos con mas definiciones y teoremas que se apoyan en la nocién de grupo generado.

1.4. Grupos de permutaciones

Los grupos que se presentan a continuacién fueron en realidad el germen de toda la
teorfa de grupos [DH96|. Se llaman grupos de permutaciones, de sustituciones o de 1 1
biyecciones. Cuando son finitos a veces se llaman grupos simétricos de n elementos.

-4 . . 2 2
Definicién 10 (Grupo de permutaciones de n elementos). Definimos S,,, el grupo de
permutaciones de n elementos como el grupo formado por las biyecciones entre dos
conjuntos de n elementos con la operacion de composicion. 3 3

Por simplicidad tomamos siempre los conjuntos {1,2,...,n}. Para referirnos a sus

elementos « € S, utilizamos la notacién Figura 1.6: Elemento a de S3

Observacién 1. El grupo de permutaciones S,, tiene orden |S,| = n!.

Ejemplo 8. Consideramos el grupo Sz de las biyecciones de {1,2, 3} en s{ mismo. Un
elemento de este grupo es
(1 2 3
“=\l2 31
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Se corresponderia con la aplicacién dada por (ver [Figura 1.6)

Ejemplo 9. Consideramos ahora los elementos a y 8 de S3 dados por

12 3 12 3
O‘_(231> ﬂ_(321>

Observamos que como la operacién en S3 es la composicion, el resultado « o 3 se obtiene de aplicar primero 8 y luego « (ver

Figura 1.7))
1 11—
2 >< 2
N

Figura 1.7: Resultado de la composicién « o 3

1
2
3

1.4.1. Notacién ciclica para permutaciones
La notacion vista hasta ahora es muy redundante porque la primera fila siembre se repite. Mejor utilizamos otra notaciéon
basada en ciclosPl

Veremos esta notacién con una permutaciéon de Sg:
o 1 2 3 45 6 78
“\4 2 75 1 8 6 3
Por convencién, tomamos primero el 1. Para obtener el primer ciclo vemos las imagenes sucesivas de « sobre el 1:

A1) =Id1)=1 o' D=al)=4 A1) =ad)=5 a*1)=abB)=1

Si siguiéramos aplicando « sucesivamente obtendriamos de nuevo estos tres nimeros (a*(1) = a!(1) = a(1) = 4, y en general
ol = a?73, Vj > 3). Asi hemos obtenido nuestro primer ciclo al que llamaremos oy y denotaremos con (145).

Para seguir, cogemos en la fila de arriba, al siguiente elemento que no hayamos recorrido ya, es decir que no esté en oi: es
el 2. Repetimos el procedimiento

Este segundo ciclo solo tiene un elemento asi que escribimos o9 = (2).
Continuamos con el 3
®3)=3 '3 =7 a*B)=6 a*B)=8 a*3)=3

y obtenemos o3 = (3768) y ya no quedan més ntimeros en la fila de arriba por asignar a un ciclo. Lo bueno de este proceso
es que ahora podemos escribir

a =0og00g00; = (3768)(2)(145)

Como el ciclo o5 es la aplicacién identidad lo podemos eliminar sin que afecte al resultado por lo que nos queda a =
(3768)(145).

La razén por la que se utiliza esta notaciéon va ain mas alld de la economia de tinta y papel. Proximamente se dardn
propiedades de esta notacién que permitirdn calcular los érdenes de elementos de S, de manera inmediata entre otras
muchas.

Acabamos con un ejemplo del uso de esta notacién.

Ejemplo 10 (Grupo de biyecciones S3). Consideramos los elementos a = (123) y b = (12) de S3. Podemos presentar el
grupo con

Ss = {a,b|o(a) =3, o(b) =2, ba = ab*)

Ocurre que esta es la misma presentacién que la del grupo D3 asi que podremos dar un isomorfismo (cuando sepamos lo que
son los isomorfismos) entre ellos y por tanto S5 ~ Ds.

2La definicién de ciclo es algo complicada y vendra més adelante. Basicamente, un ciclo es un elemento de una particién de S3
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1.5. Grupos ciclicos

El objetivo de la teoria de grupos es clasificar todos los grupos sea cual sea su orden. En esta seccion extinguimos la primera
familia de grupos a clasificar: concluiremos con un teorema que nos clasifica los grupos ciclicos de cualquier orden.

Definicién 11 (Grupo ciclico). Sea (G, *) un grupo. Diremos que G es ciclico si g € G | {g) = G.

Los grupos ciclicos ocuparan una parte central mas adelante.

Teorema 13. Si (G es ciclico entonces G es abeliano.

Demostracién. Tenemos que probar que VYa,b € G, ab = ba. Sabemos que a = ¢*,b = ¢/ para algunos i,j € Z = ab =
atad = @'t = ot = afa’ = ba. &

Proposicién 14. Todo subgrupo de Z/nZ es ciclico.

Demostracion. La propiedad de ciclico se hereda de Z y se prueba igual utilizando el algoritmo de la divisién. &

Proposicién 15. Consideramos Z/nZ. Para cada divisor d de n, existe un tnico subgrupo ciclico de orden d.

Demostracion. d | n = n =dn’ = n'Z < nZ Ademds, por el teorema de précticas, |n'Z| = d y por tanto |f(n'Z)| = d
donde f : nZ — Z/nZ es la relacién de equivalencia habitual.

El siguiente resultado requiere que anticipemos el concepto de isomorfismo que se da en cuanto introduzcamos las funciones
entre grupos: los homomorfismos. Basicamente se puede interpretar como igualdad.

Teorema 16 (Teorema de clasificacién de grupos ciclicos). De [DH96]. Sea G' un grupo ciclico
1. Si |G| = o entonces G ~ (Z, +)
2. Si |G| =n < oo entonces G ~ (Z/nZ,+)

1.6. Sobre los 6rdenes

Teorema 17. Sea g € G tal que o(g) =ne€N =1y seareN. Siryn son coprimos, entonces (g) = {g").

Corolario 2. Sir y n = o(g) son coprimos entonces o(g) = o(g").

Demostracién. Recordamos que p y g son coprimos <= 3Ja, 3 € Z | ap+ Bn = 1. Recordamos que {g) = {1,9,9%,...,9" '}
donde n = o(g). Tenemos que probar la doble inclusién. Fijémonos en que g" € (g = {(g") < {g) pues {(g) contiene a
todos los elementos de la forma g*, k € Z (ver definicién . Ahora probaremos que {g) < {(¢"). Como r y n son coprimos,

g =gt = (g")*(g")" = (¢9")* € {g") = {g) = {g"). Concluimos que {g) = {g"). L

Ejemplo 11. En Z/4Z = {0,1,2,3} con la suma tomamos g = 1 y por tanto n = o(g) = 4, y tomamos r = 3 y por tanto
med(n,r) = 1. Efectivamente se verifica que o(1%) = o(1 + 1+ 1) = 0(3) = 4 = o(1) o lo que es lo mismo, (1) = (3).

Proposicién 18. Sea g € GG tal que o(g) = n y sea r € N con 7 | n (r divide a n). Entonces o(g") = %
Demostracion. Sea n’ tal que n = rn/. Probaremos que r | n = o(g") = n’.
G =19"9".9" . ..9" " = 9" c{9,5°, 6" ..., 9"} = (9)
{g") tiene n’ elementos distintos porque para cualquier i = 0,...,7n’, o(¢"") < o(g) = n por lo que no se repite ninguno.
Ademés cualquier g"" esta bien definido porque al dividir r a n tenemos que ir € N. &

N) _ o(9)

Teorema 19 (Hoja 1, ejercicio 9). Sea o(g) = n € N y sea N € Z. Entonces o(g") = AN 0@

Demostracion. Afirmamos que n y N/d, con d = med(N,n) son coprimos. Expresamos gV = (¢™/?)¢. Por el [corolario del]

/
teorema ! tenemos que o(g™N/?) = o(g) = n. Por la proposicién [18] tenemos que o((g™V/?)%) = O(QTNd) =5 )
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Teorema 20. Sean k, k' € Z/nZ. Entonces o(k) = o(k') =d = (k) = (k)

1.7. El teorema de Lagrange

Previamente, introducimos una definicién crucial a lo largo del curso.

Definicién 12 (Clase lateral). Sea (G, *) un grupo, H < G, g € G. Definimos
m g« H=gH = {g*h|he H} es una clase lateral izquierda de H
" Hxg=Hg={h#+g|he H} es una clase lateral derecha de H

Teorema 21. Si H < G tiene orden n < oo entonces |gH| = |Hg| = |H| = n.

Demostracion. Consideramos la aplicacién f: H — gH, f(h) — g*h para un g € G dado. Es inyectiva: f(h1) = f(hy) =
hi = hs puesto que xh; = xhe = hy = hy por la propiedad cancelativa. Es sobreyectiva porque Yh € H, g«h = f(h). Por
tanto f es biyectiva y los érdenes son iguales. &

Proposicién 22. Sea H < G, g € G. Las clases laterales gH y Hg cumplen las siguientes propiedades (las cumplen las dos
pero damos solo las de la izquierda):

l.geH — g«xH=H

2. geg+H = G=Uyq9*H

3. gegsH = ¢+H=gxH

4. g1rxsHngoxH#J — gu+xH=9g2xH

Demostracion. (solo de la ultima propiedad) Sabemos que existe a € g1 *H ngo* H de la forma o = g1xhy = goxha, hi,heo € H.
Ahora bien, gy #hy = ga#hy = g3 xgrxh1 =hy < gy 'g1€ H = ga2(95 ' 91)H = g2(95 "1 H) = g2 H. &

De las propiedades anteriores se obtiene que {g; * H } 4,ec es una particién de G. Ademés, por el teorema como |gxH| = |H|
la particién divide G en cajas iguales (ver cuadro[1.8). Pongamos que G es finito y que hay r cajas, entonces |G| = r|g; * H| =
r|H| = |H|||G|. A continuacién veremos otra forma de dar esta relacién de equivalencia.

Para algin H < G, la particién que hemos dado anteriormente es la definida por la relaciéon de equivalencia g; Rgy <=
g1 * H = go * H. Otra manera de definirla es g1 Rg2 < ¢, L9, € H. Se verifica que esta nueva definicién es una relacién de
equivalencia.

g1* H gox H
H

grfl*H gT*H

Figura 1.8: Particiéon de G en r cajas iguales

Esto nos permite a su vez enunciar de manera natural el resultado que se conoce como Teorema de Lagrange: si un subgrupo
da una relacién de equivalencia que particién G en r cajas disjuntas, cada una con |H| elementos, entonces |H| | |G|.

Teorema 23 (de Lagrange). Sea G un grupo finito y H < G. Entonces |H| | |G| (el orden de H divide al orden de G).

Corolario 3. Sea G un grupo y g € G. Entonces o(g) | |G| (el orden de un elemento divide al orden del grupo).

Corolario 4. Si G es un grupo de orden p, con p primo, entonces G es ciclico.

Demostracion. Sea g € G, g # e. Por el teorema de Lagrange |{(g)| | |G| = p. Como p es primo sus tnicos divisores son 1y
py como [{g)| > 1 se ha de tener [{g)| = p. Por tanto {g) = G y G es ciclico. &

Sabiendo ahora que H < G = |H| | |G| = |G| =r-|H]|, r € N vamos a ponerle un nombre a dicha r.
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Definicién 13 (fndice de un subgrupo en un grupo). Sea H < G. Definimos el indice de H en G, y lo representamos
mediante [G : H], como el cardinal del conjunto cociente G/H. [DHIG]

1.7.1. Subgrupos normales y grupo cociente

Definicién 14 (Subgrupo normal). Sea H < G. Diremos que H es un subgrupo normal de G y lo denotaremos por
H<G < VgedG, g«H=H =g.

Proposicién 24. Si G es abeliano entonces todos sus subgrupos son normales.

Definicién 15 (Conjunto cociente en grupos). Sea H < G. Definimos

G/H ={gH | g€ G} (1.8)

Proposicién 25. Sea H <« G. (G/H, ) con la operacién * : G/H x G/H — G/H, (xH)(yH) — (xy)H es un grupo.

Demostracion. La operacién # estd bien definida. VZ,5€ G/H, T+y = aHyH = cyHH = xyH =T *y.
El elemento neutro es € pues VZ € G/H, €T = eHeH = exH = xH =T.

El elemento inverso estd bien definido: T~! = ! pues VT € G/H, Tr ' =gHs 'H =x2x"'H =¢H =&. &

Teorema 26. De [DHI6, p. 91]] Sea H < G con [G : H] = 2 (con indice de H en G igual a 2). Entonces H es normal.

%No lo hemos dado explicitamente pero se utiliza para algunos ejemplos.

Proposicién 27. Si H < G con |H| =n < © y ademds H es el tinico subgrupo de orden n entonces H < G.

Demostracion. Ver [DH96| p. 91]. &




Capitulo 2

Homomorfismos de grupos

2.1. Homomorfismos de grupos

Como en cualquier estructura algebraica, es interesante establecer correspondencias entre grupos. Los homomorfismos son
funciones definidas de manera que la operacién del grupo se preserva.

Definicién 16 (Homomorfismo de grupos). Sean (G, ), (G, *) grupos. Decimos que f : G; — G2 es un homomorfismo de
grupos si Va,b e Gy, f(a-b) = f(a)=* f(b).

= si f es inyectiva, f es un monomorfismo

= si f es sobreyectiva, f es un epimorfismo

= si f es biyectiva, f es un isomorfismo

m si Gy = G1 y f es un isomorfismo, entonces f se llama automorfismo
Si existe un isomorfismo entre dos grupos, decimos que son isomorfos y lo denotamos por G; ~ Gs.

Figura 2.1: Homomorfismo de grupos

Definicién 17 (Nucleo de un homomorfismo). Sea f : G; — G2 un homomorfismo. Definimos el nticleo ker f = {z € G; |
f(z) = ez € G2} (los que van a parar al neutro).

Definicién 18 (Imagen de un homomorfismo). Sea f : G; — G2 un homomorfismo. Definimos la imagen Im f = {y € G5 |

3z € Gy, f(x) = y}.
Proposicién 28. Sea f : G; — G2 un homomorfismo. ker f < G;.

Demostracion. Probamos las 3 propiedades de los subgrupos
1. a,bekerf = a-bekerf. fla-b) = f(a)* f(b) = ex ez = eq.
2. ackerf = atekerf. f(a)=ez fla™')=e = (f(a))™!=es.
3. e; € ker f.

Teorema 29. Sea f : G; — G5 un homomorfismo. Im f < Gs.

17
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Demostracion. Es anéloga a la del ker f. &

Teorema 30. Sea f : G; — G5 un homomorfismo. ker f < Gy

Demostracién. Tenemos que probar que Va € Gy, a(ker f)a™! < ker f.

Sea h e ker f. f(aha™') = f(a) f(h) f(a™!) = f(a)f(a™?t) = ex < ker f &

€2

Proposicién 31. Sea f : G5 — G2 un homomorfismo de grupos. f es inyectiva si y solo si ker f = {e}.

Demostracion.

s (<= ) Suponemos que f es inyectiva. Sabemos que en un homomorfismo f(e1) = ey y ademds ker f = e; por hipédtesis.

» ( =) Tenemos que probar que dados a,b€ Gy, f(a) = f(b) = a =b. Decir que f(a) = f(b) es lo mismo que decir
e2 = f(a)7'f(b) = fa™")f(b) = fla™'b) = a"'bekerf ={e1} = a=0.

&

Proposiciéon 32. Sean G1, G2, G3 grupos y sean f : G — G2, g : Go — G3 homomorfismos de grupos. Entonces go f es a
su vez un homomorfismo de grupos.

Teorema 33. Sea f : G; — G2 un homomorfismo de grupos. Entonces o(f(g)) divide a o(g).

Teorema 34. Sea f : G; — G5 un isomorfismo de grupos. Entonces o(g) = o(f(g)).

Demostracién. Consideramos f y f~! para los que se verifica el teorema anterior. o(g) | o(f(g)) A o(f(9)) | o(f~1(f(9)))

$o |

o(g) = o(g) = o(f(g9))-

2.1.1. Ejemplos de homomorfismos de grupos

Ejemplo 12 (Homomorfismo trivial). Siempre nos queda el homomorfismo trivial f : G1 — Ga, f(g1) = e2,Vg1 € G1.
Ejemplo 13. Consideramos Z/nZ = {0,1,...,n — 1} La presentacién de este grupo es o(1) = n. Queremos construir un
homomorfismo f : Z/nZ — G’. Para que f sea un homomorfismo necesitamos que f(0) = e. Ahora supongamos que

establecemos f(1) = a. Naturalmente sigue (para que f sea un homomorfismo) que f(2) = a * a = a®. Observamos que la
condicién necesaria y suficiente para que el homomorfismo definido por f(1) = a es que a™ = e, o lo que es lo mismo que
o(a) divida a n.

f:2Z/mZ— G
0—ce

l—a

2+ a?

n=0—a"=0
Ejemplo 14. En Z/nZ — Z/nZ podemos construir n homomorfismos ya que
» cualquier a € Z/nZ es cumple la condicién necesaria para que f(1) = a induzca un homomorfismo
» todo homomorfismo queda determinado por f(1) = a para algun a € Z/nZ.
Es decir que Hom(Z/nZ,Z/nZ) ~ Z/nZ.

Ejemplo 15. Si ahora nos preguntamos por los isomorfismos Isom(Z/nZ,Z/nZ) c Hom(Z/nZ,Z/nZ) nos damos cuenta de
que los tnicos a € Z/nZ que nos dan isomorfismos son aquellos que tienen o(a) = n.

Es decir que Isom(Z/nZ,Z/nZ) ~ U(Z/nZ). Profundizamos en esto mds adelante al hablar del producto semidirecto.

Proposicion 35 (O ejemplo). Sea f : Z/nZ — Z/nZ. f es un isomorfismo <= f(1) = aeU(Z/nZ)
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Ejemplo 16 (Automorfismo conjugacion). Este ejemplo se utiliza tantisimo en lo que viene en el siguiente capitulo que tiene
nombre propio.

1 1

Fijamos g € G y definimos ¢, : G — G, = — gzg~'. Es un homomorfismo de grupos pues y — gyg~' y zy — gryg~' =

grg gyt

Ahora consideramos ¢! y ¢,-1 : G — G, x — g~ 'zg y como antes se verifica que es homomorfismo.
Ademas, ¢4 0 ¢,-1 = id luego ¢4 es un automorfismo (e isomorfismo) de grupos.

Nota: en ocasiones lo denotamos con 7.

Ejemplo 17. Consideramos ahora N < G y por tanto para cualquier g € G, gN = Ng. La funcién ¢4(N) € N es un
isomorfismo que ademaés lleva los elementos de N en N, por tanto podemos restringirla a ¢, : N — N e inducir un
isomorfismo.

Es decir, los subgrupos que no se mueven por ninguna funcién ¢, son los subgrupos normales.

Ejemplo 18. TODO: esto creo que es mentira.

Consideramos el grupo (Z,+) que es ciclico y un grupo G con a € G. Utilizando notacién multiplicativa en la que el 1
representa el elemento neutro (en este caso 1 = e)

Z— G
1—a

ks dF

k+ K — gt

Es decir, que al seleccionar 1 — a queda determinada la imagen de todos los demés k € Z y ademas la funcién que obtenemos
es un homomorfismo. Por tanto el conjunto de los homomorfismos de Z en G es TODO G: Hom(Z,G) = G.

Ejemplo 19 (del primer teorema de la isomorfia). Consideramos el grupo G = {1,i, —1, —i} con el producto y establecemos
la funcién f : Z — G que lleva 1 — 4. Ademés f es sobreyectiva y ker f = Z/47Z. El primer teorema de la isomorfia nos
dice que existe un isomorfismo f : Z/ker f — G y este es f, f([a]) — i% (en ker f no se repiten los elementos por lo que
convertimos el epimorfismo f en un homomorfismo f).

En general todos los grupos ciclicos de orden n son isomorfos entre si, porque todos son isomorfos a Z/nZ y los isomorfismos
son reversibles y la composicion sigue siendo isomorfismo.

Hemos visto que Hom(Z, G) = G porque al determinar f(1) = a determinamos el homomorfismo y por tanto tenemos un
homomorfismo para cada elemento a € G.

(Pero qué pasa si tomamos los homomorfismos f : Z/nZ — G con a € G definidos por f(1) = a? Pasa que para que sean
homomorfismos necesitamos que o(a) = o(1) = n para que asi 0 =7 — a™ = e.

2.2. Reticulo de subgrupos

Los homomorfismos de grupos pueden ser de gran utilidad para encontrar el reticulo de subgrupos.

El siguiente teorema no lo ha dado Orlando explicitamente pero basicamente lo que dice es lo que dijo en las 3 clases sobre
correspondencia entre subgrupos pero un poco mas ordenado.

Teorema 36 (de correspondencia entre subgrupos mediante homomorfismos). Sea f : G; — G2 un homomorfismo de grupos.
Se tiene [DH96]:

1. Si H; < G1 entonces f(Hp) < Ga

2. Si Hy < G5 entonces f_l(Hg) = {hl e Gy ‘ f<h1> € H2} < Gy

3. Si Hy <G5 entonces f~1(Hy) < Gy

4. Si Hy <Gy y f es ademds sobreyectiva (es un epimorfismo) entonces f(H;) < Gy

Demostracion.

1. Demostramos que se cumplen las 3 propiedades de los grupos. Sabemos que e; € Hy = ey € f(H;) = Hy. Ademds,
sabemos que Vo € Hy, x~! € Hy y por ser f un homomorfismo tenemos que Vf(x) € Ha, f(z)™! = f(z=') € Hy. Por
ultimo, tenemos que Vz,y € H, xzy € H] = Vf(x), f(y) € Ha, f(x)f(y) = f(zy) € Ho.
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2. Es andloga a la de la primera afirmacién.

3. Tenemos que probar que para un g; € G1, Yhy € f~Y(Hy) = Hy, gih1 = h1g1. Sabemos que Vhy, Jha € Hy | f~1(he) =
hi. Entonces g1h1 = higi <= f~Hg2)f H(ha) = f~H(h2)fHga) = [~1(92h2) = f~1(haga) que es cierto por
hipétesis de que Hs es normal.

4. Tenemos que probar que para go € G2 dado, Vhy € Hy = f(Hy), gahs = hags. Comenzamos por asegurar que 3g; €

G1| f(g1) = go por ser f sobreyectiva. Por tanto gohs = hago <= f(g1)f(h1) = f(h1)f(91) = f(g1h1) = f(h1ig1)
que es cierto por hipétesis.

&

Queremos establecer una relacion entre los reticulos de subgrupos de dos grupos que son el dominio y la imégen de un
epimorfismo f : G; — Gso. Los subgrupos de G siempre contendran al elemento neutro e, por lo que podemos establecer
una relacién natural entre los subgrupos de Gy que contienen a ker f con los subgrupos de Gs.

Teorema 37.[7 Sea f : G; — G2 un epimorfismo. Existe una biyeccién entre el reticulo de subgrupos de Go y subgrupos de
G4 que contienen al ker f. Se cumple que Hy < Gy <= f~(Hy) D ker f.
En particular, el niimero de subgrupos de G5 es igual al nimero de subgrupos de G; que contienen al ntcleo.

[{H> | Ha < Go}| = [{H1 < G1 | ker f € H1}|

%Este teorema es un desastre. Las hipdtesis no las ha dado y las conclusiones tampoco. Es lo que més o menos he creido que queria decir. Es
posible que se corresponda con la proposicién 4.4.6 del [DH96] pero en dicha proposicién no se exige que f sea sobre.

Demostracion. Sabemos que por ser f homomorfismo, H; < G; = f(H;) < Gs.

Veamos que la relacién entre los subconjuntos de G; y de G5 se mantiene al aplicar el epimorfismo. Sea Hy < G3. Como f
es sobre f(f~1(Hy)) = Hy. Ahora sea H | Hy = H5 = Go. Ocurre lo de antes y ademas f~1(Hs) < f~1(H}) = G;.

Ahora lo extendemos de subconjuntos a subgrupos. Asociamos a cada Hy < G5 el subgrupo f~!(H,) < G. Es un subgrupo
porque al ser f epimorfismo mantiene la operacién. En particular, e; € Hy = ker f = f~1(es) = f1(Hay).

Por tltimo afirmamos que si ker f = H; < Gy, entonces Hy; = f~!(f(Hy)). Para probar esto probamos la doble inclusién.
Hy e f~1(f(Hy)) es evidente pues h € Hy = f(h) € f(H;). Ahora probamos ker f ¢ H; = H < f~1(f(Hy)).

ae fTHf(H)) <= f(a)e fTH(f(H))
== 3Jhy € f(H1) | f(a) € f(H)
—3heH| fla)(f(h)) " =e2
<« 3hy € Hy | f(ahi!) = ey
<= 3Jhye H |ah{' eker f

ahi'hy = ae H;

G1

Ejemplo 20 (Reticulo de subgrupos de Z/8Z). Queremos saber sobre los subgrupos que tiene Z/8Z (ver figura . El
epimorfismo que utilizamos es f : Z — Z/8Z, z — f(z) = Z el habitual.

Para ver los subgrupos de Z/8Z miramos qué subgrupos de Z contienen a kerf = {z € Z | f(2) =0} = {z € Z | 2
méd 8 = 0} = 8Z. Es decir, tenemos que encontrar los subgrupos de Z que contengan a los miltiplos de 8 (8Z):

7 D27 o 47 o 87
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En general, en nZ, los subgrupos que contienen al nticleo son los mZ tales que m | n (m divide a n). Luego Z/8Z tendra 4
subgrupos que seran f(8Z) = Z/8Z, f(4Z) = Z/AZ, f(2Z) = Z/2Z, f (Z) = {e}.

7 — (1) =7Z/8Z

27— (2)

47— 5 (4)

82 ———  (8) = {e}
Figura 2.2: Reticulo de subgrupos de Z/8Z

Lo mismo podriamos hacer para obtener el reticulo de Z/6Z (ver figura .

/—\@ 7/62

//T\/\

(6) = {e}

Figura 2.3: Reticulo de subgrupos de Z/6Z

2.3. Teoremas de la isomorfia

Teorema 38. (Prlmer teorema de la isomorfia) Sea f : G; — G2 un epimorfismo y sea m : G; — G/ ker f. Entonces existe
un isomorfismo f : Gy/ker f — Gy tal que f = 7o f.

G / > Gy
ﬂ- gl
!
G1/ker f

Figura 2.4: Primer teorema de la isomorfia.

Teorema 39. (Segundo teorema de la isomorfia) Sea G un grupo, H <G, K <Gy H < K. Entonces K/H es un subgrupo
normal de G/H y

G/H[k/H ~ G/K (2.1)

Teorema 40 (Tercer teorema de la isomorfia). Sea G un grupo, H < G, K <G. Entonces HK < G, K<HK y Hn K< H.
Ademas,

HK [k ~ H/(H ~ K) (2.2)

Esta observacién se utiliza para algunos problemas

Observacién 2. Sea N <G entonces [ : G — G/N, f(x) = N es un homomorfismo de grupos.
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CAPITULO 2. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS



Capitulo 3

Clasificacién de grupos de orden pequeno

El objetivo final de la teoria de grupos es clasificar los grupos segin sus propiedades. Durante el resto del curso veremos
formas cada vez mas sofisticadas de clasificar los grupos. Empezaremos con algunos resultados que permiten clasificar grupos
finitos de orden pequeno.

3.1. Producto directo de grupos

El producto directo de grupos permite generar otro grupo a partir de otros.

Definicién 19 (Producto directo de grupos). Sean (Gi, #), (G2, ®) grupos. Llamamos producto directo de los grupos G; y
Gy al grupo (G x Ga,~). Donde ~: (G x Ga) x (G1 x G2) — G1 x G2, (g1,92) ~ (91,95) = (91 * 91,92 ® g5)-

En general, dados (G1, *1),...,(Gn, *,) podemos definir el producto directo con
(G1,%1) % - (G #n) = X (Giy ) = <>< Gi,~>
i=1 i=1

donde ~: (XiL; Gi) x (Xiz1 Gi) = XiZ1 Gicon (g1,.--,9n) ~ (91,---59n) = (91 %1 91, -+, Gn *n Gp)-

Cuando se utiliza la notacién aditiva es comin llamarlo suma directa (ver |definicion 35).

El producto directo se trata con detalle mas adelante pero aqui van un par de teoremas.

Teorema 41. Sean n,m € N. El grupo producto directo Z/nZ x Z/mZ es ciclico <= mcd(n,m) = 1.

Demostracion. Para que Z/nZ x Z/mZ sea ciclico debe haber un elemento a € Z/nZ x Z/mZ | o(a) = m-n. Si m y n no son
coprimos entonces el orden de a no puede ser m - n. &

Este teorema puede ser ttil combinado con el resultado anterior (fteorema 16|), para dar isomorfismos a productos directos
que sean ciclicos.

Teorema 42. Si G es abeliano y |G| < c entonces G es un producto de grupos ciclicos finitos.

Demostracion. Dice que no lo vamos a probar, pero veremos algunos resultados més adelante (en la seccién sobre clasificacion
de grupos finitos [3.3.1)). &

3.2. Producto libre de grupos

Definicién 20 (Producto libre de grupos). Sean S, T subconjuntos del grupo G. Definimos ST = {s«t | s€ S At e T}.

23
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A veces, cuando se utiliza notacién aditiva es comun denotarlo por S + T (ver 77?).

Es importante remarcar el el producto libre de [sub]grupos no siempre es un grupo, a diferencia del producto
libre que siempre funciona. En general solo es un conjunto. Ver el teorema [14]

Observemos que la funcién f : S x T — ST, (s,t) — st no es un homomorfismo de grupos. Esto es porque al operar dos
elementos de S x T no se comporta bien. Sean s,s" € S,t,t' € T

(s,t) — st

(SI, t/) s o't

esperamos que
F((s,t)(s', 1) = f(st,s't) — f(s,t)f(s,t') = sts't
pero en realidad ocurre que

F((s,1),(8,t) = ss'tt’ # f(s,t)f(s',t)

No obstante, aunque la funcién que lleva H; x Hy — H1Hs no sea un homomorfismo, si podemos saber cuantos elementos
tiene HlHQ.

Teorema 43 (Cardinalidad del producto libre). Sean Hy, Ho < G con G finito. Entonces

_|Hi|[H|

H\Hy| = ——
| ! 2‘ |H1ﬂH2|

(3.1)

Demostracion. Utilizaremos la funcién f : H; x Hy — HiHs que es sobreyectiva por definicién de Hy H,. Para una funcién
sobreyectiva f: A — B, |A| =Y, 5 |f71(b)].

Sean las fibras los conjuntos ffl(hl hs) de los pares de elementos que van a parar al mismo hihe € HyH,. La condicién
necesaria y suficiente para que (h],h}) esté en la misma fibra que (hy,hs) es que b} = hia A hY, = hea, o € Hy n Ho.
Entonces |f~1(h1, ha)| = |(hi, haat), o € Hy n Ha| = |Hy n Hy| = |Hi||Ha| = |H1Hs||Hy n Ho| &

Teorema 44. Sean Hy, Hs subgrupos de G, con G finito. Si Hy <G entonces Hy Hy < G (si uno de los subgrupos es normal,
entonces el producto es subgrupo).

Demostracion. Observamos que podemos escribir Hi Hy = ﬂhGHl h* Hy. Como Hy <G, h* Hy-hHy = hh'/Hoy Yh € Hy. Si
nos fijamos Hi Hs es cerrado por la operacién pues hh/Hy € HyHs y como G es finito y por tanto Hy, Hy también, Hy Hs es
un subgrupo. &

Teorema 45. Si H1 <G A Hy <G = H;Hy <G (si los dos subgrupos son normales, enotnces el producto también es
normal).

Demostracion. Hy, Hy < G luego Vg€ G, gH1Hyg™' = gH,g 'gHg™ ' = H1H>. &
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3.3. Clasificacion de grupos finitos

3.3.1. Teorema de clasificacion de grupos finitos de orden pequeno

Teorema 46 (Grupos notables de distintos 6rdenes finitos.).

» |G| =2,3,5,7,11...,p donde p es primo:
o Abelianos ciclicos: son isomorfos con Z/pZ.
e Abelianos no ciclicos: no hay, por el corolario del teorema de Lagrange
|G| =4
e Abelianos ciclicos: son isomorfos con Z/4Z
¢ Abelianos no ciclicos: son isomorfos con Z/2Z x Z/2Z.
¢ No abelianos: no hay grupos no abelianos de orden menor que 4.
» |G| =6:
o Abelianos ciclicos: son isomorfos con Z/6Z.
¢ Abelianos no ciclicos: no hay porque todo grupo abeliano cuyo orden se puede descomponer en dos primos es
ciclico (ver Hoja 1 ejercicio 19).
o No abelianos: todos son isomorfos con D3 ~ S3 (ver ejemplo .
« |G| =8
o Abelianos ciclicos: son isomorfos con Z/8Z.
e Abelianos no ciclicos: son isomorfos o bien con Z/4Z x Z/2Z o bien con Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z (depende de los 6rdenes
de los elementos de G).
¢ No abelianos: son isomorfos o bien con el famoso grupo Dy (ver ejemplo @ o bien con el grupo de cuaterniones H

(ver ejemplo . Ver ejemplo

Demostracion. En lo que resta de seccién se dan algunos ejemplos de los razonamientos que llevan a estas afirmaciones. &

Vamos a aplicar el teorema |42 a grupos abelianos.

Teorema 47. Sea G abeliano con |G| = p{'p5? ... p%". Entonces

G ~Z/p"Z x Z/p'fl‘”Z X ... Z/pPMZ x Z/p'f"s"Z donde «; = 2 Bij (3.2)
j=1...s

En particular, se cumple que para grupos ciclicos G de orden n, donde G ~ Z/nZ.

Teorema 48. Sea un numero y su factorizacién en primos: n = p{*p3?...p%". Entonces

Z/nZ ~Z/pT*Z X ZJpSPZ x -+ X LIpanZ (3.3)

Demostracion. Sea d tal que d | n 'y n = dn’. Por tanto n’ = p3?...p% y d = p{*. Como Z/nZ = {0,1,2,...,n/,...,n — 1}
tenemos que o(n') = p{*. Luego H = (n’) es el tnico subgrupo de orden p* y N = (p{*) es el tnico subgrupo de orden
n'. Ahora bien, por ¢cémo hemos elegido n’ y d, med(n’,d) = 1 por lo que Z/nZ ~ Z/dZ x Z/n'Z. Podemos repetir este
procedimiento hasta que descompongamos n en potencias de primos y tendremos que med(py*, ps?,...,pd") = 1y por tanto
Z/nZ ~Z/pZ X Z/pSPZL % -+ X Z/pinZ &

Lo que nos dice este teorema es que si un grupo es ciclico de orden n entonces es isomorfo a Z/nZ y a su vez a un producto
directo en el que cada uno de los factores tiene como orden un factor de n, sin separarlos con la multiplicidad.

Ejemplo 21. Si un grupo de orden 12 es ciclico entonces es isomorfo a Z/4Z x Z/3Z, y no es isomorfo a Z/2Z x Z/2Z x Z/3Z.

Teorema 49. Sea G abeliano donde |G| = 7 - s con med(r,s) =1y ean K < G A N < G donde |K| =7 A |[N| = s. Entonces
G~K xN.

Demostracion. Sabemos que f: K x N — G, (k,h) — kh es un homomorfismo y por tanto Im f < G. Para probar que f
es un isomorfismo probaremos que Im f = G. Como |K| =r A |[N| = s y 7 y s son coprimos entonces K n N = {e}. Por
tanto | n N| =1y utilizando el teorema [43| tenemos que |KN| = ”fgll%” = |K||N| = rs por lo que f es sobreyectiva, y, por

tanto, biyectiva, es decir, que f es un isomorfismo. &
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Ejemplo 22. Podemos afirmar que si |G| = 6 y G es abeliano entonces G ~ Z/6Z ~ Z/2Z x Z/3Z.

Observemos que la hipétesis de abeliano es fundamental (ver ejemplo .

Ejemplo 23. Sea G no abeliano con |G| = 6. Entonces G ~ Ds.

Demostracion. 1. G no abeliano = G no ciclico = g€ G | o(g) # 6

2. G no abeliano = b e G | o(b) # 2 = o(b) = 3 ya que si b € G entonces o(b) | |G| (corolario teorema de Lagrange

@3)).

3. Sabemos pues que (b) = {1,b,b%} < Gy [(b)| =3 = [G : (b)] = % = 2. Es decir, que hay otra caja disjunta en la
particién a la que llamamos K

4. Por el teorema del cardinal del producto libre (teorema tenemos que 6 > |[HK| = ||<IZ>”£‘( Como by n K = {e} por
ser las cajas disjuntas tenemos que |K| = 2 ya que si fuera |K| = 3 tendrfamos que |HK| = 9 < 6.

5. Definimos ¢,(z) : G — G, = — axa~! (el isomorfismo de conjugacién). ¢, es un isomorfismo, incluso cuando lo
restringimos a un subgrupo normal. El subgrupo (b) es normal porque tiene indice 2 (ver teorema [26)).

6. Por ello tenemos que si ¢, () = y entonces tiene que ser o(z) = y. Por tanto, aplicando ¢, a b tenemos lo siguiente:

ba(b) = aba™' =b = ab =ba = G abeliano

ba(b) = aba"! = b1 — ab=b’a = ba = ab?

7. La primera no puede ser por hipétesis. La segunda nos da el final de la presentacion de Ds:

D3 = {a,b) donde o(a) = 2, o(b) = 3, ba = ab?

&

Ejemplo 24. Probar que si G es un grupo no abeliano con |G| = 8 entonces o bien G ~ Dy o bien G ~ H donde H es el
grupo de cuaterniones (ver ejemplo .

Demostracion.

1. Tenemos que G no es abeliano. Por el contrarreciproco del teorema [I3] tenemos que no puede ser ciclico por lo que
fge G lolg) =s8.
2. Por el teorema [d] sabemos que 3b € G | o(b) # 2 = o(b) = 4.

3. Por el teorema de Lagrange [23| sabemos que dicho b tiene que tener o(b) = 4 ya que Vb € G,0(b) | |G|. Por tanto
by = {1,b,6%,b%}.

4. Como {b) tiene orden 4, el indice es [G : (b)] = 2 por lo que hay otro subgrupo en G disjunto a {b). Sea a un elemento
de dicho subgrupo.

5. Fijado a, definimos el isomorfismo de conjugaciéon ¢, : G — G, ¢.(x) = axa™!. Este isomorfismo sigue siendo un
isomorfismo cuando lo restringimos a un subgrupo normal como es el caso de {b) (ver teorema [26)).

6. Para b € GG pueden ocurrir las siguientes, porque ¢, debe mantener los érdenes por ser isomorfismo:
s ¢q(b) =aba~! =b = ab=ba = G abeliano. Descartamos esta opcién por hipdtesis.
s ¢(b) =aba"! =b"! = ba=ab!=abl
7. Ahora consideramos los posibles 6rdenes de a que pueden ser 2 o 4 por el teorema de Lagrange:
= Sio(a)=2entonces G~D; &
= Si o(a) = 4 entonces (a) = {1,a,a?,a%}.
a) Miramos (a) n (by = {1,a,a%,a3} n {1,b,6%, b3} = {1} = [(a)n{b)| =1

b) Por el teorema del orden del producto libre 43| tenemos que |{ay(by| = |{a)||{b)| = 4 -4 = 16, pero esto no
puede ocurrir puesto que el orden del producto puede ser como méximo 8. Es decir, que {a) n {(b) # {e}.

¢) Ahora bien, la interseccién de subgrupos debe ser un subgrupo, luego el orden debe ser divisor del orden de
los grupos intersecados. El orden de {a) n <{b) puede ser 1, 2 o 4.
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d) Ya hemos visto que no puede ser 1. Tampoco puede ser 4 porque... por qué? Luego o((a) n<{b)) = 2 por lo
que {ay N {b) tiene 2 elementos.

e) Uno de ellos es el neutro (1). El otro no puede ser ni a, ni b porque al tener estos orden 4 tendria que haber

més elementos. Tampoco puede ser ni a3, ni b porque también tienen orden 4 por el teorema Luego
{ay n by = {1,a%} = {1,1*} = a2 = Db2.

f) Recopilando o(a) = 4, o(b) = 4, a® = b*, ba = ab~! tenemos que G ~ H &

3.4. Extra

Ejemplo 25 (Reticulo de subgrupos de Dy). Dar el reticulo de subgrupos de Dy = {1, B, B?, B3, A, AB, AB?, AB?}, donde
o(A) = 2, o(B) = 4, BA = AB3. En este caso no tenemos mas remedio que ir probando a ver qué combinaciones de
elementos dan subgrupos. Como conocemos de dénde viene D4 nos es més facil (ver el ejemplo E[)

D,

T T

(1,AB, A2, AB® (B) (1,A,B? AB?

SN 7/ N

(AB) _(AB®) (B*)  (A) (AB?

\{1}/

Figura 3.1: Reticulo de subgrupos de Dy

55

Figura 3.2: Reticulo de subgrupos de Dy de [Epp]

Nos ayudamos de la imagen para sacarlos. La manera de hacerlo sin tener mds informacion que la presentacion del grupo es
hacerse todos los subgrupos generados por cada elemento y descartar los que son iguales. Luego hacerse todos los subgrupos
generados por dos elementos y descartar los que son iguales. Por alguna razén no hace falta probar con los generados por mas
de dos elementos. Una vez obtenidos estos grupos establecemos las relaciones de inclusion y creamos el diagrama de Hasse.

Ejemplo 26. Reticulo de subgrupos del grupo de cuaterniones H (figura

H
N
(AB) (A) (B)
~N |7
(42 - B2
|
{e}

Figura 3.3: Reticulo de subgrupos del grupo de cuaterniones H.
Para este ejemplo hemos probado con los posibles subgrupos que podian generar varios elementos.

» Siempre se tiene que {e} = (1) < H
s Ademds, como H = (A, B) tenemos por definicién que (A) < H A{B) < H.
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s De calcular los érdenes de los elementos tenemos que el tnico con orden 2 es B2 = A2 por lo tanto su generado
(B?) = {1, B%} < H (ver |ejemplo 5| para los érdenes).

= Cualquier grupo generado con una A y una B nos genera autométicamente todo H por definicién. Luego una posible
estrategia es ver si algiin otro elemento genera un subgrupo que no contenga a A y a B.

o Nos damos cuenta después de muchas cuentas que (AB?) = {1, AB? = A3 A? = B2 A} = (A) < H pero no es
nuevo asi que no ha habido suerte.

o Probamos con (AB) = {1,AB,A? = B% AB3} < H y tenemos suerte porque hemos encontrado uno que no
estaba. Ocurrird que (AB) = (AB3).

« Nos quedan por probar (B) y (B?). Est4 claro que serdn subgrupos y no seran el total porque no hay As pero
ocurre que son el mismo subgrupo.

= Asi, hemos mirado todos los subgrupos generados por un elemento y hemos identificado los que son iguales. ; Qué nos
garantiza que grupos generados por dos elementos no seran alguno de los que hemos encontrado? Pues no sé.

El reticulo de subgrupos de Ds lo veremos més adelante (para no llenar todo esto de reticulos).

Ejemplo 27. Sea G abeliano con |G| =n =rs,sea H <G, K <G con |H|=r, |K|=sy Hn K = {e}.
= Notemos que como G es abeliano, H y K son subgrupos normales.
= Al aplicar el teorema [43| tenemos que el denominador es |[H n K| =1 por lo que |[HK| = |H||K| = rs = n.
= Como G es abeliano:
1. G = HK (porque HK es un subgrupo con el mismo nimero de elementos que G por el teorema

2. La funcién f : H x K — G, (h,k) — hk es un homomorfismo de grupos (nétese que esto no ocurriria si G no
fuese abeliano).

Es mas, si se cumple todo lo anterior, f es ademdas un isomorfismo =— H x K ~ G.
Ejemplo 28. Consideramos Ss3, que tiene |S5| = 6 y no es abeliano y los subgrupos H = {(12)) y K = {(123)) con |H| = 2

y |K| = 3. Podemos construir la funcién f : H x K — S3 pero no es un homomorfismo de grupos. De hecho, al ser K < S3,
el producto HK es un subgrupo y la funcién f es una biyeccién, pero atn asi no es compatible con la estructura de grupo.

Ejemplo 29. Consideramos D4 y un grupo G con a,b € G donde hemos establecido un homomorfismo que definimos con
f(A) =ay f(B) =0b. Ocurre lo siguiente

= El homomorfismo queda totalmente definido ya que todos los elementos de D, son palabras en Ay By por la estructura
de homomorfismo podemos operar tras aplicar la operacién a cada letra. Por ejemplo f(ABA) = aba.

= Es necesario que o(a) = 2 y o(b) = 4, de lo contrario no se cumplirfa la estructura de homomorfismo entre Dy y G.

Ejemplo 30. Veamos un ejemplo (notamos que (12)* = id)

f:Z/4Z — Ss
1—(12)
2—id= (1)
3 (12)
4=0—1id

Observamos que Hom(Z/4Z, S3) < Hom(Z, S3) puesto que al tomar Z/4Z no podemos tomar cualquier a sino que tenemos
que asegurarnos de que o(a) = o(1) (en este caso o(a) = 2 pero sigue funcionando porque lo que importa es que a®) = id).

Queremos analizar los homomorfismos f : Z/nZ — Z/nZ. Ahora no importa el @ que elijamos para que f sea homomorfismo
porque Im f = (@).
Para que f sea epimorfismo, necesitamos que Im f = (@) = Z/nZ es decir que o(a) sea coprimo con n.

Concluimos que Aut(Z/nZ) c Hom(Z/nZ,Z/nZ).



Capitulo 4

El teorema de Cauchy

4.1. Consideraciones previas

4.1.1. Conjugacion

Cuando introdujimos los homomorfismos de grupos hicimos especial hincapié en un automorfismo al que llamabamos ¢4 o
7g ¥y que para un g € G dado se definia como

$g:G—G

x> grg !

Diremos a partir de ahora que dos elementos son conjugados si cumplen la siguiente definicién.

Definicién 21 (Conjugados). Sea G' un grupo, a,b € G. Diremos que b es conjugado de a <= Ig€ G | b= gag™?!, es decir,
si existe un g € G para el que el automorfismo conjugacién ¢, cumple ¢4(a) = b.
Observemos que la conjugacién es una relaciéon de equivalencia.
Proposicién 50. Sea R una relacién de equivalencia definida con
Ya,be G, aRb «— 3ge G |b=gag™'
Probamos las tres propiedades de las relaciones de equivalencia:
1. Reflexiva: Ya € G, aRa
Demostracién. Tomando g = e se tiene Ya,a = eae™! = eae = a. &
2. Simétrica: Ya,b e G, aRb < bRa
Demostracién. Se verifica la doble implicacién tomando ¢’ = g~! utilizado en el otro lado:
aRb = Jg|b=gag™' — g lbg=a «— ¢ =g ' ra=gbg' < bRa
Hacia el otro lado es igual. &
3. Transitiva: Ya,b,c€ G, aRb A bRe = aRc
Demostracion.
aRb = 3g, | b= grag;! A bRc = 3go | c = gabgs*
¢ =g2bgy ' = g2g1a97 gt = c=glag’™! con g’ = g1g» = aRe
&

Nota: La relaciéon de conjugacién solo merece la pena en grupos no abelianos, porque en un grupo abeliano, cualquier par
de elementos es conjugado.

29
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Ejemplo 31. En S5 afirmamos lo siguiente:
= que 1 solo tiene como conjugado a si mismo,
= que {(12), (13),(23)} son conjugados entre s,
= y que {(123),(132)} también son conjugados entre si.

Es decir, que la conjugacién nos genera una particién con 3 cajas disjuntas.

En esta relacién de equivalencia, las clases de equivalencia son de la forma cl(a) = {gag™! | g € G} (conjuntos de los elementos
que son conjugados de a). Queremos saber cudntos elementos hay en cada clase de equivalencia. Para ello introduciremos la
nocién de centralizador de un elemento y posteriormente daremos un teorema que relaciona el nimero de
elementos del centralizador de un elemento con el niimero de elementos de la clase de equivalencia de un elemento.

4.1.2. Centro de un grupo

Definicién 22 (Centro de un grupo). Sea G un grupo finito. Definimos el centro de G, Z(G) = {a € G | Vg € G, ag = ga}.

El centro es 1til en grupos finitos no abelianos ya que, en grupos abelianos, el centro es todo el grupo como veremos en la

proposicion 5|

Proposicién 51. Sean a,b € Z(G). Entonces ab € Z(G).

Demostracion. Tenemos que ag = ga y que bg = gb. Ahora tenemos que probar que g(ab) = (ab)g. Es trivial manipulando
(ab)g = agb = gab. &

Proposicién 52. Sea G un grupo. Z(G) es un subgrupo y ademés es un subgrupo normal.

Demostracién. Es un subgrupo porque es cerrado (ver [proposicion 51)), contiene siempre al neutro (el centro conmuta con
todos) y para todo a € Z(G), se tiene que Vbe G, ab=ba < aba ! =b < ba ! =a"'b = a '€ Z(Q).

Es normal porque Vg e G, Z(G)g ={ag|ae G AVbe G, ab=ba} ={ga|ac G AVYbe G, ab=ba} = gZ(G). &

Proposicién 53. Si H < Z(G) entonces H es abeliano y normal.

Demostracion. Es abeliano porque Vg, ¢’ € Z(G), g¢’ = ¢'g v en particular esto se cumple para g,¢' € G < G.
Es normal porque Vg € G,gH = {ga|a€ H AVbe G, gb=0bg} ={ag|ae G AVYbe G, bg = gb} = Hg. &
Proposicién 54. Sea g € G, ¢, : G — G el isomorfismo definido por ¢,(z) = gzg~'. Entonces

xe€Z(G) < Vge G, g =g < grg ==z

reZ(G) < Vge G, ¢4(z) =

Proposicién 55. G es abeliano < G = Z(G)

Demostracion. Sea a € G A o(a) = n. Si a es el unico elemento de orden n entonces n = 2 A a € Z(G). Probamos primero
que n = 2. Si a es el tnico elemento de orden n entonces tiene que ocurrir que a y a” ! tienen el mismo orden por lo que
l=n—-1 = n=2. &

La siguiente proposicién es crucial para sacar conclusiones sobre los grupos sabiendo sobre sus 6rdenes y su centro.

Proposicién 56. Si G/Z(G) es ciclico de orden n entonces n = 1. Otra manera de formularlo: Si G/Z(G) es ciclico, entonces
G = Z(@G). Otra manera méas de formularlo: si G/Z(G) es ciclico entonces G es abeliano.

Demostracion. Supongamos que G/Z(G) ~ Z/nZ. Vamos a probar que n tiene que ser 1. Supongmos que G/Z(G) = {a;,i =
1,...,n} donde @; = a'Z(G). Fijamos g € G con g = adh, h e Z(G), 0 < j < ny fijamos f' € G con ¢ = ad'W/, I €
Z(@), 0 < j’ < n. Entonces g¢' = a?had'h’ = ad+'hi = ai'h'aih = gg' (podemos conmutar las h con cualquier elemento
porque h € Z(G), por el contrario, los « no necesitamos conmutarlos, solo agruparlos cuando estdn juntos). Es decir, que
Vg, g € G tenemos que gg’ = ¢’g por lo que G es abeliano. &
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4.1.3. Centralizador de un elemento.

Definicién 23 (Centralizador de un elemento). Sea a € G. Llamamos centralizador de a al conjunto
C(a) = {g € G| 4(a) = gag™ = a} (4.1)

Se tiene que Ya € G, e € C(a), es decir que C(a) no es vacio.

Proposicion 57. a € Z(G) «— C(a) =G < [G:C(a)] =1
Demostracion. Es cristalina de las definiciones. &
Proposicién 58. C(a) es un subgrupo de G

Demostracion. Por el teorema [5| solo necesitamos probar la clausura, es decir, tenemos que probar que Vg,¢' € G, g €
C(a) A g € C(a) = gg' € C(a). Sale solo (gg")agg’ ™! = gg'alg’)tg~' = gag™" = a e C(a). &

Proposicién 59. |cl(a)| = |{gag™' | g € G}| = [G : C(a)] (el ntimero de elementos de una clase de equivalencia es el indice
del centralizador de un representante)

De la proposicion anterior se deduce que

Corolario 5. |C(a)| =[G : cl(a)]

La prueba de la proposicién se ve clara después de ver la prueba del teorema de Cauchy, asi que la dejamos para después.

4.2. Teorema de Cauchy

Teorema 60 (de Cauchy). Sea G un grupo finito con |G| = n. Si p es primo y p | n entonces G contiene un elemento de
orden p.

Demostracion. Procedemos por casos:

» Si G es abeliano. Descomponemos |G| = n = p'p5? ...p%. Por el teorema G~ Z/pflz X Z/p?QZ X - X Z/pPZ
donde cada «; es la suma de algunos 3, .

= Si G no es abeliano. Particionamos G con la relacién de equivalencia dada anteriormente (definicién [21)), aRb <=

Jg € G | gag~! = b. Recordemos que cada clase de equivalencia es de la forma ¢ = {gcg™! | g € G}. Observamos que si
partimos de e, el elemento neutro, eRb = 3g | geg~! = b pero Vg € G, geg~! = e por lo que cl(e) tiene un tinico
elemento.

Tomemos ahora una clase de equivalencia, la que contenga a a € G. La clase es cl(a) = {gag™! | g € G}. Es claro que
a € @ por la propiedad reflexiva de R, luego por lo menos en cl(a) tiene un elemento.

cl(a) = {gag™" | g€ G} = {a} = gag™' =a, Vge G
< ga=ag, Vge G

lcl(a)] =1 <= a=1

> a€ Z(G)
Supongamos que la particién estd dada por subconjuntos cl(aq),cl(as),...,cl(as). Por ser una particién, cualquier
elemento vive en una sola caja, luego para saber cuantos elementos tiene G nos vale con sumar los elementos de cada

caja:
Gl = D lel(ai)] = Y Hgaig™" | g € G}
i=1 i=1

Ahora bien, por la proposicién [59| tenemos que |cl(a;)| = [G : C(a;)]. Por tanto decir que |cl(a;)] = 1 = [G :
Cla;)] =1 = G =C(a;).
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Ahora vamos a dividir el sumatorio en dos: por un lado las cajas de un solo elemento y luego las cajas de varios
elementos:

|G| =1Z(G)| + Z [G:C(a;)] donde |Z(G)|=ry [G:C(a;)] = 2,Yi=7r+1,...,s (4.2)
1=r+1
Ahora para probar el teorema de Cauchy procedemos por induccién en n = |G| = [G : C(a;)] - |C(a;)].
1. Caso n = 1. G = {e} que es obvio.
2. Caso n = 2. Son grupos ciclicos por lo que Ja € G | o(a) = 2.
3. Caso n => n + 1. Pueden pasar dos cosas:

e obien p | |C(a;)| para algin i = r+1,..., s entonces, por hip6tesis inductiva, C'(a;) contiene algin elemento
de orden p. Pues ya estd: C(a;) < G porque a € C(a;) | o(a) =p = a € G también). &

e o bien p t |C(a;)|, Vi =r+1,...,s. No podemos proceder por induccién. Por hipétesis |G| = [G : C(a;)] -
|IC(ai)| Ap | |G] = p | [G:C(ay)], Vi=r+1,...,s.

Como |G| = |Z(G)| + >;_, 1[G : C(a;)] y por hipétesis p | |G| Ap | [G:Cl(ay)],Vi=r+1,...,s — p |

|Z(G)| = |Z(G)| es miltiplo de p. Como Z(G) es abeliano, 3o € Z(G) | o(«) = p. Luego se reduce al caso
abeliano y ya estaria &

Ejemplo 32. Sea G tal que |G| = pq. Entonces por le teorema de Cauchy Ja,b e G | o(a) = p A o(b) = q. Como p y ¢ son
primos los ordenes de {(a) y {b) son coprimos y por tanto {ay n {(b) = {e}. Por el teorema del orden de conjunto producto
libre ([43), |{a){b)| = pq. No sabemos si se tendrd que G' = {a){b) ya que al no saber si alguno es normal, no podemos afirmar
que el producto libre sea un grupo. Lo que si que sabemos es que G = {a’t’ |0 <i<p—1A0<j<q—1} ={a,b).

Ejemplo 33. Sea G tal que |G| = 2¢. Andlogamente al caso anterior llegamos a que o(a) = 2. Como (b) tiene indice 2
entonces {(b) < G. Esto nos permite saber como operar con las palabras a'®’ una vez tenemos un isomorfismo que lleva

aba~! =’ (tiene que ir a algiin &’ porque por ser isomorfismo tiene que llevar elementos de orden ¢ en elementos de orden
q: los b e (b))

Dada la relacién de equivalencia de conjugacion (definicién , definimos C' como el conjunto de los representantes de las
clases de equivalencia. Entonces podemos decir

G = U{a€G|aRCi}

c,eC
Observemos que d € Z(G) <= {a€ G |aRd} = {gdg~' | ge G} = {d}. Y por tanto podemos escribir
C=2(G)v(C\2(G))

que aunque pareza obvio quiere decir que C se puede expresar como la unién disjunta de las cajas que tienen solo un elemento
que se corresponden con elementos que estéan en el centro y las cajas que tienen mas de uno. Y por lo visto en la demostracion
del teorema de Cauchy tenemos que

Gl= Y [el = 12(@) + Y [G: Clag)] donde [G: Clas)] = 2

c,eC i=r+1

4.2.1. P-grupos
Una aplicacién inmediata del teorema de Cauchy es la caracterizaciéon de los p-grupos.

Definicién 24 (P-grupo). Sea p primo. Decimos que G es un p-grupo si |G| = p".

Teorema 61. Si G es un p-grupo entonces Z(G) es no trivial (no es el vacio).

Demostracion. Podemos escribir sin distinguir entre cajas de uno o varios elementos

|G| = 1C(e)][G = Cle)]]
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es decir que tenemos una factorizacién de |G| = p" luego |C(¢;)| v |[G : C(c;)]| son ambos potencias de p. Y aplicando esto
a la expresion [4.2] tenemos que
S
Gl =12(G)|+ ). [G:C(a;)] donde [G: C(a;)] =2
—— il —_—
multiplo de p multiplo de p

por lo que |Z(g)| tiene que ser multiplo p por lo que Z(G) no puede ser el trivial. &

Véase un ejemplo de aplicacién de esta anterior proposicién en el ejercicio [H2.22]y en el ejercicio [HI.33]

Ejemplo 34. Tenemos que Z(D,) = {1,B%} y Z(H) = {1, B?} donde H es el grupo de cuateriones (ejemplo 5)) y Dy es el
famoso grupo (ejemplo 6)).

Proposicién 62. Si p es primo y |G| = p? entonces G es abeliano.

Demostracion. Por el la demostracién del teorema anterior tenemos que o bien |Z(G)| = p o bien |Z(G)| = p?. Afirmamos
que |Z(G)| # p ya que si fuera asi |G/Z(G)| = p = G/Z(G) ciclico pero hemos probado (proposicién que G/Z(G) no
puede ser ciclico. Por lo tanto |Z(G)| = p*> = Z(G) = G = G es abeliano. &

4.3. Mas sobre la conjugaciéon, el centro y los centralizadores.

Antes de introducir el teorema de Cauchy habldbamos de la conjugaciéon que era una relacién de equivalencia que partia un
grupo G en cajas. Nos gustaria saber cuantos elementos habia en la clase de equivalencia de cada uno de los elementos de
G y para eso introduciamos el concepto de centralizador de un elemento: C'(a) el conjunto de los elementos de G que no

mueven a a por conjugaciéon. La [proposicion 59 nos aseguraba que |cl(a)| = [G : C(a)] y dijimos que retrasarfamos la prueba
hasta ahora. Pues aqui va.

Sea ~ una relacién de equivalencia definida por a ~ b <= 3Jg€ G | gag~! = b para a,b € G. Esta relacién da una particién

de G en clases de la forma cl(a) = {gag™' | g € G}. En el caso abeliano esta relacién es la de igualdad, por lo que no nos
merece la pena liar este pifostio para saber que a ~ b <= a =b.

Es muy importante saber cémo contamos los elementos de una clase, es decir, de cuantas formas podemos mover el elemento
a con g € G. Para ello definimos el centralizador (definicién como C(a) = {h € G | hah™ = a} < G. Queremos probar
que |cl(a)| =[G : C(a)] =r.

Demostracion de la[proposicion 59 Lo probamos tomando clases laterales a la izquierda (por ejemplo) y partiendo G en r
cajas. Las cajas son de la forma «;C(a), i = 1,...,r. Esta particién no tiene que ver con la particién anterior. Observemos
que para cualquier g € a;C(a), g = a;h, tenemos que gag~! = ozihah_lafl = ama;l es decir que los g € C(a) no se mueven
fuera de la caja. Es decir, que si o; # a; para i # j entonces hay r maneras de mover a g y por tanto |cl(a)| = r.

Probaremos que en efecto los «; son distintos.
Sean g1,92 € G. g1ag; ' = g2ag; ' < (g5 'g1)alg; 'g92) = a <= (g5 'g1)alg; 'g1)™" < Cla)gy'g1 € Cla) — g1 €
92C(a).

Si G/ ~ tiene N elementos, tomamos {cy,...,cy} como el conjunto de los representantes, donde ¢; es un representante de
cada conjunto de la particiéon. Entonces pordemos expresar
G = U = cl(¢)
c,eC
donde |cl(c;)| = [G : C(¢;)]. Por tanto decir que |cl(c;)| = 1 es equivalente ( <= ) a decir que G = C(c¢;) = {Vge G, gcg™' =
¢} = ce Z(G).

Afirmabamos que

Gl= ), ld(e)l =12+ Y, [G:C(e)]

c;eC c¢,€eC\Z(G)
descomponiendo la suma en las clases con solo un elemento y las clases con méas de dos elementos. &

Ejemplo 35. Consideramos Dj (ver [ejemplo 7). Nos fijamos en que B ¢ Z(Ds) es decir que en cl(B) hay mas de un elemento.
En particular por lo visto anteriormente |cl(B)| = [G : C(B)]. Ahora bien C'(B) = {1, B, B?} luego |cl(B)| = [G : C(B)] = 2.
La pregunta es jquién es el compaiiero de B en su clase? Es facil, recordamos que ¢4(z) = grg™" (el isomorfismo conjugacion)
es un isomorfismo y que {1, B, B?} es normal, por lo que o(B) = o(¢4(B)) = 2. Entonces ¢,(B) # 1 porque no coinciden los
6rdenes, de manera que ¢4(B) = B? por necesidad. Luego el otro elemento es el B2.
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1 Qué pasa con el elemento A? Pues ocurre que A € C(A4) y {1, A} € C(A) y en realidad no puede haber mas porque si hubiese
un tercero, {1, A} es un subgrupo de orden 2 = o({1, A}) no divide a 3 == si hubiese mds, C(A) = D3 y eso no puede
ser = C(A) ={1,A} = |cd(A)| =[Ds3:C(A)] =6/2 = 3. Como las clases son disjuntas los tres elementos sobrantes
forman la dltima caja.

Para conlcuir queda que la relacién ~ parte D3 en 3 cajas, a saber:

Ds={ 1 ,B,B* A AB,AB?%
N — —

Ejemplo 36. El caso del famoso grupo D4 (ver ejemplo @es mucho més interesante porque Z(D4) no es trivial. Elegimos
por ejemplo el elemento B2. Probar que ¢,(B?) = gB%g~! = B2, Vg € D, es complicado. Pero fijémonos en que ¢p(B?) =
BB?B~! = B? y que ¢a(B?) = AB?A~! = B2 Entonces cualquier palabra en A y en B no mueve a B2, por ejemplo
AB(B*>)B~'A~! = B2. Nos convencemos de que B% € Z(D,). Con esto ya tenemos que |Z(D4)| = 2 (puesto que de
momento ya sabemos que 1, B2 € Z(G). Podria ser entonces |Z(D4)| = 4,8 (probamos los divisores de |Dy|). Como Dy no es
abeliano, es claro que |Z(D4) # 8. Tampoco puede ser |Z(Dy) # 4 porque si tuviera 4, el cociente Dy/Z(G) tendria orden 2
y por tanto serfa ciclico. Pero ya hemos probado que G/Z(G) no puede ser ciclico (ver proposicién . Luego ya sabemos
que Z(Dy4) = {1, B?}.

Vamos a seguir sacando cajas. Veamos cl(B). Claramente B € C(B) y por alguna razén que me falta C(B) = {1, B, B2, B3}.
Por la férmula tenemos que |cl(B)| = [D4 : C(B)] = 2. Tenemos una vez mds que utilizar el isomorfismo de conjugacion.
Sabemos que cl(B) = {gag™! | g € G}. Pero al ser ¢, isomorfismo y (B) normal, tenemos que ¢, : (by — (b) también es
isomorfismo y por tanto lleva elementos de orden n en elementos de orden n. Por tanto ¢,(B) = gBg~! solo puede ser B?
(a parte de B). Luego ya tenemos que cl(B) = {B, B3}.

2 Qué pasa con A? Pues es claro que C(A) o {1, A, B2, AB?} ya que B? € Z(G) por lo que estd en todos los C(c;).

Segundo intento.

1. Como siempre cl(e) = {e}

2. Veamos cl(B). Queremos ver cudntos elementos tiene. Sabemos que |cl(B)| = [Dy : C(B)]. Veamos quién es C(B).
En primer lugar B € C(B) = (B) € C(B). Asi ya tenemos que |C(B)| = 4. ;Puede haber algin elemento
més en C(B)? No, porque si hubiera uno més, su orden ya serfa |C(B)| = 8 pues C(B) < Dy4. Asi concluimos que

|cl(B)| = [Dy4 : C(B)] = 8/4 = 2. Ademés sabemos que [Dy : C(B)] =2 = C(B)< Dy < gC(B)g~! =C(B)Vge
Dy = gBg~!e C(B). Ademés como grg~! es un isomorfismo que lleva elementos de orden n en elementos de orden
n obtenemos que o(gBg~!) = o(B) = 2. Sabemos que B € cl(B) A cl(B) = {gBg~! | g€ D4} n gBg~! € C(B) =
gBg~! = B3. Por tanto cl(B) = {B, B3}.

3. Veamos cl(A). Queremos ver cuintos elementos tiene. Sabemos que |cl(A)| = [Dy4 : C(A)]. Veamos quién es C'(A4). En
primer lugar A € C(A) = (A) < C(A). Si B € C(A) entonces C(A) = G pues B y A generan. Esto no puede ser
porque C(A) = G = A conjuga con todos los demés elementos pero sabemos que AB # BA. Ocurre lo mismo con
B3. Probamos con B2 B2AB? = BBAB? = BAB3B? = BAB = AB3*B = A luego B? € C(A). Como C(A) < Dy
sabemos que es cerrado y por tanto AB? € C(A). Ya no puede haber méas elementos porque si hubiera més, entonces
|C(A)] = 8 y eso no puede ser. Por tanto |cl(A)] = [D4 : C(A)] = 8/4 = 2. Sabemos que A € cl(A). ;Quién es el
otro elemento? Como antes, [Dy : C(A)] =2 = C(A) <Dy < gC(A)g~! = A. Como gzg~! es un isomorfismo
mantiene el orden y por tanto los conjugados de A pueden ser B? o AB? (los tinicos de orden 2 en C(A)

4.4. Normalizador de un subconjunto

Vez pasada tomabamos a € Gy tenfamos cl(a) = {gag™* | g € G} = {a = a1,az,...,a,} y C(a) = {g € G | hah™! = a}.
Concluiamos que |cl(a)] = [G : C(a)].

Vamos a generalizar al caso S < G, S # J. Consideramos la familia de subconjuntos siguiente:
{9Sg7 ' | ge G} ={S=5,5,...,5,}

que tiene r subconjuntos distintos.

Recordemos que la conjugaciéon dada ¢,(z) = gzg~' (el isomorfismo conjugacién) es un isomorﬁsmﬂ y por tanto una
biyeccién entre subconjuntos S; < G. Por tanto |S| = ¢4(S5).

Definicién 25 (Normalizador de un subconjunto). Fijado S = G, definimos el normalizador de S:

N(S)={geG|gSg~' =5} (4.3)

LA veces tomate frito llama a este isomorfismo g4
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Se parece mucho a la definicién de centralizador de un elemento (definicion 23|). En el caso en que S = {a} tenemos que
N(S)={ge G |gag™! =a} =C(a).

Ojo, decir que gSg~! = S no significa que Vb; € S, gb;g~* = b;, sino que gb;g~! € S (no mandamos cada elemento a él

mismo, sino que todos quedan dentro del subconjunto). Es decir que N(S) es el conjunto de la totalidad de elementos para
los que ¢g manda el subconjunto S en si mismo.

Proposicién 63. Dado S < G, N(S) es un subgrupo.

Demostracion. Como G es finito, N(S) es subgrupo <= S # & A N(S) es cerrado por la operacién.
» Es claro que e € N(S) pues eSe™! = S, luego N(S) # .
= Tenemos que probar la clausura. Si h15’hfl =S A thhgl = S tenemos que (thth) hfl =S = hihy € N(S).
—

=)
Proposicién 64. {gSg~! | ge G} = {S = 51, 52,...,5,} son r subconjuntos distintos. Es decir que r = [G : N(S)].

Demostracion. A la izquierda del 1ect0rE| &

Supongamos ahora que en vez de ser S — G, tomamos S < G. Recordemos que dado g € G, ¢, es un isomorfismo por tanto
manda elementos de un subgrupo en otro subgrupo (si el subgrupo es normal, manda elementos de un subgrupo en si mismo).
Es por esto que la afirmacion equivalente a la proposiciéon anterior seria:

Proposicién 65. Sea S < G. Entonces {gSg~! | ge G} = {S = 51, 52,...,5,} son r subgrupos distintos.

Teorema 66. Sea GG grupo, H < G. Entonces H < N(H) y N(H) es el mayor subgrupo de G con esta propiedad, es decir,
H<H = H < N(H).

Demostracion.

» Para probar que N < N(H) tiene sentido olivdarse del grupo G. Tenemos que h € N(H) <= hHh™ ' = H,Vh e G.
En particular, tenemos que hHh™' = H, Vhe N(H) = H es normal en N(H).

= Para porbar que N(H) es el mayor subgrupo con esta propiedad demostraremos que si H < H' y H < H’' entonces
H' < N(H). La demostracién es casi una tautologia. Tenemos que Yh' € H', Hh' ' = H = Vh' € H', h' €
N(H) = H' < N(H).

&
Corolario 6. H<G < N(H)=G

Demostracion. Sabemos que H < H = {gHg™ ! | g € G} y dicho conjunto tiene [G : N(H)] = 1 elementos, luego N(H) = G.
En otras palabras, el normalizador de un subgrupo H < G normal es todo el grupo G. &

Proposicién 67. Si H < G entonceﬁ Z(G) < N(H)

Demostracion. Por definicién de Z(G) tenemos que los elementos g € Z(G) fijan no solo los elementos dentro de subconjuntos,
sino que los fijan uno a uno. Por lo que es claro que Z(G) < N(H). &

Proposicién 68. Sea g € G. Entonces C(g) < N({g))

Ejemplo 37. Vamos a empezar por G = S3. En S5 tenemos los subgrupos ((12)),{(13)),{(23)) de orden 2 y el subgrupo
{(123)) = {(1), (123), (132)} de orden 3.

» En el caso de este tltimo ¢{(123))g~! = ((123)) porque es el tnico subgrupo de orden 3. Por tanto {(123)) < S3 y
entonces N ({(123))) = Ss.

» Sin encambio en el caso de los subgrupos de orden 2 es posible que g{(12)) # {(12)), porque hay méas de un subgrupo
de orden 2. Observemos por ejemplo que (13)(12)(13)~! = (32) = (23), luego {(12)) no es normal en S3, ya que hemos

2Left to the reader.
3No sé si la hipotesis aqui es que H < G o que H c G
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A

Figura 4.1: Reticulo de subgrupos de S3

23))

encontrado g = (13) € G que lo mueve. Pero jquién es el normalizador N ({(12)))? Pues ya sabemos que es un subgrupo
propio, porque no puede dar todo Ss. Evidentemente ((12)) < N({(12))). Luego tiene que ser que N ({(12))) = <(12)>E|

Ejemplo 38. Seguimos por [El famoso grupo D). Vimos anteriormente (ejemplo 36) que Z(Ds) = {1, B%}. Tenemos su
reticulo en Queremos ver de entre los subgrupos de Dy, cuéles son los que conmutan.

» Empecemos por (B) = {1, B, B%, B3}. Observamos que {b) es normal puesto que tiene indice 2, es decir que {g{B)g~* |
g € G} = {{(B)} y tiene sentido que [G : N({B))] = 1. Es decir que como {(B) es normal tenemos que N((B)) = Djy.

» Seguimos por H = {1, A, B2, AB?}. Ocurre lo mismo, luego N(H) = D,.
= Con el caso de (B?) tenemos también que N((B?)) = D, por ser normal.

= Agotados los subgrupos normales, nos quedan los més dificiles. Consideramos ahora (A). Una vez més nos preguntamos
quién es el normalizador de (A).

1. Es claro que {A) conjugard con otros subgrupos de orden 2.
2. También es claro que (A) = N({A)) y que (B?) = N({A)). Luego N({A)) tiene al menos 2 elementos.

3. También sabemos que N((A)) & G puesto que (A) no es normal, por lo que no puede tener 8 elementos. Por esto
y porque N((A)) < G, concluimos que |N({(A))| = 4.

4. ;Cudles mueven al (A)? Sabemos que no puede haber mds de dos, pues el normalizador tiene 4 elementos. Pues
mirando la presentacién nos damos cuenta de que BA = AB~! «—= BAB~! = AB?. Luego nos damos cuenta
de que A se mueve a AB2.

5. Anilogamente nos damos cuenta de que AB se mueve a AB3.

6. Ya tenemos los dos elementos que se mueven.

Ejemplo 39. Vamos ahora con el grupo de cuaterniones H descrito en el
1. Nos dibujamos el reticulo. Se puede consultar en

2. Primeramente nos damos cuenta de que (A) N <{by 2 {e} porque H tiene 8 elementos y por la férmula del producto
libre (teorema 43|) y porque todo producto directo de subgrupos esté contenido en el grupo aunque no sea subgrupo.

3. Ocurre lo mismo con los demds subgrupos de orden 4 ((A), (AB)). Tiene que tener interseccién no vacfa. En concreto
la interseccién es el subgrupo generado (A? = B? = (AB)?).

4. En H todos los subgrupos son normales, por lo que no tienen ”6rbitas”de modo que es muy aburrido.

Ejemplo 40. Consideramos ahora Ds que funciona como el Dy (ver [ejemplo 7| para més informacién sobre los grupos Dy,).

//D5\\\

(ABY  (AB? (AB® (AB%

\\//

Figura 4.2: Reticulo de subgrupos de Ds.

= Primera observacién. Como o(B) = 5 que es primo, tenemos que o(B*) = 5, k = 1,...,4. Luego cualquier subgrupo
generado por (B*) = (B). Aqui falta algo.

4No tiene gracia que {(12)) sea normal en sf mismo, lo que tiene gracia es que {(12)) es el mayor grupo donde {(12)) es normal.
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= Observemos que los subgrupos propios pueden ser de 2 o 5 elementos.

= No puede haber subgrupos generados por dos elementos de D5 (por qué?)

» Los tinicos subgrupos son (B) y los generados por A, AB, AB?, AB3, AB*.

» Afirmamos que {gAg~' | g € G} = {(A),(AB),({AB?),{AB?),{AB*)}. Vamos a probarlo.
1. Primero nos damos cuenta de que {1, A} € N((A4)).
2. Ademads tenemos que no puede haber otro grupo por encima de (A) y D5 por lo que tenemos que N(A) = (A).
3. Por tanto en la érbita de A tenemos [Ds : (A)] = 5 grupos.
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Capitulo 5

Biyecciones

5.1. El por qué de la notacién ciclica

Definicién 26 (Conjunto de biyecciones). Sea X un conjunto. Definimos

Biy(X) = {f : X — X | f es biyeccién}

Como coinciden dominio y codominio (f : X — X) si f es inyectiva entonces automdaticamente es sobre y por tanto biyectiva.

En general, tiene sentido pensar en Biy(X) aunque |X| = oo. Ademds, en dicho conjunto viven la biyeccién identidad y
la biyeccién inversa para cada biyeccién. Por tanto, tiene sentido pensar en (Biy(X), o) como un grupo (la composicién de
biyecciones da una biyeccion). Lo escribimos en forma de teorema.

Teorema 69. Sea X un conjunto. El par (Biy(X), o) es un grupo.

Nos concentraremos en el caso en el que |X| = n < o que nos da Biy(X) = S,. Ver |[definicién 10| para una explicacién
detallada del grupo S,.

Fijamos un conjunto X y un homomorfismo de grupos a : X — Biy(X). A partir de estos datos definimos una relacién de
equivalencia que nos da una particiéon de X, es decir, vamos a partir X en conjuntos disjuntos. Veamos un ejemplo particular.

Ejemplo 41. Supongamos G = X, |G| = n y consideramos p : G — Aut(G) < Biy(X). Definimos la relacién en X = G
aRb — 3ge G| ¢g4(a) =, ¢g4(x) = grg~!

que es la relacién de conjugacion dada por el isomorfismo de conjugacién de toda la vida.

Ahora, en lugar de pensar en G = X pensamos en X = {H < G} (los subgrupos de G). Para cualquier isomorfismo de grupos
B : G — G, tenemos que si H < G entonces (H) < G.

Lo que hemos hecho aqui es un caso particular de lo que viene ahora.

Ahora pasamos al caso general.

Proposicién 70. Sea o : G — Biy(X), g — a(g) un homomorfismo de gruposﬂ Definimos la relacién de equivalencia R en
el conjunto X

aRb < Jge G |alg)(a) =10 (5.1)
Afirmamos que la relacién es de equivalencia y que nos divide X en subconjuntos disjuntos (nos particiona X).

Demostracion. Probamos las 3 propiedades de las relaciones de equivalencia.

1. Reflexiva: Ya € X, aRa. Por ser @ homomorfismo tenemos que a(eq) = idx y por tanto a(eg)(a) = a.

1

2. Simétrica: aRb = bRa. Partimos de que 3g € G | a(g)(a) = b. Tomamos g~' € G y por ser a homomorfismo de

grupos tenemos que a(g~1)(b) = (a(g))~1(b) = a.

1Ojo: aqui las iméagenes de los elementos g € G son biyecciones f : G — G, por eso tendra sentido la notacién a(g)(a) que significa aplicar la
funcién que nos devuelve a al elemento a € G.

39
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3. Transitiva: aRb A bRc = aRc. Partimos de que 3g,¢' € G | a(g)(a) = b A a(g’')(b) = ¢. Tomamos ¢’'g € C'y tenemos
que a(g'g)(a) = a(g’)(a(g)(a)) = a(g’)(b) = ¢ por composicién de biyecciones.

&

;,Cémo son las clases que da la particién?

Pues tenemos que para a € X, la clase cl(a) = {a(g)(a) | g € G}. Definimos H, = {g € G | a(g)(a) = a}. Tenemos por lo
visto anteriormente que H, < G A |cl(a)| = [G : H,]. Entonces tenemos lo siguiente:

= En el caso en que X = G, es decir, que el conjunto X tiene dentro elementos de G, tenemos que H, = C(a) donde
C'(a) es el centralizador de a (definicion 23)).
= En el caso en que X = {H < G}, es decir, que el conjunto X tiene dentro subgrupos de G, tenemos que H, = N(a)

donde N (a) es el normalizador de a (definicion 25)).

Vista la definiciéon abstracta, lo que nos interesa de esto es aplicarlo a los grupos S, de los que habldbamos antes. En
particular, ahora daremos una definicién formal de ciclo para la notacién que introdujimos en la [Subseccion 1.4.1]

Fijamos o € S, y definimos G = (o) el subgrupo generado por o en S,,. Definimos
ahora el homomorfismo

G ={oy - S, = Biy(X), X ={1,2,3,...,n}

Las clases cl(i) para i € {1,2,...,n} son de la formaﬂ

Q= . k.-
c(i) ={c"(i) | ke Z}
Ejemplo 42. Consideramos la permutacién « € S, dada por (ver [Figura 5.1)
o — 1 2 3 4 ... n—1 n
Figura 5.1: La permutacién « de S, T2 1 4 5 n 3

que en la notacion ciclica podrfamos escribir como a = (345...n)(12).

En este caso la clase cl(1) = {1,2} = cl(2) estd formada por los elementos que podemos obtener de aplicar « al elemento 1.
Ya se intuye la utilidad de la notacién ciclica: la permutacién « nunca mezcla elementos de la caja {1,2} con elementos de
la caja {3,4,5,...,n}. Asi, también tendremos que cl(3) = cl(4) = --- = cl(n) = {3,4,5,...,n}. Los elementos que hay en
estas dos clases coinciden con los elementos que hay en cada uno de los ciclos en los que hemos descompuesto a.

Vemos que si fijamos o se define una particién en {1,...,n} de subconjuntos disjuntos
FruFu---UF,
Sir= ‘Fz‘ > ].7 Fz = {io,i17. .. ,’L'r} tal que O'(i()) = il,U(il) = iQ, .. .,O’(Z'r) = io.

Definicién 27 (Ciclo). Diremos que o es un ciclo de longitud r si en la particién definida
F1UF2U"'UFn

todas las cajas Fj, j < r tienen un tnico elemento y F; tiene r elementos.

La definicién quiere decir que, en el fondo, un ciclo es un tipo de permutacién que al aplicarla sucesivamente sobre el conjunto
X lo particiona en varias cajas pero de manera que todas tienen un elemento excepto una, que tiene todos los elementos que

se mueven entre ellos por la accién del ciclo. Un ejemplo en el conjunto X = {1,2,3,...,n} seria
1] 5
21 6
3
4 n

Observemos que por la notacién que hemos elegido, los ciclos tienen la estructura (¢%(a) o'(a) 0?(a)...0°(a)) donde o es
un elemento de S, y a un elemento de X. Dado que si 0% = Id entonces 0¥+ = ¢%, si rotamos los niimeros que definen el
ciclo no estamos haciendo nada. Esto es, el ciclo (1234) = (2341) = (3412) = (4123).

2Las clases serfan de la forma a(g)(i) pero es que en este caso todos los a(g) son elementos de G = (o) y por tanto son de la forma o*.
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5.2.

De permutaciones a composiciones de ciclos

Proposiciéon 71. Toda biyeccion « € S, se puede expresar como composicion de ciclos disjuntos dos a dos:

=01 0020---004

Proposicién 72. La composicién de dos ciclos disjuntos conmuta, es decir, si o1 y o9 son ciclos disjuntos (que no comparten
ningin elemento entre los paréntesis) entonces o1 0 09 = 09 0 01

Corolario 7. Toda descomposicién de una permutacién « € S, en ciclos disjuntos @ = o4 0045_1 0--- 009 0 01 se puede

reordenar sin cambiar el resultado.

Ejemplo 43. Antes de seguir veamos un ejemplo més de cémo una biyeccién de S,, particiona el conjunto X = {1,2,... ,n}.

Consideramos « € S,, definida con

(1234567
“*“\l 23156 47

© 0o
oo ©
— =

o O
N—

La particién que nos da o de X = {1,2,3,4,5,6,7,8,910} es la siguiente:

1147
2158110
31619

Particién de X dada por o = (123)(456)(89)

Esto lo obtenemos de buscar las clases de cada elemento. Empezamos por el que queramos, por ejemplo, el 1:

(1) = {a"(1) | keZ} = {a°(1) = 1,0 (1) = 2,0%(1) = 3,a%(1) = 1,a*(1) = 2,...}

Eliminando duplicidades obtenemos que cl(1) = {1,2,3}. Andlogamente obtenemos cl(4) = {4,5,6}, cl(7) = {7}, cl(8) =
{8,9}, ¢l(10) = {10}. Lo que hemos hecho es seguir el algoritmo descrito en la |[Subseccién 1.4.1] esta vez entendiendo el
significado. Obtenemos que a = (123)(456)(89) o cualquier reordenaciéon de los ciclos anteriores, ya que al ser disjuntos,
cambiar el orden en el que los rotamos no afecta al resultado.

A

6 2
L
"\4/

Figura 5.2: El ciclo o = (123456)

Figura 5.3: El ciclo 02 = (123456)>

Figura 5.4: El ciclo 0% = (123456)3

Veamos ahora como se relacionan los 6rdenes de los ciclos con su longitud.

Ejemplo 44. Consideramos o = (123456) € §,. Observamos que 0% = Id es decir
que o tiene orden 6.

De esta manera si nos preguntan por o'2? = (123456)'2% = (123456)5200(123456)2 =
(123456)2 no nos asustamos.

Si nos hubieran dado o con la notacién habitual, aparte de que hubiera ocupado
mucho, no podriamos haber resuelto esta operacién tan rapido.

Ejemplo 45. Nos preguntamos ahora por las potencias de o = (123456) menores
que 6 = o(0).

» o2 equivaldria a aplicar o dos veces a cada ntimero {1, ..., 6} (los demas niimeros
no nos interesan porque sabemos que o no los mueve). Ayuddndonos del dibujo
obtenemos que o2 = (135)(246).

Se verifica que o2 tiene o(0?) = 3 y ademas si recordamos el [teorema 19| com-

probamos que se verifica o(0?) = % =8=3

» En cuanto a o3 observamos que al aplicar ¢ 3 veces nos quedan 3 ciclos y que

se vuelve a verificar que o(0?) = % =%=2

Esto nos lleva a enunciar el siguiente teorema

Teorema 73. Sea 0 = (i1 iz i3...49,) un ciclo de longitud n. Sea m € Z y d =
med(n, m). Entonces ™ es un producto de d ciclos de longitud % y estos son disjuntos
dos a dos.

Poder averiguar los érdenes de ciclos es una herramienta muy potente. Por ejemplo,
podemos hacer lo siguiente.
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Ejercicio (H3.8). Demuestra que el subgrupo G < Sy generado por los elementos
o = (1432) y 7 = (24) es isomorfo a Dy.

Demostracion. Sabemos que o(o) = 4 y que o(7) = 2. Trabajando un poco vemos
que

(o) = {o = (1432),0% = (13)(24),0° = (4321),0"* = Id}

(1) = {1 = (24),7% = Id}

Faltarfa ver que o7 = 703 es decir que (1432)(24) = (24)(4321) (spoiler: es verdad) y ya podriamos identificar o con B y 7
con A para obtener la presentacién del famoso grupo Dy:

Dy~G={o,7|o(c) =4 r0(T) =2 A 0T =70

&

Teorema 74. Sea « una permutacion expresada como composicién de ciclos disjuntos o = o1 0 g3 0 - -+ 0 g,,. Entonces el
orden de « es el minimo comin multiplo de los érdenes de cada o;:

a=010090---00, disjuntos = o(a) = mem(oy,...,04)

Demostracion. Ver [DH96) p. 120]. &

5.3. Sobre las conjugaciones de una descomposicion en ciclos

Antes de seguir, vamos a introducir dos proposiciones que nos seran de gran ayuda al calcular conjugados de una permutacion,
por ejemplo, para cuando queramos calcular centralizadores.

Proposicién 75. Sea « € S,, una permutaciéon con descomposicién en ciclos disjuntos
a= (ig” O igp) (i(12) i@ ig?) (iﬁ” i ig?)
y sea w € S,,. Entonces el conjugado de « por w es o’ y se obtiene de

o =wawt = (w@g”) W@y ... w(igp)) (w(z-f)) W@y ... w(ig))) (w(z'g“) Wiy .. w(igp))

Se ve mejor con un ejemplo:

Ejemplo 46. Sea o = (123)(45) € S5 y sea w € Sy alguna permutacién. Entonces
o = waw™ = w(123)(45)wt = (w(1) w(2) w(3)) (w(4)w(5))

También podemos ir en la otra direccién. Es decir, dados a y o’ obtener w:

Proposicién 76. Sean «,a’ € S, dos permutaciones cuyas descomposiciones en ciclos disjuntos son del mismo tipo y se
denotan por

a= (igﬂ O igp) (z’§” & ig?)
of = (A D) (0 D)

Entonces Jw € S, tal que o/ = waw™! y w se puede construir (en notacién no ciclica)

I O - RO | LA ORI ) 4

Ejemplo 47. Sean 0,0’ € S5. Busco 7 € S5 tal que o’ sea conjugada de o por 7, es decir, 7 € S,, | 0/ = 707~ L. Pues
utilizamos el método

o en notacién ciclcia: w = (124)(35).
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5.4. Trasposiciones

Definiciéon 28 (Trasposicién). Una trasposicién es un ciclo de orden 2. Cualquier trasposicién tiene orden 2.

Las trasposiciones tienen la forma (a b) pero observemos que también se pueden escribir como (b a) ya que lo que estamos
haciendo es rotar (o empezar en otro lugar del ciclo).

Proposicion 77. La inversa de cualquier trasposiciéon es ella misma.

Teorema 78. El grupo S,, estd generado por las transposiciones o € S,.

Ya sabemos que cualquier permutacién se puede expresar como producto de ciclos [disjuntos]. Para probar este teorema
probaremos la siguiente proposicién:

Proposiciéon 79. Cualquier ciclo se puede expresar como composicion de trasposiciones.
La prueba es constructiva y describe la manera de expresar un ciclo como composicién de trasposiciones.

Demostracién. Sabemos que un ciclo o se escribe como o = (6%(a) = a o'(a) 0%(a) ... 0°(a)). Pues vasta con observar que
la composicién

o = (ad*(a))(aa* *(a))...(a 0*(a))(a o(a))
tiene el mismo efecto. &

Ejemplo 48. La permutacién o = (1234) se puede expresar como o = (14)(13)(12).

5.4.1. Paridad de las trasposiciones

Teorema 80. Si o € S, se puede descomponer como un ntmero par de trasposiciones entonces toda expresién en o expresada
como una composicién de un nimero par de trasposiciones.
Anélogamente para las permutaciones que se pueden expresar como una composicién de un nimero impar de trasposiciones.

Demostracion. Definimos una funcién

S, — GLn(N)
. < er(1) ... ey(n) )

Entonces si expresamos o como composicién de trasposiciones o = (igl) igl))(i?) iéQ)) e (iY) ig)) y aplicamos la funcién que

hemos definido nos queda

[ o eg(n O O A )
(Y ()

det=—1 det=—1

Esta funcién es un homomorfismo de grupos.

y entonces

det A= (—1)" = {1 Si T es par

—1 siresimpar

Visto que la paridad de una permutacion va a ser invariante por la expresién como composicién de trasposiciones que elijamos
vamos a darle nombre ya que parece importante
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Definicién 29 (Paridad de una permutacién). Sea o € Sy,.
= Diremos que o es par si se puede descomponer como una composiciéon de un niimero par de trasposiciones.
= Diremos que o es impar si se puede descomponer como una composicién de un nimero impar de trasposiciones.

En otros textos, esto se define con la signatura

Definicién 30 (Signatura de una permutacion). Sea o € S,, una permutacién que podemos descomponer como una compo-
sicién de r trasposiciones: o = 73 0750+ - - 0 7,.. Llamamos signatura de o al nimero (—1)" y lo denotamos por sig(o) = (—1)".

Es muy interesante la manera en la que hemos demostrado el El homomorfismo que hemos construido de S, a
GL,(N) se puede extender para llegar al determinante:

©: Sy, — GL,(R) - ({=1,1},)
Al ( egz(l) eg:(n) ) s det(A)

Si consideramos el homomorfismo desde S,, hasta ({—1, 1}, ) nos damos cuenta de que hemos definido un homomorfismo de
grupos que ademas es sobreyectivo.

El nicleo de dicho isomorfismo ker ¢ = {o € S,, | ¢(c) = 1} es un subgrupo por el teorema de correspondencia entre familias
de subgrupos bajo un epimorfismo (ver [feorema 36|). Ademads este subgrupo es normal y de indice 2. Tan importante es que
le daremos nombre en la seccién (.7

5.5. Clases de equivalencia de permutaciones en S,

Definicién 31 (Tipo de una permutacién). Sea o € S,, una permutacién que descomponemos en composicién de ciclos
disjuntos

a=010090--:00, donde o(g;) = \; yademds \y = Xo ===\, =1 A Z)‘i:n
Entonces decimos que « es de tipo o estructura (Aq,...,A.). A veces lo denotamos con « es de tipo A + - -+ + A,..
Ejemplo 49. En Sg la permutacién a = (123)(45)(67) tiene tipo (3,2,2,1) o bien 3 +2 + 2 + 1.

(Por qué es interesante esto? Porque los elementos de cl(«) son todas las permuta-

; /2\ \ :,;1, —_ ,é - ciones del mismo tipo que a. Lo vemos con un ejemplo.
NN . S Ejemplo 50. Consideramos « € S5, a = (123). Los elementos de la clase de equiva-
lencia son de la forma cl(a) = {w(123)w™! | w € S5}. Es decir que, por ejemplo:
R N AV AV cl((123)(45)) = {(i1 i2 i3)(iq i5) | totalidad de elementos de tipo (3,2)}
R 2 i") “1 ? cl((12)) = {elementos de clase (2,1,1,1)}
I I I
w(l) w(2) w(3) Observemos que w(123)w™! = (w(1) w(2) w(3)). Con w = (12345) tenemos

w(123)w ™ (w(1))

(123)w™1(3) = w(123)(w
w(123)w  (w(2)) = 1

123
(123)w™(2) = w(123)(w
w(123)(54)w ™t = (234)(15)

~—~
—
~—
N
I

w w
w w

Ejemplo 51. ;Cuéntos elementos hay en la clase de equivalencia del elemento (123) € S3?
= En S3 los posibles tipos son (3), (2,1), (1,1,1). El elemento (123) que es de tipo 3.

» Por lo visto anteriormente sabemos que ¢l((123)) = {totalidad elementos de tipo 3 en Ss}. Por tanto, la pregunta en
los grupos de permutaciones es jcuantos 3-ciclos hay en S3?
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» Recordemos que |cl((123))] = [S3 : C((123))], luego solo necesitamos saber cudntos elementos hay en C((123)).

o Por el teorema de Lagrange (teorema 23|) sabemos que los posibles 6rdenes del subgrupo C'((123)) son 1,2,3,6
(los divisores de |S5| = 6).

o Sabemos que siempre (123) € C((123)). Ademéas C((123)) es un grupo, luego por clausura es necesario que
{(123)) = S3. Esto nos dice que |C((123))] = 3.

o jPuede haber algtin elemento més? No, porque C((123)) es un subgrupo propio. Esto quiere decir que tiene menos
elementos que Ss luego |C'((123)) < 6.

o Entonces, C'((123)) solo puede tener 3 elementos (y por tanto C((123)) = {(123))).

= Concluimos que |cl((123))] = [S3 : C((123))] = $ = 2. De hecho, los elementos son cl(123) = {(123), (132)}.

5.5.1. Estudio de un caso: descomposicion detallada del grupo S,

A lo largo de los siguientes ejemplos veremos como se descompone Sy en clases disjuntas de acuerdo a los tipos de sus
permutaciones.

Ejemplo 52. Consideramos el grupo Sy. Queremos ver como se descompone Sy en clases de equivalencia segin los tipos de
sus permutaciones.

s Los posibles tipos en S3 son 4,3+ 1,2+ 2,2+ 1+ 1,1+ 1+ 1+ 1. Recordemos que por la demostracién del Teorema
de Cauchy tenemos que

Sy = cl((1234)) U l((123)) U cl((12)(34)) U €l((12)) U cl(Id)

Aqui, hemos tomado un representante de cada clase para escribirla mas comodamente. Lo que dice la ecuacion de
arriba es que Sy estd formado por todas las permutaciones de cada posible tipo que se puede dar en Sj.

= Nos preguntamos, por ejemplo, cudntos elementos hay en C((1234))? Para averiguarlo utilizaremos que [Sy : ¢l((1234))]
|C'((1234))|. El problema se reduce a averiguar |cl((1234))| puesto que ya sabemos que |S4| = 4!.

o En cl((1234)) estdn todos los 4-ciclos. ;Cudntos hay? Tenemos que ver de cudntas maneras distintas podemos
escribir 4 ntimeros (i1 42 i3 i4) de manera que todas representen 4-ciclos diferentes.

o Como una rotacion de los nimeros de un ciclo no cambia la permutacién que describe (esto es, (1234) = (2341))
lo que buscamos es, fijado un numero, de cuiantas maneras podemos ordenar los deméas. Es decir, jde cudntas
maneras podemos ordenar 3 nimeros distintos? Pues de 3! = 6 maneras.

e Por ultimo nos queda ver qué valores pueden tomar los 4 nimeros que escribimos en el ciclo. Pues tenemos
disponibles 4 ntmeros para elegir (del 1 al 4) y tenemos que coger 4, asi que solo hay una manera, o lo que es lo
mismo, hay (j) maneras.

o Concluimos que en ¢l((1234)) hay 3!(2) = 6-1 = 6 4-ciclos, y por tanto en C((1234)) hay [Sy : cl((1234))] = 2! =4
elementos.

= Ahora nos preguntamos lo mismo pero para los 3-ciclos, es decir, las permutaciones de tipo 3 + 1. Procediendo de la
misma manera obtenemos que el niimero de 3 ciclos es

4 4!
|cl((123))] = # elementos a ordenar x # posibles valores = (3 — 1)! x (3) = 2! =38

Con lo cual [C((123))] = [S4 : cl((123))] = & =3

Podriamos seguir con el ejemplo anterior pero le daremos una vuelta méds. En vez de pedir solo el orden del subgrupo
C((12)(34)) como nos tocarfa si siguieramos el orden l6gico, pedimos los generados de ese subgrupo.

Ejemplo 53. Halla los generadores del subgrupo C'((12)(34)) < Sy.

» Una buena manera de empezar, es preguntarse cuantos elementos hay en C'((12)(34)) y para ello necesitamos saber
cuéntos elementos hay en ¢l((12)(34)). Esta vez es un poco més complicado.

o El nimero de posibles primeras parejas (primeros 2-ciclos) que podemos poner para obtener un elemento de tipo
2+2es 1l x (3) =6.

e Observemos que al elegir la primera pareja queda determinada la segunda (solo hay 4 elementos para elegir).

¢ Observemos también que al ser ciclos disjuntos, reordenaciones de estas dos parejas no dan permutaciones distintas.
Dividimos entre 2.
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e Queda que |cl((12)(34))| = 3

e Una manera alternativa de pensar este caso es decir: fijo el 1 como primer elemento de la primera pareja. Para
elegir el segundo solo me quedan 3 elementos y la segunda pareja me queda determinada en cuanto lo haga. Asi
que hay 3 permutaciones de tipo 2 + 2.

= Finalmente tenemos que C((12)(34)) = 2! = 8. Ya sabfamos que {(12)(34)) < C((12)(34)) pero o((12)(34)) = 2 luego

con los elementos de {(12)(34)) no tenemos suficientes para llenar C'((12)(34)).
» Probamos con otros elementos 7 de Sy a ver si verifican 7(12)(34)7~! = (12)(34):

o= (1234) 7 (12)(34)7; t = (1234)(12)(34)(1234) 7 = (34)(12) = (12)(34)
Ty = (12) 5 (12)(34)75 1 = (12)(12)(34)(12) 7! = (34)(12) = (12)(34)

De las ecuaciones anteriores tenemos que (1234) € C((12)(34)) A (12) € C((12)(34)). Ademds, por clausura, {(1234)) =
{(1234), (12)(34), (4321),Id} < C((12)(34)) A {(12)) = {(12),1d} < C((12)(34)).

= Como [{(1234)) n {(12))] = 1 tenemos, por el que [((1234))((12))] = [{(1234),(12))] = 4-2 = 8 =
1C((12)(34))] = C((12)(34)) = ((1234), (12))

Ejemplo 54. Halla los generadores del subgrupo centralizador del elemento (12) en Sy

» [C((12)) = [Ss : cl((12))]. Obtenemos cl((12)) de la manera habitual: nimero de 2-ciclos = (2 — 1)! x (3) = 6. Por
tanto |C((12)) = 24/6 = 4.

» Sabemos que ((12)) < C((12)) luego necesitamos otros dos elementos para rellenar C((12)).

= Pues vamos a probar a ver qué pasa con (34):

(34)(12)(34)71 = (12)(34)(34) 7' = (12) = (34) € C((12)) = ((34)) < C((12))

= Como en el ejemplo anterior aplicamos el y obtenemos que [{(12))(34)| = |[{(12), (34))| = % =
2 = C((12)) = ((12),(34))

Recapitulando comprobamos que Sy se descompone en
= 6 4-ciclos (tipo 4),
s 8 3-ciclos (tipo 3 + 1),
» 3 2-ciclos + 2-ciclos (tipo 2 + 2),
= 6 2-ciclos (tipo2+1+1),y
» 1 identidad o 1-ciclo (tipo 1 +1+ 1+ 1).

En total suman 24 elementos.

5.5.2. Conjugacion

Teorema 81 (Lema del conjugado).

5.6. Clases de equivalencia de subgrupos en S,

Ahora haremos lo mismo que hemos hecho para permutaciones pero con subgrupos. Recordemos que el normalizador es lo
mismo que el centralizador pero aplicado a subgrupos: el normalizador de un subgrupo son las permutaciones que mandan a
un subgrupo en si mismo mientras que en el caso del centralizador eran los elementos que mandan un elemento en si mismo.

Conviene recordad la definicién 25 y la

Ejemplo 55. Entender y copiar ejemplo pag 100 santorum




5.7. [SUBJGRUPOS ALTERNADOS A7
5.7. [Sub]grupos alternados

Recordemos que exist{a un homomorfismo de grupos S,, — ({—1,1},-) y que defiamos la paridad de una permutacién o € S,
como par si o — 1 y como impar si ¢ — —1. Esto tenia sentido porque una permutacion par se descomponia siempre en un
namero par de transposiciones y ocurria lo mismo con las permutaciones impares.

Pues resulta que nos interesa mucho el conjunto formado por las trasposiciones de orden par. Esto conjunto es en realidad
un subgrupo (recordar que la paridad se mantiene si operamos con trasposicones de la misma paridad) y ademds veremos
que es un subgrupo normal de S,,.

Definiciéon 32 (Grupo alternado). Sea ¢ : S,, — (—1,1,-) el homomorfismo de grupos definido arriba. Definimos el grupo
alternado o alternante A,, como

A, =kerp ={c €S, | o es par}

Recogemos los resultados que hemos dejado caer antes de la definiciéon:
Proposicién 82. A,, < S,, v ademés [S,, : A,] =2

Corolario 8. Todo grupo S,, tiene un subgrupo normal de orden 2.

Hay dos resultados méas que atin no entiendo para qué sirven:
Proposicion 83.
Sp/An ~ ({—1,1},)

Proposiciéon 84. Todo subgrupo normal de S, se puede expresar como union de cajas.

Pasado esto seguimos con nuestras vidas. Veamos ejemplos.

Ejemplo 56. Consideramos |S5| = 5! = 120. Haciendo lo mismo que hicimos para S4 en la seccién obtenemos lo
siguiente:

tipo 5 |cl((12345))] = 41(3) =24 | C((12345)) = {(12345)) ~ Z/5Z
tipo 4 + 1 |cl((1234))] = 3!(3) = 30 C((1234)) = {(1234)) ~ Z/4Z

tipo 3 + 2 |c1((123)(45))| = 2!(3) = 20 | C((123)(45)) = {(123), (45)) ~ Z/6Z
tipo 3+ 1+1 |cl((123))] = 2!(5) =20 C((123)) = ((123), (45)) ~ Z/6Z
tipo 2+ 2+ 1 |c1((12)(34))| = 15 C((12)(34)) = ((1234), (13)) ~ Dy
tipo 2+ 1+1+1 | [el((12))] = 1!(3) = 10 C((12)) = ((12345)) ~ H x Z/2Z
tipo1+14+1+1 | |c((1)=1Id)| =1 C(Id) = Ss

Cuadro 5.1: Descomposicion de S5 en clases. Nota: aqui H ~ Sz o bien H = {c € S5 | 0(1) =1 A 0(2) = 2}

;Cudles son los tipos que estarian en As? Pues aquellos que se puedan descomponer en un nimero par de trasposiciones. A
saber: tipo 5, tipo 3+ 1+ 1, tipo 2+ 2+ 1, tipo 24+ 1+ 1 + 1. Por tanto en |A5| =24 +20+ 15+ 1 =60 = [S5: A5] =
2 = A5 < S5.

Observacién 3. En S, siembre hay un subgrupo isomorfo a D,,.

Lo construimos buscando un elemento B € S,, de orden n (pista, el elemento (123...n) siempre vale) y otro elemento A € S,
de orden dos tal que BA = AB~!. Con esto llegamos a la presentacién de D,,. Ver para mas detalles sobre esta

presentacién.

5.8. Grupos simples

Definiciéon 33 (Grupo simple). Sea G un grupo, decimos que G es un grupo simple si los Gnicos grupos normales son G y
el grupo neutro {e}.
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A continuaciéon demostraremos que el grupo alternante A,,, es simple para n > 5. La demostracion de este resultado requiere
distintas proposiciones.

Proposicién 85. Sea G un grupo. Si G es finito y abeliano = G es simple.

Proposicién 86. Sea A, un grupo alternante, A4,, es generado por 3-ciclos para n > 3.

Demostracion. Sea o € A, entonces o = (i1 i3)(i% i3)... (42" i3") una composicién de un nimero par de composiciones.
Vamos a ver que para cualquier par de transposiciones (i j)(k [) podemos expresarla como un 3 — ciclo.

GNk)=>GkHNEKI) si los elementos son diferentes.

GHEYH=(1j7) si tienen un elemento en comun.

Por tanto, como Yo € A,, puede ser expresado como un 3 — ciclo o una composicion de estos, A,, estd generado por los ciclos
de longitud 3. &

Proposicién 87. Sea A,, el grupo alternante de un conjunto de n elementos, 4,, es generado por 3-ciclos de la forma (s ¢ i)
con s,t€{l...n} fijoseie{l...n}\{s,t}

Demostracion. Cada 3-ciclo es el producto de 3-ciclos del tipo (s ¢ i) con s, ¢ fijos e i variable, pues:

(sat)=(sta)
(sab)=(stb)(sta)
(tabd)=(stb)?(sta)
(abc)=(sta)(stc)(stb)?(sta)
Entonces, como A,, estd generado por 3-ciclos, A,, estd generado por ciclos de la forma (s t 7) &

Teorema 88 (Igualdad entre subgrupos y grupos alternantes). Si un subgrupo normal H de A,, contiene un 3-ciclo =
H=A,

Demostracion. Supongamos que H es no trivial y contiene un 3-ciclo de la forma (s ¢ a). Usando la normalidad de H vemos

que:
[(s t)(a 9)](s t a)?[(s t)(a k)] ™" = (st 0)

estd en H. Luego, H debe contener todos los ciclos (s ¢ ¢) para 1 > ¢ > n. Por la|proposicion 87| estos 3-ciclos generan A,;

luego H = A,,. &

Proposicién 89. Para n > 5, todo H < A,, contiene un 3-ciclo.

Demostracion. Sea e # o € H, existen varias posibles estructuras de ciclos para o.
= 0 es un 3-ciclo.
= o es el producto de ciclos disjuntos, o = 7(ay a2 ---a,) € H, con r > 3.
= o es el producto de ciclos disjuntos, o = 7(a1 a2 as)(as as ag).
» 0 =7(ay az az), donde T es el producto de 2-ciclos disjuntos.
» 0 =17(a; az)(az a4), donde 7 es el producto de un nimero par de 2-ciclos disjuntos.

La demostracién sigue con el desarrollo de cada uno de los casos, utilizando la normalidad de H para ver que en todos los
casos se llega a que H contiene un 3-ciclo. &

Teorema 90 (Simplicidad del grupo alternante). Sea (A4,,c) el grupo alternante de un conjunto de n elementos. A,, es
simple Vn = 5.

Demostracién. Sea H un subgrupo normal no trivial de 4,,, por la H contiene un 3-ciclo. Por el

H = A,; por tanto, A,, no contienen ningtn subgrupo normal que sea propio y no trivial para n > 5. &



Capitulo 6

Teoremas de Sylow

6.1. Nuevas estructuras de grupo en el producto directo

Sean (1, G5 grupos, queremos definir nuevas estructuras de grupo en el producto GGy x G5. Para ello comenzaremos definiendo
una operacion #,. Fijamos un homomorfismo de grupos a : Go —> Aut(G1), con Aut(G1) el grupo de automorfismos de G.

Sean (a,b), (¢,d) € G1 x Ga, definimos #, como:
(CL, b) *a (Ca d) = (CL ' Oé(b) ¢, b d)
Donde b e Ga, a(b) e G1 y a(b) - ce Gy.

Vamos a ver que (G x Ga, *,) €s un grupo.

Teorema 91 (Grupo producto semidirecto). (G1 x Ga, *,) es un grupo.

Vamos a demostrar cada una de las propiedades del grupo:

» Asociatividad.

Demostracion.
(a-ab)-c,bd) o (h, f) = (a-ad) c-add) -hb-d-h)
(a,b) #4 (¢ a(d) - h,df) = (a-a(d) -c-a(d) h,b-d-h)
Entonces, falta ver que a(d) - h = «(bd) - h. Definimos el isomorfismo de grupo:

Oz(b) . Gl —> G1
c— a(b)-c
a(d) - h— a(b) - (a(d) - h) = a(bd) - h.

Por tanto, son iguales y la operacion es asociativa. &

» Existencia del elemento neutro.

Demostracion. Sean ej y es elementos neutros de G y G respectivamente. Recordamos que por el argumento anterior
a(d) -e; = ey.

(a,b) x4 (e1,e2) = (a-a(b) -e1,b-e2) = (a,b)

&
= Existencia del inverso.
Demostracion. Hemos de hallar (¢, d) | (a,b) *4 (¢,d) = (e1,e2). Entonces, hemos de hallar ¢ y d tal que:
a-ad)-c=e;
b-d= €9
Es facil ver que 3d y d = b=1. Como a(b) es un isomorfismo == 3(a(b))™!, entonces, ¢ = a(b™!) -a~! = a1, por
tanto Icy ¢ = a™ L. &

49
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Por tanto, el par (G1 x Ga, *,) tiene estructura de grupo.

Vamos a ver ahora ciertas relaciones del producto cruz con la operacién que acabamos de definir. Para abreviar, al par
(G1 x G, #4) lo denominaremos por G1 X, Ga.

Sean G'1, G2 grupos finitos, definimos:

Gi = {(a,e2) |a € Gy}
Gy ={(e1,b) | a € Ga}

Es facil ver que G1 < G1 X G2y G2 < G1 Xo Ga. Ademss,

G- 1Gs| |Gl - |G| 3
|&&|_|@ﬁ@\_ 1 _|G1||G2‘_|G1 ><()¢CYY2|

Gi1n Gy = (e1,e2)

Y podemos probar que G es normal, sean g; € G1 y g2 € Ga:

(91.92) *a (@, €2) *a (91,92) 7" = (91,92) #a (-~ e2-95) = (..., €2).

Corolario 9. Por lo que acabamos de ver:
. Gy y G- son subgrupos.
. le es normal.
v G NGy = {(e1,€2)}
s G1-Ga =G xq G
Si ahora tomamos G; = N,Gy = H con N <G, H < (G, entonces:
» Hn N = {e}
» H-N=(
» a: H— Aut(N)
«» G Hx, N

En particular, podemos definir:

¢ H— Aut(N)
h—n |n (n)=h-n-h!

Ejemplo 57. Sea el famoso grupo Dy = {1, B, B?, B3, A, AB, AB?, AB3} (ver ejemplo@). Tomamos N = (B) = {1, B, B?, B3}, H =
(A) = {1, A}. Entonces:

¢: H— Aut(N)
A— ABA™' = B®

Entonces como hemos visto: Dy =~ {1, A} #4 {1, B, B, B3}.

6.2. Producto semidirecto

De [DH96]

Sea G un grupo. Sea N <G, H <G, Nn H = {e} y NH = G (recordemos que por ser N normal, NH es grupo). Entonces
G~NxH.

Veamos quién es ese isomorfismo v : G — N x H. Recordemos que considerando dos grupos G1, G5 y su producto directo
G x Gq existe un « : Gy — Aut(G1). Veremos quien es este a para H y N, es decir, quién es « : H — Aut(N).

Construye a a partir de 4 isomorfismos.
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Demostracion.

s Comenzamos por definir una funcién j : N x H — G, (n, h) — nh. Es funcién estd bien definida por teoria de conjuntos
pero no es un homomorfismo de gruposEﬂ

= Recordemos que por el teorema [43] tenemos que |G| = [N||H| = |N x H| por ser N n H = {e}.
= Volviendo a lo de la estructura especial. Dar una estructura especial es dar una operaciéon para N x H.

e Sea A un conjunto. Es claro que si tenemos una biyecciéon ¢ : A — G podemos dotar a A de alguna estructura
para que sea un grupo.

¢ Para dotar a A de estructura tenemos que definir la operacién. Forzamos que para cada a,a’ € A para los que se
tiene ¢(g) = a, ¢(¢') = @’ la operacién sea aa’ = ¢(gq’).

e En este caso nuestro A es N x H. En lugar de utilizar la operacién habitual del producto directo definimos otra
operacién. Para llegar a ella nos fijamos en (n,h)(n’,h’) — nhn'h’ = nhn’h= hh' = n(hn'h=1)hh’ = nn'hh/
(intercalamos el neutro, que es legal).

¢ Redefinimos la operaciéon en N x H para que cuadre con este resultado. Llamaremos al nuevo grupo con la nueva
operacién N x4 H: para (n,h), (n/,h') definimos (n,h) - (n/, 1) = (n(hn’h=1), hh').

e Comprobamos que en este caso j es un homomorfismo de grupos:

j N ><¢ H — G
(n,h) — nh
(’n/,h/) —s n/h/
(n,h) - (0, 1) — n(hn’h=1)hh' = nn/hb/

Es muy interesante por que es muy natural llegar a situaciones de esta manera. |Y les voy a dar unaﬂ

Ejemplo 58. Sea |G| = p - ¢ y supongamos p < ¢ primos. Por el teorema de Lagrange tenemos que existe un subgrupo
H, < G con |H,| = p y andlogamente 3H, | |[H,| = ¢. A primera vista podrfamos pensar que puede haber varios grupos de
orden ¢. Pues no.

Demostraciéon. Supongamos hay dos grupos H, H' de orden ¢ distintos. La interseccién tiene que dar un subgrupo y si los
dos grupos tienen un nimero primo de elementos entonces la interseccion solo puede ser el neutro, H n H' = {e}. Entonces
por el teorema [43| tenemos que |[HH'| = ¢*> > p - q lo que es imposible. Luego sabemos que a lo sumo hay un grupo de orden

q. &

(Sigue el ejemplo) Supongamos que ese Gnico grupo de orden ¢ se llama N. Entonces ¢4(/N) = N ya que un isomorfismo
tiene que mandar un subgrupo de ¢ elementos en otro subgrupo de ¢ elementos y N es el tinico. Por tanto N < G. Aplicando
el teorema de antes, tenemos que G ~ N x H.

Ejemplo 59. Veamos un ejemplo con mas pinta de problema. Demostrar que todo grupo de orden 77 es ciclico.

Demostracion. Comenzamos por observar que 77 = 7 - 11. Por el teorema de Lagrange tenemos que existen H, N < G |
|H| =7, |[N| =11y por lo visto en el ejemplo anterior, N < H. Como antes llegamos a que H n N = {e} y a que |[HN| = pq.
Para aplicar el teorema anterior vemos qué estructura tiene que tener N x, H, con ¢ : H — Aut(N).

Vemos que Aut(N) = Aut(Z/11Z) = U(Z/11Z) = Z/10Z, es decir, un grupo ciclico de 10 elementos.

Entonces, ¢ es de la forma: H = Z/7Z — Aut(Z/11Z), por tanto, solo podemos definir el homomorfismo de grupos
trivial. Esto hace que N x4 H es igual a Z/7Z x Z/11Z.

Por el corolario |§| sabemos que G = N x4 H = G = Z/7Z x Z/11Z que es ciclico por ser producto de ciclicos de
Ordenes coprimos. &

1Ojo con por qué no es homomorfismo. Si tomamos (n, k), (n’,h’) € N x H tenemos que j((n, h)(n/,h’')) = nn’hh’. Podrfamos pensar que como
N es normal, podemos conmutarlo y obtener nn’hh’ = nhn’h’ = j((n, h))j((n’,h’)). Pero esto esta mal. Lo que significa ser normal es que para
h € H, se tiene que nh = hn” para algin n” € N.

2Si los grupos son abelianos entonces si es claro que es un homomorfismo. Lo que vamos a hacer es ver que dando una estructura especial, si
que es un homomorfismo de grupos incluso para grupos no abelianos

3Sugerencia: leelo con voz de tomatito.
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6.3. Teoremas de Sylow

Son muchos teoremas para grupos finitos en los que el orden se puede expresar como
|G| = p®m, med(p,m) =1,s>1 (6.1)

Veremos y discutiremos 3 de ellos. Sirven sobre todo para contar cosas.

Definicién 34 (P-subgrupo de Sylow). Dado G con |G| = p*m con med(p, m) =1, s = 1, un p-subgrupo de Sylow de G es
un subgrupo P < G con |P| = p®.

Teorema 92 (Primero de Sylow). Sea G un grupo tal que |G| = p*m, mecd(p,m) = 1,s = 1, p primo. Entonces existe un
p-subgrupo de Sylow H; < G con |H;| = p*[]

%Este teorema es el reciproco de algo que ya sabfamos. Podfamos afirmar que si P < G y |P| = p® entonces p® dividia a |G|. Lo que dice el
primer teorema de Sylow es que el reciproco es cierto.

El teorema de Cauchy es una versién mas débil de este primer teorema de Sylow.

Teorema 93 (Segundo de Sylow). Sea G grupo con |G| = p*m, med(p,m) = 1,s = 1. Sea P un p-subgrupo de Sylow fijado.

Si Q es un p-subgrupo de Sylow de G entonces 3g € G | Q = gPg~*.

Teorema 94 (Tercero de Sylow). Sea F = {gPg~' | ge G} = {P = P1,..., P, } el conjunto de p-subgrupos de Sylow de
G. Entonces n,, divide a m y n, =1 méd p.

Hemos hecho mucho hincapié en los subgrupos normales y tenemos que si N <G entonces existe 7 : G — G/N homomorfismo
de grupoﬂ Ademés tenfamos que |G| = |G/N| - |N]|.

También establecfamos una biyeccién entre los submédulos de G que contienen a N y los submédulos de G/N. Si K es uno
de ellos entonces N <G = N < K,

K/N=Kc K/N
|K| = [KI|IN|

Vamos a discutir el teorema. Recordemos que dado G el centro Z(G) es el conjunto de los elementos que conmutan con todos
(ver definicién . Recordamos ademés las proposiciones y que nos dicen que el centro es normal y que cualquier
subgrupo del centro es abeliano y normal. El centro esta bien pero tampoco es para tanto: suele ser muy pequeiio. WTF.

Aqui en medio ha desvariado bastante, remontdndose hasta el teorema [37}

Demostracion del teorema de Sylow. Procedemos por induccién [fuerte] en |G|.
= Si |G| = 1 no hay mucho que probar porque son grupos muy tontos.
= Suponemos queﬂ el teorema es vdlido para |G| < n. Distinguimos los siguientes casos:
1. |Z(G)|=0

2. |Z(G)] # 0. Entonces Z(G) es un grupo abeliano no trivial. Es decir que Z(G) ~ Z/n1Z x - -+ x Z/mZ. Como p
divide a |Z(G)| podemos suponer que p divide a n;. Entonces (n;/p) € Z/n1Z y por tanto

().

Es decir que tenemos un H < Z(G) con |H| = p.

0,...,0) tiene orden p

Tenfamos de antes que |G/H||H| = |G|. Por induccién existe K < G/H de orden p*~'. Aplicamos |K| = [K||H|
y como |H| = p, |K| = p*~! tenemos que |H| = p®.

4Por teorfa de conjuntos tenemos que 7 es una funcién que existe y esté bien definida, pero aqui interesa que ademés es homomorfismo.
5[La clase en silencio]. Orlando: Se pueden callar por favor. [El silencio se hace més hueco]. Orlando: No hagan ruiditos. Me cuesta concentrarme
[agita las manos]. [Sigue la demostracién.]
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Lo hemos probado para una hipdtesis en concreto pero falta algo (no sé el qué). Seguimos con la demostracion.
Gl =12(G)| +[G: Clast1)] + -+ [G : Clar)]

|G| es no nulo médulo p y |Z(G) es nulo médulo p, por lo que necesariamente tiene que ocurrir que alguno de los [G : C(a;)]
sea no nulo médulo p. Supongamos que es el primero, es decir, supongamos que [G : C(as+1)] es no nulo médulo p. Ademds
tenemos que

|G| =|C(a)]- [G:C(a)]
—— ——

—
pim psm/ no divisible por p
Como [G : C(a)] = 2, |C(a)| = p*m’ < |G| por induccién el subgrupo C(as+1) tiene un subgrupo de orden p®. &

Ejemplo 60. Supongamos |G| = 22 - 11 - 13. Por el teorema de Sylow tenemos que existen subgrupos P», Pi1, P13 < G con
érdenes |Py| = 22, |Py1| = 11, |Pi3| = 13. Sin embargo no podemos garantizar que exista un @ con orden |Q| = 22 - 13.
Si ocurriera esto serfa buenisimo porque existiria un P < G con P n Q = {e} y por tanto P - Q = G y automdaticamente
G ~ P x4 Q. Esto no ocurre porque en general no sabemos si P» y P13 son normales y por tanto no podemos garantizar que
@ = P, - P;3 sea siquiera un grupo.

Lo interesante del ejemplo anterior es que si tenemos G descompuesto como producto directo de dos grupos y uno de ellos es
normal, entonces tenemos automaticamente un producto semidirecto. Sin embargo, si tenemos G descompuesto en 3 grupos,
no basta con que uno sea normal, sino que tienen que ser normales 2. Supongamos G se descompone en P, (), R. Necesitamos
que P sea normal para que P - @ sea grupo. Y necesitamos que R sea normal para que (P - Q) - R sea también un grupo y
podamos dar un producto semidirecto.

Resultado muy fuerte que hay que saber probar.

Teorema 95. Sea G un grupo, Hy, Hy <G A Hy n Hy = {e}. Entonces Vhy € Hy, ho € Hy se tiene que hihg = hoh;.

Demostracion. Probaremos que hlhghflhgl = e. Para ello probaremos que hlhghfl = hy. Sabemos que por ser Hy < G
tenemos que thghfl = Hy. Es decir, que hlhghfl € Hs. Si multiplicamos a la derecha por h;l € Hs nos sigue quedando
un elemento de Hy: h1h2h1_1h2_1 € Hy. Para H; tenemos lo mismo: h2h1h2_1h1_1 € H,. Por alguna razén estos dos elementos
son el mismo y como pertenece a ambos subgrupos entonces pertenece a la interseccién y por tanto hq h2h1_1h2_ L—e. &

Ejemplo 61. Consideramos D4 que es un p-grupo pues |Dy| = 23. En este caso el centro no es el trivial: Z(Dy4) = {1, B?}.

Ejemplo 62. Consideramos H (el grupo de cuaterniones, ejemplo |5} y su reticulo, figura ??) que también es un p-grupo
pues |H| = 23. El reticulo de este grupo es extraiio y volvemos a tener que Z(H) = {1, B?}.

S

Ejemplo 63. Si G es un p-grupo con |G| = p* entonces G tiene subgrupos de orden 1,p, p?, ..., p°.

Demostracion. Procedemos por induccién en s. Para s = 1 es trivial: el subgrupo es el propio G.

’
S

Supongamos que |Z(G)| = p* con s’ < s. Sabemos que Z(G) < G y ademds todo subgrupo de Z(G) es normal en G.
Ja € Z(G) | o(a) = p. Tenemos que (o) < Z(G) y por tanto {a) < G. Consideramos ahora G — G/{a). Tenemos que
G/{ay| = p*~ &

Ejemplo 64 (de aplicacién de los teoremas de Sylow). Sea G con |G| =3 - 5.

» Tenemos por el primer teorema de Sylow que existen P53, Ps < G con |Ps| = 3, |Ps| =5 (aplicamos el teorema dos
veces primero cogiendo p = 3 y luego p = 5).

s Tenemos también que P; n P5 = {e} ya que los elementos de Ps tienen orden que divide a 3 y los elementos de P;
orden que divide a 5, por tanto, los elementos de la interseccién tienen que tener orden que divida a 3 y a 5 por lo que
solo puede ser el neutro.

= Como P3n Ps = {e} sabemos por el teorema que P3P5 tiene 15 elementos. Si fuéramos capaces de probar que alguno
de ellos es normal tendriamos un producto semidirecto.

¢ Aplicamos el tercer teorema de Sylow para averiguar quién es ng (el nimero de 3-subgrupos de Sylow en G).
Tomamos |G| = 3! - 5 (cogemos p = 3, m = 5). Entonces n3 € {1,5} pues ng tiene que dividir a m = 5. Ademas
ny=1 méd 3 = nz € {1,4,7,...}. Concluimos que n3 = 1.

« De aqui conclufmos que el tinico conjugado de P3 es P3 (solo hay un 3-subgrupo de Sylow en 3, es decir, {gPg~! |

geG} ={P} = gPg'!=P VYVge G = gP = Pg, Yg) luego P <1GE|

60rlando: Esto es buenisimo! [Se alegra muchisimo de lo que acaba de probar.]
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¢ Hacemos lo mismo con ns y obtenemos que ns = 1 y concluimos que P; < G.

= No solo uno de ellos es normal, sino que los dos son normales. Tenemos un producto semidirecto y concluimos que
G ~7/3Z x Z/5Z.

Ejemplo 65. Hacemos lo mismo con un grupo G que tiene |G| =2 7.
s Del primer teorema de Sylow tenemos que 3P, P; < G con 6rdenes |Po| =2, |P;| =T.

» Es claro que P; tiene que ser normal (de dibujarlo) pero ain asi supongamos que no sabemos contar y somos creyentes
de los teoremas de Sylow, veamos que P; es normal.

¢ Obtenemos n; del tercer teorema:

= ny =1

ny divide a 2
nr=1 mod7

e Anéalogamente obtenemos que ny = 1.

= Volvemos a tener dos subgrupos normales y tenemos que |P; - Pr| = 27 (con un razonamiento analogo al de antes) de
lo que obtenemos un producto semidirecto y por tanto G ~ Z/2Z x Z/7Z.

Ejemplo 66. Consideramos el grupo Sy que tiene orden |Sy| = 4! =4-3.2 =23.3.
= Del primer teorema de Sylow obtenemos que 3P, P3 < Sy con |Py| =8, | P3| = 3.
= ;Serda Sy un producto semidirecto? ;Serd P, o Ps un subgrupo normal?

e Veamos quien es ng. Por el tercer teorema de Sylow (94]) tenemos que n3 divideam =8 y que ng =1 méd p = 3.
Con estas condiciones tenemos que ng puede ser o bien 1 o bien 4.

Recordemos que o € Sy A 0o(c) =3 <= o es un ciclo de longitud 3. Y recordemos que en Sy habia 8 ciclos de
longitud 3. Entonces tenemos que nz no puede ser 1 ya que en tal caso P3 <.S; y por tanto en .S; habria solo 2
ciclos de orden 3 resulta que hay ocho. Concluimos que n3 = 4E|

o Veamos quien es ny = {gPag™' | P} = {P, = PQ(I), e 7PQ(nZ)}. Por el tercer teorema de Sylow tenemos que
ngy divide a m = 3 y que no =1 modd p = 2. Con estas condiciones tenemos que ny puede ser o bien 1 o bien 3.

Para ny = 1 tendriamos que P, <S4 y por tanto todos los elementos de orden par tendrian que vivir en P». De
orden 2 hay 6 elementos y de orden 4 hay otros 6, es decir, que en P, que es un grupo de orden 8, viven al menos
6 + 6 = 12 con lo cual llegamos a una contradicciéon. Por lo que necesariamente no = 3.

= Pues no, ninguno de los p-subgrupos de Sylow que encontramos es normal.

= No hemos conseguido un producto semidirecto, pero vamos a probar que P ~ D, (y por extensién todos sus conjugados
porque tenemos el isomorfismo de conjugacién entre ellos). Para eso, haremos una presentacion de P, andloga a la de
D, (ver ejemplo @

e Tomamos A = (13), B = (1234). ;Por qué? Por el contexto geométrico de D4 que se puede ver en el ejemplo @
Recordemos que la A es la simetria y B es el giro.

e Vemos que todo funciona y que la presentacién queda igual que la de Dy.

Cogemos un grupo de Sylow |G| = p*mmed(m,p) = 1,s = 1. Tenemos para el F' del segundo tercer teorema de Sylow que
|F| = |Fi| + || + - + |F}| donde cada Fj = {qP;,q7" | ¢ € Q} y |Fj| = [Q: No(P;,)].

Proposicion 96. Si Q es un p-subgrupo de Sylow y P’ es un p-subgrupo de Sylow entonces el normalizador de P’ en Q es
No(P)=P nQ

De aqui obtenemos que |F}| = [Q : No(P;;)] = [Q : @ n P;;]. Como Q, P;; son p-subgrupos tienen 6érdenes que son potencias

de p por lo que |F} es cociente de potencias de p y por tanto es potencia de p.

Observacién 4 (para la prueba del tercer teorema de Sylow). n, =1 méd p

Demostracién. En particular, tomamos P = Q. En este caso, la clase de P, Fy = {pPp~! |pe Q = P} = {P}. |F,| = [Q :
Ng(Pi,)] =[P : P n P,] =py, porque Py P;, no son iguales.

Observacién 5. Si Q es un p-subgrupo de Sylow de G entonces Q = gPg~! para algin g € G.

"Efectivamente, de entre los 8 ciclos de longitud 3 que hay en Sy salen 4 parejas que viven cada una en uno de los conjugados de Ps.
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Demostracion. Procedemos por refutacién: supongamos que @ ¢ F. Recordemos que
|F| = |Fy| + |Fo| + -+ + | Fy| |[Fr| =[Q: Q n P;]

Si afirmamos que @ ¢ Q entonces |Fj| tiene que ser un miltiplo de p ya que al hacer la interseccién @ n P;, obtenemos un
conjunto propio. De este modo, |F| = >} |F;| también es un multiplo de p. La contradiccion llega con la observacién anterior,
ya que |F| =1 mdd p. &

Lo interesante de verdad es el corolario que obtenemos de esta observacién:
Corolario 10. F es el conjunto de todos los subgrupos de Sylow de G.

Observacién 6. Por dltimo probaremos que n, | m.

Demostracion. F = {gPg~! | g € G} y tenemos que |F| =[G : Ng(F)] A |G| = p*m A P = N(P). Ademés
G| = |P| [G:P]
—— —_—— —
psm pe m
Ahora P ¢ N(P) y también |G| = |[N(P)[G : N(P)]. &
Ejemplo 67. Consideramos |S5| = 5! = 5 - 4! tomamos p = 5,m = 4l,s = 1.
= Por el primer teorema tenemos que existen subgrupos de orden p® = 5. Esto ya lo sabiamos.

= De hecho hasta sabiamos que habia 4! = 24 ciclos de longitud 5. Como p = 5 es un nimero primo, los subgrupos de
orden 5 no tienen elementos en comin. Cada subgrupo tendra 4 elementos y como hay 24 ciclos de orden 5 habra 6
subgrupos de orden 5.

Ejemplo 68. Sea G un grupo, H < G, N < G subgrupos. Recordemos que si H n N = {e}, HN = G A N < G entonces
existe un producto semidirecto para el que G ~ H x4 N. Si |G| = p%qP con p # ¢ primos, entonces existen P,, P, < G con
|P,| = a,|P,| = b. Ademas se tiene que P, n P, = {e},|P,Py| = |P,||Py| y por tanto P,P, = G.

Realizamos un estudio sistemético de los grupos dado el orden similar al del teorema pero utilizando los teoremas de
Sylow

» Si |G| =1 no tiene interés estudiarlo.

» Si |G| =2,3 entonces G ~Z/2Z o G ~ Z/3Z.

» Si |G| = 4 = 2? entonces G es abeliano. Lo demostramos en la proposicic’)npara todo grupo de orden p? con p primo.
= Si |G| =5 entonces G ~ Z/5Z.

» Si|G| =6 =2-3entonces G ~ Z/2Z x7Z/3Z o G ~ D3. Sabemos por Sylow que existen Py, P3<G con |Py| = 2,|P3| = 3.
Ademss del tercer teorema de Sylow obtenemos ng = 1, es decir que en F3 tenemos solo un grupo. Para ns solo tenemos
que ng = 1,3. Ahora bien, como n3 = 1 tenemos que P3 < G. Por tanto, existe un producto semidirecto para el que
G~ P3 x4 Py =7 Z/3Z x Z/2Z]

Veamos que de este producto semidirecto nos salen dos estructuras. En primer lugar vemos quiénes son N y H. En este
caso el grupo normal es P por lo que N = P3 y H = P,. Veamos los automorfismos interiores Int : H — Aut(Z/3Z) =
({1,2},7) =U(Z/3Z). Como Aut(Z/3Z) tiene dos elementos, obtenemos dos estructuras

o Si tomamos que ey — €qyut(z/3z) = 1 entonces encontramos que G ~ Z/3Z x Z/27Z.
» Si tomamos que eg +— 2 ocurre que G ~ D3. Vamos a verlo.

Supongamos que P3 = {a),o(a) = 3. Si para algiin h € H definimos la conjugacién hah~! para 2 € G tenemos que
como P3 < G entonces hPsh~! = P3. Ahora supongamos que H = P, = (b, 0(b) = 2. Entonces para un b, con el
automorfismo seleccionado a — bab™! = a?> = ab = ba® y llegamos a la presentacién de D3 (con las a’s y las
b’s cambiadas.)

» Si |G| =T entonces G ~ Z/7Z.
» Si |G| = 8 Sylow dice poco. Lo vimos en algun sitio

s Si |G| =9 tampoco tenemos mucho que decir

8Por convencién ponemos el normal primero, para poder aplicar directamente la construccién sin liarnos.
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» Si|G| =10 =2-5. Como de costumbre sabemos que existen P5, Ps < G con los ordenes correspondientes. Por el tercer

teorema llegamos a que ns = 1 y por tanto a que P5 < G. Para P; no tenemos nada, pero solo por ser Ps normal existe
un producto semidirecto para el que G ~ P; x Py ~ Z/5Z x4 Z/2Z. Como en el caso de |G| = 6 obtendremos dos
estructuras.
Tomamos N = P5, H = P,. Tenemos que definir morfismos Int : Z/2Z — Auto(Z/5Z) = ({1,2,3,4},-) = U(Z/5Z).
Para ver cuantos morfismos salen veamos el orden de los elementos de Aut(Z/5Z): Los elementos {I1,2,3,4} tienen
6rdenes 1,4, 4,2 respectivamente. En Z/2Z = {0,1} tenemos dos posibilidadesﬂ Un automorfismo viene dado por donde
enviamos el generador de Z/2Z en este caso el 1.

e Si 1+ 1 obtenemos el homomorfismo trivial y por tanto la estructura dada por la presentacion o(a) = 5,0(b) =
2,bab™! = a = G ~Z/2Z x Z/5Z abeliano.

e Si T+ 4 la estructura que obtenemos es o(a) = 5,0(b) = 2,bab™! = a* = a~'. Esta presentacion es la del grupo
Ds.

= Si |G| = 11 pasa la historia de los primos.
» Si |G| =12 =22 - 3. Entonces del tercero de Sylow tenemos n3 = 1,4 y ny = 1,3. Tristezam
Ahora se le ocurre afirmar que no puede ocurrir que no = 3 A n3 = 4 simultdneamente.

Supongamos que n3 = 4 entonces habria 4 subgrupos de orden 3 y por tanto habria 2-4 elementos de orden 3 (el neutro
tiene orden 1). Ya tenemos 9 elementos bajo control. Para controlar los 12 nos faltan 3 elementos que llamaremos a, b, ¢
y que podrian formar un grupo con el neutro: {e, a, b, c}. Efectivamente esto dice Sylow, que hay un subgrupo de orden
4 (a,b, c no pueden tener orden 3 porque si no no podrian pertenecer a un grupo de orden 4). Como ya hemos agotado
los elementos, no es posible que haya méas subgrupos de orden 4, por lo que necesariamente ny = 1.

= Asi podemos seguir hasta |G| = 29 ya que cualquier orden menor que 30 es producto de como méximo dos primos.

Ejemplo 69. Sea G abeliano y |G| = 20 = 22 - 5.
s Por el primer teorema de Sylow tenemos que 3P, < G, |Py| = 4.

» Por el segundo teorema, tenemos que todo subgrupo de orden 4 estd en Fy = {gP,g~' | g € G}. Como G es abeliano,
F, solo tiene un elemento luego Py es el tinico subgrupo de orden 4.

= Andlogamente concluimos que Ps < G es el tinico subgrupo de orden 5.

Ejemplo 70. Estudiamos el grupo G' = {a,b) con presentacién o(b) = 4, o(a) = 3,bab~! = a?.

Pendiente, posible ejercicio de examen.

Ejemplo 71. Sea |G| = 30. Entonces G no es un grupo simple.

Demostracion. Recordemos que G es simple si sus tinicos subgrupos normales son G y {e} (ver definicién [33).

Tenemos que |G| = 30%2-3-5. Por el primer teorema de Sylow tenemos que 3P5 con |P5| = 5. Ademas por el tercer teorema
tenemos que ns = 1,6. Andlogamente tenemos | P3| = 3 y ng = 1, 10.

Supongamos que ns = 6,n3 = 10. Sean S1,...S los 6 subgrupos de orden 5. Como 5 es primo entonces cada S; es ciclico
de orden 5 y necesariamente S; N S; = {e}, porque si S; y S; compartieran algin elemento, entonces serfan el mismo grupo
pero hemos supuesto que habfa 6 subgrupos de orden 5. Cada S; = {1,a,a?,a®, a*} por ser 5 primo = S, ciclico, es decir,
que tenemos 4 -6 = 24 elementos distintos de orden 5 (en cada grupo tenemos el neutro que tiene orden 1 y otros cuatro que
deben tener orden 5 por ser S; ciclico). Sean ahora Hy, ..., Hig los subgrupos de orden 3. Aplicando el mismo argumento,
H; n Hj = {e}, H; = {e,b,0?} = hay 210 = 20 elementos distintos de orden 3. Con esto llegarfamos a que en G hay al
menos 20 + 24 = 44 > 30 elementos por lo que llegamos a una contradiccién. Es decir, que necesariamente tiene que ocurrir
que o n3 = 1 0 n5 = 1, por lo que existe un subgrupo normal distinto de G o {¢} = G no puede ser simple. &

Ejemplo 72. Sea |G| = 48. Entonces o bien G tiene un subgrupo de orden 8 o bien G tiene un subgrupo de orden 16.

Demostracion. Tenemos |G| = 2% - 3. Por el primer teorema de Sylow tenemos que 3P, |P| = 2* y por el tercer teorema
tenemos que no = 1, 3.

ESTO TIENE UNAS LAGUNAS...

» Supongamos que ny = 3. Entonces I3 = {gP3g~! | g € G} = {P, = P, P3,, P2, }. Probaremos que algtin elemento de
F3 tiene un subgrupo normal, es decir, 3H < Ps; para algin ¢ = 1,2, 3.

9Estamos abusando un poco de la notacién de clases, ir con cuidado.
100rlando: Sylow nunca dice toda la verdad, se puede hilar mds fino.
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o Consideramos la interseccién Pa, N Po,. Tenemos que [Py, n Py, | = 1,2,4,8. Supongamos que |Ps, n Py,| = 4.

Py, ||P, ) . ,
‘|P§2Ll P223 l‘ = 16416 = 48 = |G|. Esto no puede ocurrir, tiene que haber algin elemento de
2 3

orden 3 y en P, no puede haber ningtino. Por tanto concluimos que |Po, N Po,| >4 = |Pa, N P | = SE

Entonces |Ps, - Po,| =

e Es claro que P», N P, < P»,. Por alguna razén tenemos que P, N Po, < Pa, ¥ P2, N Po, < Po,. Recordemos que
Py, n P,y «G < N(P2, nPy,) =Gy que el normalizador N(H) siempre contiene a H y es el menor grupo
en el que H < N(H). Entonces Py, < N(P2, n P5,) = Vg € G,g(Pa, n Py,)g~! = Ps, n Pa,. En particular
Vge Py, ge N(Pyy, N Py,) AVgE Py, ge N(Pa, N Pa,).

&

Ejemplo 73. Consideramos |Sy| = 4! = 23 - 3. Podemos hacer el mismo argumento que antes para los subgrupos de orden 3.

Proposicién 97. Sea G un grupo, H <G, K <Gy H n K = {e}. Entonces Vh,k, he H ke K = hk = kh.

Teorema 98. Sea GG un grupo finito, H <G y K < G. Entonces son equivalentes
. HhnK={e}AHK =G
2. la funcién H x K — G, (h, k) — hk es un isomorfismo de grupos

Demostracion.

» 1 = 2. Lo primero decir que la funcién H x K — G existe por teorfa de conjuntos. Tenemos por el teorema [I3] que
|HK| = |H||K]. Con esto tenemos que la funcién es sobreyectiva porque |H||K| = |G|. Ademas es claro que la funcién
es inyectiva. Ademds como H n K = {e} A H <G A K < G tenemos que la funcién es un homomorfismo de grupos.
Concluimos que la funcién es un isomorfismo de grupos.

" 2 = 1. Sea H xe = {

( | h € H}. Es claro que H < H x K: es subgrupo porque es finito y es cerrado.
Anélogamente sea e x K = {

h,e)
(e,k) | ke K} yex K <H x K.

Veamos ahora que H X e, y por extensién, e x K son subgrupos normales en H x K. Tenemos que probar que
Y(a,b) € H x K, (a,b)(H x e)(a,b)~! = (H x e). Sea h € H, entonces

(a,b)(h,e)(a,b)™" = (aha ™t beb' e Hxe = Hxe<Hx K
eH =e
Anélogamente lo tenemos para e x K.

Ademss, es claro que (H x e) n (e x K) = {(e,e)} que es el neutro de H x K y por el isomorfismo de la hipétesis
(e,e)—»e = (Hxe)n(ex K)— Hn K = {e}.

Por tltimo tenemos que (H x e) - (e x K) = H x K ~ G por hipétesis. Ademé&s, podemos obtener cualquier elemento
de HK con el mismo isomorfismo: Vh € H,k € K, (h,e) - (e,k) — hke HK = HK = G.

&
Corolario 11. Sea G un grupo finito, H <G y K <G, N <« G. Entonces son equivalentes
1. Hx K x N —> G, (h,k,n) — hkn es un isomorfismo de grupos.
2. Hn(KN)=Kn(HN)=Nn (HK)={e} y HKN =G.
Demostracion. Es andloga a la del teorema anterior. &

Corolario 12. Dados H, K, N subgrupos normales de G entonces Vg € G existe una tnica operacion para la que g = hkn y
dicha operacion es el isomorfismo H x K x N — G.

Teorema 99. Sea GG un grupo abeliano finito. Entonces G es suma directa de sus p-subgrupos de Sylow.

Ejemplo 74. Consideramos G = Z/12Z que tiene |G| = 22 - 3. Se tiene que

P, =1{0,3,6,9) P3=1{0,1,8} Z/12Z=P,® P;

110jo aqui, lo que ests haciendo es aplicar el teorema, con mucho arte. Podia haber probado con |P2, n Py,| = 2 pero en realidad no le hace
falta, ya que |Py,;| = 16 es fijo y por tanto la tnica manera de cambiar | Py, - P2; es tocando el denominador. De ahi concluye que |P2, N Pos| > 4.
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Sea ahora G un p-grupo abeliano finito, es decir que G es abeliano y que |G| = p". Es inmediato que Vg € G, o(g) = p® con
s < r. Si tomamos n € Z y utilizamos notacién aditiva (ng significa g operado consigo mismo n veces) tenemos que

a, G- G
g—ng

es un homomorfismo de grupos (cuando G es abeliano). Si ahora tomamos p € Z con p primo, tenemos que «a,(g) — pg. Por
el teorema de Lagrange tenemos que si |G| = n A p | n entonces Ja € G | o(r) = p. Como |G| = p" entonces oy, : G — G
no es inyectiva y por tanto ¢ < ker oy, < G. Vamos a profundizar en el subgrupo ker ap,. Este subgrupo es

kera, ={ge G |o(g) | p} ={geGlolg) =1V olg) = p}
ya que p es primo.
Ejemplo 75. Consideramos G = Z/p"Z.

Z/p"Z —>Z/p"Z
01

Ejemplo 76. Consideramos G = Z/p"Z @ Z/p°Z. Observemos que G nunca va a ser ciclico porque med(p”™, p®) > 1 (nunca
seran coprimos). Definamos aqui el producto por p.

ap:G—G
(@, b) — (pa,pb)

En este caso es necesario que ker oy, = {(@,b) | pa =0 A pb =0} = (p"~ 1)@ (ps~1) donde {p"~1) ~Z/p"Z y (ps~1) ~ Z/p°Z.
En este caso (en el que el p-grupo no es ciclico) se observa que hay méas de 1 subgrupo de orden p.

;Sera verdad que esta observacion caracteriza a los grupos ciclicos?

Teorema 100 (de alguien 1). Sea G un p-subgrupo abeliano. Entonces G es ciclico si y solo si tiene un tnico subgrupo de
orden p.

Demostracion. Consideramos «,, : G — G. ker oy, consiste en 0 y todos los elementos de orden p. Sea N el tnico subgrupo
de orden p. Por tanto keray, = N.

La imagen Im «,, es un subgrupo de G y sabemos (por los teoremas de isomorfia) que Im «,, ~ G/N. Pongamos que |G| = p",
por hipétesis, kera, = N A |[N| = p. En particular, tenemos que Im o, es un p-grupo abeliano de orden |Im o, ~ G/N| =
% = p"~!. Como p | |Im a,| tiene que existir un elemento de orden p en Im «, y por tanto N < Im «;,, < G. Es tnico
porque si hubiera dos subgrupos de orden p en Im «g, también los habria en G y hemos partido de lo contrario. Aplicando

induccién podemos suponer que el criterio es véalido para Im «), y por tanto podemos suponer que Im «, es ciclico.

Sea g € Im o, que genera el subgrupo Im «,,. Entonces g € G/N ~ Im «,,. Fijamos un elemento ¢g € G cuya imagen en G/N
sea g. Recordemos que hay una correspondencia entre los subgrupos de G que contienen a N y los subgrupos de G/N.
Por tanto tenemos un elemento g € G que genera un subgrupo y quisiéramos ver que {g) = G. Si demostramos que N < {g)
entonces (gy = G por la correspondencia mencionada. Esta dltima afirmacién (N < (g) = G’) es valida porque G’ es un
p-grupo = G’ contiene un elemento de orden p = N < G’ = {(g). Luego {g) = G. &



Capitulo 7

Grupos abelianos

En este capitulo utilizamos notacién aditiva, la habitual para hablar de grupos abelianos. Recordemos que ademas de escribir
a+ b para la operacion de dos elementos y r - a para denotar el elemento a operado con si mismo r veces, escribiremos G ® H
para el producto directo (suma directa en este caso) y G + H para el producto libre (suma libre en este caso).

Definicién 35 (Suma directa). Sean (G1,+),. .., (Gp, +) grupos (abelianos) cuya operacién es la suma? entonces denotamos
por suma directa al producto directo de todos ellos:

(—BG“+ (@Gl,(@) (G1 x - x Gn,®)
=1

donde @ : (B, Gi) x (B, Gi) > D}, G; se define con g®¢' = (g1 + g}, ,9n + g%)ﬂ

%Lo importante es que es la misma operacién para todos y que utilizamos la notacién aditiva, lo que suma signifique en realidad nos importa
poco
bAqui el x que aparece se refiere al producto cartesiano, no al producto directo.

Es importante no confundirlas en lo que sigue.

Definicién 36 (Suma libre de grupos). [] Sean S, T subconjuntos del grupo G (abeliano). Definimos S+ 7 = {s +¢ | s €
SAteT}.

%Lo de suma libre me lo he inventado completamente.

El objetivo de este capitulo es completar las proposiciones que teniamos sobre grupos abelianos para dar un teorema de
clasificacién vdlido para todo grupo abeliano finito. Con esto nos quitamos otra gran familia de grupos (ya nos habiamos
quitado los ciclicos).

7.1. Descomposiciéon en suma directa

Proposiciéon 101. Sea G un grupo abeliano, H, K < G. Entonces son equivalentes:
. H+ K=GAHn K ={0}
2.

fHOK -G
(hyk) — h+ k

es un isomorfismo de grupos

Observacién 7. Esta proposicién también es cierta para 3 subgrupos (o més) siempre que cumplan que la interseccién de
un subgrupo con la suma libre de los demaés sea nula:

Hn (K+ N)={0}
K,H,N <G abeliano AH+ K+ N=GA{Kn (H+N)=/{0} — G~~HOK®N
Nn (K + H)=1{0}
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Esto nos viene muy bien ya que los teoremas de Sylow justo nos proporcionan subgrupos cuya interseccién es vacia: los
p-grupos de Sylow, lo que nos lleva a una observacién/teorema.

Teorema 102. Todo grupo abeliano es suma directa de sus p-subgrupos de Sylow.

Ejemplo 77. Sea G un grupo abeliano de orden n = p{'p5?p3?®. Por Sylow tenemos que 3P;, Py, Ps < G tales que |Pi| =
pit, |Pa| = p3?, |Ps| = p5®. Sabiendo que la interseccién de subgrupos es un subgrupo y por tanto |P; n Ps| tiene que dividir
a |P1| v a | P2| que son primos tenemos que |P; N Po| =1 = P; n P, = {0}. Lo mismo ocurre con las demds combinaciones
de p-subgrupos de Sylow por lo que concluimos que G ~ Py @ P, @ Ps.

Observacién 8. Los elementos que viven en los p-subgrupos de Sylow son aquellos cuyo orden es una potencia de p;:
P, ={g € G| o(g) es una potencia de p;}
Ejemplo 78. Una manera de ver esto es definiendo para un n € N fijo

G—-G

a—n-a

tenemos que es un homomorfismo de grupos cuando G es abeliano. En nuestro caso cogiendo n = p$* tenemos que a —
piia =0 < o(a) | pj. Por ejemplo para G = Z/10Z tenemos que 3P, Ps < Z/10Z donde

P, = ker(multiplicacién por 2) = {0, 5} ~ 7Z/2Z

Ps = ker(multiplicacién por 5) = {0, 2,4, 6,8} ~Z/5Z
Y se dan las hipédtesis de la por lo que concluimos que Z/10Z = Po @ Ps ~ Z/2Z D Z/5Z
Ejemplo 79. Consideramos G = Z/12Z. Por Sylow tenemos 3Py, Py < Z/12Z tales que

,9} = elementos cuyos érdenes son potencia de 2 ~ Z/4Z

0
0

ENNOC
ool o

P2 » 9y
Ps ,4,8} = elementos cuyos érdenes son una potencia de 3 ~ Z/3Z
Y por tanto Z/12Z ~ Po @ P3 ~ Z/AZ® Z/3Z.

Observacién 9. Esta descomposicién es univoca (salvo reordenaciones de los sumandos): en grupos abelianos los p-subgrupos
de Sylow son tnicos ya que al ser todos normales los n; = 1.

7.2. P-grupos abelianos finitos

Sea G un grupo abeliano con |G| =p", r e N = Vg e G, o(g) = p°

ay con s < r. Recordemos que si n € Z la funciéon o, : G - G, a—n-a es

G~Z/p"Z Z/p"L un homomorfismo de grupos cuando G es abeliano.
0 0 Para este caso nos interesa tomar n = p y observar que ay(a) = p - a no
_ B es inyectiva por ser |G| = p".
1 1
Proposicién 103. El homomorfismo de grupos «;, : G — G para un G
p-grupo abeliano finito tiene nicleo no trivial. Es decir, {0} < kera, < G
prfl T)
Demostracion. Por elfteorema 23||G| =nAp |n = Jae G |ola)=p
pr—1 (aqui p es primo). De modo que
Figura 7.1: El homomorfismo de grupos a,. keray, = {g € G | o(g) | p} 2{0,a | o(er) = p} 2 {0}

&

Observacién 10. El elemento p"~! tiene orden p y genera el inico sub-
grupo de orden p.

Observacién 11. Im «, = (a(1)) = (p) ~ Z/p"~'Z.

Si ahora consideramos G =~ Z/p"Z @ Z/p°Z (que no es ciclico porque med(p",p*) = p > 1) veamos que lo anterior no se
cumple. Sean @ € Z/p"Z, be Z/p*Z.
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ap:G—G

(@,b) — (pa, pb)

ker o, = {(E,Z) eGlpa=0 A pb = 0}
kera, = (pr1)@ps™) ~ Z/pZ B Z/pZ

En este caso, hay mas de un subgrupo de orden p. Por ejemplo

((0,1)) € Z/pZ ®Z/pZ y tiene orden p
{((1,0)) € Z/pZ ® Z/pZ y tiene orden p

Esta lista no es exhaustiva, hay mas...

7.3. Teorema de estructura de grupos abelianos finitos

Previamente a dar el teorema gordo, veremos algunos resultados.

Proposicién 104. Sea G un p-grupo abeliano. Entonces G es ciclcio <= tiene un tnico subgrupo de orden p.

Demostracion. Pendiente de los apuntes de Santorum pagina 146 &

Proposicién 105. Sea G un p-grupo abeliano con |G| = p". Sea L un subgrupo ciclico de orden méximﬂ en GG. Entonces
dJH <G talque G~ LPH.

Demostracion. Santorum pag 197 &

Proposicién 106 (de estructura de p-grupos abelianos). Sea G un p-grupo abeliano finito. Entonces G es suma directa de
subgrupos ciclicos:

G2L1®L® - P Ly, L; < G ciclico (7.1)

Corolario 13. Si L; = Z/p;,Z y reordenamos los indices para obtener

pt=ptz=.zph (7.2)
entonces la secuencia es intrinseca a G.
Demostracion. Santorum pag 149 &

Definicién 37 (Expresién caracteristica). Sea G un p-grupo abeliano que se descompone en G ~ L1 @ --- @ L, con L; ~
Z/p"iZ. La expresién caracteristica de G es la desigualdad que resulta de reordenar los indices para que se cumpla

pn > pTz > > qu (73)

Ejemplo 80. Sea G = U(2/12Z) = ({1,5,7,11},-). Observemos que G contiene 3 elementos de orden 2. Esto nos recuerda a
una presentaciéon de Z/2Z @ Z/2Z y concluimos que G ~ Z/2Z @ Z/2Z y por tanto la expresiéon caracteristica es 2 > 21

Ejemplo 81. Sea G = U(Z/60Z). Se pide comprobar que G es un p-grupo y dar su expresién caracteristica.

Solucién. Observemos que Z/60Z ~ Z/12Z @ Z/5Z ya que mcd(12,5) = 1 y observemos queﬂ
U(Z/60Z) = {(a,b) € Z/60Z | oa) = 12 A o(b) = 5}
a € U(Z/12Z) = {T,5,7,ﬁ} ~ Z/QZ(—DZ/QZ
beU(Z/52) = {1,2,3,1} ~ Z/4Z
— L{(Z/GOZ) = Z/QZ@Z/QZ@Z/4Z
y por tanto la secuencia asociada es 22 > 2! > 21, &
IEsto significa que |L| es el mayor divisor de |G| para el que L es ciclcio. Se tendra que si G ya es ciclico entonces L = G y H = {0}.
2Aqui estamos medio adelantando la que se probara cuando se introduzcan formalmente las unidades que son un concepto de

anillos.
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Con esto y sabiendo que la descomposicién en p-grupos de un grupo abeliano es tinica estamos a nada de enunciar el teorema
de estructura pero antes veamos un ejemplo de aplicacion de los resultados anteriores.

Ejemplo 82. Sea G = Z/pZ ®Z/pZ. Nos preguntamos cuintos subgrupos de orden p contiene G.

Solucién. Observemos que |G| = p? y que los elementos de G solo pueden tener orden 1 u orden p. Es decir que en G hay

p? — 1 elementos de orden p

1 elemento de orden 1 (el neutro)

Por tanto tenemos que Ya € G, 0 # a hay un H < G, H = {a) con |H| = p. Ademéds H contiene 1 elemento de orden 1
(el neutro) y p — 1 elementos de orden p. Ademds, recordemos que los elementos a de orden p solo pertenecen a uno de los
subgrupos H ya que en cuanto pertenezcan a dos, los dos subgrupos son necesariamente el mismo. Por tanto el ntimero de
subgrupos de orden p se obtiene de repartir los elementos de orden p:

21 -1 1
b = (p=Dp+1) = p + 1 subgrupos de orden p

p—1 (p—1)

&

Teorema 107 (de estructura de grupos abelianos finitos). Todo grupo abeliano es isomorfo a una suma directa de p-grupos
ciclicos.




Parte 11

Anillos
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Capitulo 8

Anillos (y cuerpos)

En este capitulo se extiende lo que sabemos de teoria de grupos a las nuevas estructuras algebraicas que introducimos que
son los anillos y los cuerpos.

8.1. Definicién y propiedades basicas

Definicién 38 (Anillo). Un anillo es una terna (A, +,-) donde + : A x A — A es una operacién a la que llamamos suma,
-: A x A — A es otra operacion a la que llamamos producto y se verifican las siguientes propiedades

1. El par (A4, +) es un grupo abeliano

2. El producto - es asociativo

3. Se cumplen las propiedades distributivas:

Va,b,ce A, a-(b+c¢)=a-b+a-c (8.1)
Va,b,ce A, (a+b)-c=a-c+b-c

Con la operacién + tenemos las siguientes propiedades
1. Asociatividad: (¢ +b) + c=a + (b + ¢)
2. Elemento neutro aditivo: 310 € A|0+a =a
3. Elemento inverso aditivo: Vae A,3—a€ A|a+ (—a) =0
4. Conmutatividad aditiva: Ya,be A, a+b=b+a

Con la operacién - tenemos las siguientes propiedades
1. Asociatividad: a- (b-¢) = (a-b) - ¢
2. No siempre existe el neutro multiplicativo: 1€ A|a-1=1-a=a
3. No siempre el producto es conmutativo.
4. No siempre existe inverso multiplicativo: a=! [a-a7! =1
5

. No siembre se da la conmutatividad multiplicativa: a-b=5b-a
Proposicién 108. Vae A, a-0=0

Demostracion. a-0=a-(04+0)=a-0+a-0 = 0=0a-0 &

Definicién 39 (Anillo con unidad o anillo unitario). Sea (A, +,-) un anillo. Decimos que es un anillo con unidad o un
anillo unitario si tiene elemento neutro multiplicativo, es decir, si 31 € A | Va € 4,1a = al = a.

Proposicion 109. El neutro multiplicativo o unidad, 1, si existe, es tinico.

Definicién 40 (Anillo conmutativo). Sea (4, +,-) un anillo. A es un anillo conmutativo <= Va,be A, a-b=10b-a. Es
decir, un anillo es conmutativo <= el producto también es conmutativo.
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Proposicién 110. Sea (A, +,-) un anillo con mas de un elemento (|A| > 1). Entonces 0 # 1 (el neutro aditivo es distinto
del neutro multiplicativo).

Demostracion. Por contradiccion. Sea a #0€ Ay 0=1. Entoncesa =a-1=a-0=0 = a = 0 contradiccién. &

Para acabar veremos ejemplos de los 4 posibles casos que se pueden dar con las dos definiciones anteriores:
Ejemplo 83 (Anillo conmutativo con unidad). El anillo (Z, +, -) es un anillo con unidad y la unidad es 1 = 1.
Ejemplo 84 (Anillo conmutativo sin unidad). El anillo (2Z, +, -) no tiene unidad ya que #1 € 2Z | Va € 2Z, a1l = 1la = a.

Ejemplo 85 (Anillo no conmutativo con unidad). Las matrices cuadradas 2 x 2 con coeficientes reales: (Msyo(R), +,-) es
un anillo con unidad (el neutro multiplicativo es 1 = I) pero no es conmutativo.

Ejemplo 86 (Anillo no conmutativo sin unidad). Las matrices cuadradas 2 x 2 con coeficientes en 2Z es un anillo no

conmutativo y ademés no tiene unidad.

El ejemplo menos enrevesado es el primero. También son ejemplos de anillos conmutativos con unidad los conjuntos habituales
Q,R,C y los conjuntos de clases Z/pZ con p primo (en todos ellos el neutro multiplicativo es lo que te esperas que sea el
neutro multiplicativo). Ademé&s todos ellos cumplen que el conjunto con el producto es un grupo. Pues como es tan comin
esta cosa le damos nombre:

Definicién 41 (Cuerpo (alternativa)). Sea (A, +, -) un anillo conmutativo con unidad. Diremos que A es un cuerpo si A\{0}
es cerrado por la segunda operacién (el producto).

Es decir, que (A\{0},-) es un grupo. Digo definicién alternativa porque la definicién que ha dado Orlando es ligeramente
diferente (hay que esperar media pagina para conocerla pero es la [definicién 44)).

Ejemplo 87.

Z/pZ con p primo es un cuerpo

Z 0 Z/6Z 1no son cuerpos

Q es un cuerpo (es el primero que sale al ir afiladiendo ntimeros a los naturales)

R y C también son cuerpos

Las matrices 2 x 2 invertibles que antes velamos como un grupo solo con el producto también son un cuerpo si les afiadimos

la suma: (GL2(R), +,+) es un cuerpo.

Antes de seguir, siempre vamos a hablar de anillos con unidad o anillos unitarios, aunque alguna vez se me olvide ponerlo.

8.1.1. Extensiones de anillos

Definicién 42 (Extensién de anillos). Sea (A, +, ) un anillo. Definimos la extensién

Alm] ={a+bm | a,be A} (8.3)

Ejemplo 88. La extension de los reales con ¢ = 4/—1 son los complejos:

R[v-1]={a+bi|a,beR} =C

8.1.2. Unidades en anillos

Ademsds, para pulir lo de que no siempre existe inverso multiplicativo daremos la definicién de Grupo de unidades en el
contexto de anillos que da sentido al que hemos estado utilizando. Ojo: aqui unidades no se refiere a varios
elementos neutros multiplicativos como uno podria pensar.
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Definicién 43 (Unidades en anillos). Dado (A4, +, -) anillo. El grupo de unidades es
UA) = ({acA|Tar e A a-at =1},) (8.4)
Los elementos del grupo de unidades se llaman elementos invertibles.
Para que este grupo quede bien definido estarfa bien que a~! fuera tnico.
Proposiciéon 111. El inverso multiplicativo es tinico.

Demostracion. Sea a € A. Supongamos a’,a” € A son ambos inversos multiplicativos de a:

" N o N
ad’ =1 rad =1 = a’(ad’) = a — ad =d
(a//a)a/ — al/
&
Proposiciéon 112. Sea —1 el inverso aditivo del neutro multiplicativo 1. Entonces Va € A el inverso aditivo es —a = —1 - a
y se tiene —1-a+a = 0.
Proposicién 113. Sea A un anillo. El neutro aditivo 0 verifica 0 ¢ U(A)
Proposicién 114 (Propiedad cancelativa). Sea a € U(A). Entonces Vb, ¢ se tiene b,ce A = a-b=a-¢c = b=c
Proposicién 115. a e U(A) < {a)y=A
Demostracion.
L.L(=) acelUU(d) = Ja!' = =A-a={aa|acA}.Siacl(d) = Ja! = ala=1€e(a) —
(ay=A
2. («=)Si{a) = Aentonces Ibe A|ba=1 = b=a"! = acl(A).
&
Ejemplo 89. Los numeros enteros (Z, +, -) tienen estructura de anillo anillo y tienen unidades U(Z) = ({—1,1},-)
Proposicién 116. Si K es un cuerpo finito entonces el grupo abeliano (U(K),-) es ciclico.
Demostracion. Ver santorum p. 194. &

Ejemplo 90. En K = Z/13Z tenemos que las unidades U(Z/13Z) ~ Z/12Z ~ Z/3Z x Z/4Z que es ciclico.
Ah! y la definiciéon de Orlando de cuerpo es

Definicién 44 (Cuerpo). Diremos que un anillo con unidad es un cuerpo si U(A) = A\{0}

8.2. Subanillos

Definicién 45 (Subanillo). [DH96] Sea (A, +, ) un anillo, B c A. Decimos que B es un subanillo si (B, +) es subgrupo de
(A, +) y el producto restringido a B es cerrado.

La definiciéon que ha dado Orlando es algo diferente. Es equivalente a la anterior y la plasmamos como una proposicion.

Proposicién 117. B < A es un subanillo si ambas operaciones son cerradas y (B, +,-) es un anillo (tiene la estructura de
anillo).

Ejemplo 91. (Z, +,-) es un subanillo de (Q, +, -).

Definicién 46 (Subcuerpo). Un subcuerpo es un subanillo que es un cuerpo.



68 CAPITULO 8. ANILLOS (Y CUERPOS)

8.3. Producto directo

Como ocurria con los cuerpos, una manera de obtener nuevos cuerpos es con el producto directo.

Definicién 47 (Producto directo en anillos). Sean (A, +4,-4), (B, +5, 5) dos anillos con unidad. Definimos el producto
directo A x B como el anillo (A x B, #,e) donde las operaciones se definen:

#:(AxB)x(AxB)—> AxB (a1,b1)#(ag2,b2) = (a1 +4 az,b1 +5 b2)
o (A X B) X (A X B) — AXx B (al,bl)O(ag,bg) = (a1 ~Aa2,b1 ‘B bg)

Proposicién 118. (A x B, #, ) en efecto es un anillo.

Observacién 12. En el nuevo anillo (A x B, #,e) el elemento neutro aditivo es 0axp = (04,05) y el elemento neutro
multiplicativo es (14, 1p).

Observacién 13. Nos preguntamos ahora: ;Si A, B son cuerpos, es A x B un cuerpo? La respuesta es que NO. Contraejemplo:

la-aa=14

(1A703) .(a>b) = (1A7]-B) < . .,
— Op g b= 1 — sin solucién

#(04,0B)

(Aqui lo que falla es que no es cerrado por el producto porque (14,0p) no tiene inverso (y no es el neutro aditivo que es el
tinico que se libra de ese requisito).

Veamos esto con un ejemplo:

Ejemplo 92. Consideramos el producto directo de los cuerpos Z/2Z x Z/2Z. No es un cuerpo porque (1,0) e (0,1) =
(1-0,0-1) = (0,0), es decir que el producto no es cerrado ya que tenemos dos elementos en A\{0} que operados nos han
dado un elemento fuera. Alternativamente, hemos encontrado divisores de O.

8.3.1. Unidades en el producto directo de anillos

Proposicién 119. (a,b) e U(A x B) < acU(A) AbeU(B). Es decir, que U(A x B) ~U(A) x U(B).

Demostracion. (a,b) e U(A x B) < 3(a’,b')) e Ax B | (a,b)e(a,0)) =(1a,15) < a-ad =1y Ab-gb =1 <
acU(A) AbelU(B) &

Ejemplo 93. Las unidades de Z x Z son

U(Z X Z) = ({(17 1)’ (L _1)’ (_17 1)’ (_17_1)}7.)
8.4. Divisores de 0. Dominios de integridad.

Definicién 48 (Divisor de 0). Sea (A, +,-) un anillo conmutativd?] Diremos que a € A es divisor de 0 <= a # 0 A 3b #
0cA|la-b=0

2Si aqui no decimos conmutativo entonces especificaremos si se trata de un divisor de 0 por la derecha o por la izquierda. Ver la nota al principio
de la seccién sobre ideales.

Ejemplo 94. En Z/8Z el elemento 2 es un divisor de O:

Sin embargo, 3 no lo es ya que

36-0 — 3 '32=3'0 — 1a=0 — a=0

Otra manera de ver esto es plantear la ecuaciéon a - b = 0. El 0 siempre es una solucién, pero podemos decir que a es un
divisor de 0 si la ecuacion tiene soluciones no triviales.
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Ejemplo 95.

s En Z la ec. 2z = 0 solo tiene la solucién trivial = 2 no es un divisor de 0.

» En Z/6Z la ec. 2T = 0 tiene la solucién T = 3 luego 2 sf que es un divisor de 0.

Proposicién 120. Si a € U(A) entonces a no es un divisor de 0. Equivalentemente, si a es un divisor de 0 entonces a ¢ U(A).

1 1 1

Demostracion. Si a € U(A) sabemos que existe a™! [a"la=1 = ar =0 <= a lar=a"'0 &= 1z =0 < =0
luego la ecuacion solo tiene la solucion trivial. &

Proposiciéon 121. Sea A un anillo. Ya € A no divisor de 0 = se cumple la propiedad cancelativa.
Demostracion. ab=ac = b=c¢ < ab+ (—ac)=a(b—c)=0 &

Definicién 49 (Dominio de integridad). Un anillo que no tiene elementos divisores de 0 se llama dominio de integridad o
DI

Ejemplo 96.

s Z es un dominio de integridad ya que todo a € Z,a # 0 tiene un inverso multiplicativo a~".

s Z/pZ con p primo es un dominio de integridad.

» Z/nZ con n no primo no es un dominio de integridad ya que si @ = ab con a # n A b # n se tiene @ - b=m =0 con
a#0Ab#0.

A veces utilizamos como definicién de dominio de integridad la siguiente proposicion:

Proposiciéon 122. A es un DI <= el producto de elementos no nulos es no nulo.

Demostracion. (<= ) Sean a,be A, a,b# 0 = ab# 0 = A dominio de integridad.

(= )SeaacA, a#0. ADI = JbeA|a-b=0 < el producto de no nulos es no nulo. &

Proposiciéon 123. Sea A un DI y C' = A un subanillo. Entonces C' es un DI.

Demostracion. Sean 0 # ¢1,¢c0 € C. Como C © Ay cie # 0 en A tenemos en particular que cicp # 0 en C = C es un
DI. &

Proposiciéon 124. Si A es un cuerpo entonces A es un DI.

Por lo general el reciproco es falso pero si A es finito entonces si que se cumple:

Proposicién 125. Sea A un anillo finito. Entonces A es un DI <= A es un cuerpo.

8.5. Ideales

Los ideales son el homologo de los subgrupos normales en anillos. Se utilizan por ejemplo para definir el anillo
cociente.

En otros sitios, un ideal es en realidad una clase lateral (recordar la ??) y se definen ideales a derecha y a
izquierda. El equivalente a un subgrupo normal en anillos seria aquel en el que coinciden las clases laterales a
derecha y a izquierda — lo que otros ([MW]) llaman un ideal bilateral (two-sided ideal).

Aqui vamos a dar y a utilizar directamente la definicién de ideal bilateral y por tanto un ideal para nosotros ya
seria un equivalente de un subgrupo normal.

La definicion de ideal se puede dar de dos maneras. Asi la ha dado Orlando:
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Definicién 50 (Ideal). Un subconjunto I < A es un ideal <
1. 0e1
2. s,tel = s+tel
3. selnacA — a-selns-ael

Esta es otra definicion alternativa:

Definicién 51 (Ideal (alternativa)). [DH96, p. 197] Sea I un subanillo de A. Decimos que I es un ideal <= Vi€ I,Va €
A, aiel nia€el.

Proposicién 126. Si I es un ideal en A entonces (I, +) < (A, +) (es decir, I es un subgrupo aditivo de A).

Proposicién 127. Sea I ¢ A un ideal. Entonces 1 € I < I = A.

Demostracion. Por la tercera propiedad de los ideales tenemos que 1€ I = Vae A, 1-ael — AcCc A — A=1.

El otro sentido es trivial. &
Ejemplo 97. En cualquier anillo A son ideales tanto el subgrupo {0} como el mismo anillo A (A es ideal en si mismo).
Ejemplo 98. 0Z, 1Z, 2Z,3Z, 47 son todos ideales de Z (y subgrupos de (Z, +)).

Ejemplo 99. Sabemos que en Z todo nZ es un ideal. ;jOcurre lo mismo para {(n,n) | n € Z} < Z x Z? La respuesta es que
NO. Contraejemplo: (1,0) e (3,3) = (3,0) ¢ {(n,n) | n € Z} (al no ser cerrado por el producto no es un subanillo y por tanto
tampoco es un ideal).

Proposicién 128. Sea {I,};e; una familia de ideales en A (I; = A es un ideal para cada j € J). Entonces nje I, es un ideal
en A.

Ejemplo 100. En el anillo Z estan los ideales 6Z y 8Z. Por la proposicién anterior 6Z n 8Z es un ideal (es med(6,8)Z = 2Z).

Proposicién 129. Sean I, J c A ideales. Entonces I + J ={i+j|i€ I Aje J} esun ideaﬂ de A que contiene a I, a J,y
ademaés es el menor ideal con esta propiedad.

8.5.1. Ideales generados. Ideales principales. Dominios de ideales principales.

A continuacién definimos el andlogo al subgrupo generado pero para anillos:

Definicién 52 (Ideal generado por un subconjunto). De [DH96]. Sea (4, +,-) un anillo conmutativo, S = A. Definimos el
ideal generado por S y lo denotamos con {S) como el conjunto de todas las palabras de longitud n en los elementos de S,
para n € N. Esto es:

(SYy={s1-a1+ -+ span | a; € A, sieS,neN}={Zaisi|aieA, s; € S,n e N}
i=1

Ojo al abuso de notacién en la definiciéon anterior. El sumatorio y el producto implicito hacen referencia a las operaciones
definidas en el anillo (4, +, ).

Como cabe esperar, cumple las mismas propiedades que cumplian los subgrupos generados.

Proposicién 130. Sea S = {S1,...,5,} € Ay sea (S)={>_, a;s; | a; € A}. Entonces
1. (S) es un ideaP|en A
2. 5c(S)

3. Si T es un ideal, entonces S ¢ T <= (S) < T, esto es, {S) es el menor ideal que contiene a S.

Proposicién 131. Consideramos ahora {s) para un elemento s € S (esto no es mas que {{s})). Afirmamos que s e Y(4) <
(s)=A

1Ojo: aqui I + J no tiene nada que ver con la suma directa (el caso particular del producto directo) que habfa en grupos. De hecho se parece
maés al producto libre, que recordemos que en caso de que I, J fueran subgrupos normales daba un subgrupo normal. El equivalente aqui es que si
1, J son ideales entonces su ”producto libre”también es un ideal.

2Es para asegurarnos de que la construccién que hemos dado produce un ideal.
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Demostracion. Primero, si s e U(A) = Jae A|sa=as=1 = 1€{s) = Vbe A, bl =be(s) = Ac{s). Es
claro que (s) < A luego A = (s).

Reciprocamente, A = (s) = Ja|sa=1 = selU(A). &

Definicién 53 (Ideal principal). Diremos que un ideal es principal si estd generado por un tinico elemento.

Ejemplo 101. En Z consideramos el subconjunto S = {6}  Z. El conjunto {(S) = {a6 | a € Z} = 6Z es un ideal y como estd
generado por un unico elemento, es un ideal principal.

Definicién 54 (Dominio de ideales principales (DIP)). Sea (A, +, ) un anillo que ademds es un DI. Si todo ideal I = A es
principal decimos que A es un dominio de ideales principales o DIP.

Observacién 14. En Z todo ideal es principal.
Ejemplo 102. Aunque en Z todo ideal es principal, también podemos dar ideales de Z con varios generadores (aunque para
todos ellos siempre podremos encontrar un dnico elemento que los genere). Por ejemplo 2Z = {6a + 100 | a,b € Z} = {6, 10).

8.5.2. Ideales primos

Definicién 55 (Ideal primo). Diremos que P c A es un ideal primo <=
1. P2 A
2. a1¢ PAray ¢ P — ajax ¢ P

Figura 8.1: Ejemplo de un ideal primo (5Z) y otro no primo (6Z).

Ejemplo 103. En Z el {0} es un ideal primo. También lo es 5Z. Por el contrario 6Z no lo esﬂ

Proposicién 132. Un anillo A es un DI <= {0} es un ideal primo.

Orlando dio la implicacién hacia la derecha de este teorema pero [DH96] da la otra.

Proposicién 133. Sea P & A un ideal propio. Entonces A/P DI <= P ideal primo.

Demostracion. Ver [DH96) p. 201]. &

8.5.3. Ideales maximales

Definicién 56 (Ideal maximal). Sea I & A un ideal propio. Diremos que I es un ideal maximal <= V.J

Jideal nICJc A = J=IvJ=A
Proposicién 134. En el anillo (Z, +, -) son ideales maximales pZ con p primo.

Proposicién 135. Sea M < A un ideal maximal de A. Entonces A/M es un cuerpo.

3Vaya que chorprecha que los pZ con p primo sean ideales primos.
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27

67 pero

no caben maés ideales

Jmaximal = J=IvJ=A4

Figura 8.2: Diferencia entre un ideal maximal y uno no maximal. Aqui 6Z no es maximal pero 5Z si que lo es.

Proposicion 136. Todo ideal maximal es un ideal primo.
Demostracion. M < un ideal maximal de A = A/M cuerpo = A/M DI = M ideal primo. &

El reciproco no es verdad en general. Por ejemplo en Z el {0} es un ideal primo pero no es maximal porque Z/{0} ~ Z no es

un cuerpo (contrarreciproco de la [proposicion 135)).

8.5.4. Ideales y el producto directo

Proposiciéon 137. Sean A, B anillos conmutativos con unidad. Sean I < A,J < B ideales de A y B respectivamente.
Entonces I x J € A x B es un ideal en el producto directo.
Demostracion. Comprobamos las propiedades de los ideales:

1. 0=(0,0)eI x Jporque 0e I AO€J

2. Vs = (s1,82),t = (t1,t2) € I x J tenemos que s +t = (s1 +t1,80 +t3) € I x J pues s1,t1 €I = s1 +t1 €1 y pasa lo
mismo con Sg y ta.

3. Vs = (s1,82) € I x J, a=(a1,a2) € A x b se tiene que sa = (s1a1, Saaz) € I x J pues sja; € I A sqag € J. Se tiene lo
mismo para el producto por la derecha ya que A y B son conmutativos.

&



Capitulo 9

Homomorfismos de anillos

9.1. Extensiéon desde los homomorfismos de grupos.

Solo necesitamos definir qué tiene que pasar con la segunda operacion. Si lo hacemos bien, todas las propiedades se mantienen.

Definicién 57 (Homomorfismo de anillos). Sean (A, +, ), (B,®,®) anillos y sea ¢ : A — B. Decimos que ¢ es un homo-
morfismo de anillos si

L p(ar + az) = p(a1) @ p(az)

2. p(a1 - az) = p(a1) © p(az)

3. (p(].A) = ]-B

Observacién 15. Dado ¢ : A — B homomorfismo de anillos, Im ¢ < B siempre es un subanillo de B.

Proposicién 138 (Inyectividad/sobreyectividad en homomorfismos de anillos). Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos.
» ¢ inyectivo <= ker ¢ = {0}
s psobre <= Imp=2~H

Proposicién 139. El homomorfismo de anillos ¢ : A — B es una biyeccién de conjuntos <= ker¢ = {0} A Im ¢ = B.

1

Observacién 16. Si ¢ : A — B homomorfismo de anillos es una biyeccién de conjuntos entonces ¢~ : B — A también es

un homomorfismo de anilos.

Definicién 58 (Isomorfismo de anillos). Diremos que un homomorfismo de anillos ¢ : A — B es un isomorfismo de anillos
<~ Jp~!': B — Atal que

popl=Idgnp lop=1Ids

Proposicién 140. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces ¢ es un isomorfismo de anillos <= ker¢ =
{0} AIm ¢ = B.

9.2. Homomorfismos de anillos y divisores de 0

Ejemplo 104. Sea s € A, s # 0. Fijado s, definimos a5 : A — A,a — a - s. Observemos:
1. a, es un homomorfismo de grupos
2. ag es inyectivo <= kera,; = {0}
s kera, = {0} < s no es divisor de 0
» kera, # {0} < s es divisor de 0
3. Im a, = {{s})

» selU(A) < {s) (ver|proposicion 8.5.1)), por tanto o es sobre < Ima;=A < (s)=A < sel(A).

73
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Este ejemplo nos permite dar el siguiente teoremas:

Teorema 141. Sea (A, +,-) un anillo finito y sea a € A\{0}. Entonces, o bien a € U(A), o bien a es un divisor de 0. Por
tanto escribimos

A\{0} =U(A) U {a € A | a divisor de 0}

disjunta

Demostracion. Fijo s € A\{0}. Como A es finito «; inyectiva <= «; sobreyectiva <= a; biyectiva. Entonces, fijdndonos
en el ejemplo anterior, tenemos

» SiselU(A) entonces ay inyective] = kera, = {0} = s no es un divisor de 0.

= Si s¢U(A) entonces ag no es sobre = «; no inyectiva = keras # {0} = s es un divisor de 0.

Ejemplo 105. Sea A = Z/8Z x Z/10Z. ;Cuantos divisores de 0 tiene A?

Demostracion. Sabemos que |A|] = 80 == A\{0} tiene 79 elementos. Ademds, por la [proposicién 119 sabemos que
U(A) =U(Z/8Z) x U(Z/10Z) = |U(A)| =4 x 4 = 16. Luego hay 79 — 16 = 63 divisores de 0 en A. &

9.3. Homomorfismos de anillos e ideales

9.3.1. Relacién de equivalencia inducida por los ideales

Definicién 59 (Relacién de equivalencia por ideales). Sea I — A un ideal. Definimos la relacién de equivalencia a; Ras <=
a1 — ag € 1.

Proposicién 142. R es efectivamente una relacion de equivalencia

Demostracion. Probamos las 3 propiedades de las relaciones de equivalencia:
1. Reflexiva: Va1 € A, a1 —a1 =0€l = ai1Raq
2. Simétrica: Yai,as € A con aj Ras tenemos que as — a1 = —(a3 —az) € I = asRaq
3. Transitiva: a; Rag AazRas = (a1—ag2) € In(az—a3) € I = ((a1—a2)—(az—a3) € I = (a1—a3) € I = a1Ra3

&

;Cémo son las clases de equivalencia que viven en el conjunto cociente A/I? Pues son de la formaa = a+1 = {a+1; | i; € I}.
Podemos dotar de estructura de anillo a este conjunto cociente. Las operaciones que definimos son las naturales:

Definicién 60 (Estructura de anillo del cociente). Sea (A, +,-) un anillo, I < A un ideal. La relacién de equivalencia
a1Ray <= a; — as € I define una particién en clases de equivalencia @ € A/I. Definimos las operaciones # y e

G#b=a+i;+b+ij=a+b+i;+ij=a+b (9.1)
~——
el
aeb=(a+1i;)(b+i;) =ab+ai; +bi; +ijij=a-b (9.2)
S
el

De este modo (A/I,#,e) es un anillo y 7 : A — A/I definido con a — 7(a) = @ es un homomorfismo de anillos.

Hemos esperado a dar esto hasta ahora para poder dar la definicién correcta del homomorfismo de anillos 7 que aparece al
crear el cociente.

Proposicién 143. Lo que dice la definicién es verdad: (A/I, #,e) es un anillo y 7 un homomorfismo de anillos.

1

IEsto es porque Ya,b € A, as(a) = as(b) <= sa=sb «—= s lsa=s"lshb — a=b = ag inyectiva. Ver ejercicioﬂpara més detalles en

la demostracion de este teorema.
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Proposicién 144. La funcién 7 : A — A/I que da las clases de equivalencia es un epimorfismo de grupos (es sobreyectivo)
y ademas ker 7w = I.

Proposicién 145. P c A ideal primo <= A/P es un dominio de integridad

Demostraciéon. Sabemos que

a¢ P < a#0en A/P
b¢ P < b#0en A/P
a-b¢P < a-b=a-b#0en A/P

Luego es claro que P ideal primo <= el producto de elementos no nulos es no nulo en A/P <= A/P es un DI (dominio
de integridad). &

9.3.2. Reticulo de ideales
Definicién 61 (Reticulo de ideales). Estaria bien tener una definicién de esto.

Ejemplo 106. En (Z/8Z,+, ) el reticulo de ideales coincide con los subgrupos de (Z/8Z, +):

{0} = (4) ={0,4} = (2) ={0,2,4,6} c Z/8Z

9.3.3. Correspondencia entre ideales por un epimorfismo de anillos

Ahora damos un teorema anélogo al de correspondencia que dimos para subgrupos (teorema 37)).

Teorema 146 (de correspondencia entre ideales). Sean A y B anillos y sea o : A — B un homomorfismo de anillos.
1. Si J < B es un ideal entonces a~!(J) es un ideal en A.
2. SiI c A es un ideal y ademds « es sobreyectivo entonces la imagen «(I) es un ideal en B.

A—2 s pBoy

71'
7T O
B/J
Demostracion de 1. Observar que a~'(J) = ker(m o @) y por tanto es un ideal. &

Demostracion de 2. Probamos las 3 propiedades de los ideales (definicién de Orlando, [definicion 50)).
1. 0e I A ah. de anillos = «(0) =0¢€ «(])

2. Sean a(by), a(bs) € a(I). Entonces daj,as € I | by = a(ar) Aby = afas). Por tanto by +be = ala; +a2) = alar) +a(as) €
I — b1 +b2 € Oé(I)

3. Sea b e B. Como « es sobre, dJa € A | a(a) € B. Sea V' € a(I) = Ja’ € I | b = a(a’). Entonces b = a(a)a(ad’) =
alaa’) € a(I) porque aa’ € I.



76 CAPITULO 9. HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

&

Proposicién 147. Sea (A, +, ) un anillo, I & A un ideal propio de A. Sea 7 : A — A/I la funcién sobreyectiva que da las
clases de equivalencia para cada elemento a € A — @ que tiene ker m = I. Se tiene

1. Si J es un ideal en A/I entonces 7~1(J) es un ideal en A que contiene a I
2. Si J es un ideal en A entonces 7(J) es un ideal en A/I y J < 7w~ (m(J)).

= Si ademds I < J entonces hay igualdad J = 7= (7 (J)).
Demostracion. Si J es un ideal en A/I.

A—"— AT T
Al
J

La composicién 7’ o es un homomorfismo de anillos y ademés ker(n’ o 1) = 7~1(J) &
Observacién 17. El ideal {0} de A/I tiene contraimagen 7~1({0}) = I.

Ejemplo 107. Buscamos el reticulo de ideales del grupo Z/8Z. Por la [proposicién 147| tenemos que los ideales J de Z/8Z
estdn en correspondencia con los ideales J en a que contengan a 8Z (Aqui A =Z, I = 8Z).

Z=(1)—— (T =2/82
| |
27 = (2) — (2) = {0,2,4, 1}
|

AZ = (4 —— (3 = {0,7)

8Z = (8) ——— () - {0}
Figura 9.1: Reticulo de ideales del anillo Z/12Z en correspondencia con los ideales de Z que contienen a 127Z.

Obtenemos cada ideal de Z/12Z aplicando 7 a cada ideal de Z que contiene a 12Z, esto es, cogiendo cada uno de sus elementos
y tomando su clase. Para simplificar el dibujo, hemos puesto los ideales con generadores pero se puede hacer a mano. También
se puede hacer directamente tomando la imagen del generador de un ideal de Z que contiene a 12Z.

Ejemplo 108. Buscamos el reticulo de ideales de Z/12Z. Aplicanto la [proposicion 147| tomando A = Z,1 = 12Z, sabemos
que los ideales del reticulo de Z/12Z estan en correspondencia con los del reticulo de Z que contienen al 127Z.

Ty =17/12Z
VAN
p)
SN/

6
NS
(12) = {0}

&

Figura 9.2: Los ideales de Z/12Z en correspondencia con los ideales de Z que contienen a 127Z.

Como cabria esperar...
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Proposicién 148. En Z/nZ hay un ideal por cada divisor positivo de n. Ademds dos ideales w(nZ) y m(mZ) cumplen
(nZ € mZ < mdivide a n) = (7(nZ) c 7(mZ) <= m divide a n)

Ejemplo 109 (Reticulo de ideales de (Z, +,-)). Sabemos que los ideales de Z son de la forma nZ = 0Z,1Z,27Z,3Z,4Z, . . .
paran =0,1,2,3,... Observemos que podemos construir el reticulo sabiendo que nZ c mZ < nemzZ < m | n. Asi
nos va quedando el reticulo:

/ Z
27, 3Z 57, 7 - «—— todos los primos en esta fila...

/ \

10Z | 6Z | 15Z | 35Z | 217Z

47 97 25Z 492 --- «— los cuadrados de primos en esta fila...

Figura 9.3: Reticulo de ideales de (Z, +, -).

Observacién 18. Ya hemos visto que los ideales maximales de Z son los de la forma pZ con p primo. Es natural entonces
que Z/nZ tenga tantos ideales maximales como divisores primos tenga n. Observemos que no importa la multiplicidad ya
que los ideales que se corresponden con p”, r > 1 no estan en la primera fila, sino que estan incluidos en ideales que si estan
en la primera fila.

Mira tu por donde...

Proposicién 149. Sea (A, +,-) un anillo. Son equivalentes:
1. A es un cuerpo.

2. El reticulo de ideales es el trivial, es decir, que solo tiene como ideales a {0} y a si mismo.

9.4. Primer teorema de isomorfia para anillos

Teorema 150 (Primer teorema de la isomorfia para anillos). Sea o : A — B homomorfismo de anillos sobreyectivo. Entonces
B es isomorfo a A/ker a.

El resultado que acabamos de dar a veces se llama Teorema Fundamental de Isomorfismos de Anillos [DH96]. Lo hemos
llamado Primer Teorema de la Isomorfia para anillos porque es lo mismo cambiando grupo por anillo y subgrupo normal por
ideal.

Para probarlo nos ayudamos del siguiente Lema:

Lema 151. Sea ¢ : A — B homomorfismo de anillos. Sea I un ideal en A tal que I < ker ¢. Entonces:

a—F s p

AT

1. 3@: A/kerp > Btalque p =gom
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2. kerp = ke#

Demostracion de 1. Recordemos que m: A — A/I (la proyeccién que lleva cada elemento a su clase) es sobre. Tenemos que
demostrar que ¢ = P o, es decir que Va € A, p(a) = @(m(a)) = P(a) estd bien definida. Recordemos que @ = o/ <
a—a €l.Comolckerp = pla—d)=0 < @(a) = ¢(d). &

Demostracion de 2. Seaae A/l

adckerp < Pp(a@) =05 = ¢la) =0 < ackerp

&

Demostracion del primer teorema de la isomorfia para anillos. Por el lema tenemos que @ es un homomorfismo de anillos.
Ademads, como « es sobre por hipOtesis y m también lo es tenemos que @ es sobre. Aplicando la segunda parte del lema

— _ kera _ — . .
tenemos que kera = {2 = {0} luego @ es inyectiva.

Como @ es un homomorfismo de anillos, es inyectivo y es sobre, tenemos que es un isomorfismo de anillos y por tanto
B~ A/kera &

Corolario 14. Sea « : A — B homomorfismo de anillos (no necesariamente sobre). Entonces Im o ~ A/ ker a.

Observacién 19. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos y B un DI. Si restringimos ¢ a su imagen lo convertimos en
sobreyectivo. Por el primer teorema de la isomorfia tenemos que A/ ker ¢ ~ Im ¢ que es un dominio luego ker ¢ es un ideal
primo en A.

Ejemplo 110. Sea « : Z[X]| — Z un homomorfismo de anillos sobreyectivo definido por

n n

xJ 97
Y axi e Y ag
7=0 7=0
ap — agp

Entonces ker o = (& — 3) y ademds Z ~ Z[X ]/ ker a. Aqui ker v es un ideal primo porque el cociente es un domino.

Observacién 20. Hay veces que no existe un homomorfismo de anillos entre dos anillos cualesquiera. No ocurre como con
grupos que siempre teniamos el trivial.

Ejemplo 111. No existe homomorfismo de anillos f : Z/3Z — Z/4Z porque nos vemos forzados a definir f(1) = 1 pero
entonces f(1+1+1)= f(0)=0%#3=f(1)+ f(1)+ f(1).

Proposicién 152. Sea A un anillo cualquiera y sea « : Z — A definida por f(1) = 14 que automéaticamente nos define
f(=1)==14, f2=141)=14+4+14,...,f(n) =nla, f(—n)=n(—14). Entonces si a es un homomorfismo de anillos es
el tinico homomorfismo de anillos entre Z y A.

Proposicién 153. Si A es un anilloy o : Z — A es el homomorfismo de anillos, entonces Im o ¢ A es un DI.

Definicién 62 (Caracteristica de un dominio). Diremos que A es un DI de caracteristica 0 si ker « = {0}. Diremos que A
es un DI de caracteristica p si ker a = pZ.

Ejemplo 112. Consideramos « : Z — Z/3Z[X]. Existe un tnico homomorfismo de anillos a y ademas kerav = 3Z —
Z/3Z[X] es un DI de caracteristica 3.

9.5. Cuerpo de fracciones de un anillo

Sean a,b € A elementos de un anillo A cualquiera. En general ax = b no tiene soluciéon dentro del anillo pero muchas veces
las soluciones de esta ecuacion son de interés. Por ejemplo, para resolver dichas ecuaciones cuando A = (Z, +, -) extendemos
Z al cuerpo (Q, +, ). En esta seccidén veremos como esta extension en realidad se puede hacer para cualquier DI conmutativo
y con unidad.
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Definicién 63 (Cuerpo de fracciones de un anillo). Sea (A, +, -) un anillo conmutativo y con unidad y ademés sea A un DI
Definimos en A x A\{0} la relacién de equivalencia R

(a,b)R(c,d) < ad = bc (9.3)

Definimos ademads el cuerpo de fracciones C' = (A x A\{0})/R = {[(a,b)] | (a,b) € A x A\0} y dos operaciones sobre las
clases de equivalencia

[(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + be, bd)] (9.4)
[(a,8)] - [(¢,d)] = [(ac, bd)] (95)

Este conjunto C' es el conjunto de los pares [(a,b)] tales que a,be A A b # 0 y lo interpretamos como los ntimeros § (esta
siempre bien definido porque b # 0).

Proposiciéon 154. La relacién R es efectivamente una relacion de equivalencia.

Teorema 155. (C,+, ) es un cuerpo y ademds contiene un subanillo isomorfo a A.

Demostracion. Para ver qu (C,+,-) es un cuerpo hay probar que (C,+,) es un anillo conmutativo con unidad y que no
hay divisores de 0. Es decir que las operaciones estdn bien definidas, que (C,+) es un grupo abeliano, que el producto es
asociativo y conmutativo (es decir que (C'\{0}, ) es un grupo abeliano), y que se cumplen las propiedades distributivas. Ver
[DH96, p.209].

Ademaés afirmanos que C' contiene un subanillo isomorfo a A. Este subanillo es
A={[(a,1)][ac A}

Se comprueba que en efecto es un subanillo (es cerrado por las operaciones y tiene estructura de anillo) y se define f : A — A
con f(a) = [(a,1)]. Se comprueba que f es en efecto un isomorfismo de anillos. &

En lo que sigue diremos que A es un subanillo de C' aunque esto no es del todo cierto pero abusamos del lenguaje ya que son
isomorfos.

Ejemplo 113. Veamos ejemplos de cuerpos de fracciones de los anillos méas importantes:

= El cuerpo de fracciones de Z es Q. Bueno, en realidad es isomorfo a Q con el isomorfismo f([(p, q)]) = g.

s El cuerpo de fracciones de Z[i] es Q[7]. En esta ocasion el isomorfismo es
_(p+q)  (ptgi)u—wvi) putvg .qu—pv

+ gi,u + vi)]) = = = =
f([(p qt,u UZ)]) (U+UZ) ’LL2+U2 u2+v2 Zu2+v2

» El cuerpo de fracciones de Z[ v/m] es Q[ v/m

= Todo cuerpo coincide con su cuerpo de fracciones porque son isomorfos mediante f(a) = [(a,1)].

En ocasiones nos podemos pasar extendiendo un anillo para posibilitar que las ecuaciones ax = b tengan solucién. Por
ejemplo ax = b para a,b € Z tiene solucién en Q pero también en R y C. Por eso es interesante dar el siguiente resultado:

Proposicién 156. Sea A un DI conmutativo y con unidad. Entonces su cuerpo de fracciones C es el menor cuerpo que

contiene a A. Es decir que si cualquier otro cuerpo C contiene a A entonces existe un subcuerpo C' < C tal que C es
isomorfo a C’.

Demostracion. Ver [DH96] p.210]. &
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Capitulo 10

Anillos de ponilomios

10.1. Definiciones basicas y primeros resultados

Definicién 64 (Anillo de ponilomios). Sea (A, +,+) un anillo conmutativo y con unidad. Definimos el anillo de ponilomios
con coeficientes en A e incégnita X

A[X]={> a;X"|a;€ ArmeN}
i=0
Para dos elementos cualesquiera p = Y (a; X", ¢ = >",a; X" € A[X] se definen las operaciones suma y producto
méx(n,m)
p+q= Z (@i +b;) X"

1=0
méax(n,m) i
p-q= Z 5X*', s = ij(h—j
i=0 §=0

Estas operaciones son las operaciones término a término de toda la vida.

Proposicién 157. Sea (A, +,+) un anillo conmutativo y con unidad. Entonces el anillo de ponilomios (A[X], +,) es un
anillo conmutativo y con unidad.

En este anillo el elemento neutro aditivo 0 es el ponilomio que tiene todos sus coeficientes a; = 0.

Definicién 65 (Polinomio ménico). Sea A[X] un anillo de ponilomios y p € A[X]. Diremos que p es ménico <= a,, =
méx{ay | ar # 0} = 1.
Definicién 66 (Grado de un ponilomio). Sea p € A[X]. Definimos el grado del ponilomio p = Z?:o a; X’

gr p = méax{j | a; # 0} (10.1)

Proposicién 158. Si A es un DI entonces A[X] también lo es.

Demostracion. Sean p,q € A[X] no nulos. Entonces
méx(n,m)
p-qg=0 <= Z 5 X°
i=0
i
— si= ) pjdi-j =0
3=0
— pjgi—; =0, VO < j<i

< pj=0vg_j=0en A
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va que A es un DI. &

Corolario 15. Si A[X] es un DI conmutativo y con unidad y p,q € A[X] con p,q # 0 entonces
grpq =grp+grq (10.2)
Proposicién 159. Si A[X] es un DI conmutativo y con unidad entonces U(A[X]) = U(A).
Ahora hacemos lo mismo para cuerpos:
Proposicién 160. Si K es un cuerpo entonces K[X] es un DI

Demostracion. Si K es un cuerpo entonces U (K[X]) = U(K) = K\{0}. &

Demostracion. Si K es un cuerpo en particular es un DI y nos reducimos a hace dos proposiciones. &

Teorema 161 (Algoritmo de la divsién). Sea K un cuerpo y sean p,q € K[X] con g # 0. Entonces existen ¢, r € K[X] tales
quep=gqc+ryademasgrr=0vgrr <grgq.

Aqui c es el cociente y r es el resto.

Definicién 67 (Divisibilidad). Sean p,q € K[X]. Decimos que p divide a ¢ en K[X] y lo denotamos con p | ¢ <= ¢ =cp
con ¢ € K[X] (es decir, si el resto es 0).

Proposicién 162. Sea K un cuerpo entonces K[X] es un DIP.

Demostracién. Como en K[X] tenemos un algoritmo de la divisién entonces todo ideal es principal. &
Observacién 21. Ojo: si K = D no es un cuerpo, sino que solo es un dominio, no es cierto que D DIP = D[X] DIP.

Corolario 16. Si K es un cuerpo enotnces en K[X] identificamos los ideales en K [X] con los ponilomios ménicos en K[X].
Es decir

p € K[X] ménico <= I = (p)ideal en K[X]
el <= pely <= qlpen K[X]

10.2. Factorizacion e irreducibilidad en anillos de ntimeros

Definicién 68 (Divisibilidad). Sea A un DI conmutativo y con unidad y sean r,s € A. Decimos que r divide a s y lo
denotamos por r | s <= 3t € A | s = rt. Escribimos s/r para denotar a ¢.

Definiciéon 69 (Primo). Sea A un anillo conmutativo. Decimos que p € A es primo <= p# 0 Ap¢U(A) A Va,be A

plab = plavplb

Proposicién 163. Sea A un anillo conmutativo. Sea pe A,p # 0,p ¢ U(A).
p primo <= (p) es un ideal primo

Ejemplo 114. En Z (que tiene U(Z) = {—1,1}) todo subanillo pZ con p primo (en el sentido tradicional de la palabra) es
un ideal primo.

La definicién de primo generaliza para futuras estructuras a la definicién de elemento irreducible.

Definicién 70 (Elementos asocidados). Sea A un DI conmutativo y con unidad. Dos elementos a,a’ € A se dicen asociados
<~ Fuel(A)|a=ud.

Proposicién 164. Sea A un DI. Sean a,a’ € A. Entonces a y a’ son asociados <= {(a) = {a’).
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Definicién 71 (Elemento irreducible). Sea A un DI conmutativo y con unidad y sea a € A tal que a # 0 A a ¢ U(A) (que
sea no nulo y no sea unidad). Decimos que a es irreducible si a = a’s = s e U(A).

Observemos que no puede ocurrir que p € U(A) A g € U(A) y que ademds pg = a ¢ U(A) (las unidades son un grupo =
clausura).

Proposicién 165. Sea p € A.
p primo = p irreducible
Definicién 72 (Dominio de factorizacion unica (DFU)). Sea D un DI. Diremos que D es un dominio de factorizacién tinica
(DFU) si se cumplen las siguientes condiciones Ya € D:
ma#0na¢UU(D) = a=pips...p, donde p; es irreducible en D

= a4 =pips...Pr, p;irreducibley a = qi1qs...qs, q; irreducible = r = s y ademas r; y ¢; son asociados parai = 1,...,r
(la igualdad es un caso particular de el ser asociados).

Ahora vemos la relacién de los DFU con los DIP.

Proposicién 166. Si A es un DFU entonces A[X] es un DFU.

Teorema 167. Sea A un DIP entonces a € A es irreducible < (a) es maximal.

Demostracion. Ver [DHI6, p. 247 &

Definicién 73 (Propiedad de cadena creciente). Diremos que un anillo A tiene la propiedad de cadena creciente < toda
cadena creciente [; S Ib S I3 S --- S I,, < ... es finita. Es decir, que In | I, = I,11 = Ipy0 = ...

Proposicién 168. Si D es un DIP entonces D tiene la propiedad de cadena creciente.

La demostracion es tan ingenua como uno quiera.

Demostracion. Seal; € Io € I3 < --- < I, < ... una cadena de ideales. Sabemos que en cualquier anillo | J I; es un ideal. Sea
J = {d) para algin d € D. Como D es un DIP ocurre que de | JI; = del,, = {(dyc I,y = Iy, =Ipt1=... &

Teorema 169. Sea A un DIP. Entonces A es un DFU.

Demostracion. Parece ser que la prueba consiste en ver que si un DI tiene la propiedad de la cadena creciente entonces es
un DFU. Utiliza que todos los DIP tienen esta propiedad para probar este teorema. Ver [DH96) p. 248] &

Definicién 74 (Dominio euclideo). Sea D un DI y d : D\{0} — Z > 0 una aplicacién que cumple
1. a,be D, a,b# 0 = d(a) < d(ab)
2. Si b # 0 entonces Ya € D, Je,7 € D | a = ¢b+ r (con posibilidad de que r = 0).

Entonces decimos que D es un dominio euclideo y lo abreviamos con DE.

Ejemplo 115. El anillo (Z, +,-) con d(a) = |a| es un DE.

Demostracion. Es bien sabido que Z es un DI. Comprobamos que d cumple las propiedades pedidas:
1. a,b€Z, a,b#0 = |a|] < |ab] = |a||b] = 1

2. La segunda propiedad se cumple porque en Z tenemos algorimo de la divisiérﬂ

Ejemplo 116. Sea K un cuerpo. El anillo de ponilomios K[X] con la funcién d = gr (el grado) es un DE.

Demostracion.

p.qe K[X], p.g#0 = grp<grpg=grp+egrq

1El algoritmo de la divisién se debe a Euclides, de ahi que esto se llame dominio euclideo.




84 CAPITULO 10. ANILLOS DE PONILOMIOS

Tenemos algoritmo de la divisiéon: 3g # 0, p = qg + r con gr r < gr q. &

Teorema 170. Sea D un DE. Entonces D es un DIP. Asi, nos queda:

DE = DIP = DFU

10.3. Factorizaciéon e irreducibilidad en anillos de ponilomios

Teorema 171. [DH96] p. 232] Sea K un cuerpo y p € K[X] un ponilomio irreducible. Entonces el ideal generado por p es
maximal en K[X].

En particular, si p es ménico entonces se cumple el reciproco.

Proposicién 172. Sea K un cuerpo y p € K[X] un ponilomio ménico. Entonces p es irreducible <= (p) (el ideal generado
por p) es maximal.

Proposicién 173. Sea p(x) € K[X]. Entonces ag € K es un 0 de p(z), es decir p(ag) = 0 < p(x) = (x — ag)g(z) con
q(x) € K[X].

Observacién 22. Si p(x) es un ponilomio de grado n entonces no puede tener més de n ceros en K.

10.3.1. Criterios de irreducibilidad

Teorema 174. [DH96, p.222] Sea K un cuerpo y sea f(z) € K[X] un ponilomio de grado 2 o 3. Entonces f(z) es reducible
— f(z) tiene ung’ raiz en K.

2Aqui no sé si tiene que ser una o valen varias. Orlando lo da diciendo que f(z) es irreducible <= f(z) no tiene raices en K.

Proposicién 175 (Criterio para las raices de ponilomios con coeficientes en Z ). Sea f(z) = > ,a; X" € Z[X]. Entonces
% € Q con med(a,b) = 1 es una raiz de f(r) <= a | ag A b | an.

Teorema 176 (Criterio de Eisenstein). Sea f(z) = Z;L:O a;j X7 € Z[X] un ponilomio. Si existe p primo tal que p | a;j,Vj =
1,...,n—1yademas p | a, A p* | ap entonces f(x) es irreducible en Q[X].

Proposicién 177. Si K[X] es un cuerpo entonces todo ponilomio ménico de grado 1 es irreducible.
Observacién 23. En K[X] = C[X] todo ponilomio ménico irreducible tiene grado 1.

Observacién 24. En K[X] = R[X] todo ponilomio ménico irreducible tiene grado 1 o 2.

Esto es, si un primo p divide a todos los coeficientes menos el primero y el Gltimo y ademds no divide al primero ni su
cuadrado divide al tltimo entonces el ponilomio es irreducible en Q[X].

10.3.2. Construccion de anillos de ponilomios finitos

Proposicién 178. Sea K un cuerpo y sea f(z) € K[X] un ponilomio ménico. Entonces K[X]/{f(x)) es un cuerpo
{f(z)) es irreducible. —

Demostracion. Viene de la proposiciéon [proposicion 172 que vale para ponilomios ménicos. &

Teorema 179. Sea K un cuerpo y sea f(z) = >7_ a; X’ € K[X] un ponilomio ménico irreducible. Entonces K[X]/{f(z))
es un K-espacio vectorial con base {1, X, X?2,..., X"~} y por tanto de dimensién n.

Por analogia a como se mueven los niimeros en la pigina 202 de Santorum obtenemos:

Proposicién 180. Sea K cuerpo de dimensién k, f(z) un ponilomio moénico irreducible de grado n en K[X]. Entonces

[K[X]/{f (@)l = k.




Capitulo 11

Por clasificar

11.1. Clase de equivalencia por el grupo de biyecciones

Definicién 75 (Clase de equivalencia por el grupo de biyecciones). Sea (G, *) un grupo, X un conjunto, Biy(X) = {f | f :
X — X biyeccion}, y a: G — Biy(X) es un homomorfismo de grupos. Definimos la siguiente relacién de equivalencia:

aRb si 3g | a(g)a = b

Por esta relacién, definimos la clase de equivalencia de un elemento a € X como:
cl(a) = {a(g)(a) [ g€ G} 5 a

Para poder definirlo mejor nos gustaria saber cuantos elementos existen en c¢l(a). Para ello nos ayudaremos del centralizador de a
(definicién . En nuestro caso particular, el centralizador es:

Ca(a){ge G| a(g)(a) = a}

Es fécil ver que si g € Cg(a) y ¢’ € Cg(a) entonces g * ¢ = Cg(a).

Teorema 181 (Orden de la clase de equivalencia de un elemento). Sea (G, *) un grupo, C(a) el centralizador de a y cl(a)
la clase de equivalencia de a:

lcl(a)| =[G : C(a)]

= Recordemos que fijado o € S5 podemos dar una descomposicién en ciclos o = (123)(45) que es tnica aunque los ciclos
se escriban diferente (por ejemplo (123) = (231)).

1

» Fijado 7€ S5, Tor™" = (7(1)7(2)7(3))(7(4)7(5)) la descomposicién se mantiene

= Si dos permutaciones o, ¢’ tienen descomposiciones del mismo tipo (un 3-ciclo y un 2-ciclo como antes) entonces existe
un 7 que hace pasar de una a otra.

Ejemplo 117 (Posibles descomposiciones en ciclos de Sy).

Para (1234)
cl((1234)) = {7(1234)77* | 7 € S4}

= A la hora de definir 7 tenemos varias posibilidades. En este caso, si empezamos por el 1, para fijar el segundo elemento
solo tenemos 3 posibilidades, para el tercero 2 y para el dltimo una. Por tanto

lcl((1234))] = 4

= Recordemos que el centralizador

Cs,((1234)) = {o € Sy | 0(1234)07 = (1234)} < Sy
» Como Sy tiene |Sy| = 4! = 24 y tenemos que |cl((1234))| = [S4 : Cs,((1234))] = 6 necesariamente |Cg, ((1234))| = 4.
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= Nos proponemos calcular el grupo C'((1234)). Un candidato para o € C((1234)) es 0 = (1234). En efecto (1234)(1234)(1234) €
C((1234)). Siempre ocurre que un elemento conmuta consigo mismo. Ademds, {(1234)) < C((1234)) pero como
[{(1234))] = 4 = |C((1234)) tiene que ocurrir que ((1234)) = C((1234)). Es decir que de tipo 4 solo tenemos (1234).

= ; Qué tipos tenemos? Pues tantos como maneras de descomponer 4 en suma de niimeros positivos, a saber
(1234) de tipo 4

o (123) de tipo 3+1
(12)(34) de tipo 242

e (12) de tipo 2+1+1

o Id de tipo 14+1+1+1 (que es la tnica que tiene descomposicién en 4 unos)

= En general no es dificil calcular cuantos hay, por lo que a menudo utilizamos este argumento para calcular el grupo
centralizador.

= Lo importante es que estamos descomponiendo Sy de la siguiente manera:

Sy = cl((1234)) A el((1223)) ~ cl((12)(34)) A cl((12)) A cl(Id)
|Sa] = [el((1234))[ n [el((1223))] N [el((12)(34))| N [el((12))] N [el(1d)]

» Ahora analizamos la clase cl((123)) de los ciclos de tipo 3+1. Lo primero es saber cuantos hay. Pues tenemos que elegir
3 elementos de entre 4 y luego ordenar los dos que nos quedan por tanto

cl((123))] = <§> «2-8

Por otro lado lo que sabemos es que (123) € C((123)) (porque todos conmutan consigo mismos) y como antes
|C((123))] = 3 (de la férmula |cl((123))] = [Ss : C((123))]), luego C((123)) = {(123)).

= Jgual es un poco mas interesante la clase de tipo 2+2. Pregunta de examen: halla generadores del subgrupo centra-
lizador del elemento (12)(34).

¢ Sabemos que el conjugado de un elemento de tipo 2 tiene que ser otro de tipo 2, por tanto tenemos que ver qué
elementos distintos de tipo 2 tenemos. Pues fijamos el 1 por ejemplo y vemos qué parejas podemos hacer. Nos
salen 3, a saber, 1 con 2, 1 con 3 y 1 con 4 de lo que concluimos que |cl((12)(34))| = 3.

o De la misma férmula que antes sacamos que |C'((12)(34))| = 8. De orden 8 sabemos que hay solo unos pocos
grupos (ver la clasificacién en |3.3.1)). Veamos con cudl de ellos es isomorfo.
« Como siempre sabemos que (12)(34) € C((12)(34)). Tenemos que encontrar los demas 7 que conmutan To7~ 1 =
7(12)(34)7~ 1 = ((1)7(2))(7(3)7(4)). Probamos con T = (1324)|H
(1324)(12)(34)(1324) !
(34)(21)
Que es el mismo, luego hemos probado que 7 conmuta y por tanto 7 € C'((12)(34)). Lastima que no valga porque
nos damos cuenta de que 72 = (12)(34). Vaya. Dracula ha hecho chiste con esto y todo (X, d)E|

Lo que hacemos es quitar el (12)(34) y cambiarlo por el (12). Para evitar 72 # (12). En resumen, ya tenemos
(12) e C((12)(34)) y 7 = (1324) € C((12)(34)). Si vemos sus grupos generados:

((1324)) = {(1324), (12)(23), (4321), Id}
((12)) = {(12), 1d}

La interseccién de ambos subgrupos es solo la identidad y por la férmula del producto libre averiguamos que
[(1324))((12))| = 8 por lo C((12)(34)) = ((1324), (12)).

Tiene toda la pinta de ser D4y porque estd generado por dos elementos, no es abeliano y los 6rdenes de los
generadores son 0((1324)) = 4, 0((12)) = 2. Solo nos quedaria probar que se sigue cumpliendo la ecuacién de la
presentacién de Dy:

BA = AB® < (1324)(12) = (12)(1324)*

Lo comprobamos y al final sale.

1La idea de probar con este viene de decir: pues a ver qué pasa si cambio el 1 con el 3 y el 2 con el 4, que nos darfa la permutacién (1324). En
cualquier caso esto es prueba y error, y parar de probar cuando tengamos un grupo generado de orden 8.

2Aqui se ve claramente que la eleccién del T es casi al azar. Hemos elegido uno que prometia pero hemos tenido la mala suerte de que su
cuadrado nos daba un elemento que suponiamos estaba en el grupo (72 = (12)(34). Podriamos haber descartado este T = (1324) pero hemos
preferido descartar el elemento (12)(34) que sabiamos que estaba en el grupo. La razén de la sustitucién de este Gltimo por el (12) es un misterio
hasta la fecha.
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» Ahora hacemos lo mismo con C'((12)). Siguiendo un razonamiento similar, llegamos a que C((12)) es isomorfo con el
grupo de Klein y por extensién con Z/2Z x Z/2Z.

Falta la semana fatidica de Estadistica

Vez pasada considerabamos G; x G y fijado un homomorfismo de grupos ¢ : G; — Aut(G2) hacfamos lo siguiente. En
G1 x4 Go viven los elementos (a,b) x4 (c,d) donde la operacién cambiaba en la primera coordenada (a¢s(c), bd). Probamos
la ltima clase que G1 x4 G era un grupo (probar la asociatividad no es trivial).

Observacion:

v G Aut(Q)

~ es un homomorfismo de grupos que lleva cada elemento g € G al automorfismo conjugacion v4(x) = grg~!. Observamos
que si N <G, VgeG,v,(N)=gNg~' =N.

Proposicién 182. N es normal en G (N < Q) si y solo si al restringir ¢, a N la imagen es N:

GG
N 2N, N

Es decir, que si N es normal, v,4|n induce un isomorfismo v4|n : N — N.
Demostracion. Cristalina de la definicién de subgrupo normal. &

En general, al restringir v, a un subgrupo de G no tenemos esta propiedad.

Ademas, si N < G tiene sentido restringir v : G Lot Aut(G) a Aut(N) y la restriccién da un homomorfismo.

11.2. Por revisar

Teorema 183. Dado el anillo A y un ideal propio I
m:A— A/l Icrt(J)c A, 0OeJc A/l

existe una identificacién entre el reticulo de ideales A/I con el subreticulo de ideales de A que contienen a I.
Es decir, si J es un ideale en A/I entonces 7~ 1(J) es un ideal en A que contiene al ideal I.

El ideal cero de A/I tiene contraimagen 7—1({0}) = I. Si J es un ideal en A/T

7:A— A/l — (AT

es un homomorfismo de anillos (la composicién de homomorfismos de anillos es un homomorfismo de anillos). 7=1(J) = ker
de la composicién.

Teorema 184. Sea o : A — B un homomorfismo de anillos.
= ker o es un ideal
» Im « es un subanillo
= « es sobreyectivo <= Im a =B
= « es inyectivo <= kera = {0}

Definicién 76 (Isomorfismo de anillos). Un homomorfismo de anillos o : A — B es un isomorfismo cuando es una biyeccién.
En este caso decimos que A y B son isomorfos y lo notamos con A ~ B.

Proposicién 185. Si o : A — B es un homomorfismo de anillos y una biyeccién de conjuntos entonces a~' : B — A es
nuevamente un homomorfismo de anillos.
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Homomorfismos de anillos e ideales

Teorema 186. Sea a: A — B un homorfismo de anillos. Entonces
1. Si J B es un ideal en B entonces o~ !(J) es un ideal en A.
2. Si « es sobreyectiva entonces la imagen «(I) de un ideal I ¢ A es un ideal en B

A N >~ B
7r
T o
B/J
Demostracion. 1. a=1(J) = ker(r o ) y por tanto es un ideal.

2. Probamos las propiedades de los ideales:
a) a(0)=0¢€ a(I)

b) Sean by,by € a(I) tenemos que ver que by + by € a(I). Sean ay, as € I tales que by = a(ay) A by = a(asz). Por ser
a h. de anillos tenemos que by + by = a(a; + a2) = a(a1) + a(asz).

¢) Sean b e B, V' € a(I). Tenemos que probar que bb’ € «(I). Sabemos que V' € a(I) < V = a(a), a € I. Como
be By « es sobre tiene que existir d € I | a(d) = b. Por tanto a(d-a) =b-V = bb' € a(I).

&

Fijado I < A consideramos 7w : A — A/I que es un homomorfismo de anillos sobreyectivo.
1. Si J < A/I es un ideal en A/I entonces 7~ 1(.J) es un ideal en A que contiene a I.
2. Si J es un ideal en A entonces 7(.J) es un ideal en A/J y J < m(w(J)) (es claro porque si j € J entonces 7(j) € m(J)).
a) Ademds, si I < J entonces J = 7~ 1(n(J)).

Demostracién. Si § € n=1(nw(J)) = §€ J. Ademds, 6 € 71 (n(J)) = w(§) e 7(J) = 7(§) = n(d1), d1 €
J <= 0§ —dj € kerm = I. Tomamos

0= ((5 — ji) + J; € J
—_— =
el eJ

porque I c J. &

La siguiente proposicion nos llevara al primer teorema de la isomorfia.

Proposicién 187. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos con ker ¢ ideal en A. Sea I un ideal en A con I < ker .

» Existe un dnico homomorfismo de anillos 7 : A/ — B tal que p = po.

4
A > B

6l

AT

Demostracion. Definimos (@) = p(a). Aunque choque (porque el @ puede venir de muchos a) aseguramos que @ esta
bien definida. Veamos por qué. Sabemos que a’ y a definen el mismo elemento en A/I <= a — a € I. Sopongamos
que I < ker . Entonces p(a —a') =0 < ¢(a) — ¢(a’) =0 = 7 estd bien definida como funcién.
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Veamos ahora que en efecto se cumple que @ es un homomorfismo de anillos, es decir que P(a + b) = p(a) + p(b).

Recordando la definicion que hemos dado de ¢ y la propiedad @+b = a + b es claro que p(a+b) = P(a +b) = p(a+b) =

w(a) + ¢(b) = p(@) + p(b). Es andlogo para el producto ya que @-b = a - b. &
» kerp = ker /I

Demostracion. Seaae€ A/I. Entonces a € kerp < p(a) =0 < ¢(a) =0 < a €< kerp. &

Teorema 188 (Primer teorema de la isomorfia (anillos)). Sia: A — B es un homomorfismo de anillos sobreyectivo entonces
B ~ A/kera.

A/ker «

Demostracion. Nos apoyamos en la proposicién anterior tomando I = ker . Como « y 7 son sobreyectivas tenemos que @
es sobreyectiva. Aplicando el segundo resultado de la proposicién anterior tenemos que ker@ = ker a/ keraw = {0} = @ es
inyectiva. Concluimos que @ es un isomorfismo de anillos y por tanto B ~ A/ ker «. &
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Capitulo 12
Ejercicios

12.1. Hoja 1

Ejercicio (H1.2). Sean a,b,c € G = (—1,1). Probamos las propiedades de los grupos.

» Asociatividad:

(a%b)xc= ath we = ( ) W _a+b+c+abc
" \1l+ab ath ),  Lrabractbe — 11 ah+ ac+ be
L+ 1+ab 1+ab
b+
#(bxc)=a= btel _ 1“’6) _ % _ a+tb+ctabe
1 +be 1+a<1b+10> % 1+ ab+ac+ be
+bc
» Elemento neutro: es eloyaquex*oz11290:%:$yademés()*x:l(ﬁ)ﬁfw:%:x
= Elemento inverso: la ecuacion
-1 z+ax! .
rrxr =0 ¢ —— =0 << zl=—x
14 zz!

-1

siempre tiene soluciéon y ocurre lo mismo para la ecuaciébn ™' *x =0 < 7 = —=x

» Clausura: tenemos que probar que si z,y € (—1,1) entonces x * y € (—1,1). Consideramos f(z,y) = z*y = ﬁ:ﬁ/.

Derivando tenemos que Vf(z,y) = (W’ W) # 0,Va,y € [—1,1] x [—1,1]. Si el méximo no se alcanza en
ningtn sitio de dentro del cuadrado (—1,1) x (—1,1) se tendrd que alcanzar en el borde.

e Fijado x = 1 tenemos que f(1,y) = 1+” =1 = f(l,-1<y<1)<1porquesi f(l,-1 <y < 1) tomara un

valor mayor que 1 habria un maximo en ( ,1) x (=1,1) y esto no puede ser pues V f no se anula en el cuadrado.
e Fijado x = —1 tenemos que f(—1,y) = 7’; =—-1 = f(-1,-1 <y <1)> —1 por la misma razén que antes.
¢ Hacemos lo mismo fijando la y y variando la x.

En el borde (que no estd incluido) se alcanzan méximo y minimo que acotan a f en el cuadrado:
—1l< flz,y)=c*xy<1, Va,yeG
Ejercicio (H1.3). Hallar los inversos de los siguientes elementos, cada uno en su grupo correspondiente:
1. 0( 11) en U(Z*/23Z)
o(5) en U(Z*/31Z)

Demostracién. Por el pequefio teorema de Fermat (JoM]) tenemos que a?~! =1 méd p para p primo. Entonces

1122=1 méd 23 = o(I1) =22 — 11 ' =11

520=1 méd 31 = o(5) = 30 — 5 ' =5

Ejercicio (H1.33). Sea G un grupo. Suponed que existe un tnico a € G de orden 2. Demostrad que a € Z(G).

93
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Demostracion. Recordamos que a € Z(G) <= ga = ag, Vg € G. Definimos el isomorfismo de conjugacion ¢4 (z) = grg

para algin g. Como ¢4 es isomorfismo lleva elementos de orden n en elementos de orden n. Entonces ¢4(a) = a ya que a es
el tinico elemento de orden 2. Por tanto gag™! = a = ga =ag = a € Z(G). &

Ejercicio (H1.31). Sea G un grupo de orden 8. Probad que o bien G es ciclico o a* = 1, para cada a € G.

Demostracién. Tenemos que probar que G ciclico XOR Va € G, a* = 1. Probamos dos implicaciones:

» G ciclcio = Jae G |a* # 1. Si G es ciclcio entonces 3g € G | o(g) = 8 = o(g?) = mcdo(ff&) = mcd8(8A4) =2.

= Si para todo a € Ga* = 1 entonces no hay ningiin g € G | o(g) = 8 luego G no puede estar generado por ningiin
elemento y por tanto no es ciclico.

&

Ejercicio (H1.33). Sea H un grupo. Suponed que existe un tnico a € G de orden 2. Demostrad que a € Z(G).

Demostracion. Sabemos que Z(G) = {a € G | ag = ga,Vg € G} y ademés ag = ga <= a = gag~'. Definimos ¢, (a) = gag™*

(el isomorfismo conjugacién) que es un isomorfismo Vg € G = o(pg4(a)) = o(a), Yg € G. Si a es el tnico elemento de orden
2 entonces necesariamente ¢, (a) = a, Vge G = a =gag~! = ag=ga = ac Z(G). &

12.2. Hoja 2

Ejercicio (H2.1). Se considera el tercer grupo diédrico Ds. Se pide hallar lo siguiente:
1. Las clases de conjugacién de cada uno de sus elementos.

Demostracion. Las clases dan una particion del grupo. Si un elemento pertenece a una clase, entonces la clase de ese
elemento también es la clase a la que pertenece.

- de) = {e}

= cl(B)? Sabemos que |cl(B)| = [G : C(B)]. Sabemos que (B) = {1, B, B?} = C(B) luego |C(B)| > 3. Si hubiera
més elementos en C'(B) tendriamos que |C(B)| = 6 pues C(B) < Dj3. Esto no ocurre porque sabemos que B
no conmuta con todos los demds elementos. Por ejemplo BA # AB. Por tanto |C(B)] = 3 = |d(B)| =
[D3 : C(B)] = 6/3 = 2. Es claro que B € cl(B). Ademaés, como cl(B) contiene elementos transformados por el
isomorfismo conjugacién sabemos que el otro elemento que hay tiene orden 3. El tnico elemento que queda de
orden 3 es B> = cl(B) = {B, B%}.

= cl(A)? Sabemos que A no conmuta con todos (A ¢ Z(D3)) luego |C'(A)| < 6. Sabemos que (A) = {1, A} < C(A).
Ademés, como C(A) es un (sub)grupo sabemos que no puede haber mas elementos porque si los hubiera, |(A)| |
|C(A)] = C(A) = 6 pero ya hemos visto que no puede ser. Es decir que |cl(A)| = [D3 : D(A)] = 6/2 = 3. Por
tanto cl(A) incluye los 3 elementos que nos quedan: cl(A) = {A, AB, AB?}.

&

2. Los elementos de Int(Ds).
3. Los centralizadores Cp, (x) para cada x € Ds

4. Los normalizadores N(H) para cada H < Ds.

Ejercicio (H2.2). Demostracién. Obtenidas las clases en el ejercicio se verifica que |D3| = |cl(e)| + |cl(B)| + |cl(A4)] =
1+2+3=6 L

Ejercicio (H2.6). Sea G un grupo. ;Verdadero o falso?

1. H < G y H conmutativo implica H < G.

2. H< Gy |H| =2 implica H < G.

3. Si ¢ : G — G1 es un homomorfismo de grupos, entonces Im ¢ <G

4. Si H< K y K <G entonces H< G

5. Si H< G y |H| = m entonces H es el tinico subgrupo de G de orden m.
6

. Si H <« G entonces H < Z(G).

FALSO. Contraejemplo: En G = D4 tomamos H = (B?) = {1, B, B? B*} ¢ Z(D,) = {1, B%}. )
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Ejercicio (H2.10). Demostracién. Fijado n y definida «,, : G — G, x — z™ tenemos que «, es un homomorfismo de grupos.
Ademés podemos expresar Hy = ker a,,, = Ho<(G. Ademads también tenemos que H; = Im «,, < G. Veamos que H1<G. Es
decir, que gH1g~* = Hy, Vg € G. Para ello tomamos 27} € H; y lo conjugamos gz7g~! = (gr19~!)"™ por ser a homomorfismo
de grupos. En particular (gz1g~ )" e Im o = (gr197 )" € H] = (gx19~ )" = 2} paraalgin 2, € H; — H,;<1G. &

Ejercicio (H2.13). Si A es un grupo abeliano con n elementos y k es un entero primo con n, demostrad que la aplicacién
¢ : A — A definida por p(a) = a* es un isomorfismo.

= ¢ homomorfismo de grupos.

Demostracion.

p(a)p(b) = a*b* = (ab)* = p(ab)

= ¢ biyectiva <= ¢ inyectiva ya que dominio y codominio coinciden

Demostracion. kerp = {a € A | ¢(a) = a¥ = 1}. Probaremos que a¥* =1 <= a = 1y por tanto que kerp = {1} —
¢ inyectiva. Sabemos que a¥ =1 <= o(a*) = 1. Sea t = o(a) | n. Distinguimos dos casos

e Sit=1entonces a =1y ya estd

t

_ i . s . _ _
edhD) — 1 1 contradiccién. Luego necesariamente ¢t = o(a) = 1.

e Sit> 1 entonces o(a*) =
&

Ejercicio (H2.22). Demostrad que si G es un grupo no conmutativo y tiene orden p* (p un niimero primo) entonces Z(G)
tiene orden p.

Demostracién. Sabemos que Z(G) < G = |Z(Q)| | |G| = |Z(G)| € {1,p,p* p*}
» |Z(G)| # p3 porque en tal caso G serfa conmutativo
v |Z(G)| # 1 porque G es un p-grupo y por tanto su centro no es el trivial.
» Si |Z(G)| = p? entonces |G/Z(G)| =p = G/Z(G) es ciclico lo que no es posible si G no es abeliano.
Por descarte concluimos que |Z(G)| = p. &

Ejercicio (H2.25). Sabemos que Aut(Z/12Z) ~ U(Z*/12Z) donde Z*/12Z es el grupo multiplicativo ({1,2,3,...,11},").
Queda U(Z*/12Z) = ({1,5,7,11},) y ademds da la casualidad que Va € U(Z*/12Z), o(xz) = 2 (todos los elementos son su
propio inverso) por lo que no tenemos restricciones al definir f : Z/2Z — Aut(Z/12Z):

f:2/2Z — Aut(Z/12Z) ~ U(Z*/12Z)
e=0—1
1~ {1,5,7,11}

Ejercicio (H2.26). Sea |G1| = m,|G2| = n, med(m,n) = 1. Si f : G1 — G2 es h. de g. sabemos que o(f(a)) | o(a), Ya € Gy.
Ademés o(a) | m A o(f(a)) | n por el teorema de Lagrange (23).

o(a) | m A o(f(a)) | n
med(m,n) =1 = o(a) = o(f(a)) = 1,Vae Gy

o(f(a)) | o(a)

Por lo que solo puede haber un homomorfismo entre ellos y ademés es el trivial f(a) = eg,.

Ejercicio (H2.19). Definimos una funcién f : [0,27] € R — S, a — cosa + isina. Esta funcién tiene la propiedad de que
f(@) - f(a') = cos(a + o) + isin(a + a’) = f(a + ') y por tanto es un h. de g[entre R y S*.

Un elemento de cosa + isina € S! es de torsion <= 3In | (cosa + isina)™ = 1. Ahora bien (cosa + isina)” =
cosna +isinnoa =1 <= no = k27.

LA la izquierda (en R) sumamos pero a la derecha (en ') multiplicamos.
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12.3. Hoja 4

Ejercicio (H4.11). Hallar los subgrupos de Sylow de Ss. Sabemos que |S5| = 5! = 22 -3 -5 y por [Primero de Sylow| tenemos
lo siguiente:

» AP, |Po| =23 =38.
s 3P;, | P3| = 3. Ademads en S5 hay (§)2! = 20 3-ciclos y en cada gP3g~! = {1,a,a® | o(a) = 3} hay 2 elementos de orden
3 distintos. Ademads, g1 Psg; YA 92P395 1 {e} porque si su interseccién fuera mds grande entonces serfan el mismo

subgrupo (porque son ciclicos). Es por esto que tenemos que repartir 40 elementos dando 2 a cada 3-grupo con lo que
obtenemos ng = 20/2 = 10 3-subgrupos de Sylow en Ss.

» 3P, |Ps| = 5. Ademds en S5 hay 4! = 24 5-ciclos (elementos de orden 5) y en cada gPsg~! = {1,a,a? a3 a* | o(a) = 5}
tenemos 4 elementos de orden 5 distintos. Ademas, g1 Psg; LA goPs 9s ! = {e} porque si su interseccién fuera mas grande
entonces serfan el mismo. Asi, tenemos 24 5-ciclos a repartir entre los diferentes gPsg~' dando 4 5-ciclos a cada 1. Por
tanto tenemos ns = 24/4 = 6 5-subgrupos de Sylow en Ss.

Ejercicio (H4.18). Demostrar que todo grupo de orden |G| = 5% - 73 tiene un subgrupo normal de orden 125.

Demostracién. [Primero de Sylow| = 3P5 < G, |Ps| = 125. [Tercero de Sylow] = ns5 | 73 Ans = 1 méd 5 es decir
ns € {1,7,49,343} Ans € {1,6,11,...}. Como ni 49 ni 343 son conguentes con 1 médulo 5 tenemos que ns = 1 = Ps<G. &

Ejercicio (H4.20). Hallad todos los grupos abelianos de 6rdenes 36, 64, 96 y 100.
1. |G| =36 =22.32

Demostracion. [Primero de Sylow| = 3P, |P2| =4 A 3P;, |P3| =9. Ademas G abeliano — P, P3<G — G ~
P, x P3. Estudiamos los grupos de orden 4 y de orden 9

» |P;| =4 entonces Py ~ Z/2Z X Z/2Z v Py ~ Z/AZ
= |P3| =9 entonces P3 ~Z/3Z x Z/3Z v P3 ~Z/9Z

Como G ~ P, x P53 tenemos 4 posibles grupos abelianos de orden 36. &

Ejercicio (H4.22). Hallar todos los grupos abelianos de orden 175.

Demostracién. |G| = 52 - 7. Por el |Primero de Sylow| tenemos que 3P5, P; < G con |P5| = 25, |P;| = 7 y ademés por ser G
abeliano tenemos que Ps, P, <G = G ~ P5 x P;. Estudiamos los grupos de orden 25 y de orden 7:

n |P5| = 25 A P5 abeliano = P5 ~ Z/25Z v Ps ~ Z/5Z x Z/5Z. En ambos casos Ps es producto directo de ciclicos pues
Z/nZ es ciclico.

» |P;| =7 A P; abeliano = P; ~ Z/7Z. Ocurre lo mismo que con Ps.

Concluimos que G ~ Z/25Z x Z/7Z v G ~ Z/5Z x Z/5Z x Z/TZ. Los dos casos son abelianos por ser producto directo de
grupos ciclicos. &

Ejercicio (H4.23). ;Cudntos elementos de orden 3 puede tener un grupo abeliano de orden 367

Demostracion. |G| = 36 = 2232. [Primero de Sylow| = 3P, P3 < G, |P2| = 4, |P3| = 9. Estudiamos los grupos de érdenes
4y 9

2 |Ps| =9 — Py ~7/9Zv Py ~7/37 x Z/3Z

12.4. Hoja 5

Ejercicio (H5.1). Demuestra que el conjunto (C([0, 1]), +, 1), donde C([0,1]) := {f : [0, 1] — R continua} con las operaciones

(f +9)(@) = f(z) + g(z) (f-9)(@) = f(z) - g(z)

es un anillo y di qué tipo de anillo es.

Solucion. Es claro que la suma es asociativa y conmutativa porque se reduce al caso numérico. Ademds el elemento neutro
aditivo es 0 := f(z) = 0. El producto también es asociativo y conmutativo porque se reduce al caso numérico (para poder
hacer estas reducciones es necesario que f sea continua). &
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Ejercicio (H5.2). Halla las unidades en los siguientes anillos Z[ v/—2], Z[v/—5], M2(Q), M2(Z).

Demostracion. » U(M3(Q)) = {A e M3(Q) | det A # 0}.

» U(M2(Z)) = {A € My(Z) | det A = +1}. Esto es porque AA™! =1 = det(AA™!) =1 = detA = = pero
necesariamente det A € Z = det A = +1.

&

En lo que sigue consideramos anillos conmutativos con unidad, y supondremos que 1 # 0.

Ejercicio (H5.3). Demuestra que un cuerpo no tiene divisores de cero.

Demostracién. Supongamos C cuerpo y a € C divisor de 0. Entonces 3b € C' | ab = 0. Ahora bien, ab e C = 3J(ab)~! €
C' | (ab)(ab)™! = 1 pero entonces 0 - (ab)™! =1 = 0 = 1 contradiccién. &

Ejercicio (H5.4). Demuestra que en un anillo finito, todo elemento no nulo es una unidad o bien un divisor de cero. Observa,
en particular, que un anillo finito es un dominio si y solo si es un cuerpo.

Ejercicio (H5.6). Demuestra que si A es un dominio conmutativo, entonces A[X] es un dominio conmutativo.

Demostracion. Supongamos A[X] no es un dominio conmutativo, es decir, que hay divisores de 0. Entonces 3p,q € A[X] |
pq = 0 = al multiplicar los coeficientes dan 0 con lo que nos reducimos al caso de A que ya es un dominio. &

Ejercicio (H5.7). Demuestra que el producto Ry x Rs de anillos es un anillo (con las operaciones componente a componente).
Indica cuéles son las unidades. Decide si el producto de dos cuerpos es un cuerpo.

Ver
Ejercicio (H5.9). Se considera el anillo de los enteros algebraicos
Z™ = {a e C: p(a) = 0 para algin p € Z[X] ménico}
Demuestra lo siguiente
1. Zm Q=2

Demostracion. Veremos que las raices racionales de p son en realiad enteras. Sean p,q € Z coprimos con g # 0. Si
p(E) = 0 se tiene

plz)=z"+...a1x+ag =0

() +-

Pt anpg
P" = qlan—1 + qan_o + -+ apg" ")

p
pl= + a
(q)

T

3
3
L

_|_

o

o

Le)
3

Il
o

— g=1 —> gez: 7" AQ=2

2. el elemento 2 de Z"™ no es una unidad ni es irreducible

= Para que 2 sea unidad tiene que tener inverso multiplicativo en Z*. No es una unidad ya que su inverso es
% EQ = % ¢ Z'™ por el apartado anterior.

» 2 1o es irreducible si encontramos dos a, b € Z" tales que ab =2y a,b ¢ U(Z"™).
Ejercicio (H5.10). Demuestra que Q[i] = {a + bi : a,b € Q} es un subcuerpo de C.

Ejercicio (H5.13). Demuestra que todo subanillo de un cuerpo es un dominio.

Demostracién. En un cuerpo no hay divisores de 0 por tanto cualquier subconjunto no los tendré. Por la el
subanillo es un DI. &

Ejercicio (H5.14). Sea R un anillo e I un ideal de R. Demuestra que los siguientes subconjuntos de R son ideales de R.

1. Rad(I) :={a€ R:a"™ € I para algin n € N} (el radical de I);
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Demostracion. Ver radical de un ideal en Wikipedia. &
2. Ann(I) :=={a€ R | ax = 0, para todo x € I}

Demostracion.

a) 0 € Ann(I). Si porque Oz = OVz € T

b) Ann(I) es cerrado por la suma. Sean a,b € Ann(I) entonces ax = 0,bx = OVzx € | = azr +br =0 =
(a+b)x=0 = a+be Ann(I).

&

Ejercicio (H5.15). Sea R un anillo conmutativo con unidad. Demuestra lo siguiente:

1. Si I es un ideal de R entonces I = R <= existe una unidad de R en I.

Demostracion. Ju € U(R), ue I = I = R. Por ser I ideal tenemos que Ya € R,Vi € I,ai € I. Tomando a = u
tenemos que au € I. Como esto vale Ya € R tenemos que también valdra para ¢ = v~! € R por ser v unidad. Por tanto
uu~! = 1 € I. Ahora podemos repetir el proceso para i = 1. Obtenemos que Ya € R, ale I = I = R. &

2. R es un cuerpo <= {0} es el tinico ideal propio de R.
Demostracion. Utilizamos el apartado anterior. Si R es un cuerpo entonces todo elemento excepto el 0 tiene inverso, es
decir, Va € R,3a~! € R. Si I ideal en R contiene a cualquier elemento distinto del O por el apartado anterior tenemos
que I = R. &
Ejercicio (H5.17). Encuentra todos los ideales maximales en Z/8Z,Z/10Z y en Z/nZ.

Ejercicio (H5.21). Halla el cuerpo de fracciones de los siguientes dominios:

Ver [DH96, p. 208].

Ejercicio (H5.22).
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