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Caṕıtulo 1

Grupos

1.1. Grupos

Definición 1 (Grupo). Llamamos grupo al par pG, ˚q, donde G es un conjunto no vaćıo y ˚ : G ˆ G Ñ G es una función
que cumple las siguientes propiedades:

1. Clausura. @a, b P G, a ˚ b P G
2. Asociatividad. @a, b, c P G, pa ˚ bq ˚ c “ a ˚ pb ˚ cq
3. Elemento neutro. De P G,@a P G | a ˚ e “ e ˚ a “ a
4. Elemento inverso. @a P G, Da´1 P G | a ˚ a´1 “ a´1 ˚ a “ e

En general, la clausura es muy dif́ıcil de probar, por lo que recurrimos a dar un grupo como subgrupo de otro o dar una
biyección entre un grupo existente y lo que queremos probar que es grupo.

Notación Hay dos notaciones para hablar sobre grupos. La utilizada para dar la definición es la multiplicativa (salvo el
śımbolo utilizado para la operación que es uno especial y el uso de la e para el elemento neutro). También existe la notación
aditiva.

Concepto Notación aditiva Notación multiplicativa
elemento neutro 0 1

inverso de a ´a a´1

a operado consigo mismo k veces k ¨ a “ ka ak

Figura 1.1: Diferencias entre notaciones para grupos

Cuando escribimos ka “ ak también podemos estar refiriéndonos a un entero k no positivo. Denotamos por ak:

si k ą 0, ak “ a ˚ a ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ a
loooooomoooooon

k veces

si k “ 0, a0 “ e

si k ă 0, ak “ a´1 ˚ a´1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ a´1
loooooooooooomoooooooooooon

-k veces

Veamos ahora algunos ejemplos de grupos infinitos (que tienen un número infinito de elementos).

Ejemplo 1 (Ejemplos de grupos infinitos).

pR,`q es un grupo

pR, ¨q no es un grupo porque el 0 no tiene inverso

pRzt0u, ¨q es un grupo

pR ą 0, ¨q es un grupo (subgrupo de R)

pR ă 0, ¨q no es un subgrupo porque no es cerrado

7



8 CAPÍTULO 1. GRUPOS

pZ,`q es un grupo

nZ “ t. . . ,´2n,´n, 0, n, 2n, . . . u con la suma es un grupo

GL2pRq “ tA P R2ˆ2 | detA ‰ 0u las matrices reales no singulares 2ˆ 2 forman un grupo con el producto

Por lo anterior, las aplicaciones lineales que tienen inversa forman un grupo con la composición (componer aplicaciones
es lo mismo que multiplicar matrices y la inversa existe ðñ detA ‰ 0)

Y a continuación una serie de grupos finitos

Ejemplo 2 (Grupo de las clases módulo n). Z{nZ “ t0, 1, 2, . . . , n´ 1u con la suma es un grupo.

Ejemplo 3. El conjunto pZ˚{nZ, ¨q formado por t1, 2, . . . , nu con el producto no da un grupo, porque hay elementos que no
tienen inverso. Es interesante considerar el conjunto de unidades en este conjunto:

UpZ˚{nZq “ ta P Z˚{nZ | Da´1, aa´1 “ 1u

que śı es un grupo con el producto1.

Los elementos de este grupo son tales que @m P UpZ˚{nZq, Da P Z˚{nZ | m ¨ a ” 1 mód n ðñ ma ` nb “ 1 ðñ
mcdpm,nq “ 1. De esta manera tenemos un método fácil para obtener los elementos de UppqZ˚{nZq “ tm P Z˚{nZ |
mcdpm,nq “ 1u. Aqúı van algunos ejemplos:

UpZ˚{6Zq “ t1, 5u
UpZ˚{12Zq “ t1, 5, 7, 11u
UpZ˚{23Zq “ t1, 2, 3, . . . , 22u ya que 23 es primo

Hay muchos más grupos. Algunos de los grupos que hemos visto son en realidad el mismo grupo, solo que con dos maneras
de verlo. De lo que va esta asignatura es de clasificar los grupos y de deducir propiedades comunes entre varios de ellos.

Teorema 1 (Propiedad cancelativa). Sea G un grupo, a, b, c P G.

a ˚ b “ a ˚ c ùñ b “ c (1.1)
c ˚ a “ b ˚ a ùñ a “ b (1.2)

Demostración. Por la existencia del elemento inverso podemos multiplicar por a´1 a la izquierda en la primera expresión y
obtenemos a´1ab “ a´1ac ùñ eb “ ec ùñ b “ c. Lo mismo ocurre por la derecha en la segunda expresión. ♣

Proposición 2 (Unicidad del elemento neutro). En un grupo G hay exactamente un elemento neutro e.

Demostración. Supongamos existen e1, e2 P G elementos neutros. Por ser e1 elemento neutro se tiene que e1 ˚ e2 “ e2 y por
ser elemento neutro e2 se tiene que e1 ˚ e2 “ e1. Por tanto e1 “ e2. ♣

Proposición 3 (Unicidad del inverso de un elemento). Sea G un grupo, g P G, entonces D!g´1 | g ˚ g´1 “ e.

Demostración. Supongamos a tiene inversos b1 y b2. Entonces a ˚ b1 “ a ˚ b2 “ e. Por la propiedad cancelativa b1 “ b2. ♣

Definición 2 (Orden de un elemento). Sea pG, ˚q un grupo. Decimos que a P G tiene orden finito si Dk P N tal que ak “ e.
Si existen tales valores de k, llamamos orden del elemento a al mı́nimo de ellos:

opaq “ mı́ntk P N | ak “ eu (1.3)

Definición 3 (Orden o cardinalidad de un grupo). Sea G “ ta1, a2, . . . u un grupo junto con alguna operación. Si |G| ă 8
decimos que el orden de G, |G| “ |ta1, a2, . . . , anu| “ n.

1Este grupo es en realidad una simplificación de un concepto que aparece en los anillos que son estructuras algebraicas con dos operaciones. En
anillo no hace falta hacer la distinción de quitar el 0 y no solamente tenemos la noción de grupo de unidades para las clases de los enteros módulo
n
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Definición 4 (Grupo abeliano). Sea pG, ˚q un grupo. Diremos que G es abeliano (o conmutativo) ðñ @a, b P G, a˚b “ b˚a.

De los ejemplos vistos anteriormente, son abelianos aquellos en los que la operación es conmutativa. Por ejemplo, pR,`q es
abeliano porque @a, b P R, a` b “ b` a. Por el contrario el grupo GL2pRq no es abeliano porque el producto de matrices no
es conmutativo.

Teorema 4. Sea G un grupo tal que @g P G, g ˚ g “ e. Entonces G es abeliano.

Corolario 1. @a P G, opaq “ 2 ùñ G es abeliano.

Demostración. Sean a, b P G. Tenemos que probar que a ˚ b “ b ˚ a. Consideramos el elemento pa ˚ bq P G por clausura. Por
hipótesis tenemos que pa ˚ bq ˚ pa ˚ bq “ e ùñ pa ˚ bq “ pa ˚ bq´1 “ b´1 ˚ a´1 “ b ˚ a. ♣

1.2. Subgrupos

Definición 5 (Subgrupo). Sea pG, ˚q un grupo, S P G,S ‰ H. Diremos que pS, ˚q es un subgrupo de pG, ˚q y lo denotaremos
por S ă G si verifica las siguientes condiciones:

1. Clausura. @a, b, a, b P S ùñ a ˚ b P S
2. Elemento neutro. e P S
3. Elemento inverso. @s P S, s´1 P S

(La propiedad asociativa siempre se hereda.)

En caso de que el grupo del que elegimos el subgrupo sea finito, la clausura no es tan complicada de probar y suele merecer
la pena empezar por ah́ı. De hecho en el caso finito, es suficiente para garantizar que el subconjunto sea un subgrupo. Veáse
el siguiente teorema / ejercicio.

Teorema 5 (Hoja 1, ejercicio 7). Sea pG, ˚q un grupo y S Ă G, S ‰ H un subconjunto finito de G. Si S es cerrado por la
operación ˚ entonces S es un subgrupo de G.

Demostración. Se verifican las 3 propiedades

1. Clausura. Por hipótesis.

2. Elemento neutro. Sea s P S. Si s “ e ya hemos terminado. Si s ‰ e, sabemos que ts1, s2, . . . u Ă S. Pero S es finito
ùñ D 0 ă i ă j tales que si “ sj ùñ sj´i “ e. Como j ą i ùñ j ´ i ą 0, hemos obtenido e de operar s consigo
mismo, luego e P S.

3. Elemento inverso. Tomamos r “ j ´ i de la propiedad anterior. Tenemos sr “ e ùñ s ˚ sr´1 “ e ùñ sr´1 “ s´1.

♣

Teorema 6. Sea G un grupo y H un subconjunto de G. Entonces H ă G ðñ @x, y P H,xy´1 P H.

Demostración. De [DH96].

( ùñ ). Supongamos que H ă G. Entonces x, y P H ùñ xy P H ^ y P H ùñ y´1 P H y por tanto xy´1 P H.

( ðù ). Supongamos que x, y P H ùñ xy´1 P H. Veamos que se cumplen las 3 condiciones para que sea subgrupo:

• Elemento neutro. Tomamos y “ x y tenemos que xx´1 “ e P H.

• Elemento inverso. Tomamos ahora x “ e, y “ x y tenemos que ex´1 “ x´1 P H.

• Clausura. Tenemos que si x, y P H por la propiedad anterior y´1 P H y por tanto xy “ xpy´1q´1 P H.

♣

Proposición 7. Si tSiuiPN es una familia de subgrupos de G, entonces
Ş

Si también es un subgrupo de G.

Demostración. Es claro que se verifican las tres propiedades:

1. Clausura: si los elementos están en cada uno de los subgrupos entonces están en su intersección.

2. Elemento neutro: existe pues está en todos los subgrupos.
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3. Elemento inverso: existe por la clausura.

♣

1.2.1. Ret́ıculo de subgrupos

Definición 6 (Ret́ıculo de subgrupos). Dado un grupo G, el ret́ıculo de subgrupos es un grafo con todos los subgrupos de
G. Denotamos la relación de inclusión con un vértice entre dos grupos. Es costumbre poner el mayor grupo arriba y denotar
la inclusión por las diferencias en altura.
Es un diagrama de Hasse para la relación de inclusión.

Ejemplo 4 (Ret́ıculo de subgrupos Z). Z tiene infinitos subgrupos, todos los kZ. En muchas ocasiones nos va a interesar solo
dibujar unos pocos, para relacionarlos con subgrupos de otros grupos distintos de Z. A continuación se muestra el ret́ıculo
de subgrupos de Z construido a partir de 6Z.

Z

2Z 3Z

6Z

Figura 1.2: Una parte del ret́ıculo de subgrupos de Z, en concreto la de los nZ con n � 6.

Los grupos que contienen a 6Z son los de la forma kZ donde k divide a 6, ya que entre los múltiplos de los divisores de 6
también se encuentran los múltiplos de 6.

Proposición 8. Sea n “ mı́nrPN,rą0tr P H, H ă Zu. Entonces nH “ Z.

Demostración. Probamos la doble inclusión. Por hipótesis n P H y por tanto xny “ nZ Ă H. Sea α P H. Por el algoritmo de
la división, podemos expresar α “ an` s con 0 ď s ă n ùñ s “ 0 ùñ H Ă nZ. Luego H “ nZ. ♣

1.2.2. Subgrupos generados

Definición 7 (Subgrupo generado varios elementos). aSea pG, ˚q un grupo, S Ă G, S ‰ H. El subgrupo generado por S es

xSy “ tsα1
1 ˚ sα2

2 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ sαn
n | s1, s2, . . . , sn P S, α1, α2, . . . , αn P Zu (1.4)

aEste teorema reemplaza al de grupo generado por dos elementos dado en clase.

Proposición 9. El subgrupo generado por S, xSy es el más pequeño que contiene a S.

Normalmente, utilizaremos la definición restringida a un elemento:

Definición 8 (Subgrupo generado por un elemento). Sea G un grupo, g P G. Llamamos subgrupo generado por g a

xgy “ tgk | k P Zu (1.5)

Proposición 10. El subgrupo generado por g P G en efecto es un subgrupo.

Demostración.

1. Es cerrado por ˚ puesto que @ak, ak1 P S, ak ˚ ak1 “ ak`k1 P S.

2. a0 “ e P A
3. @ak, a´k P A

♣

Proposición 11. Si opgq “ n, entonces xgy tiene n elementos (el orden de xgy es n).
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Demostración. Primero comprobamos que no hay más de n elementos distintos. Consideramos k P Z, k “ cn`r para algunos
c, r P Z, 0 ď r ă n por el algoritmo de la división. Entonces ak “ acn`r “ acnar “ ar pues opaq “ n.

Ahora probaremos que no hay menos de n elementos distintos, es decir, que xgy “ t1, g, g2, . . . , gn´1u Supongamos existen
0 ď i ă j ă n tales que ai “ aj . Entonces por cancelación aj´i “ e “ a0 ùñ j “ i lo que da una contradicción. ♣

Teorema 12. Sea G un grupo, g P G. El menor subgrupo de G que contiene a g es xgy.

Demostración. Tenemos que probar que para cualquier H subgrupo de G, g P H ùñ gk, @k P Z. ♣

1.3. Presentación de un grupo. Más ejemplos de grupos.

Con la noción de subgrupo generado ya tenemos tres maneras de dar los elementos de un grupo (o subgrupo):

1. Por su nombre, por ejemplo, los reales con la suma pR,`q.
2. Expĺıcitamente, citando todos los elementos, por ejemplo Z{2Z “ t0, 1u
3. Con la noción de grupo generado, por ejemplo Z{5Z “ x1y.

Sin embargo, esto no suele ser suficiente para conocer un grupo. Por ejemplo, si nos hablan del grupo generado x1y pueden
estar refiriéndose a varios grupos, por ejemplo a Z{5Z o a Z{2Z. Necesitamos una manera de dar la operación entre los
elementos de un grupo. De esta manera tanto si enumeramos los elementos como si damos un grupo a partir de un generador,
sabemos exactamente cómo se comporta el grupo.

Una manera de hacer esto es dar una tabla con todas las posibles operaciones entre cualesquiera dos elementos. Por la
propiedad asociativa, esta tabla nos daŕıa todas las operaciones necesarias para obtener el valor de cualquier palabra en los
elementos de un grupo. Otra opción es dar una presentación.

Definición 9 (Presentación de un grupo). Una presentación de un grupo G es un par de conjuntos G “ xS | Ry donde S es
un conjunto de elementos generadores y R es un conjunto de relaciones -igualdades- entre elementos del grupo.

En ocasiones el conjunto de relaciones se omite o se da por separado. Para las relaciones del tipo ak “ e, donde a es un
elemento de G, en ocasiones se escribe opaq “ k, que viene a ser lo mismo.

La definición anterior no hace comentario alguno sobre los requisitos de los conjuntos que intervienen en la presentación. La
definición formal es complicada. Ver [Wik].

Veamos ahora ejemplos de dos grupos importantes dados por su presentación.

Ejemplo 5 (Grupo de cuaterniones). Llamamos H al subgrupo de GL2pCq generado por A y B: H “ xA,By donde

A “
ˆ

0 1
´1 0

˙

, B “
ˆ

0 i
i 0

˙

De probar las multiplicaciones de A y de B consigo mismas y entre ellas se obtiene la presentación.

opAq “ opBq “ 4 A2 “ B2 BA “ AB3

y queda que H “ t1, B,B2, B3, A,AB,AB2, AB3u. Es posible obtener cualquier operación de A y B a partir de la presen-
tación.

elemento 1 B B2 B3 A AB AB2 AB3

orden 1 4 2 4 4 4 4 4

Figura 1.3: Órdenes de los elementos de H

Utilizando la notación estricta para la presentación tendŕıamos

H “ xA,B | opAq “ opBq “ 4^A2 “ B2 ^BA “ AB3y (1.6)

y lo más importante: ya no hace falta decir quienes son A y B. De hecho, pod́ıan ser cualquier otra cosa que se comportara
como las matrices que hemos dado antes y los teoremas que obtengamos para el grupo H aplicaŕıan a esa otra cosa.
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B

A

1

23

4

F
F
1

F

B FB2 FB3

FA F
AB

F
AB2 FAB3

Figura 1.4: Simetŕıa A y rotación B que compuestas forman los elementos del grupo D4

Ejemplo 6 (El famoso grupo D4). D4 es el grupo formado por las composiciones de rotaciones y simetŕıas que llevan un
cuadrado en un cuadrado (fp˝q “ ˝). También se llama grupo diédrico de órden 4.

Geométricamente,

A “
ˆ

1 0
0 ´1

˙

, B “
ˆ

cosα ´ sinα
sinα cosα

˙

, α “ π

2

pero una vez hemos comprobado que todas las posibles operaciones AiBj y BiAj quedan dentro del grupo (que es cerrado),
que existe el neutro (la identidad) y que cada elemento tiene su inverso, podemos obviar el significado geométrico y pasar a
describirlo mediante la presentación del grupo.

D4 “ xA,By donde opAq “ 2, opBq “ 4, BA “ AB3 (1.7)

y además queda que D4 “ t1, B,B2, B3, A,AB,AB2, AB3u.
elemento 1 B B2 B3 A AB AB2 AB3

orden 1 4 2 4 2 2 2 2

Figura 1.5: Órdenes de los elementos de D4

Nota: lo que hemos hecho con un cuadrado también se puede hacer con un triángulo, con un pentágono o con cualquier
poĺıgono regular.

Ejemplo 7 (Grupos diédricos de orden n). Generalizando, podemos escribir cualquier grupo Dn con la presentación

Dn “ xa, b | opaq “ 2, opbq “ n, ba “ ab´1 “ abn´1y
Todos estos grupos son no abelianos de orden 2n.

Vistos estos ejemplos, continuamos con más definiciones y teoremas que se apoyan en la noción de grupo generado.

1.4. Grupos de permutaciones

1

2

3

2

3

1

Figura 1.6: Elemento α de S3

Los grupos que se presentan a continuación fueron en realidad el germen de toda la
teoŕıa de grupos [DH96]. Se llaman grupos de permutaciones, de sustituciones o de
biyecciones. Cuando son finitos a veces se llaman grupos simétricos de n elementos.

Definición 10 (Grupo de permutaciones de n elementos). Definimos Sn, el grupo de
permutaciones de n elementos como el grupo formado por las biyecciones entre dos
conjuntos de n elementos con la operación de composición.
Por simplicidad tomamos siempre los conjuntos t1, 2, . . . , nu. Para referirnos a sus
elementos α P Sn utilizamos la notación

α “
ˆ

1 2 . . . n
αp1q αp2q . . . αpnq

˙

Observación 1. El grupo de permutaciones Sn tiene orden |Sn| “ n!.

Ejemplo 8. Consideramos el grupo S3 de las biyecciones de t1, 2, 3u en śı mismo. Un
elemento de este grupo es

α “
ˆ

1 2 3
2 3 1

˙



1.4. GRUPOS DE PERMUTACIONES 13

Se correspondeŕıa con la aplicación dada por (ver Figura 1.6)

Ejemplo 9. Consideramos ahora los elementos α y β de S3 dados por

α “
ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

β “
ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

Observamos que como la operación en S3 es la composición, el resultado α ˝ β se obtiene de aplicar primero β y luego α (ver
Figura 1.7)

1

2

3 3

2

1

2

3

1

Figura 1.7: Resultado de la composición α ˝ β

1.4.1. Notación ćıclica para permutaciones

La notación vista hasta ahora es muy redundante porque la primera fila siembre se repite. Mejor utilizamos otra notación
basada en ciclos.2.

Veremos esta notación con una permutación de S8:

α “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8
4 2 7 5 1 8 6 3

˙

Por convención, tomamos primero el 1. Para obtener el primer ciclo vemos las imágenes sucesivas de α sobre el 1:

α0p1q “ Idp1q “ 1 α1p1q “ αp1q “ 4 α2p1q “ αp4q “ 5 α3p1q “ αp5q “ 1

Si siguiéramos aplicando α sucesivamente obtendŕıamos de nuevo estos tres números (α4p1q “ α1p1q “ αp1q “ 4, y en general
αj “ αj´3, @j ą 3). Aśı hemos obtenido nuestro primer ciclo al que llamaremos σ1 y denotaremos con p145q.
Para seguir, cogemos en la fila de arriba, al siguiente elemento que no hayamos recorrido ya, es decir que no esté en σ1: es
el 2. Repetimos el procedimiento

α0p2q “ 2 α1p2q “ 2 αjp2q “ 2 . . .

Este segundo ciclo solo tiene un elemento aśı que escribimos σ2 “ p2q.
Continuamos con el 3

α0p3q “ 3 α1p3q “ 7 α2p3q “ 6 α3p3q “ 8 α4p3q “ 3

y obtenemos σ3 “ p3768q y ya no quedan más números en la fila de arriba por asignar a un ciclo. Lo bueno de este proceso
es que ahora podemos escribir

α “ σ3 ˝ σ2 ˝ σ1 “ p3768qp2qp145q
Como el ciclo σ2 es la aplicación identidad lo podemos eliminar sin que afecte al resultado por lo que nos queda α “
p3768qp145q.
La razón por la que se utiliza esta notación va aún más allá de la economı́a de tinta y papel. Próximamente se darán
propiedades de esta notación que permitirán calcular los órdenes de elementos de Sn de manera inmediata entre otras
muchas.

Acabamos con un ejemplo del uso de esta notación.

Ejemplo 10 (Grupo de biyecciones S3). Consideramos los elementos a “ p123q y b “ p12q de S3. Podemos presentar el
grupo con

S3 “ xa, b | opaq “ 3, opbq “ 2, ba “ ab2y
Ocurre que esta es la misma presentación que la del grupo D3 aśı que podremos dar un isomorfismo (cuando sepamos lo que
son los isomorfismos) entre ellos y por tanto S3 » D3.

2La definición de ciclo es algo complicada y vendrá más adelante. Básicamente, un ciclo es un elemento de una partición de S3
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1.5. Grupos ćıclicos

El objetivo de la teoŕıa de grupos es clasificar todos los grupos sea cual sea su orden. En esta sección extinguimos la primera
familia de grupos a clasificar: concluiremos con un teorema que nos clasifica los grupos ćıclicos de cualquier orden.

Definición 11 (Grupo ćıclico). Sea pG, ˚q un grupo. Diremos que G es ćıclico si Dg P G | xgy “ G.

Los grupos ćıclicos ocuparán una parte central más adelante.

Teorema 13. Si G es ćıclico entonces G es abeliano.

Demostración. Tenemos que probar que @a, b P G, ab “ ba. Sabemos que a “ gi, b “ gj para algunos i, j P Z ùñ ab “
aiaj “ ai`j “ aj`1 “ ajai “ ba. ♣

Proposición 14. Todo subgrupo de Z{nZ es ćıclico.

Demostración. La propiedad de ćıclico se hereda de Z y se prueba igual utilizando el algoritmo de la división. ♣

Proposición 15. Consideramos Z{nZ. Para cada divisor d de n, existe un único subgrupo ćıclico de orden d.

Demostración. d � n ùñ n “ dn1 ùñ n1Z ă nZ Además, por el teorema de prácticas, |n1Z| “ d y por tanto |fpn1Zq| “ d
donde f : nZÑ Z{nZ es la relación de equivalencia habitual. ♣

El siguiente resultado requiere que anticipemos el concepto de isomorfismo que se da en cuanto introduzcamos las funciones
entre grupos: los homomorfismos. Básicamente se puede interpretar como igualdad.

Teorema 16 (Teorema de clasificación de grupos ćıclicos). De [DH96]. Sea G un grupo ćıclico
1. Si |G| “ 8 entonces G » pZ,`q
2. Si |G| “ n ă 8 entonces G » pZ{nZ,`q

1.6. Sobre los órdenes

Teorema 17. Sea g P G tal que opgq “ n P N ě 1 y sea r P N. Si r y n son coprimos, entonces xgy “ xgry.

Corolario 2. Si r y n “ opgq son coprimos entonces opgq “ opgrq.

Demostración. Recordamos que p y q son coprimos ðñ Dα, β P Z | αp`βn “ 1. Recordamos que xgy “ t1, g, g2, . . . , gn´1u
donde n “ opgq. Tenemos que probar la doble inclusión. Fijémonos en que gr P xgy ùñ xgry Ă xgy pues xgy contiene a
todos los elementos de la forma gk, k P Z (ver definición 8). Ahora probaremos que xgy Ă xgry. Como r y n son coprimos,
g “ gαr`βn “ pgrqαpgnqβ “ pgrqα P xgry ùñ xgy Ă xgry. Concluimos que xgy “ xgry. ♣

Ejemplo 11. En Z{4Z “ t0, 1, 2, 3u con la suma tomamos g “ 1 y por tanto n “ opgq “ 4, y tomamos r “ 3 y por tanto
mcdpn, rq “ 1. Efectivamente se verifica que op13q “ op1` 1` 1q “ op3q “ 4 “ op1q o lo que es lo mismo, x1y “ x3y.
Proposición 18. Sea g P G tal que opgq “ n y sea r P N con r � n (r divide a n). Entonces opgrq “ n

r .

Demostración. Sea n1 tal que n “ rn1. Probaremos que r � n ùñ opgrq “ n1.

xgry “ tgr, g2r, g3r, . . . , gn
1r “ gnu Ă tg, g2, g3, . . . , gnu “ xgy

xgry tiene n1 elementos distintos porque para cualquier i “ 0, . . . , n1, opgirq ď opgq “ n por lo que no se repite ninguno.
Además cualquier gir está bien definido porque al dividir r a n tenemos que ir P N. ♣

Teorema 19 (Hoja 1, ejercicio 9). Sea opgq “ n P N y sea N P Z. Entonces opgN q “ opgq
mcdpN,opgqq .

Demostración. Afirmamos que n y N{d, con d “ mcdpN,nq son coprimos. Expresamos gN “ pgN{dqd. Por el [corolario del]
teorema 17 tenemos que opgN{dq “ opgq “ n. Por la proposición 18 tenemos que oppgN{dqdq “ opgN{dq

d “ n
d . ♣
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Teorema 20. Sean k, k1 P Z{nZ. Entonces opkq “ opk1q “ d ùñ xky “ xk1y

1.7. El teorema de Lagrange

Previamente, introducimos una definición crucial a lo largo del curso.

Definición 12 (Clase lateral). Sea pG, ˚q un grupo, H ă G, g P G. Definimos
g ˚H “ gH “ tg ˚ h | h P Hu es una clase lateral izquierda de H
H ˚ g “ Hg “ th ˚ g | h P Hu es una clase lateral derecha de H

Teorema 21. Si H ă G tiene orden n ă 8 entonces |gH| “ |Hg| “ |H| “ n.

Demostración. Consideramos la aplicación f : H Ñ gH, fphq Ñ g ˚ h para un g P G dado. Es inyectiva: fph1q “ fph2q ùñ
h1 “ h2 puesto que xh1 “ xh2 ùñ h1 “ h2 por la propiedad cancelativa. Es sobreyectiva porque @h P H, g ˚ h “ fphq. Por
tanto f es biyectiva y los órdenes son iguales. ♣

Proposición 22. Sea H ă G, g P G. Las clases laterales gH y Hg cumplen las siguientes propiedades (las cumplen las dos
pero damos solo las de la izquierda):

1. g P H ðñ g ˚H “ H

2. g P g ˚H ùñ G “ Ť

gPG g ˚H
3. g1 P g ˚H ùñ g1 ˚H “ g ˚H
4. g1 ˚H X g2 ˚H ‰ H ùñ g1 ˚H “ g2 ˚H

Demostración. (solo de la última propiedad) Sabemos que existe α P g1˚HXg2˚H de la forma α “ g1˚h1 “ g2˚h2, h1, h2 P H.
Ahora bien, g1 ˚ h1 “ g2 ˚ h2 ðñ g´1

2 ˚ g1 ˚ h1 “ h2 ðñ g´1
2 g1 P H ùñ g2pg´1

2 g1qH “ g2pg´1
2 g1Hq “ g2H. ♣

De las propiedades anteriores se obtiene que tgi˚HugiPG es una partición de G. Además, por el teorema 21, como |g˚H| “ |H|
la partición divide G en cajas iguales (ver cuadro 1.8). Pongamos que G es finito y que hay r cajas, entonces |G| “ r|gi ˚H| “
r|H| ùñ |H| | |G|. A continuación veremos otra forma de dar esta relación de equivalencia.

Para algún H ă G, la partición que hemos dado anteriormente es la definida por la relación de equivalencia g1Rg2 ðñ
g1 ˚H “ g2 ˚H. Otra manera de definirla es g1Rg2 ðñ g´1

2 g1 P H. Se verifica que esta nueva definición es una relación de
equivalencia.

g1 ˚H g2 ˚H . . .

. . . H . . .

. . . gr´1 ˚H gr ˚H

Figura 1.8: Partición de G en r cajas iguales

Esto nos permite a su vez enunciar de manera natural el resultado que se conoce como Teorema de Lagrange: si un subgrupo
da una relación de equivalencia que partición G en r cajas disjuntas, cada una con |H| elementos, entonces |H| � |G|.

Teorema 23 (de Lagrange). Sea G un grupo finito y H ă G. Entonces |H| � |G| (el orden de H divide al orden de G).

Corolario 3. Sea G un grupo y g P G. Entonces opgq � |G| (el orden de un elemento divide al orden del grupo).

Corolario 4. Si G es un grupo de orden p, con p primo, entonces G es ćıclico.

Demostración. Sea g P G, g ‰ e. Por el teorema de Lagrange |xgy| � |G| “ p. Como p es primo sus únicos divisores son 1 y
p y como |xgy| ą 1 se ha de tener |xgy| “ p. Por tanto xgy “ G y G es ćıclico. ♣

Sabiendo ahora que H ă G ùñ |H| � |G| ùñ |G| “ r ¨ |H|, r P N vamos a ponerle un nombre a dicha r.
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Definición 13 (́Indice de un subgrupo en un grupo). Sea H ă G. Definimos el ı́ndice de H en G, y lo representamos
mediante rG : Hs, como el cardinal del conjunto cociente G{H. [DH96]

1.7.1. Subgrupos normales y grupo cociente

Definición 14 (Subgrupo normal). Sea H ă G. Diremos que H es un subgrupo normal de G y lo denotaremos por
H CG ðñ @g P G, g ˚H “ H ˚ g.

Proposición 24. Si G es abeliano entonces todos sus subgrupos son normales.

Definición 15 (Conjunto cociente en grupos). Sea H ă G. Definimos

G{H “ tgH | g P Gu (1.8)

Proposición 25. Sea H CG. pG{H, ˚q con la operación ˚ : G{H ˆG{H Ñ G{H, pxHqpyHq ÞÑ pxyqH es un grupo.

Demostración. La operación ˚ está bien definida. @x, y P G{H, x ˚ y “ xHyH “ xyHH “ xyH “ x ˚ y.

El elemento neutro es e pues @x P G{H, e ˚ x “ eHxH “ exH “ xH “ x.

El elemento inverso está bien definido: x´1 “ x´1 pues @x P G{H, xx´1 “ xHx´1H “ xx´1H “ eH “ e. ♣

Teorema 26. De [DH96, p. 91]a Sea H ă G con rG : Hs “ 2 (con ı́ndice de H en G igual a 2). Entonces H es normal.
aNo lo hemos dado expĺıcitamente pero se utiliza para algunos ejemplos.

Proposición 27. Si H ă G con |H| “ n ă 8 y además H es el único subgrupo de orden n entonces H CG.

Demostración. Ver [DH96, p. 91]. ♣



Caṕıtulo 2

Homomorfismos de grupos

2.1. Homomorfismos de grupos

Como en cualquier estructura algebraica, es interesante establecer correspondencias entre grupos. Los homomorfismos son
funciones definidas de manera que la operación del grupo se preserva.

Definición 16 (Homomorfismo de grupos). Sean pG1, ¨q, pG2, ˚q grupos. Decimos que f : G1 Ñ G2 es un homomorfismo de
grupos si @a, b P G1, fpa ¨ bq “ fpaq ˚ fpbq.

si f es inyectiva, f es un monomorfismo
si f es sobreyectiva, f es un epimorfismo
si f es biyectiva, f es un isomorfismo
si G2 “ G1 y f es un isomorfismo, entonces f se llama automorfismo

Si existe un isomorfismo entre dos grupos, decimos que son isomorfos y lo denotamos por G1 » G2.

a

b

a ˚ b

fpaq
fpbq

fpaq ˚ fpbq

G1 G2

Figura 2.1: Homomorfismo de grupos

Definición 17 (Núcleo de un homomorfismo). Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo. Definimos el núcleo ker f “ tx P G1 |
fpxq “ e2 P G2u (los que van a parar al neutro).

Definición 18 (Imagen de un homomorfismo). Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo. Definimos la imagen Im f “ ty P G2 |
Dx P G1, fpxq “ yu.

Proposición 28. Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo. ker f ă G1.

Demostración. Probamos las 3 propiedades de los subgrupos

1. a, b P ker f ùñ a ¨ b P ker f . fpa ¨ bq “ fpaq ˚ fpbq “ e2 ˚ e2 “ e2.

2. a P ker f ùñ a´1 P ker f . fpaq “ e2, fpa´1q “ e2 ùñ pfpaqq´1 “ e2.

3. e1 P ker f .

♣

Teorema 29. Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo. Im f ă G2.

17
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Demostración. Es análoga a la del ker f . ♣

Teorema 30. Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo. ker f CG1

Demostración. Tenemos que probar que @a P G1, apker fqa´1 Ă ker f .

Sea h P ker f . fpaha´1q “ fpaq fphq
loomoon

e2

fpa´1q “ fpaqfpa´1q “ e2 Ă ker f ♣

Proposición 31. Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo de grupos. f es inyectiva si y solo si ker f “ teu.

Demostración.

p ðù ) Suponemos que f es inyectiva. Sabemos que en un homomorfismo fpe1q “ e2 y además ker f “ e1 por hipótesis.

p ùñ q Tenemos que probar que dados a, b P G1, fpaq “ fpbq ùñ a “ b. Decir que fpaq “ fpbq es lo mismo que decir
e2 “ fpaq´1fpbq “ fpa´1qfpbq “ fpa´1bq ùñ a´1b P ker f “ te1u ùñ a “ b.

♣

Proposición 32. Sean G1, G2, G3 grupos y sean f : G1 Ñ G2, g : G2 Ñ G3 homomorfismos de grupos. Entonces g ˝ f es a
su vez un homomorfismo de grupos.

Teorema 33. Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo de grupos. Entonces opfpgqq divide a opgq.

Teorema 34. Sea f : G1 Ñ G2 un isomorfismo de grupos. Entonces opgq “ opfpgqq.

Demostración. Consideramos f y f´1 para los que se verifica el teorema anterior. opgq | opfpgqq ^ opfpgqq | opf´1pfpgqqq “
opgq ùñ opgq “ opfpgqq. ♣

2.1.1. Ejemplos de homomorfismos de grupos

Ejemplo 12 (Homomorfismo trivial). Siempre nos queda el homomorfismo trivial f : G1 Ñ G2, fpg1q “ e2,@g1 P G1.

Ejemplo 13. Consideramos Z{nZ “ t0, 1, . . . , n ´ 1u La presentación de este grupo es op1q “ n. Queremos construir un
homomorfismo f : Z{nZ Ñ G1. Para que f sea un homomorfismo necesitamos que fp0q “ e. Ahora supongamos que
establecemos fp1q “ a. Naturalmente sigue (para que f sea un homomorfismo) que fp2q “ a ˚ a “ a2. Observamos que la
condición necesaria y suficiente para que el homomorfismo definido por fp1q “ a es que an “ e, o lo que es lo mismo que
opaq divida a n.

f : Z{nZÑ G1

0 ÞÑ e

1 ÞÑ a

2 ÞÑ a2

. . .

n “ 0 ÞÑ an “ 0

Ejemplo 14. En Z{nZÑ Z{nZ podemos construir n homomorfismos ya que

cualquier a P Z{nZ es cumple la condición necesaria para que fp1q “ a induzca un homomorfismo

todo homomorfismo queda determinado por fp1q “ a para algún a P Z{nZ.

Es decir que HompZ{nZ,Z{nZq » Z{nZ.

Ejemplo 15. Si ahora nos preguntamos por los isomorfismos IsompZ{nZ,Z{nZq Ă HompZ{nZ,Z{nZq nos damos cuenta de
que los únicos a P Z{nZ que nos dan isomorfismos son aquellos que tienen opaq “ n.

Es decir que IsompZ{nZ,Z{nZq » UpZ{nZq. Profundizamos en esto más adelante al hablar del producto semidirecto.

Proposición 35 (O ejemplo). Sea f : Z{nZÑ Z{nZ. f es un isomorfismo ðñ fp1q “ a P UpZ{nZq
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Ejemplo 16 (Automorfismo conjugación). Este ejemplo se utiliza tant́ısimo en lo que viene en el siguiente caṕıtulo que tiene
nombre propio.

Fijamos g P G y definimos φg : G Ñ G, x ÞÑ gxg´1. Es un homomorfismo de grupos pues y ÞÑ gyg´1 y xy ÞÑ gxyg´1 “
gxg´1gyg´1.

Ahora consideramos g´1 y φg´1 : GÑ G, x ÞÑ g´1xg y como antes se verifica que es homomorfismo.

Además, φg ˝ φg´1 “ id luego φg es un automorfismo (e isomorfismo) de grupos.

Nota: en ocasiones lo denotamos con γg.

Ejemplo 17. Consideramos ahora N C G y por tanto para cualquier g P G, gN “ Ng. La función φgpNq Ă N es un
isomorfismo que además lleva los elementos de N en N , por tanto podemos restringirla a φg : N Ñ N e inducir un
isomorfismo.

Es decir, los subgrupos que no se mueven por ninguna función φg son los subgrupos normales.

Ejemplo 18. TODO: esto creo que es mentira.

Consideramos el grupo pZ,`q que es ćıclico y un grupo G con a P G. Utilizando notación multiplicativa en la que el 1
representa el elemento neutro (en este caso 1 “ e)

ZÑ G

1 ÞÑ a

k ÞÑ ak

k ` k1 ÞÑ ak`k
1

Es decir, que al seleccionar 1 ÞÑ a queda determinada la imágen de todos los demás k P Z y además la función que obtenemos
es un homomorfismo. Por tanto el conjunto de los homomorfismos de Z en G es TODO G: HompZ, Gq “ G.

Ejemplo 19 (del primer teorema de la isomorf́ıa). Consideramos el grupo G “ t1, i,´1,´iu con el producto y establecemos
la función f : Z Ñ G que lleva 1 ÞÑ i. Además f es sobreyectiva y ker f “ Z{4Z. El primer teorema de la isomorf́ıa nos
dice que existe un isomorfismo f : Z{ ker f Ñ G y este es f, fprasq ÞÑ ia (en ker f no se repiten los elementos por lo que
convertimos el epimorfismo f en un homomorfismo f).

En general todos los grupos ćıclicos de orden n son isomorfos entre śı, porque todos son isomorfos a Z{nZ y los isomorfismos
son reversibles y la composición sigue siendo isomorfismo.

Hemos visto que HompZ, Gq “ G porque al determinar fp1q “ a determinamos el homomorfismo y por tanto tenemos un
homomorfismo para cada elemento a P G.

¿Pero qué pasa si tomamos los homomorfismos f : Z{nZ Ñ G con a P G definidos por fp1q “ a? Pasa que para que sean
homomorfismos necesitamos que opaq “ op1q “ n para que aśı 0 “ n ÞÑ an “ e.

2.2. Ret́ıculo de subgrupos

Los homomorfismos de grupos pueden ser de gran utilidad para encontrar el ret́ıculo de subgrupos.

El siguiente teorema no lo ha dado Orlando expĺıcitamente pero básicamente lo que dice es lo que dijo en las 3 clases sobre
correspondencia entre subgrupos pero un poco más ordenado.

Teorema 36 (de correspondencia entre subgrupos mediante homomorfismos). Sea f : G1 Ñ G2 un homomorfismo de grupos.
Se tiene [DH96]:

1. Si H1 ă G1 entonces fpH1q ă G2
2. Si H2 ă G2 entonces f´1pH2q “ th1 P G1 | fph1q P H2u ă G2
3. Si H2 CG2 entonces f´1pH2q CG1
4. Si H1 CG1 y f es además sobreyectiva (es un epimorfismo) entonces fpH1q CG2

Demostración.

1. Demostramos que se cumplen las 3 propiedades de los grupos. Sabemos que e1 P H1 ùñ e2 P fpH1q “ H2. Además,
sabemos que @x P H1, x

´1 P H1 y por ser f un homomorfismo tenemos que @fpxq P H2, fpxq´1 “ fpx´1q P H2. Por
último, tenemos que @x, y P H, xy P H1 ùñ @fpxq, fpyq P H2, fpxqfpyq “ fpxyq P H2.
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2. Es análoga a la de la primera afirmación.

3. Tenemos que probar que para un g1 P G1, @h1 P f´1pH2q “ H1, g1h1 “ h1g1. Sabemos que @h1, Dh2 P H2 | f´1ph2q “
h1. Entonces g1h1 “ h1g1 ðñ f´1pg2qf´1ph2q “ f´1ph2qf´1pg2q ðñ f´1pg2h2q “ f´1ph2g2q que es cierto por
hipótesis de que H2 es normal.

4. Tenemos que probar que para g2 P G2 dado, @h2 P H2 “ fpH1q, g2h2 “ h2g2. Comenzamos por asegurar que Dg1 P
G1 | fpg1q “ g2 por ser f sobreyectiva. Por tanto g2h2 “ h2g2 ðñ fpg1qfph1q “ fph1qfpg1q ðñ fpg1h1q “ fph1g1q
que es cierto por hipótesis.

♣

Queremos establecer una relación entre los ret́ıculos de subgrupos de dos grupos que son el dominio y la imágen de un
epimorfismo f : G1 Ñ G2. Los subgrupos de G2 siempre contendrán al elemento neutro e2 por lo que podemos establecer
una relación natural entre los subgrupos de G1 que contienen a ker f con los subgrupos de G2.

Teorema 37. a Sea f : G1 Ñ G2 un epimorfismo. Existe una biyección entre el ret́ıculo de subgrupos de G2 y subgrupos de
G1 que contienen al ker f . Se cumple que H2 ă G2 ðñ f´1pH2q Ą ker f .
En particular, el número de subgrupos de G2 es igual al número de subgrupos de G1 que contienen al núcleo.

|tH2 | H2 ă G2u| “ |tH1 ă G1 | ker f P H1u|
aEste teorema es un desastre. Las hipótesis no las ha dado y las conclusiones tampoco. Es lo que más o menos he creido que queŕıa decir. Es

posible que se corresponda con la proposición 4.4.6 del [DH96] pero en dicha proposición no se exige que f sea sobre.

Demostración. Sabemos que por ser f homomorfismo, H1 ă G1 ùñ fpH1q ă G2.

Veamos que la relación entre los subconjuntos de G1 y de G2 se mantiene al aplicar el epimorfismo. Sea H2 Ă G2. Como f
es sobre fpf´1pH2qq “ H2. Ahora sea H 12 | H2 Ă H 12 Ă G2. Ocurre lo de antes y además f´1pH2q Ă f´1pH 12q Ă G1.

Ahora lo extendemos de subconjuntos a subgrupos. Asociamos a cada H2 ă G2 el subgrupo f´1pH2q ă G. Es un subgrupo
porque al ser f epimorfismo mantiene la operación. En particular, e2 P H2 ùñ ker f “ f´1pe2q Ă f´1pH2q.
Por último afirmamos que si ker f Ă H1 ă G1, entonces H1 “ f´1pfpH1qq. Para probar esto probamos la doble inclusión.
H1 P f´1pfpH1qq es evidente pues h P H1 ùñ fphq P fpH1q. Ahora probamos ker f Ă H1 ùñ H Ă f´1pfpH1qq.

α P f´1pfpH1qq ðñ fpαq P f´1pfpH1qq
ðñ Dh1 P fpH1q | fpαq P fpH1q
ðñ Dh1 P H | fpαqpfph1qq´1 “ e2

ðñ Dh1 P H1 | fpαh´1
1 q “ e2

ðñ Dh1 P H1 | αh´1
1 P ker f

αh´1
1 h1 ùñ α P H1

♣

G1

G2

ker f e2

H1
H2

Ejemplo 20 (Ret́ıculo de subgrupos de Z{8Z). Queremos saber sobre los subgrupos que tiene Z{8Z (ver figura ??). El
epimorfismo que utilizamos es f : ZÑ Z{8Z, z ÞÑ fpzq “ z el habitual.

Para ver los subgrupos de Z{8Z miramos qué subgrupos de Z contienen a ker f “ tz P Z | fpzq “ 0u “ tz P Z | z
mód 8 “ 0u “ 8Z. Es decir, tenemos que encontrar los subgrupos de Z que contengan a los múltiplos de 8 (8Z):

Z Ą 2Z Ą 4Z Ą 8Z
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En general, en nZ, los subgrupos que contienen al núcleo son los mZ tales que m � n (m divide a n). Luego Z{8Z tendrá 4
subgrupos que serán fp8Zq “ Z{8Z, fp4Zq “ Z{4Z, fp2Zq “ Z{2Z, fpZq “ teu.

Z

2Z

4Z

8Z

x1y “ Z{8Z

x2y

x4y

x8y “ teu

Figura 2.2: Ret́ıculo de subgrupos de Z{8Z

Lo mismo podŕıamos hacer para obtener el ret́ıculo de Z{6Z (ver figura ??).

Z

2Z 3Z

6Z

x1y “ Z{6Z

x2y x3y

x6y “ teu

Figura 2.3: Ret́ıculo de subgrupos de Z{6Z

2.3. Teoremas de la isomorf́ıa

Teorema 38. (Primer teorema de la isomorf́ıa) Sea f : G1 Ñ G2 un epimorfismo y sea π : G1 Ñ G1{ ker f . Entonces existe
un isomorfismo f : G1{ ker f Ñ G2 tal que f “ π ˝ f .

G1 G2

G1{ ker f

f

π
f

Figura 2.4: Primer teorema de la isomorf́ıa.

Teorema 39. (Segundo teorema de la isomorf́ıa) Sea G un grupo, H CG, K CG y H ă K. Entonces K{H es un subgrupo
normal de G{H y

G{H{K{H » G{K (2.1)

Teorema 40 (Tercer teorema de la isomorf́ıa). Sea G un grupo, H ă G, K CG. Entonces HK ă G, K CHK y H XK CH.
Además,

HK{K » H{pH XKq (2.2)

Esta observación se utiliza para algunos problemas

Observación 2. Sea N CG entonces f : GÑ G{N, fpxq “ xN es un homomorfismo de grupos.
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Caṕıtulo 3

Clasificación de grupos de orden pequeño

El objetivo final de la teoŕıa de grupos es clasificar los grupos según sus propiedades. Durante el resto del curso veremos
formas cada vez más sofisticadas de clasificar los grupos. Empezaremos con algunos resultados que permiten clasificar grupos
finitos de orden pequeño.

3.1. Producto directo de grupos

El producto directo de grupos permite generar otro grupo a partir de otros.

Definición 19 (Producto directo de grupos). Sean pG1, ˚q, pG2, ‚q grupos. Llamamos producto directo de los grupos G1 y
G2 al grupo pG1 ˆG2,„q. Donde „: pG1 ˆG2q ˆ pG1 ˆG2q Ñ G1 ˆG2, pg1, g2q „ pg11, g12q “ pg1 ˚ g11, g2 ‚ g12q.
En general, dados pG1, ˚1q, . . . , pGn, ˚nq podemos definir el producto directo con

pG1, ˚1q ˆ . . . pGn, ˚nq “
n�
i“1
pGi, ˚iq “

˜

n�
i“1

Gi,„
¸

donde „: p�n
i“1Giq ˆ p

�n
i“1Giq Ñ

�n
i“1Gi con pg1, . . . , gnq „ pg11, . . . , g1nq “ pg1 ˚1 g

1
1, . . . , gn ˚n g1nq.

Cuando se utiliza la notación aditiva es común llamarlo suma directa (ver definición 35).

El producto directo se trata con detalle más adelante pero aqúı van un par de teoremas.

Teorema 41. Sean n,m P N. El grupo producto directo Z{nZˆ Z{mZ es ćıclico ðñ mcdpn,mq “ 1.

Demostración. Para que Z{nZˆ Z{mZ sea ćıclico debe haber un elemento a P Z{nZˆ Z{mZ | opaq “ m ¨ n. Si m y n no son
coprimos entonces el orden de a no puede ser m ¨ n. ♣

Este teorema puede ser útil combinado con el resultado anterior (teorema 16), para dar isomorfismos a productos directos
que sean ćıclicos.

Teorema 42. Si G es abeliano y |G| ă 8 entonces G es un producto de grupos ćıclicos finitos.

Demostración. Dice que no lo vamos a probar, pero veremos algunos resultados más adelante (en la sección sobre clasificación
de grupos finitos 3.3.1). ♣

3.2. Producto libre de grupos

Definición 20 (Producto libre de grupos). Sean S, T subconjuntos del grupo G. Definimos ST “ ts ˚ t | s P S ^ t P T u.

23
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A veces, cuando se utiliza notación aditiva es común denotarlo por S ` T (ver ??).

Es importante remarcar el el producto libre de [sub]grupos no siempre es un grupo, a diferencia del producto
libre que siempre funciona. En general solo es un conjunto. Ver el teorema 44

Observemos que la función f : S ˆ T Ñ ST, ps, tq ÞÑ st no es un homomorfismo de grupos. Esto es porque al operar dos
elementos de S ˆ T no se comporta bien. Sean s, s1 P S, t, t1 P T

ps, tq ÞÑ st

ps1, t1q ÞÑ s1t1

esperamos que

fpps, tqps1, t1qq “ fpst, s1t1q ÞÑ fps, tqfps1, t1q “ sts1t1

pero en realidad ocurre que

fpps, tq, ps1, t1qq ÞÑ ss1tt1 ‰ fps, tqfps1, t1q

No obstante, aunque la función que lleva H1 ˆH2 Ñ H1H2 no sea un homomorfismo, śı podemos saber cuantos elementos
tiene H1H2.

Teorema 43 (Cardinalidad del producto libre). Sean H1, H2 ă G con G finito. Entonces

|H1H2| “ |H1||H2|
|H1 XH2| (3.1)

Demostración. Utilizaremos la función f : H1 ˆH2 Ñ H1H2 que es sobreyectiva por definición de H1H2. Para una función
sobreyectiva f : AÑ B, |A| “ ř

bPB |f´1pbq|.

Sean las fibras los conjuntos f´1ph1h2q de los pares de elementos que van a parar al mismo h1h2 P H1H2. La condición
necesaria y suficiente para que ph11, h12q esté en la misma fibra que ph1, h2q es que h11 “ h1α ^ h12 “ h2α, α P H1 X H2.
Entonces |f´1ph1, h2q| “ |ph1α, h2αq, α P H1 XH2| “ |H1 XH2| ùñ |H1||H2| “ |H1H2||H1 XH2| ♣

Teorema 44. Sean H1, H2 subgrupos de G, con G finito. Si H2 CG entonces H1H2 ă G (si uno de los subgrupos es normal,
entonces el producto es subgrupo).

Demostración. Observamos que podemos escribir H1H2 “ Ş

hPH1
h ˚H2. Como H2 CG, h ˚H2 ¨ h1H2 “ hh1H2 @h P H1. Si

nos fijamos H1H2 es cerrado por la operación pues hh1H2 P H1H2 y como G es finito y por tanto H1, H2 también, H1H2 es
un subgrupo. ♣

Teorema 45. Si H1 C G ^ H2 C G ùñ H1H2 C G (si los dos subgrupos son normales, enotnces el producto también es
normal).

Demostración. H1, H2 ă G luego @g P G, gH1H2g
´1 “ gH1g

´1gHg´1 “ H1H2. ♣
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3.3. Clasificación de grupos finitos

3.3.1. Teorema de clasificación de grupos finitos de orden pequeño

Teorema 46 (Grupos notables de distintos órdenes finitos.).

|G| “ 2, 3, 5, 7, 11 . . . , p donde p es primo:
• Abelianos ćıclicos: son isomorfos con Z{pZ.
• Abelianos no ćıclicos: no hay, por el corolario del teorema de Lagrange 23.

|G| “ 4:
• Abelianos ćıclicos: son isomorfos con Z{4Z
• Abelianos no ćıclicos: son isomorfos con Z{2Zˆ Z{2Z.
• No abelianos: no hay grupos no abelianos de orden menor que 4.

|G| “ 6:
• Abelianos ćıclicos: son isomorfos con Z{6Z.
• Abelianos no ćıclicos: no hay porque todo grupo abeliano cuyo orden se puede descomponer en dos primos es

ćıclico (ver Hoja 1 ejercicio 19).
• No abelianos: todos son isomorfos con D3 » S3 (ver ejemplo 23).

|G| “ 8:
• Abelianos ćıclicos: son isomorfos con Z{8Z.
• Abelianos no ćıclicos: son isomorfos o bien con Z{4ZˆZ{2Z o bien con Z{2ZˆZ{2ZˆZ{2Z (depende de los órdenes

de los elementos de G).
• No abelianos: son isomorfos o bien con el famoso grupo D4 (ver ejemplo 6) o bien con el grupo de cuaterniones H

(ver ejemplo 5). Ver ejemplo 24

Demostración. En lo que resta de sección se dan algunos ejemplos de los razonamientos que llevan a estas afirmaciones. ♣

Vamos a aplicar el teorema 42 a grupos abelianos.

Teorema 47. Sea G abeliano con |G| “ pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n . Entonces

G » Z{pβ11
1 Zˆ Z{pβ1s1

1 Zˆ . . .Z{pβn1
n Zˆ Z{pβnsn

1 Z donde αi “
ÿ

j“1...si

βij (3.2)

En particular, se cumple que para grupos ćıclicos G de orden n, donde G » Z{nZ.

Teorema 48. Sea un número y su factorización en primos: n “ pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n . Entonces

Z{nZ » Z{pα1
1 Zˆ Z{pα2

2 Zˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z{pαn
n Z (3.3)

Demostración. Sea d tal que d � n y n “ dn1. Por tanto n1 “ pα2
2 . . . pαn y d “ pα1

1 . Como Z{nZ “ t0, 1, 2, . . . , n1, . . . , n ´ 1u
tenemos que opn1q “ pα1

1 . Luego H “ xn1y es el único subgrupo de orden pα1
1 y N “ xpα1

1 y es el único subgrupo de orden
n1. Ahora bien, por cómo hemos elegido n1 y d, mcdpn1, dq “ 1 por lo que Z{nZ » Z{dZ ˆ Z{n1Z. Podemos repetir este
procedimiento hasta que descompongamos n en potencias de primos y tendremos que mcdppα1

1 , pα2
2 , . . . , pαn

n q “ 1 y por tanto
Z{nZ » Z{pα1

1 Zˆ Z{pα2
2 Zˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z{pαn

n Z ♣

Lo que nos dice este teorema es que si un grupo es ćıclico de orden n entonces es isomorfo a Z{nZ y a su vez a un producto
directo en el que cada uno de los factores tiene como orden un factor de n, sin separarlos con la multiplicidad.

Ejemplo 21. Si un grupo de orden 12 es ćıclico entonces es isomorfo a Z{4ZˆZ{3Z, y no es isomorfo a Z{2ZˆZ{2ZˆZ{3Z.

Teorema 49. Sea G abeliano donde |G| “ r ¨ s con mcdpr, sq “ 1 y ean K ă G^N ă G donde |K| “ r^ |N | “ s. Entonces
G » K ˆN .

Demostración. Sabemos que f : K ˆN Ñ G, pk, hq ÞÑ kh es un homomorfismo y por tanto Im f ă G. Para probar que f
es un isomorfismo probaremos que Im f “ G. Como |K| “ r ^ |N | “ s y r y s son coprimos entonces K X N “ teu. Por
tanto |K XN | “ 1 y utilizando el teorema 43 tenemos que |KN | “ |K||N |

|KXN | “ |K||N | “ rs por lo que f es sobreyectiva, y, por
tanto, biyectiva, es decir, que f es un isomorfismo. ♣
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Ejemplo 22. Podemos afirmar que si |G| “ 6 y G es abeliano entonces G » Z{6Z » Z{2Zˆ Z{3Z.

Observemos que la hipótesis de abeliano es fundamental (ver ejemplo 28).

Ejemplo 23. Sea G no abeliano con |G| “ 6. Entonces G » D3.

Demostración. 1. G no abeliano ùñ G no ćıclico ùñ Dg P G | opgq ‰ 6

2. G no abeliano ùñ Db P G | opbq ‰ 2 ùñ opbq “ 3 ya que si b P G entonces opbq � |G| (corolario teorema de Lagrange
(23)).

3. Sabemos pues que xby “ t1, b, b2u ă G y |xby| “ 3 ùñ rG : xbys “ |G|
|xby| “ 2. Es decir, que hay otra caja disjunta en la

partición a la que llamamos K

4. Por el teorema del cardinal del producto libre (teorema 43) tenemos que 6 ě |HK| “ |H||K|
|xbyXK . Como xby XK “ teu por

ser las cajas disjuntas tenemos que |K| “ 2 ya que si fuera |K| “ 3 tendŕıamos que |HK| “ 9 ę 6.

5. Definimos φapxq : G Ñ G, x ÞÑ axa´1 (el isomorfismo de conjugación). φa es un isomorfismo, incluso cuando lo
restringimos a un subgrupo normal. El subgrupo xby es normal porque tiene ı́ndice 2 (ver teorema 26).

6. Por ello tenemos que si φapxq “ y entonces tiene que ser opxq “ y. Por tanto, aplicando φa a b tenemos lo siguiente:

φapbq “ aba´1 “ b ùñ ab “ ba ùñ G abeliano
φapbq “ aba´1 “ b´1 ùñ ab “ b2a ùñ ba “ ab2

7. La primera no puede ser por hipótesis. La segunda nos da el final de la presentación de D3:

D3 “ xa, by donde opaq “ 2, opbq “ 3, ba “ ab2

♣

Ejemplo 24. Probar que si G es un grupo no abeliano con |G| “ 8 entonces o bien G » D4 o bien G » H donde H es el
grupo de cuaterniones (ver ejemplo 5).

Demostración.

1. Tenemos que G no es abeliano. Por el contrarrećıproco del teorema 13 tenemos que no puede ser ćıclico por lo que
Eg P G | opgq “ 8.

2. Por el teorema 4 sabemos que Db P G | opbq ‰ 2 ùñ opbq “ 4.

3. Por el teorema de Lagrange 23 sabemos que dicho b tiene que tener opbq “ 4 ya que @b P G, opbq � |G|. Por tanto
xby “ t1, b, b2, b3u.

4. Como xby tiene orden 4, el ı́ndice es rG : xbys “ 2 por lo que hay otro subgrupo en G disjunto a xby. Sea a un elemento
de dicho subgrupo.

5. Fijado a, definimos el isomorfismo de conjugación φa : G Ñ G, φapxq “ axa´1. Este isomorfismo sigue siendo un
isomorfismo cuando lo restringimos a un subgrupo normal como es el caso de xby (ver teorema 26).

6. Para b P G pueden ocurrir las siguientes, porque φa debe mantener los órdenes por ser isomorfismo:

φapbq “ aba´1 “ b ùñ ab “ ba ùñ G abeliano. Descartamos esta opción por hipótesis.

φapbq “ aba´1 “ b´1 ùñ ba “ ab´1 “ ab3

7. Ahora consideramos los posibles órdenes de a que pueden ser 2 o 4 por el teorema de Lagrange:

Si opaq “ 2 entonces G » D4 ♣

Si opaq “ 4 entonces xay “ t1, a, a2, a3u.
a) Miramos xay X xby “ t1, a, a2, a3u X t1, b, b2, b3u “ t1u ùñ |xay X xby| “ 1

b) Por el teorema del orden del producto libre 43 tenemos que |xayxby| “ |xay||xby| “ 4 ¨ 4 “ 16, pero esto no
puede ocurrir puesto que el orden del producto puede ser como máximo 8. Es decir, que xay X xby ‰ teu.

c) Ahora bien, la intersección de subgrupos debe ser un subgrupo, luego el orden debe ser divisor del orden de
los grupos intersecados. El orden de xay X xby puede ser 1, 2 o 4.
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d) Ya hemos visto que no puede ser 1. Tampoco puede ser 4 porque... por qué? Luego opxay X xbyq “ 2 por lo
que xay X xby tiene 2 elementos.

e) Uno de ellos es el neutro (1). El otro no puede ser ni a, ni b porque al tener estos orden 4 tendŕıa que haber
más elementos. Tampoco puede ser ni a3, ni b3 porque también tienen orden 4 por el teorema 17. Luego
xay X xby “ t1, a2u “ t1, b2u ùñ a2 “ b2.

f ) Recopilando opaq “ 4, opbq “ 4, a2 “ b2, ba “ ab´1 tenemos que G » H ♣

3.4. Extra

Ejemplo 25 (Ret́ıculo de subgrupos de D4). Dar el ret́ıculo de subgrupos de D4 “ t1, B,B2, B3, A,AB,AB2, AB3u, donde
opAq “ 2, opBq “ 4, BA “ AB3. En este caso no tenemos más remedio que ir probando a ver qué combinaciones de
elementos dan subgrupos. Como conocemos de dónde viene D4 nos es más fácil (ver el ejemplo 6).

D4

x1, AB, A2, AB3y xBy x1, A, B2, AB2y

xABy xAB3y xB2y xAy xAB2y

t1u

Figura 3.1: Ret́ıculo de subgrupos de D4

Figura 3.2: Ret́ıculo de subgrupos de D4 de [Epp]

Nos ayudamos de la imágen para sacarlos. La manera de hacerlo sin tener más información que la presentación del grupo es
hacerse todos los subgrupos generados por cada elemento y descartar los que son iguales. Luego hacerse todos los subgrupos
generados por dos elementos y descartar los que son iguales. Por alguna razón no hace falta probar con los generados por más
de dos elementos. Una vez obtenidos estos grupos establecemos las relaciones de inclusión y creamos el diagrama de Hasse.

Ejemplo 26. Ret́ıculo de subgrupos del grupo de cuaterniones H (figura 3.3)

H

xABy xAy xBy

tA2 “ B2u

teu

Figura 3.3: Ret́ıculo de subgrupos del grupo de cuaterniones H.

Para este ejemplo hemos probado con los posibles subgrupos que pod́ıan generar varios elementos.

Siempre se tiene que teu “ x1y ă H

Además, como H “ xA,By tenemos por definición que xAy ă H ^ xBy ă H.
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De calcular los órdenes de los elementos tenemos que el único con orden 2 es B2 “ A2 por lo tanto su generado
xB2y “ t1, B2u ă H (ver ejemplo 5 para los órdenes).

Cualquier grupo generado con una A y una B nos genera automáticamente todo H por definición. Luego una posible
estrategia es ver si algún otro elemento genera un subgrupo que no contenga a A y a B.

• Nos damos cuenta después de muchas cuentas que xAB2y “ t1, AB2 “ A3, A2 “ B2, Au “ xAy ă H pero no es
nuevo aśı que no ha habido suerte.

• Probamos con xABy “ t1, AB,A2 “ B2, AB3u ă H y tenemos suerte porque hemos encontrado uno que no
estaba. Ocurrirá que xABy “ xAB3y.

• Nos quedan por probar xBy y xB3y. Está claro que serán subgrupos y no serán el total porque no hay As pero
ocurre que son el mismo subgrupo.

Aśı, hemos mirado todos los subgrupos generados por un elemento y hemos identificado los que son iguales. ¿Qué nos
garantiza que grupos generados por dos elementos no serán alguno de los que hemos encontrado? Pues no sé.

El ret́ıculo de subgrupos de D5 lo veremos más adelante (para no llenar todo esto de ret́ıculos).

Ejemplo 27. Sea G abeliano con |G| “ n “ rs, sea H ă G, K ă G con |H| “ r, |K| “ s y H XK “ teu.
Notemos que como G es abeliano, H y K son subgrupos normales.

Al aplicar el teorema 43 tenemos que el denominador es |H XK| “ 1 por lo que |HK| “ |H||K| “ rs “ n.

Como G es abeliano:

1. G “ HK (porque HK es un subgrupo con el mismo número de elementos que G por el teorema 43)

2. La función f : H ˆ K Ñ G, ph, kq ÞÑ hk es un homomorfismo de grupos (nótese que esto no ocurriŕıa si G no
fuese abeliano).

Es más, si se cumple todo lo anterior, f es además un isomorfismo ùñ H ˆK » G.

Ejemplo 28. Consideramos S3, que tiene |S3| “ 6 y no es abeliano y los subgrupos H “ xp12qy y K “ xp123qy con |H| “ 2
y |K| “ 3. Podemos construir la función f : H ˆK Ñ S3 pero no es un homomorfismo de grupos. De hecho, al ser K C S3,
el producto HK es un subgrupo y la función f es una biyección, pero aún aśı no es compatible con la estructura de grupo.

Ejemplo 29. Consideramos D4 y un grupo G con a, b P G donde hemos establecido un homomorfismo que definimos con
fpAq “ a y fpBq “ b. Ocurre lo siguiente

El homomorfismo queda totalmente definido ya que todos los elementos de D4 son palabras en A y B y por la estructura
de homomorfismo podemos operar tras aplicar la operación a cada letra. Por ejemplo fpABAq “ aba.

Es necesario que opaq “ 2 y opbq “ 4, de lo contrario no se cumpliŕıa la estructura de homomorfismo entre D4 y G.

Ejemplo 30. Veamos un ejemplo (notamos que p12q4 “ id)

f : Z{4ZÑ S3

1 ÞÑ p12q
2 ÞÑ id “ p1q
3 ÞÑ p12q

4 “ 0 ÞÑ id

Observamos que HompZ{4Z, S3q Ă HompZ, S3q puesto que al tomar Z{4Z no podemos tomar cualquier a sino que tenemos
que asegurarnos de que opaq “ op1q (en este caso opaq “ 2 pero sigue funcionando porque lo que importa es que aop1q “ id).

Queremos analizar los homomorfismos f : Z{nZÑ Z{nZ. Ahora no importa el a que elijamos para que f sea homomorfismo
porque Im f “ xay.
Para que f sea epimorfismo, necesitamos que Im f “ xay “ Z{nZ es decir que opaq sea coprimo con n.

Conclúımos que AutpZ{nZq Ă HompZ{nZ,Z{nZq.



Caṕıtulo 4

El teorema de Cauchy

4.1. Consideraciones previas

4.1.1. Conjugación

Cuando introdujimos los homomorfismos de grupos hicimos especial hincapié en un automorfismo al que llamábamos φg o
γg y que para un g P G dado se defińıa como

φg : GÑ G

x ÞÑ gxg´1

Diremos a partir de ahora que dos elementos son conjugados si cumplen la siguiente definición.

Definición 21 (Conjugados). Sea G un grupo, a, b P G. Diremos que b es conjugado de a ðñ Dg P G | b “ gag´1, es decir,
si existe un g P G para el que el automorfismo conjugación φg cumple φgpaq “ b.

Observemos que la conjugación es una relación de equivalencia.

Proposición 50. Sea R una relación de equivalencia definida con

@a, b P G, aRb ðñ Dg P G | b “ gag´1

Probamos las tres propiedades de las relaciones de equivalencia:

1. Reflexiva: @a P G, aRa

Demostración. Tomando g “ e se tiene @a, a “ eae´1 “ eae “ a. ♣

2. Simétrica: @a, b P G, aRb ðñ bRa

Demostración. Se verifica la doble implicación tomando g1 “ g´1 utilizado en el otro lado:

aRb ùñ Dg | b “ gag´1 ðñ g´1bg “ a ðñ g1 “ g´1 ^ a “ gbg´1 ðñ bRa

Hacia el otro lado es igual. ♣

3. Transitiva: @a, b, c P G, aRb^ bRc ùñ aRc

Demostración.

aRb ùñ Dg1 | b “ g1ag
´1
1 ^ bRc ùñ Dg2 | c “ g2bg

´1
2

c “ g2bg
´1
2 “ g2g1ag

´1
1 g´1

2 ùñ c “ g1ag1´1 con g1 “ g1g2 ùñ aRc

♣

Nota: La relación de conjugación solo merece la pena en grupos no abelianos, porque en un grupo abeliano, cualquier par
de elementos es conjugado.

29
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Ejemplo 31. En S3 afirmamos lo siguiente:

que 1 solo tiene como conjugado a śı mismo,

que tp12q, p13q, p23qu son conjugados entre śı,

y que tp123q, p132qu también son conjugados entre śı.

Es decir, que la conjugación nos genera una partición con 3 cajas disjuntas.

En esta relación de equivalencia, las clases de equivalencia son de la forma clpaq “ tgag´1 | g P Gu (conjuntos de los elementos
que son conjugados de a). Queremos saber cuántos elementos hay en cada clase de equivalencia. Para ello introduciremos la
noción de centralizador de un elemento y posteriormente daremos un teorema (proposición 59) que relaciona el número de
elementos del centralizador de un elemento con el número de elementos de la clase de equivalencia de un elemento.

4.1.2. Centro de un grupo

Definición 22 (Centro de un grupo). Sea G un grupo finito. Definimos el centro de G, ZpGq “ ta P G | @g P G, ag “ gau.

El centro es útil en grupos finitos no abelianos ya que, en grupos abelianos, el centro es todo el grupo como veremos en la
proposición 55.

Proposición 51. Sean a, b P ZpGq. Entonces ab P ZpGq.

Demostración. Tenemos que ag “ ga y que bg “ gb. Ahora tenemos que probar que gpabq “ pabqg. Es trivial manipulando
pabqg “ agb “ gab. ♣

Proposición 52. Sea G un grupo. ZpGq es un subgrupo y además es un subgrupo normal.

Demostración. Es un subgrupo porque es cerrado (ver proposición 51), contiene siempre al neutro (el centro conmuta con
todos) y para todo a P ZpGq, se tiene que @b P G, ab “ ba ðñ aba´1 “ b ðñ ba´1 “ a´1b ðñ a´1 P ZpGq.
Es normal porque @g P G, ZpGqg “ tag | a P G^ @b P G, ab “ bau “ tga | a P G^ @b P G, ab “ bau “ gZpGq. ♣

Proposición 53. Si H ă ZpGq entonces H es abeliano y normal.

Demostración. Es abeliano porque @g, g1 P ZpGq, gg1 “ g1g y en particular esto se cumple para g, g1 P G ă G.

Es normal porque @g P G, gH “ tga | a P H ^ @b P G, gb “ bgu “ tag | a P G^ @b P G, bg “ gbu “ Hg. ♣

Proposición 54. Sea g P G, φg : GÑ G el isomorfismo definido por φgpxq “ gxg´1. Entonces

x P ZpGq ðñ @g P G, gx “ xg ðñ gxg´1 “ x

x P ZpGq ðñ @g P G, φgpxq “ x

Proposición 55. G es abeliano ðñ G “ ZpGq

Demostración. Sea a P G ^ opaq “ n. Si a es el único elemento de orden n entonces n “ 2 ^ a P ZpGq. Probamos primero
que n “ 2. Si a es el único elemento de orden n entonces tiene que ocurrir que a y an´1 tienen el mismo orden por lo que
1 “ n´ 1 ùñ n “ 2. ♣

La siguiente proposición es crucial para sacar conclusiones sobre los grupos sabiendo sobre sus órdenes y su centro.

Proposición 56. Si G{ZpGq es ćıclico de orden n entonces n “ 1. Otra manera de formularlo: Si G{ZpGq es ćıclico, entonces
G “ ZpGq. Otra manera más de formularlo: si G{ZpGq es ćıclico entonces G es abeliano.

Demostración. Supongamos que G{ZpGq » Z{nZ. Vamos a probar que n tiene que ser 1. Supongmos que G{ZpGq “ tαi, i “
1, . . . , nu donde αi “ αiZpGq. Fijamos g P G con g “ αjh, h P ZpGq, 0 ď j ă n y fijamos f 1 P G con g1 “ αj

1
h1, h1 P

ZpGq, 0 ď j1 ă n. Entonces gg1 “ αjhαj
1
h1 “ αj`j1hh1 “ αj

1
h1αjh “ gg1 (podemos conmutar las h con cualquier elemento

porque h P ZpGq, por el contrario, los α no necesitamos conmutarlos, solo agruparlos cuando están juntos). Es decir, que
@g, g1 P G tenemos que gg1 “ g1g por lo que G es abeliano. ♣
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4.1.3. Centralizador de un elemento.

Definición 23 (Centralizador de un elemento). Sea a P G. Llamamos centralizador de a al conjunto

Cpaq “ tg P G | γgpaq “ gag´1 “ au (4.1)

Se tiene que @a P G, e P Cpaq, es decir que Cpaq no es vaćıo.

Proposición 57. a P ZpGq ðñ Cpaq “ G ðñ rG : Cpaqs “ 1

Demostración. Es cristalina de las definiciones. ♣

Proposición 58. Cpaq es un subgrupo de G

Demostración. Por el teorema 5 solo necesitamos probar la clausura, es decir, tenemos que probar que @g, g1 P G, g P
Cpaq ^ g1 P Cpaq ùñ gg1 P Cpaq. Sale solo pgg1qagg1´1 “ gg1apg1q´1g´1 “ gag´1 “ a P Cpaq. ♣

Proposición 59. |clpaq| “ |tgag´1 | g P Gu| “ rG : Cpaqs (el número de elementos de una clase de equivalencia es el ı́ndice
del centralizador de un representante)

De la proposición anterior se deduce que

Corolario 5. |Cpaq| “ rG : clpaqs

La prueba de la proposición se ve clara después de ver la prueba del teorema de Cauchy, aśı que la dejamos para después.

4.2. Teorema de Cauchy

Teorema 60 (de Cauchy). Sea G un grupo finito con |G| “ n. Si p es primo y p � n entonces G contiene un elemento de
orden p.

Demostración. Procedemos por casos:

Si G es abeliano. Descomponemos |G| “ n “ pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s . Por el teorema 42, G » Z{pβ1

1 Z ˆ Z{pβ2
2 Z ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z{pβr

s Z
donde cada αi es la suma de algunos βr ♣.

Si G no es abeliano. Particionamos G con la relación de equivalencia dada anteriormente (definición 21), aRb ðñ
Dg P G | gag´1 “ b. Recordemos que cada clase de equivalencia es de la forma c “ tgcg´1 | g P Gu. Observamos que si
partimos de e, el elemento neutro, eRb ùñ Dg | geg´1 “ b pero @g P G, geg´1 “ e por lo que clpeq tiene un único
elemento.

Tomemos ahora una clase de equivalencia, la que contenga a a P G. La clase es clpaq “ tgag´1 | g P Gu. Es claro que
a P a por la propiedad reflexiva de R, luego por lo menos en clpaq tiene un elemento.

clpaq “ tgag´1 | g P Gu “ tau ðñ gag´1 “ a, @g P G
ðñ ga “ ag, @g P G

|clpaq| “ 1 ðñ a “ 1
ðñ a P ZpGq

Supongamos que la partición está dada por subconjuntos clpa1q, clpa2q, . . . , clpasq. Por ser una partición, cualquier
elemento vive en una sola caja, luego para saber cuantos elementos tiene G nos vale con sumar los elementos de cada
caja:

|G| “
s
ÿ

i“1
|clpaiq| “

n
ÿ

i“1
|tgaig´1 | g P Gu|

Ahora bien, por la proposición 59 tenemos que |clpaiq| “ rG : Cpaiqs. Por tanto decir que |clpaiq| “ 1 ùñ rG :
Cpaiqs “ 1 ùñ G “ Cpaiq.
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Ahora vamos a dividir el sumatorio en dos: por un lado las cajas de un solo elemento y luego las cajas de varios
elementos:

|G| “ |ZpGq| `
s
ÿ

i“r`1
rG : Cpaiqs donde |ZpGq| “ r y rG : Cpaiqs ě 2,@i “ r ` 1, . . . , s (4.2)

Ahora para probar el teorema de Cauchy procedemos por inducción en n “ |G| “ rG : Cpaiqs ¨ |Cpaiq|.
1. Caso n “ 1. G “ teu que es obvio.

2. Caso n “ 2. Son grupos ćıclicos por lo que Dα P G | opαq “ 2.

3. Caso n ùñ n` 1. Pueden pasar dos cosas:

• o bien p � |Cpaiq| para algún i “ r` 1, . . . , s entonces, por hipótesis inductiva, Cpaiq contiene algún elemento
de orden p. Pues ya está: Cpaiq ă G porque α P Cpaiq | opαq “ p ùñ α P G también). ♣

• o bien p ffl |Cpaiq|, @i “ r ` 1, . . . , s. No podemos proceder por inducción. Por hipótesis |G| “ rG : Cpaiqs ¨
|Cpaiq| ^ p � |G| ùñ p � rG : Cpaiqs, @i “ r ` 1, . . . , s.

Como |G| “ |ZpGq| `řs
i“r`1rG : Cpaiqs y por hipótesis p � |G| ^ p � rG : Cpaiqs,@i “ r ` 1, . . . , s ùñ p �

|ZpGq| ùñ |ZpGq| es múltiplo de p. Como ZpGq es abeliano, Dα P ZpGq | opαq “ p. Luego se reduce al caso
abeliano y ya estaŕıa ♣

Ejemplo 32. Sea G tal que |G| “ pq. Entonces por le teorema de Cauchy Da, b P G | opaq “ p ^ opbq “ q. Como p y q son
primos los ordenes de xay y xby son coprimos y por tanto xay X xby “ teu. Por el teorema del orden de conjunto producto
libre (43), |xayxby| “ pq. No sabemos si se tendrá que G “ xayxby ya que al no saber si alguno es normal, no podemos afirmar
que el producto libre sea un grupo. Lo que si que sabemos es que G “ taibj | 0 ď i ă p´ 1^ 0 ď j ă q ´ 1u “ xa, by.
Ejemplo 33. Sea G tal que |G| “ 2q. Análogamente al caso anterior llegamos a que opaq “ 2. Como xby tiene ı́ndice 2
entonces xby C G. Esto nos permite saber como operar con las palabras aibj una vez tenemos un isomorfismo que lleva
aba´1 “ bj (tiene que ir a algún bj porque por ser isomorfismo tiene que llevar elementos de orden q en elementos de orden
q: los b P xby)

Dada la relación de equivalencia de conjugación (definición 21), definimos C como el conjunto de los representantes de las
clases de equivalencia. Entonces podemos decir

G “
ď

ciPC
ta P G | aRciu

Observemos que d P ZpGq ðñ ta P G | aRdu “ tgdg´1 | g P Gu “ tdu. Y por tanto podemos escribir

C “ ZpGq Y pCzZpGqq

que aunque pareza obvio quiere decir que C se puede expresar como la unión disjunta de las cajas que tienen solo un elemento
que se corresponden con elementos que están en el centro y las cajas que tienen más de uno. Y por lo visto en la demostración
del teorema de Cauchy tenemos que

|G| “
ÿ

ciPC
|ci| “ |ZpGq| `

s
ÿ

i“r`1
rG : Cpaiqs donde rG : Cpaiqs ě 2

4.2.1. P-grupos

Una aplicación inmediata del teorema de Cauchy es la caracterización de los p-grupos.

Definición 24 (P-grupo). Sea p primo. Decimos que G es un p-grupo si |G| “ pr.

Teorema 61. Si G es un p-grupo entonces ZpGq es no trivial (no es el vaćıo).

Demostración. Podemos escribir sin distinguir entre cajas de uno o varios elementos

|G| “ |Cpciq||rG : Cpciqs|
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es decir que tenemos una factorización de |G| “ pr luego |Cpciq| y |rG : Cpciqs| son ambos potencias de p. Y aplicando esto
a la expresión 4.2 tenemos que

|G|
loomoon

múltiplo de p

“ |ZpGq| `
s
ÿ

i“r`1
rG : Cpaiqs
looooomooooon

múltiplo de p

donde rG : Cpaiqs ě 2

por lo que |Zpgq| tiene que ser múltiplo p por lo que ZpGq no puede ser el trivial. ♣

Véase un ejemplo de aplicación de esta anterior proposición en el ejercicio H2.22 y en el ejercicio H1.33

Ejemplo 34. Tenemos que ZpD4q “ t1, B2u y ZpHq “ t1, B2u donde H es el grupo de cuateriones (ejemplo 5) y D4 es el
famoso grupo (ejemplo 6).

Proposición 62. Si p es primo y |G| “ p2 entonces G es abeliano.

Demostración. Por el la demostración del teorema anterior tenemos que o bien |ZpGq| “ p o bien |ZpGq| “ p2. Afirmamos
que |ZpGq| ‰ p ya que si fuera aśı |G{ZpGq| “ p ùñ G{ZpGq ćıclico pero hemos probado (proposición 56) que G{ZpGq no
puede ser ćıclico. Por lo tanto |ZpGq| “ p2 ùñ ZpGq “ G ùñ G es abeliano. ♣

4.3. Más sobre la conjugación, el centro y los centralizadores.

Antes de introducir el teorema de Cauchy hablábamos de la conjugación que era una relación de equivalencia que part́ıa un
grupo G en cajas. Nos gustaŕıa saber cuántos elementos hab́ıa en la clase de equivalencia de cada uno de los elementos de
G y para eso introdućıamos el concepto de centralizador de un elemento: Cpaq el conjunto de los elementos de G que no
mueven a a por conjugación. La proposición 59 nos aseguraba que |clpaq| “ rG : Cpaqs y dijimos que retrasaŕıamos la prueba
hasta ahora. Pues aqúı va.

Sea „ una relación de equivalencia definida por a „ b ðñ Dg P G | gag´1 “ b para a, b P G. Esta relación da una partición
de G en clases de la forma clpaq “ tgag´1 | g P Gu. En el caso abeliano esta relación es la de igualdad, por lo que no nos
merece la pena liar este pifostio para saber que a „ b ðñ a “ b.

Es muy importante saber cómo contamos los elementos de una clase, es decir, de cuantas formas podemos mover el elemento
a con g P G. Para ello definimos el centralizador (definición 23) como Cpaq “ th P G | hah´1 “ au ă G. Queremos probar
que |clpaq| “ rG : Cpaqs “ r.

Demostración de la proposición 59. Lo probamos tomando clases laterales a la izquierda (por ejemplo) y partiendo G en r
cajas. Las cajas son de la forma αiCpaq, i “ 1, . . . , r. Esta partición no tiene que ver con la partición anterior. Observemos
que para cualquier g P αiCpaq, g “ αih, tenemos que gag´1 “ αihah

´1α´1
i “ αiaα

´1
i es decir que los g P Cpaq no se mueven

fuera de la caja. Es decir, que si αi ‰ αj para i ‰ j entonces hay r maneras de mover a g y por tanto |clpaq| “ r.

Probaremos que en efecto los αi son distintos.

Sean g1, g2 P G. g1ag
´1
1 “ g2ag

´1
2 ðñ pg´1

2 g1qapg´1
1 g2q “ a ðñ pg´1

2 g1qapg´1
2 g1q´1 ðñ Cpaqg´1

2 g1 P Cpaq ðñ g1 P
g2Cpaq.
Si G{ „ tiene N elementos, tomamos tc1, . . . , cNu como el conjunto de los representantes, donde ci es un representante de
cada conjunto de la partición. Entonces pordemos expresar

G “
ď

ciPC
“ clpciq

donde |clpciq| “ rG : Cpciqs. Por tanto decir que |clpciq| “ 1 es equivalente ( ðñ ) a decir que G “ Cpciq “ t@g P G, gcg´1 “
cu ðñ c P ZpGq.
Afirmábamos que

|G| “
ÿ

ciPC
|clpciq| “ |ZpGq| `

ÿ

ciPCzZpGq
rG : Cpciqs

descomponiendo la suma en las clases con solo un elemento y las clases con más de dos elementos. ♣

Ejemplo 35. Consideramos D3 (ver ejemplo 7). Nos fijamos en que B R ZpD3q es decir que en clpBq hay más de un elemento.
En particular por lo visto anteriormente |clpBq| “ rG : CpBqs. Ahora bien CpBq “ t1, B,B2u luego |clpBq| “ rG : CpBqs “ 2.
La pregunta es ¿quién es el compañero de B en su clase? Es fácil, recordamos que φgpxq “ gxg´1 (el isomorfismo conjugación)
es un isomorfismo y que t1, B,B2u es normal, por lo que opBq “ opφgpBqq “ 2. Entonces φgpBq ‰ 1 porque no coinciden los
órdenes, de manera que φgpBq “ B2 por necesidad. Luego el otro elemento es el B2.
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¿Qué pasa con el elemento A? Pues ocurre que A P CpAq y t1, Au P CpAq y en realidad no puede haber más porque si hubiese
un tercero, t1, Au es un subgrupo de orden 2 ùñ opt1, Auq no divide a 3 ùñ si hubiese más, CpAq “ D3 y eso no puede
ser ùñ CpAq “ t1, Au ùñ |clpAq| “ rD3 : CpAqs “ 6{2 “ 3. Como las clases son disjuntas los tres elementos sobrantes
forman la última caja.

Para conlcuir queda que la relación „ parte D3 en 3 cajas, a saber:

D3 “ t 1
loomoon

, B,B2
loomoon

, A,AB,AB2
loooooomoooooon

u

Ejemplo 36. El caso del famoso grupo D4 (ver ejemplo 6)es mucho más interesante porque ZpD4q no es trivial. Elegimos
por ejemplo el elemento B2. Probar que φgpB2q “ gB2g´1 “ B2, @g P D4 es complicado. Pero fijémonos en que φBpB2q “
BB2B´1 “ B2 y que φApB2q “ AB2A´1 “ B2. Entonces cualquier palabra en A y en B no mueve a B2, por ejemplo
ABpB2qB´1A´1 “ B2. Nos convencemos de que B2 P ZpD4q. Con esto ya tenemos que |ZpD4q| ě 2 (puesto que de
momento ya sabemos que 1, B2 P ZpGq. Podŕıa ser entonces |ZpD4q| “ 4, 8 (probamos los divisores de |D4|). Como D4 no es
abeliano, es claro que |ZpD4q ‰ 8. Tampoco puede ser |ZpD4q ‰ 4 porque si tuviera 4, el cociente D4{ZpGq tendŕıa orden 2
y por tanto seŕıa ćıclico. Pero ya hemos probado que G{ZpGq no puede ser ćıclico (ver proposición 56). Luego ya sabemos
que ZpD4q “ t1, B2u.
Vamos a seguir sacando cajas. Veamos clpBq. Claramente B P CpBq y por alguna razón que me falta CpBq “ t1, B,B2, B3u.
Por la fórmula tenemos que |clpBq| “ rD4 : CpBqs “ 2. Tenemos una vez más que utilizar el isomorfismo de conjugación.
Sabemos que clpBq “ tgag´1 | g P Gu. Pero al ser φg isomorfismo y xBy normal, tenemos que φg : xby Ñ xby también es
isomorfismo y por tanto lleva elementos de orden n en elementos de orden n. Por tanto φgpBq “ gBg´1 solo puede ser B3

(a parte de B). Luego ya tenemos que clpBq “ tB,B3u.
¿Qué pasa con A? Pues es claro que CpAq Ą t1, A,B2, AB2u ya que B2 P ZpGq por lo que está en todos los Cpciq.
Segundo intento.

1. Como siempre clpeq “ teu
2. Veamos clpBq. Queremos ver cuántos elementos tiene. Sabemos que |clpBq| “ rD4 : CpBqs. Veamos quién es CpBq.

En primer lugar B P CpBq ùñ xBy P CpBq. Aśı ya tenemos que |CpBq| ě 4. ¿Puede haber algún elemento
más en CpBq? No, porque si hubiera uno más, su orden ya seŕıa |CpBq| “ 8 pues CpBq ă D4. Aśı conclúımos que
|clpBq| “ rD4 : CpBqs “ 8{4 “ 2. Además sabemos que rD4 : CpBqs “ 2 ùñ CpBqCD4 ðñ gCpBqg´1 “ CpBq@g P
D4 ùñ gBg´1 P CpBq. Además como gxg´1 es un isomorfismo que lleva elementos de orden n en elementos de orden
n obtenemos que opgBg´1q “ opBq “ 2. Sabemos que B P clpBq ^ clpBq “ tgBg´1 | g P D4u ^ gBg´1 P CpBq ùñ
gBg´1 “ B3. Por tanto clpBq “ tB,B3u.

3. Veamos clpAq. Queremos ver cuántos elementos tiene. Sabemos que |clpAq| “ rD4 : CpAqs. Veamos quién es CpAq. En
primer lugar A P CpAq ùñ xAy Ă CpAq. Si B P CpAq entonces CpAq “ G pues B y A generan. Esto no puede ser
porque CpAq “ G ùñ A conjuga con todos los demás elementos pero sabemos que AB ‰ BA. Ocurre lo mismo con
B3. Probamos con B2. B2AB2 “ BBAB2 “ BAB3B2 “ BAB “ AB3B “ A luego B2 P CpAq. Como CpAq ă D4
sabemos que es cerrado y por tanto AB2 P CpAq. Ya no puede haber más elementos porque si hubiera más, entonces
|CpAq| “ 8 y eso no puede ser. Por tanto |clpAq| “ rD4 : CpAqs “ 8{4 “ 2. Sabemos que A P clpAq. ¿Quién es el
otro elemento? Como antes, rD4 : CpAqs “ 2 ùñ CpAq CD4 ðñ gCpAqg´1 “ A. Como gxg´1 es un isomorfismo
mantiene el orden y por tanto los conjugados de A pueden ser B2 o AB2 (los únicos de orden 2 en CpAq

4.4. Normalizador de un subconjunto

Vez pasada tomábamos a P G y teńıamos clpaq “ tgag´1 | g P Gu “ ta “ a1, a2, . . . , aru y Cpaq “ tg P G | hah´1 “ au.
Conclúıamos que |clpaq| “ rG : Cpaqs.
Vamos a generalizar al caso S Ă G, S ‰ H. Consideramos la familia de subconjuntos siguiente:

tgSg´1 | g P Gu “ tS “ S1, S2, . . . , Sru
que tiene r subconjuntos distintos.

Recordemos que la conjugación dada φgpxq “ gxg´1 (el isomorfismo conjugación) es un isomorfismo1, y por tanto una
biyección entre subconjuntos Si Ă G. Por tanto |S| “ φgpSq.

Definición 25 (Normalizador de un subconjunto). Fijado S Ă G, definimos el normalizador de S:

NpSq “ tg P G | gSg´1 “ Su (4.3)

1A veces tomate frito llama a este isomorfismo γg
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Se parece mucho a la definición de centralizador de un elemento (definición 23). En el caso en que S “ tau tenemos que
NpSq “ tg P G | gag´1 “ au “ Cpaq.
Ojo, decir que gSg´1 “ S no significa que @bi P S, gbig´1 “ bi, sino que gbig´1 P S (no mandamos cada elemento a él
mismo, sino que todos quedan dentro del subconjunto). Es decir que NpSq es el conjunto de la totalidad de elementos para
los que φg manda el subconjunto S en śı mismo.

Proposición 63. Dado S Ă G, NpSq es un subgrupo.

Demostración. Como G es finito, NpSq es subgrupo ðñ S ‰ H^NpSq es cerrado por la operación.

Es claro que e P NpSq pues eSe´1 “ S, luego NpSq ‰ H.

Tenemos que probar la clausura. Si h1Sh
´1
1 “ S ^ h2Sh

´1
2 “ S tenemos que ph2Sh

´1
2 q

loooomoooon

PS
h´1

1 “ S ùñ h1h2 P NpSq.

♣

Proposición 64. tgSg´1 | g P Gu “ tS “ S1, S2, . . . , Sru son r subconjuntos distintos. Es decir que r “ rG : NpSqs.

Demostración. A la izquierda del lector.2 ♣

Supongamos ahora que en vez de ser S Ă G, tomamos S ă G. Recordemos que dado g P G, φg es un isomorfismo por tanto
manda elementos de un subgrupo en otro subgrupo (si el subgrupo es normal, manda elementos de un subgrupo en śı mismo).
Es por esto que la afirmación equivalente a la proposición anterior seŕıa:

Proposición 65. Sea S ă G. Entonces tgSg´1 | g P Gu “ tS “ S1, S2, . . . , Sru son r subgrupos distintos.

Teorema 66. Sea G grupo, H ă G. Entonces H CNpHq y NpHq es el mayor subgrupo de G con esta propiedad, es decir,
H CH 1 ùñ H 1 ă NpHq.

Demostración.

Para probar que N C NpHq tiene sentido olivdarse del grupo G. Tenemos que h P NpHq ðñ hHh´1 “ H,@h P G.
En particular, tenemos que hHh´1 “ H, @h P NpHq ùñ H es normal en NpHq.
Para porbar que NpHq es el mayor subgrupo con esta propiedad demostraremos que si H ă H 1 y H C H 1 entonces
H 1 Ď NpHq. La demostración es casi una tautoloǵıa. Tenemos que @h1 P H 1, h1Hh1´1 “ H ùñ @h1 P H 1, h1 P
NpHq ùñ H 1 Ă NpHq.

♣

Corolario 6. H CG ðñ NpHq “ G

Demostración. Sabemos que H CH “ tgHg´1 | g P Gu y dicho conjunto tiene rG : NpHqs “ 1 elementos, luego NpHq “ G.
En otras palabras, el normalizador de un subgrupo H ă G normal es todo el grupo G. ♣

Proposición 67. Si H ă G entonces3 ZpGq ă NpHq

Demostración. Por definición de ZpGq tenemos que los elementos g P ZpGq fijan no solo los elementos dentro de subconjuntos,
sino que los fijan uno a uno. Por lo que es claro que ZpGq ă NpHq. ♣

Proposición 68. Sea g P G. Entonces Cpgq ă Npxgyq
Ejemplo 37. Vamos a empezar por G “ S3. En S3 tenemos los subgrupos xp12qy, xp13qy, xp23qy de orden 2 y el subgrupo
xp123qy “ tp1q, p123q, p132qu de orden 3.

En el caso de este último gxp123qyg´1 “ xp123qy porque es el único subgrupo de orden 3. Por tanto xp123qy C S3 y
entonces Npxp123qyq “ S3.

Sin encambio en el caso de los subgrupos de orden 2 es posible que gxp12qy ‰ xp12qy, porque hay más de un subgrupo
de orden 2. Observemos por ejemplo que p13qp12qp13q´1 “ p32q “ p23q, luego xp12qy no es normal en S3, ya que hemos

2Left to the reader.
3No sé si la hipotesis aqúı es que H ă G o que H Ă G
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tp1qu

xp12qy xp13qy xp23qy
xp123qy

S3

Figura 4.1: Ret́ıculo de subgrupos de S3

encontrado g “ p13q P G que lo mueve. Pero ¿quién es el normalizador Npxp12qyq? Pues ya sabemos que es un subgrupo
propio, porque no puede dar todo S3. Evidentemente xp12qy Ă Npxp12qyq. Luego tiene que ser que Npxp12qyq “ xp12qy4

Ejemplo 38. Seguimos por El famoso grupo D4). Vimos anteriormente (ejemplo 36) que ZpD4q “ t1, B2u. Tenemos su
ret́ıculo en Figura 3.1. Queremos ver de entre los subgrupos de D4, cuáles son los que conmutan.

Empecemos por xBy “ t1, B,B2, B3u. Observamos que xby es normal puesto que tiene ı́ndice 2, es decir que tgxByg´1 |
g P Gu “ txByu y tiene sentido que rG : NpxByqs “ 1. Es decir que como xBy es normal tenemos que NpxByq “ D4.

Seguimos por H “ t1, A,B2, AB2u. Ocurre lo mismo, luego NpHq “ D4.

Con el caso de xB2y tenemos también que NpxB2yq “ D4 por ser normal.

Agotados los subgrupos normales, nos quedan los más dif́ıciles. Consideramos ahora xAy. Una vez más nos preguntamos
quién es el normalizador de xAy.

1. Es claro que xAy conjugará con otros subgrupos de orden 2.

2. También es claro que xAy Ă NpxAyq y que xB2y Ă NpxAyq. Luego NpxAyq tiene al menos 2 elementos.

3. También sabemos que NpxAyq Ĺ G puesto que xAy no es normal, por lo que no puede tener 8 elementos. Por esto
y porque NpxAyq ă G, concluimos que |NpxAyq| “ 4.

4. ¿Cuáles mueven al xAy? Sabemos que no puede haber más de dos, pues el normalizador tiene 4 elementos. Pues
mirando la presentación nos damos cuenta de que BA “ AB´1 ðñ BAB´1 “ AB2. Luego nos damos cuenta
de que A se mueve a AB2.

5. Análogamente nos damos cuenta de que AB se mueve a AB3.

6. Ya tenemos los dos elementos que se mueven.

Ejemplo 39. Vamos ahora con el grupo de cuaterniones H descrito en el ejemplo 5.

1. Nos dibujamos el ret́ıculo. Se puede consultar en Figura 3.3.

2. Primeramente nos damos cuenta de que xAy X xby Ľ teu porque H tiene 8 elementos y por la fórmula del producto
libre (teorema 43) y porque todo producto directo de subgrupos está contenido en el grupo aunque no sea subgrupo.

3. Ocurre lo mismo con los demás subgrupos de orden 4 (xAy, xABy). Tiene que tener intersección no vaćıa. En concreto
la intersección es el subgrupo generado xA2 “ B2 “ pABq2y.

4. En H todos los subgrupos son normales, por lo que no tienen ”órbitas”de modo que es muy aburrido.

Ejemplo 40. Consideramos ahora D5 que funciona como el D4 (ver ejemplo 7 para más información sobre los grupos Dn).

D5

xAy xABy xAB2y xAB3y xAB4y xBy

t1u

Figura 4.2: Ret́ıculo de subgrupos de D5.

Primera observación. Como opBq “ 5 que es primo, tenemos que opBkq “ 5, k “ 1, . . . , 4. Luego cualquier subgrupo
generado por xBky “ xBy. Aqúı falta algo.

4No tiene gracia que xp12qy sea normal en śı mismo, lo que tiene gracia es que xp12qy es el mayor grupo donde xp12qy es normal.



4.4. NORMALIZADOR DE UN SUBCONJUNTO 37

Observemos que los subgrupos propios pueden ser de 2 o 5 elementos.

No puede haber subgrupos generados por dos elementos de D5 (por qué?)

Los únicos subgrupos son xBy y los generados por A,AB,AB2, AB3, AB4.

Afirmamos que tgAg´1 | g P Gu “ txAy, xABy, xAB2y, xAB3y, xAB4yu. Vamos a probarlo.

1. Primero nos damos cuenta de que t1, Au P NpxAyq.
2. Además tenemos que no puede haber otro grupo por encima de xAy y D5 por lo que tenemos que NpAq “ xAy.
3. Por tanto en la órbita de A tenemos rD5 : xAys “ 5 grupos.
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Caṕıtulo 5

Biyecciones

5.1. El por qué de la notación ćıclica

Definición 26 (Conjunto de biyecciones). Sea X un conjunto. Definimos

BiypXq “ tf : X Ñ X | f es biyecciónu

Como coinciden dominio y codominio (f : X Ñ X) si f es inyectiva entonces automáticamente es sobre y por tanto biyectiva.

En general, tiene sentido pensar en BiypXq aunque |X| “ 8. Además, en dicho conjunto viven la biyección identidad y
la biyección inversa para cada biyección. Por tanto, tiene sentido pensar en pBiypXq, ˝q como un grupo (la composición de
biyecciones da una biyección). Lo escribimos en forma de teorema.

Teorema 69. Sea X un conjunto. El par pBiypXq, ˝q es un grupo.

Nos concentraremos en el caso en el que |X| “ n ă 8 que nos da BiypXq “ Sn. Ver definición 10 para una explicación
detallada del grupo Sn.

Fijamos un conjunto X y un homomorfismo de grupos α : X Ñ BiypXq. A partir de estos datos definimos una relación de
equivalencia que nos da una partición de X, es decir, vamos a partir X en conjuntos disjuntos. Veamos un ejemplo particular.

Ejemplo 41. Supongamos G “ X, |G| “ n y consideramos ρ : GÑ AutpGq Ă BiypXq. Definimos la relación en X “ G

aRb ðñ Dg P G | φgpaq “ b, φgpxq “ gxg´1

que es la relación de conjugación dada por el isomorfismo de conjugación de toda la vida.

Ahora, en lugar de pensar en G “ X pensamos en X “ tH ă Gu (los subgrupos de G). Para cualquier isomorfismo de grupos
β : GÑ G, tenemos que si H ă G entonces βpHq ă G.

Lo que hemos hecho aqúı es un caso particular de lo que viene ahora.

Ahora pasamos al caso general.

Proposición 70. Sea α : GÑ BiypXq, g ÞÑ αpgq un homomorfismo de grupos1. Definimos la relación de equivalencia R en
el conjunto X

aRb ðñ Dg P G | αpgqpaq “ b (5.1)

Afirmamos que la relación es de equivalencia y que nos divide X en subconjuntos disjuntos (nos particiona X).

Demostración. Probamos las 3 propiedades de las relaciones de equivalencia.

1. Reflexiva: @x P X, aRa. Por ser α homomorfismo tenemos que αpeGq “ idX y por tanto αpeGqpaq “ a.

2. Simétrica: aRb ùñ bRa. Partimos de que Dg P G | αpgqpaq “ b. Tomamos g´1 P G y por ser α homomorfismo de
grupos tenemos que αpg´1qpbq “ pαpgqq´1pbq “ a.

1Ojo: aqúı las imágenes de los elementos g P G son biyecciones f : G Ñ G, por eso tendrá sentido la notación αpgqpaq que significa aplicar la
función que nos devuelve α al elemento a P G.

39
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3. Transitiva: aRb^ bRc ùñ aRc. Partimos de que Dg, g1 P G | αpgqpaq “ b^ αpg1qpbq “ c. Tomamos g1g P C y tenemos
que αpg1gqpaq “ αpg1qpαpgqpaqq “ αpg1qpbq “ c por composición de biyecciones.

♣

¿Cómo son las clases que da la partición?

Pues tenemos que para a P X, la clase clpaq “ tαpgqpaq | g P Gu. Definimos Ha “ tg P G | αpgqpaq “ au. Tenemos por lo
visto anteriormente que Ha ă G^ |clpaq| “ rG : Has. Entonces tenemos lo siguiente:

En el caso en que X “ G, es decir, que el conjunto X tiene dentro elementos de G, tenemos que Ha “ Cpaq donde
Cpaq es el centralizador de a (definición 23).

En el caso en que X “ tH ă Gu, es decir, que el conjunto X tiene dentro subgrupos de G, tenemos que Ha “ Npaq
donde Npaq es el normalizador de a (definición 25).

Vista la definición abstracta, lo que nos interesa de esto es aplicarlo a los grupos Sn de los que hablábamos antes. En
particular, ahora daremos una definición formal de ciclo para la notación que introdujimos en la Subsección 1.4.1.

α :“

1
2
3
4

...
n´ 1
n

1
2
3
4
5
...

n´ 1
n

...

Figura 5.1: La permutación α de Sn

Fijamos σ P Sn y definimos G “ xσy el subgrupo generado por σ en Sn. Definimos
ahora el homomorfismo

G “ xσy Ñ Sn “ BiypXq, X “ t1, 2, 3, . . . , nu
Las clases clpiq para i P t1, 2, . . . , nu son de la forma2

clpiq “ tσkpiq | k P Zu
Ejemplo 42. Consideramos la permutación α P Sn dada por (ver Figura 5.1)

α “ 1 2 3 4 . . . n´ 1 n
2 1 4 5 . . . n 3

que en la notación ćıclica podŕıamos escribir como α “ p345 . . . nqp12q.
En este caso la clase clp1q “ t1, 2u “ clp2q está formada por los elementos que podemos obtener de aplicar α al elemento 1.
Ya se intuye la utilidad de la notación ćıclica: la permutación α nunca mezcla elementos de la caja t1, 2u con elementos de
la caja t3, 4, 5, . . . , nu. Aśı, también tendremos que clp3q “ clp4q “ ¨ ¨ ¨ “ clpnq “ t3, 4, 5, . . . , nu. Los elementos que hay en
estas dos clases coinciden con los elementos que hay en cada uno de los ciclos en los que hemos descompuesto α.

Vemos que si fijamos σ se define una partición en t1, . . . , nu de subconjuntos disjuntos

F1 Y F2 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn

Si r “ |Fi| ą 1, Fi “ ti0, i1, . . . , iru tal que σpi0q “ i1, σpi1q “ i2, . . . , σpirq “ i0.

Definición 27 (Ciclo). Diremos que σ es un ciclo de longitud r si en la partición definida

F1 Y F2 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn
todas las cajas Fj , j ă r tienen un único elemento y Fr tiene r elementos.

La definición quiere decir que, en el fondo, un ciclo es un tipo de permutación que al aplicarla sucesivamente sobre el conjunto
X lo particiona en varias cajas pero de manera que todas tienen un elemento excepto una, que tiene todos los elementos que
se mueven entre ellos por la acción del ciclo. Un ejemplo en el conjunto X “ t1, 2, 3, . . . , nu seŕıa

1 5 . . .
...

2 6 . . .
...

3 . . .
. . .

...
4 . . . . . . n

Observemos que por la notación que hemos elegido, los ciclos tienen la estructura pσ0paq σ1paq σ2paq . . . σspaqq donde σ es
un elemento de Sn y a un elemento de X. Dado que si σk “ Id entonces σk`i “ σi, si rotamos los números que definen el
ciclo no estamos haciendo nada. Esto es, el ciclo p1234q “ p2341q “ p3412q “ p4123q.

2Las clases seŕıan de la forma αpgqpiq pero es que en este caso todos los αpgq son elementos de G “ xσy y por tanto son de la forma σk.
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5.2. De permutaciones a composiciones de ciclos

Proposición 71. Toda biyección α P Sn se puede expresar como composición de ciclos disjuntos dos a dos:

α “ σ1 ˝ σ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σs
Proposición 72. La composición de dos ciclos disjuntos conmuta, es decir, si σ1 y σ2 son ciclos disjuntos (que no comparten
ningún elemento entre los paréntesis) entonces σ1 ˝ σ2 “ σ2 ˝ σ1

Corolario 7. Toda descomposición de una permutación α P Sn en ciclos disjuntos α “ σs ˝ σs´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σ2 ˝ σ1 se puede
reordenar sin cambiar el resultado.

Ejemplo 43. Antes de seguir veamos un ejemplo más de cómo una biyección de Sn particiona el conjunto X “ t1, 2, . . . , nu.
Consideramos α P Sn definida con

α “
ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 1 5 6 4 7 9 8 10

˙

La partición que nos da α de X “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 910u es la siguiente:

1 4 7
2 5 8 10
3 6 9

Partición de X dada por α “ p123qp456qp89q
Esto lo obtenemos de buscar las clases de cada elemento. Empezamos por el que queramos, por ejemplo, el 1:

clp1q “ tαkp1q | k P Zu “ tα0p1q “ 1, α1p1q “ 2, α2p1q “ 3, α3p1q “ 1, α4p1q “ 2, . . . u
Eliminando duplicidades obtenemos que clp1q “ t1, 2, 3u. Análogamente obtenemos clp4q “ t4, 5, 6u, clp7q “ t7u, clp8q “
t8, 9u, clp10q “ t10u. Lo que hemos hecho es seguir el algoritmo descrito en la Subsección 1.4.1, esta vez entendiendo el
significado. Obtenemos que α “ p123qp456qp89q o cualquier reordenación de los ciclos anteriores, ya que al ser disjuntos,
cambiar el orden en el que los rotamos no afecta al resultado.

1
2

3
4

5

6

Figura 5.2: El ciclo σ “ p123456q
1

2

3
4

5

6

Figura 5.3: El ciclo σ2 “ p123456q2
1

2

3
4

5

6

Figura 5.4: El ciclo σ3 “ p123456q3

Veamos ahora cómo se relacionan los órdenes de los ciclos con su longitud.

Ejemplo 44. Consideramos σ “ p123456q P §n. Observamos que σ6 “ Id es decir
que σ tiene orden 6.

De esta manera si nos preguntan por σ122 “ p123456q122 “ p123456q6¨20˝p123456q2 “
p123456q2 no nos asustamos.

Si nos hubieran dado σ con la notación habitual, aparte de que hubiera ocupado
mucho, no podŕıamos haber resuelto esta operación tan rápido.

Ejemplo 45. Nos preguntamos ahora por las potencias de σ “ p123456q menores
que 6 “ opσq.

σ2 equivaldŕıa a aplicar σ dos veces a cada número t1, . . . , 6u (los demás números
no nos interesan porque sabemos que σ no los mueve). Ayudándonos del dibujo
obtenemos que σ2 “ p135qp246q.
Se verifica que σ2 tiene opσ2q “ 3 y además si recordamos el teorema 19 com-
probamos que se verifica opσ2q “ opσq

mcdpopσq,2q “ 6
2 “ 3.

En cuanto a σ3 observamos que al aplicar σ 3 veces nos quedan 3 ciclos y que
se vuelve a verificar que opσ3q “ opσq

mcdpopσq,3q “ 6
3 “ 2

Esto nos lleva a enunciar el siguiente teorema

Teorema 73. Sea σ “ pi1 i2 i3 . . . inq un ciclo de longitud n. Sea m P Z y d “
mcdpn,mq. Entonces σm es un producto de d ciclos de longitud n

d y estos son disjuntos
dos a dos.

Poder averiguar los órdenes de ciclos es una herramienta muy potente. Por ejemplo,
podemos hacer lo siguiente.
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Ejercicio (H3.8). Demuestra que el subgrupo G ă S4 generado por los elementos
σ “ p1432q y τ “ p24q es isomorfo a D4.

Demostración. Sabemos que opσq “ 4 y que opτq “ 2. Trabajando un poco vemos
que

xσy “ tσ “ p1432q, σ2 “ p13qp24q, σ3 “ p4321q, σ4 “ Idu
xτy “ tτ “ p24q, τ2 “ Idu

Faltaŕıa ver que στ “ τσ3 es decir que p1432qp24q “ p24qp4321q (spoiler: es verdad) y ya podŕıamos identificar σ con B y τ
con A para obtener la presentación del famoso grupo D4:

D4 » G “ xσ, τ | opσq “ 4^ opτq “ 2^ στ “ τσ3y
♣

Teorema 74. Sea α una permutación expresada como composición de ciclos disjuntos α “ σ1 ˝ σ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σn. Entonces el
orden de α es el mı́nimo común múltiplo de los órdenes de cada σi:

α “ σ1 ˝ σ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σn disjuntos ùñ opαq “ mcmpσ1, . . . , σnq

Demostración. Ver [DH96, p. 120]. ♣

5.3. Sobre las conjugaciones de una descomposición en ciclos

Antes de seguir, vamos a introducir dos proposiciones que nos serán de gran ayuda al calcular conjugados de una permutación,
por ejemplo, para cuando queramos calcular centralizadores.

Proposición 75. Sea α P Sn una permutación con descomposición en ciclos disjuntos

α “
´

i
p1q
1 i

p1q
2 . . . ip1qs1

¯´

i
p2q
1 i

p2q
2 . . . ip2qs2

¯

. . .
´

i
prq
1 i

prq
2 . . . iprqsr

¯

y sea ω P Sn. Entonces el conjugado de α por ω es α1 y se obtiene de

α1 “ ωαω´1 “
´

ωpip1q1 q ωpip1q2 q . . . ωpip1qs1
q
¯´

ωpip2q1 q ωpip2q2 q . . . ωpip2qs2
q
¯

. . .
´

ωpiprq1 q ωpiprq2 q . . . ωpiprqsr
q
¯

Se ve mejor con un ejemplo:

Ejemplo 46. Sea α “ p123qp45q P S5 y sea ω P S5 alguna permutación. Entonces

α1 “ ωαω´1 “ ωp123qp45qω´1 “ pωp1q ωp2q ωp3qq pωp4qωp5qq

También podemos ir en la otra dirección. Es decir, dados α y α1 obtener ω:

Proposición 76. Sean α, α1 P Sn dos permutaciones cuyas descomposiciones en ciclos disjuntos son del mismo tipo y se
denotan por

α “
´

i
p1q
1 i

p1q
2 . . . ip1qs1

¯

. . .
´

i
prq
1 i

prq
2 . . . iprqsr

¯

α1 “
´

j
p1q
1 j

p1q
2 . . . jp1qs1

¯

. . .
´

j
prq
1 j

prq
2 . . . jprqsr

¯

Entonces Dω P Sn tal que α1 “ ωαω´1 y ω se puede construir (en notación no ćıclica)

ω “
˜

i
p1q
1 i

p1q
2 . . . i

p1q
s1 . . . i

prq
1 i

prq
2 . . . i

prq
sr

j
p1q
1 j

p1q
2 . . . j

p1q
s1 . . . j

prq
1 j

prq
2 . . . j

prq
sr

¸

Ejemplo 47. Sean σ, σ1 P S5. Busco τ P S5 tal que σ1 sea conjugada de σ por τ , es decir, τ P Sn | σ1 “ τστ´1. Pues
utilizamos el método

#

σ “ p123qp45q
σ1 “ p245qp13q ÝÑ ω “

ˆ

1 2 3 4 5
2 4 5 1 3

˙

o en notación ćıclcia: ω “ p124qp35q.
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5.4. Trasposiciones

Definición 28 (Trasposición). Una trasposición es un ciclo de orden 2. Cualquier trasposición tiene orden 2.

Las trasposiciones tienen la forma pa bq pero observemos que también se pueden escribir como pb aq ya que lo que estamos
haciendo es rotar (o empezar en otro lugar del ciclo).

Proposición 77. La inversa de cualquier trasposición es ella misma.

Teorema 78. El grupo Sn está generado por las transposiciones σ P Sn.

Ya sabemos que cualquier permutación se puede expresar como producto de ciclos [disjuntos]. Para probar este teorema
probaremos la siguiente proposición:

Proposición 79. Cualquier ciclo se puede expresar como composición de trasposiciones.

La prueba es constructiva y describe la manera de expresar un ciclo como composición de trasposiciones.

Demostración. Sabemos que un ciclo σ se escribe como σ “ pσ0paq “ a σ1paq σ2paq . . . σspaqq. Pues vasta con observar que
la composición

σ “ pa σspaqqpa σs´1paqq . . . pa σ2paqqpa σpaqq

tiene el mismo efecto. ♣

Ejemplo 48. La permutación σ “ p1234q se puede expresar como σ “ p14qp13qp12q.

5.4.1. Paridad de las trasposiciones

Teorema 80. Si σ P Sn se puede descomponer como un número par de trasposiciones entonces toda expresión en σ expresada
como una composición de un número par de trasposiciones.
Análogamente para las permutaciones que se pueden expresar como una composición de un número impar de trasposiciones.

Demostración. Definimos una función

Sn Ñ GLnpNq

σ ÞÑ
˜

eσp1q . . . eσpnq
...

...
...

¸

Esta función es un homomorfismo de grupos.

Entonces si expresamos σ como composición de trasposiciones σ “ pip1q1 i
p1q
2 qpip2q1 i

p2q
2 q . . . piprq1 i

prq
2 q y aplicamos la función que

hemos definido nos queda

A “
˜

eσp1q . . . eσpnq
...

...
...

¸

“
˜

i
p1q
1 . . . i

p1q
2

...
...

...

¸

loooooooooooomoooooooooooon

det“´1

. . .

˜

i
prq
1 . . . i

prq
2

...
...

...

¸

loooooooooooomoooooooooooon

det“´1

y entonces

detA “ p´1qr “
#

1 si r es par
´1 si r es impar

♣

Visto que la paridad de una permutación va a ser invariante por la expresión como composición de trasposiciones que elijamos
vamos a darle nombre ya que parece importante
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Definición 29 (Paridad de una permutación). Sea σ P Sn.
Diremos que σ es par si se puede descomponer como una composición de un número par de trasposiciones.
Diremos que σ es impar si se puede descomponer como una composición de un número impar de trasposiciones.

En otros textos, esto se define con la signatura

Definición 30 (Signatura de una permutación). Sea σ P Sn una permutación que podemos descomponer como una compo-
sición de r trasposiciones: σ “ τ1 ˝ τ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ τr. Llamamos signatura de σ al número p´1qr y lo denotamos por sigpσq “ p´1qr.

Es muy interesante la manera en la que hemos demostrado el teorema 80. El homomorfismo que hemos construido de Sn a
GLnpNq se puede extender para llegar al determinante:

ϕ : Sn Ñ GLnpRq Ñ pt´1, 1u, ¨q

σ ÞÑ A “
˜

eσp1q . . . eσpnq
...

...
...

¸

ÞÑ detpAq

Si consideramos el homomorfismo desde Sn hasta pt´1, 1u, ¨q nos damos cuenta de que hemos definido un homomorfismo de
grupos que además es sobreyectivo.

El núcleo de dicho isomorfismo kerϕ “ tσ P Sn | ϕpσq “ 1u es un subgrupo por el teorema de correspondencia entre familias
de subgrupos bajo un epimorfismo (ver teorema 36). Además este subgrupo es normal y de ı́ndice 2. Tan importante es que
le daremos nombre en la sección 5.7.

5.5. Clases de equivalencia de permutaciones en Sn

Definición 31 (Tipo de una permutación). Sea α P Sn una permutación que descomponemos en composición de ciclos
disjuntos

α “ σ1 ˝ σ2 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σr donde opσiq “ λi y además λ1 ě λ2 ě ¨ ¨ ¨ ě λr ě 1^
r
ÿ

i“1
λi “ n

Entonces decimos que α es de tipo o estructura pλ1, . . . , λrq. A veces lo denotamos con α es de tipo λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λr.

Ejemplo 49. En S8 la permutación α “ p123qp45qp67q tiene tipo p3, 2, 2, 1q o bien 3` 2` 2` 1.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

ωp1q ωp2q ωp3q

¿Por qué es interesante esto? Porque los elementos de clpαq son todas las permuta-
ciones del mismo tipo que α. Lo vemos con un ejemplo.

Ejemplo 50. Consideramos α P S5, α “ p123q. Los elementos de la clase de equiva-
lencia son de la forma clpαq “ tωp123qω´1 | ω P S5u. Es decir que, por ejemplo:

clpp123qp45qq “ tpi1 i2 i3qpi4 i5q | totalidad de elementos de tipo p3, 2qu
clpp12qq “ telementos de clase p2, 1, 1, 1qu

Observemos que ωp123qω´1 “ pωp1q ωp2q ωp3qq. Con ω “ p12345q tenemos

ωp123qω´1pωp1qq “ ωp123qω´1p3q “ ωp123qpωp1qq “ ωp2q
ωp123qω´1pωp2qq “ ωp123qω´1p2q “ ωp123qpωp2qq “ ωp3q

ωp123qp54qω´1 “ p234qp15q
Ejemplo 51. ¿Cuántos elementos hay en la clase de equivalencia del elemento p123q P S3?

En S3 los posibles tipos son p3q, p2, 1q, p1, 1, 1q. El elemento p123q que es de tipo 3.

Por lo visto anteriormente sabemos que clpp123qq “ ttotalidad elementos de tipo 3 en S3u. Por tanto, la pregunta en
los grupos de permutaciones es ¿cuántos 3-ciclos hay en S3?
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Recordemos que |clpp123qq| “ rS3 : Cpp123qqs, luego solo necesitamos saber cuántos elementos hay en Cpp123qq.
• Por el teorema de Lagrange (teorema 23) sabemos que los posibles órdenes del subgrupo Cpp123qq son 1, 2, 3, 6

(los divisores de |S3| “ 6).

• Sabemos que siempre p123q P Cpp123qq. Además Cpp123qq es un grupo, luego por clausura es necesario que
xp123qy Ă S3. Esto nos dice que |Cpp123qq| ě 3.

• ¿Puede haber algún elemento más? No, porque Cpp123qq es un subgrupo propio. Esto quiere decir que tiene menos
elementos que S3 luego |Cpp123qq ă 6.

• Entonces, Cpp123qq solo puede tener 3 elementos (y por tanto Cpp123qq “ xp123qy).
Conclúımos que |clpp123qq| “ rS3 : Cpp123qqs “ 6

3 “ 2. De hecho, los elementos son clp123q “ tp123q, p132qu.

5.5.1. Estudio de un caso: descomposición detallada del grupo S4

A lo largo de los siguientes ejemplos veremos cómo se descompone S4 en clases disjuntas de acuerdo a los tipos de sus
permutaciones.

Ejemplo 52. Consideramos el grupo S4. Queremos ver cómo se descompone S4 en clases de equivalencia según los tipos de
sus permutaciones.

Los posibles tipos en S3 son 4, 3` 1, 2` 2, 2` 1` 1, 1` 1` 1` 1. Recordemos que por la demostración del Teorema
de Cauchy tenemos que

S4 “ clpp1234qq Y clpp123qq Y clpp12qp34qq Y clpp12qq Y clpIdq
Aqúı, hemos tomado un representante de cada clase para escribirla más cómodamente. Lo que dice la ecuación de
arriba es que S4 está formado por todas las permutaciones de cada posible tipo que se puede dar en S4.

Nos preguntamos, por ejemplo, ¿cuántos elementos hay en Cpp1234qq? Para averiguarlo utilizaremos que rS4 : clpp1234qqs “
|Cpp1234qq|. El problema se reduce a averiguar |clpp1234qq| puesto que ya sabemos que |S4| “ 4!.

• En clpp1234qq están todos los 4-ciclos. ¿Cuántos hay? Tenemos que ver de cuántas maneras distintas podemos
escribir 4 números pi1 i2 i3 i4q de manera que todas representen 4-ciclos diferentes.

• Como una rotación de los números de un ciclo no cambia la permutación que describe (esto es, p1234q “ p2341q)
lo que buscamos es, fijado un número, de cuántas maneras podemos ordenar los demás. Es decir, ¿de cuántas
maneras podemos ordenar 3 números distintos? Pues de 3! “ 6 maneras.

• Por último nos queda ver qué valores pueden tomar los 4 números que escribimos en el ciclo. Pues tenemos
disponibles 4 números para elegir (del 1 al 4) y tenemos que coger 4, aśı que solo hay una manera, o lo que es lo
mismo, hay

`4
4
˘

maneras.

• Concluimos que en clpp1234qq hay 3!
`4

4
˘ “ 6 ¨1 “ 6 4-ciclos, y por tanto en Cpp1234qq hay rS4 : clpp1234qqs “ 24

6 “ 4
elementos.

Ahora nos preguntamos lo mismo pero para los 3-ciclos, es decir, las permutaciones de tipo 3 ` 1. Procediendo de la
misma manera obtenemos que el número de 3 ciclos es

|clpp123qq| “ # elementos a ordenarˆ# posibles valores “ p3´ 1q!ˆ
ˆ

4
3

˙

“ 2! ¨ 4!
1!3! “ 8

Con lo cual |Cpp123qq| “ rS4 : clpp123qqs “ 24
8 “ 3

Podŕıamos seguir con el ejemplo anterior pero le daremos una vuelta más. En vez de pedir solo el orden del subgrupo
Cpp12qp34qq como nos tocaŕıa si siguieramos el orden lógico, pedimos los generados de ese subgrupo.

Ejemplo 53. Halla los generadores del subgrupo Cpp12qp34qq ă S4.

Una buena manera de empezar, es preguntarse cuántos elementos hay en Cpp12qp34qq y para ello necesitamos saber
cuántos elementos hay en clpp12qp34qq. Esta vez es un poco más complicado.

• El número de posibles primeras parejas (primeros 2-ciclos) que podemos poner para obtener un elemento de tipo
2` 2 es 1!ˆ `4

2
˘ “ 6.

• Observemos que al elegir la primera pareja queda determinada la segunda (solo hay 4 elementos para elegir).

• Observemos también que al ser ciclos disjuntos, reordenaciones de estas dos parejas no dan permutaciones distintas.
Dividimos entre 2.
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• Queda que |clpp12qp34qq| “ 3

• Una manera alternativa de pensar este caso es decir: fijo el 1 como primer elemento de la primera pareja. Para
elegir el segundo solo me quedan 3 elementos y la segunda pareja me queda determinada en cuanto lo haga. Aśı
que hay 3 permutaciones de tipo 2` 2.

Finalmente tenemos que Cpp12qp34qq “ 24
3 “ 8. Ya sab́ıamos que xp12qp34qy Ă Cpp12qp34qq pero opp12qp34qq “ 2 luego

con los elementos de xp12qp34qy no tenemos suficientes para llenar Cpp12qp34qq.
Probamos con otros elementos τ de S4 a ver si verifican τp12qp34qτ´1 “ p12qp34q:

τ1 “ p1234q τ1p12qp34qτ´1
1 “ p1234qp12qp34qp1234q´1 “ p34qp12q “ p12qp34q

τ2 “ p12q τ2p12qp34qτ´1
2 “ p12qp12qp34qp12q´1 “ p34qp12q “ p12qp34q

De las ecuaciones anteriores tenemos que p1234q P Cpp12qp34qq ^ p12q P Cpp12qp34qq. Además, por clausura, xp1234qy “
tp1234q, p12qp34q, p4321q, Idu Ă Cpp12qp34qq ^ xp12qy “ tp12q, Idu Ă Cpp12qp34qq.
Como |xp1234qy X xp12qy| “ 1 tenemos, por el teorema 43, que |xp1234qyxp12qy| “ |xp1234q, p12qy| “ 4 ¨ 2 “ 8 “
|Cpp12qp34qq| ùñ Cpp12qp34qq “ xp1234q, p12qy

Ejemplo 54. Halla los generadores del subgrupo centralizador del elemento p12q en S4

|Cpp12qq “ rS4 : clpp12qqs. Obtenemos clpp12qq de la manera habitual: número de 2-ciclos = p2 ´ 1q! ˆ `4
2
˘ “ 6. Por

tanto |Cpp12qq “ 24{6 “ 4.

Sabemos que xp12qy Ă Cpp12qq luego necesitamos otros dos elementos para rellenar Cpp12qq.
Pues vamos a probar a ver qué pasa con p34q:

p34qp12qp34q´1 “ p12qp34qp34q´1 “ p12q ùñ p34q P Cpp12qq ùñ xp34qy Ă Cpp12qq

Como en el ejemplo anterior aplicamos el teorema 43 y obtenemos que |xp12qyx34y| “ |xp12q, p34qy| “ |xp12qy||xp34qy|
|xp12qyXxp34qy| “

2¨2
1 ùñ Cpp12qq “ xp12q, p34qy

Recapitulando comprobamos que S4 se descompone en

6 4-ciclos (tipo 4),

8 3-ciclos (tipo 3` 1),

3 2-ciclos ` 2-ciclos (tipo 2` 2),

6 2-ciclos (tipo 2` 1` 1), y

1 identidad o 1-ciclo (tipo 1` 1` 1` 1).

En total suman 24 elementos.

5.5.2. Conjugación

Teorema 81 (Lema del conjugado).

5.6. Clases de equivalencia de subgrupos en Sn

Ahora haremos lo mismo que hemos hecho para permutaciones pero con subgrupos. Recordemos que el normalizador es lo
mismo que el centralizador pero aplicado a subgrupos: el normalizador de un subgrupo son las permutaciones que mandan a
un subgrupo en śı mismo mientras que en el caso del centralizador eran los elementos que mandan un elemento en śı mismo.

Conviene recordad la definición 25 y la proposición 68.

Ejemplo 55. Entender y copiar ejemplo pág 100 santorum
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5.7. [Sub]grupos alternados

Recordemos que exist́ıa un homomorfismo de grupos Sn Ñ pt´1, 1u, ¨q y que defiamos la paridad de una permutación σ P Sn
como par si σ ÞÑ 1 y como impar si σ ÞÑ ´1. Esto teńıa sentido porque una permutación par se descompońıa siempre en un
número par de transposiciones y ocurŕıa lo mismo con las permutaciones impares.

Pues resulta que nos interesa mucho el conjunto formado por las trasposiciones de orden par. Esto conjunto es en realidad
un subgrupo (recordar que la paridad se mantiene si operamos con trasposicones de la misma paridad) y además veremos
que es un subgrupo normal de Sn.

Definición 32 (Grupo alternado). Sea ϕ : Sn Ñ p´1, 1, ¨q el homomorfismo de grupos definido arriba. Definimos el grupo
alternado o alternante An como

An “ kerϕ “ tσ P Sn | σ es paru

Recogemos los resultados que hemos dejado caer antes de la definición:

Proposición 82. An C Sn y además rSn : Ans “ 2

Corolario 8. Todo grupo Sn tiene un subgrupo normal de orden 2.

Hay dos resultados más que aún no entiendo para qué sirven:

Proposición 83.

Sn{An » pt´1, 1u, ¨q
Proposición 84. Todo subgrupo normal de Sn se puede expresar como unión de cajas.

Pasado esto seguimos con nuestras vidas. Veamos ejemplos.

Ejemplo 56. Consideramos |S5| “ 5! “ 120. Haciendo lo mismo que hicimos para S4 en la sección 5.5.1 obtenemos lo
siguiente:

tipo 5 |clpp12345qq| “ 4!
`5

5
˘ “ 24 Cpp12345qq “ xp12345qy » Z{5Z

tipo 4` 1 |clpp1234qq| “ 3!
`5

4
˘ “ 30 Cpp1234qq “ xp1234qy » Z{4Z

tipo 3` 2 |clpp123qp45qq| “ 2!
`5

2
˘ “ 20 Cpp123qp45qq “ xp123q, p45qy » Z{6Z

tipo 3` 1` 1 |clpp123qq| “ 2!
`5

2
˘ “ 20 Cpp123qq “ xp123q, p45qy » Z{6Z

tipo 2` 2` 1 |clpp12qp34qq| “ 15 Cpp12qp34qq “ xp1234q, p13qy » D4

tipo 2` 1` 1` 1 |clpp12qq| “ 1!
`5

2
˘ “ 10 Cpp12qq “ xp12345qy » H ˆ Z{2Z

tipo 1` 1` 1` 1 |clpp1q “ Idq| “ 1 CpIdq “ S5

Cuadro 5.1: Descomposición de S5 en clases. Nota: aqúı H » S3 o bien H “ tσ P S5 | σp1q “ 1^ σp2q “ 2u

¿Cuáles son los tipos que estaŕıan en A5? Pues aquellos que se puedan descomponer en un número par de trasposiciones. A
saber: tipo 5, tipo 3` 1` 1, tipo 2` 2` 1, tipo 2` 1` 1` 1. Por tanto en |A5| “ 24` 20` 15` 1 “ 60 ùñ rS5 : A5s “
2 ùñ A5 C S5.

Observación 3. En Sn siembre hay un subgrupo isomorfo a Dn.

Lo construimos buscando un elemento B P Sn de orden n (pista, el elemento p123 . . . nq siempre vale) y otro elemento A P Sn
de orden dos tal que BA “ AB´1. Con esto llegamos a la presentación de Dn. Ver ejemplo 7 para más detalles sobre esta
presentación.

5.8. Grupos simples

Definición 33 (Grupo simple). Sea G un grupo, decimos que G es un grupo simple si los únicos grupos normales son G y
el grupo neutro teu.
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A continuación demostraremos que el grupo alternante An, es simple para n ě 5. La demostración de este resultado requiere
distintas proposiciones.

Proposición 85. Sea G un grupo. Si G es finito y abeliano ùñ G es simple.

Proposición 86. Sea An un grupo alternante, An es generado por 3-ciclos para n ě 3.

Demostración. Sea σ P An, entonces σ “ pi11 i12qpi21 i22q . . . pi2n1 i2n2 q una composición de un número par de composiciones.
Vamos a ver que para cualquier par de transposiciones pi jqpk lq podemos expresarla como un 3´ ciclo.

pi jqpk lq “ pi k jqpi k lq si los elementos son diferentes.

pi jqpi lq “ pi l jq si tienen un elemento en comun.

Por tanto, como @σ P An puede ser expresado como un 3´ ciclo o una composición de estos, An está generado por los ciclos
de longitud 3. ♣

Proposición 87. Sea An el grupo alternante de un conjunto de n elementos, An es generado por 3-ciclos de la forma ps t iq
con s, t P t1 . . . nu fijos e i P t1 . . . nuzts, tu

Demostración. Cada 3-ciclo es el producto de 3-ciclos del tipo ps t iq con s, t fijos e i variable, pues:

ps a tq “ ps t aq2
ps a bq “ ps t bqps t aq2
pt a bq “ ps t bq2ps t aq
pa b cq “ ps t aq2ps t cqps t bq2ps t aq

Entonces, como An está generado por 3-ciclos, An está generado por ciclos de la forma ps t iq ♣

Teorema 88 (Igualdad entre subgrupos y grupos alternantes). Si un subgrupo normal H de An contiene un 3-ciclo ùñ
H “ An

Demostración. Supongamos que H es no trivial y contiene un 3-ciclo de la forma ps t aq. Usando la normalidad de H vemos
que:

rps tqpa iqsps t aq2rps tqpa kqs´1 “ ps t iq
está en H. Luego, H debe contener todos los ciclos ps t iq para 1 ě i ě n. Por la proposición 87, estos 3-ciclos generan An;
luego H “ An. ♣

Proposición 89. Para n ě 5, todo H CAn contiene un 3-ciclo.

Demostración. Sea e ‰ σ P H, existen varias posibles estructuras de ciclos para σ.

σ es un 3-ciclo.

σ es el producto de ciclos disjuntos, σ “ τpa1 a2 ¨ ¨ ¨ arq P H, con r ě 3.

σ es el producto de ciclos disjuntos, σ “ τpa1 a2 a3qpa4 a5 a6q.
σ “ τpa1 a2 a3q, donde τ es el producto de 2-ciclos disjuntos.

σ “ τpa1 a2qpa3 a4q, donde τ es el producto de un número par de 2-ciclos disjuntos.

La demostración sigue con el desarrollo de cada uno de los casos, utilizando la normalidad de H para ver que en todos los
casos se llega a que H contiene un 3-ciclo. ♣

Teorema 90 (Simplicidad del grupo alternante). Sea pAn, ˝q el grupo alternante de un conjunto de n elementos. An es
simple @n ě 5.

Demostración. Sea H un subgrupo normal no trivial de An, por la proposición 89, H contiene un 3-ciclo. Por el teorema 88,
H “ An; por tanto, An no contienen ningún subgrupo normal que sea propio y no trivial para n ě 5. ♣



Caṕıtulo 6

Teoremas de Sylow

6.1. Nuevas estructuras de grupo en el producto directo

Sean G1, G2 grupos, queremos definir nuevas estructuras de grupo en el producto G1ˆG2. Para ello comenzaremos definiendo
una operación ˚α. Fijamos un homomorfismo de grupos α : G2 ÝÑ AutpG1q, con AutpG1q el grupo de automorfismos de G1.

Sean pa, bq, pc, dq P G1 ˆG2, definimos ˚α como:

pa, bq ˚α pc, dq “ pa ¨ αpbq ¨ c, b ¨ dq.
Donde b P G2, αpbq P G1 y αpbq ¨ c P G1.

Vamos a ver que pG1 ˆG2, ˚αq es un grupo.

Teorema 91 (Grupo producto semidirecto). pG1 ˆG2, ˚αq es un grupo.

Vamos a demostrar cada una de las propiedades del grupo:

Asociatividad.

Demostración.

pa ¨ αpbq ¨ c, bdq ˚α ph, fq “ pa ¨ αpbq ¨ c ¨ αpbdq ¨ h, b ¨ d ¨ hq
pa, bq ˚α pc ¨ αpdq ¨ h, dfq “ pa ¨ αpbq ¨ c ¨ αpdq ¨ h, b ¨ d ¨ hq

Entonces, falta ver que αpdq ¨ h “ αpbdq ¨ h. Definimos el isomorfismo de grupo:

αpbq : G1 ÝÑ G1

c ÞÝÑ αpbq ¨ c
αpdq ¨ h ÞÝÑ αpbq ¨ pαpdq ¨ hq “ αpbdq ¨ h.

Por tanto, son iguales y la operación es asociativa. ♣

Existencia del elemento neutro.

Demostración. Sean e1 y e2 elementos neutros de G1 y G2 respectivamente. Recordamos que por el argumento anterior
αpbq ¨ e1 “ e1.

pa, bq ˚α pe1, e2q “ pa ¨ αpbq ¨ e1, b ¨ e2q “ pa, bq
♣

Existencia del inverso.

Demostración. Hemos de hallar pc, dq | pa, bq ˚α pc, dq “ pe1, e2q. Entonces, hemos de hallar c y d tal que:

a ¨ αpbq ¨ c “ e1

b ¨ d “ e2

Es fácil ver que Dd y d “ b´1. Como αpbq es un isomorfismo ùñ Dpαpbqq´1, entonces, c “ αpb´1q ¨ a´1 “ a´1, por
tanto Dc y c “ a´1. ♣

49
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Por tanto, el par pG1 ˆG2, ˚αq tiene estructura de grupo.

Vamos a ver ahora ciertas relaciones del producto cruz con la operación que acabamos de definir. Para abreviar, al par
pG1 ˆG2, ˚αq lo denominaremos por G1 ˆα G2.

Sean G1, G2 grupos finitos, definimos:

G1 “ tpa, e2q | a P G1u
G2 “ tpe1, bq | a P G2u

Es fácil ver que G1 ă G1 ˆα G2 y G2 ă G1 ˆα G2. Además,

|G1 ¨G2| “ |G1| ¨ |G2|
|G1 XG2| “

|G1| ¨ |G2|
1 “ |G1| ¨ |G2| “ |G1 ˆα G2|

G1 XG2 “ pe1, e2q
Y podemos probar que G1 es normal, sean g1 P G1 y g2 P G2:

pg1, g2q ˚α pa, e2q ˚α pg1, g2q´1 “ pg1, g2q ˚α p. . . , e2 ¨ g´1
2 q “ p. . . , e2q.

Corolario 9. Por lo que acabamos de ver:

Ĝ1 y Ĝ2 son subgrupos.

Ĝ1 es normal.

G1 XG2 “ tpe1, e2qu
G1 ¨G2 “ G1 ˆα G2

Si ahora tomamos G1 “ N,G2 “ H con N CG,H ă G, entonces:

H XN “ teu
H ¨N “ G

α : H ÝÑ AutpNq
G – H ˆα N

En particular, podemos definir:

φ : H ÝÑ AutpNq
h ÞÝÑ γh |N pnq “ h ¨ n ¨ h´1

Ejemplo 57. Sea el famoso grupoD4 “ t1, B,B2, B3, A,AB,AB2, AB3u (ver ejemplo 6). TomamosN “ xBy “ t1, B,B2, B3u, H “
xAy “ t1, Au. Entonces:

φ : H ÝÑ AutpNq
A ÞÝÑ ABA´1 “ B3

Entonces como hemos visto: D4 – t1, Au ˚φ t1, B,B2, B3u.

6.2. Producto semidirecto

De [DH96]

Sea G un grupo. Sea N CG, H ă G, N XH “ teu y NH “ G (recordemos que por ser N normal, NH es grupo). Entonces
G » N ˆH.

Veamos quién es ese isomorfismo γ : G Ñ N ˆH. Recordemos que considerando dos grupos G1, G2 y su producto directo
G1 ˆG2 existe un α : G2 Ñ AutpG1q. Veremos quien es este α para H y N , es decir, quién es α : H Ñ AutpNq.
Construye α a partir de 4 isomorfismos.
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Demostración.

Comenzamos por definir una función j : NˆH Ñ G, pn, hq ÞÑ nh. Es función está bien definida por teoŕıa de conjuntos
pero no es un homomorfismo de grupos12.

Recordemos que por el teorema 43 tenemos que |G| “ |N ||H| “ |N ˆH| por ser N XH “ teu.
Volviendo a lo de la estructura especial. Dar una estructura especial es dar una operación para N ˆH.

• Sea A un conjunto. Es claro que si tenemos una biyección φ : A Ñ G podemos dotar a A de alguna estructura
para que sea un grupo.

• Para dotar a A de estructura tenemos que definir la operación. Forzamos que para cada a, a1 P A para los que se
tiene φpgq “ a, φpg1q “ a1 la operación sea aa1 “ φpgg1q.

• En este caso nuestro A es N ˆH. En lugar de utilizar la operación habitual del producto directo definimos otra
operación. Para llegar a ella nos fijamos en pn, hqpn1, h1q ÞÑ nhn1h1 “ nhn1h´1hh1 “ nphn1h´1qhh1 “ nn1hh1
(intercalamos el neutro, que es legal).

• Redefinimos la operación en N ˆH para que cuadre con este resultado. Llamaremos al nuevo grupo con la nueva
operación N ˆφ H: para pn, hq, pn1, h1q definimos pn, hq ¨ pn1, h1q “ pnphn1h´1q, hh1q.

• Comprobamos que en este caso j es un homomorfismo de grupos:

j : N ˆφ H Ñ G

pn, hq ÞÑ nh

pn1, h1q ÞÑ n1h1

pn, hq ¨ pn1, h1q ÞÑ nphn1h´1qhh1 “ nn1hh1

♣

Es muy interesante por que es muy natural llegar a situaciones de esta manera. ¡Y les voy a dar una!3

Ejemplo 58. Sea |G| “ p ¨ q y supongamos p ă q primos. Por el teorema de Lagrange (23) tenemos que existe un subgrupo
Hp ă G con |Hp| “ p y análogamente DHq | |Hq| “ q. A primera vista podŕıamos pensar que puede haber varios grupos de
orden q. Pues no.

Demostración. Supongamos hay dos grupos H,H 1 de orden q distintos. La intersección tiene que dar un subgrupo y si los
dos grupos tienen un número primo de elementos entonces la intersección solo puede ser el neutro, H XH 1 “ teu. Entonces
por el teorema 43 tenemos que |HH 1| “ q2 ą p ¨ q lo que es imposible. Luego sabemos que a lo sumo hay un grupo de orden
q. ♣

(Sigue el ejemplo) Supongamos que ese único grupo de orden q se llama N . Entonces φgpNq “ N ya que un isomorfismo
tiene que mandar un subgrupo de q elementos en otro subgrupo de q elementos y N es el único. Por tanto N CG. Aplicando
el teorema de antes, tenemos que G » N ˆH.

Ejemplo 59. Veamos un ejemplo con más pinta de problema. Demostrar que todo grupo de orden 77 es ćıclico.

Demostración. Comenzamos por observar que 77 “ 7 ¨ 11. Por el teorema de Lagrange (23) tenemos que existen H,N ă G |
|H| “ 7, |N | “ 11 y por lo visto en el ejemplo anterior, N CH. Como antes llegamos a que H XN “ teu y a que |HN | “ pq.
Para aplicar el teorema anterior vemos qué estructura tiene que tener N ˆφ H, con φ : H ÝÑ AutpNq.

Vemos que AutpNq “ AutpZ{11Zq “ UpZ{11Zq “ Z{10Z, es decir, un grupo ćıclico de 10 elementos.

Entonces, φ es de la forma: H “ Z{7Z ÝÑ AutpZ{11Zq, por tanto, solo podemos definir el homomorfismo de grupos
trivial. Esto hace que N ˆφ H es igual a Z{7Zˆ Z{11Z.

Por el corolario 9 sabemos que G – N ˆφ H ùñ G – Z{7Z ˆ Z{11Z que es ćıclico por ser producto de ćıclicos de
órdenes coprimos. ♣

1Ojo con por qué no es homomorfismo. Si tomamos pn, hq, pn1, h1q P N ˆH tenemos que jppn, hqpn1, h1qq “ nn1hh1. Podŕıamos pensar que como
N es normal, podemos conmutarlo y obtener nn1hh1 “ nhn1h1 “ jppn, hqqjppn1, h1qq. Pero esto está mal. Lo que significa ser normal es que para
h P H, se tiene que nh “ hn2 para algún n2 P N .

2Si los grupos son abelianos entonces śı es claro que es un homomorfismo. Lo que vamos a hacer es ver que dando una estructura especial, śı
que es un homomorfismo de grupos incluso para grupos no abelianos

3Sugerencia: leelo con voz de tomatito.
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6.3. Teoremas de Sylow

Son muchos teoremas para grupos finitos en los que el orden se puede expresar como

|G| “ psm, mcdpp,mq “ 1, s ě 1 (6.1)

Veremos y discutiremos 3 de ellos. Sirven sobre todo para contar cosas.

Definición 34 (P-subgrupo de Sylow). Dado G con |G| “ psm con mcdpp,mq “ 1, s ě 1, un p-subgrupo de Sylow de G es
un subgrupo P ă G con |P | “ ps.

Teorema 92 (Primero de Sylow). Sea G un grupo tal que |G| “ psm, mcdpp,mq “ 1, s ě 1, p primo. Entonces existe un
p-subgrupo de Sylow H1 ă G con |H1| “ ps.a

aEste teorema es el rećıproco de algo que ya sab́ıamos. Pod́ıamos afirmar que si P ă G y |P | “ ps entonces ps divid́ıa a |G|. Lo que dice el
primer teorema de Sylow es que el rećıproco es cierto.

El teorema de Cauchy (60) es una versión más débil de este primer teorema de Sylow.

Teorema 93 (Segundo de Sylow). Sea G grupo con |G| “ psm,mcdpp,mq “ 1, s ě 1. Sea P un p-subgrupo de Sylow fijado.
Si Q es un p-subgrupo de Sylow de G entonces Dg P G | Q Ă gPg´1.

Teorema 94 (Tercero de Sylow). Sea F “ tgPg´1 | g P Gu “ tP “ P1, . . . , Pnpu el conjunto de p-subgrupos de Sylow de
G. Entonces np divide a m y np ” 1 mód p.

Hemos hecho mucho hincapié en los subgrupos normales y tenemos que si N CG entonces existe π : GÑ G{N homomorfismo
de grupos4. Además teńıamos que |G| “ |G{N | ¨ |N |.
También establećıamos una biyección entre los submódulos de G que contienen a N y los submódulos de G{N . Si K es uno
de ellos entonces N CG ùñ N CK,

K{N “ K Ă K{N
|K| “ |K||N |

Vamos a discutir el teorema. Recordemos que dado G el centro ZpGq es el conjunto de los elementos que conmutan con todos
(ver definición 22). Recordamos además las proposiciones 52 y 53 que nos dicen que el centro es normal y que cualquier
subgrupo del centro es abeliano y normal. El centro está bien pero tampoco es para tanto: suele ser muy pequeño. WTF.

Aqúı en medio ha desvariado bastante, remontándose hasta el teorema 37.

Demostración del teorema de Sylow. Procedemos por inducción [fuerte] en |G|.
Si |G| “ 1 no hay mucho que probar porque son grupos muy tontos.

Suponemos que5 el teorema es válido para |G| ă n. Distinguimos los siguientes casos:

1. |ZpGq| “ 0

2. |ZpGq| ‰ 0. Entonces ZpGq es un grupo abeliano no trivial. Es decir que ZpGq » Z{n1Z ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z{nlZ. Como p
divide a |ZpGq| podemos suponer que p divide a n1. Entonces pn1{pq P Z{n1Z y por tanto

p
ˆ

n1
p

˙

, 0, . . . , 0q tiene orden p

Es decir que tenemos un H ă ZpGq con |H| “ p.

Teńıamos de antes que |G{H||H| “ |G|. Por inducción existe K ă G{H de orden ps´1. Aplicamos |K| “ |K||H|
y como |H| “ p, |K| “ ps´1 tenemos que |H| “ ps.

4Por teoŕıa de conjuntos tenemos que π es una función que existe y está bien definida, pero aqúı interesa que además es homomorfismo.
5[La clase en silencio]. Orlando: Se pueden callar por favor. [El silencio se hace más hueco]. Orlando: No hagan ruiditos. Me cuesta concentrarme

[agita las manos]. [Sigue la demostración.]



6.3. TEOREMAS DE SYLOW 53

Lo hemos probado para una hipótesis en concreto pero falta algo (no sé el qué). Seguimos con la demostración.

|G| “ |ZpGq| ` rG : Cpas`1qs ` ¨ ¨ ¨ ` rG : Cparqs
|G| es no nulo módulo p y |ZpGq es nulo módulo p, por lo que necesariamente tiene que ocurrir que alguno de los rG : Cpaiqs
sea no nulo módulo p. Supongamos que es el primero, es decir, supongamos que rG : Cpas`1qs es no nulo módulo p. Además
tenemos que

|G|
loomoon

psm

“ |Cpaq|
loomoon

psm1

¨ rG : Cpaqs
loooomoooon

no divisible por p

Como rG : Cpaqs ě 2, |Cpaq| “ psm1 ă |G| por inducción el subgrupo Cpas`1q tiene un subgrupo de orden ps. ♣

Ejemplo 60. Supongamos |G| “ 22 ¨ 11 ¨ 13. Por el teorema de Sylow tenemos que existen subgrupos P2, P11, P13 ă G con
órdenes |P2| “ 22, |P11| “ 11, |P13| “ 13. Sin embargo no podemos garantizar que exista un Q con orden |Q| “ 22 ¨ 13.
Si ocurriera esto seŕıa bueńısimo porque existiŕıa un P ă G con P X Q “ teu y por tanto P ¨ Q “ G y automáticamente
G » P ˆφQ. Esto no ocurre porque en general no sabemos si P2 y P13 son normales y por tanto no podemos garantizar que
Q “ P2 ¨ P13 sea siquiera un grupo.

Lo interesante del ejemplo anterior es que si tenemos G descompuesto como producto directo de dos grupos y uno de ellos es
normal, entonces tenemos automáticamente un producto semidirecto. Sin embargo, si tenemos G descompuesto en 3 grupos,
no basta con que uno sea normal, sino que tienen que ser normales 2. Supongamos G se descompone en P,Q,R. Necesitamos
que P sea normal para que P ¨Q sea grupo. Y necesitamos que R sea normal para que pP ¨Qq ¨ R sea también un grupo y
podamos dar un producto semidirecto.

Resultado muy fuerte que hay que saber probar.

Teorema 95. Sea G un grupo, H1, H2 CG^H1 XH2 “ teu. Entonces @h1 P H1, h2 P H2 se tiene que h1h2 “ h2h1.

Demostración. Probaremos que h1h2h
´1
1 h´1

2 “ e. Para ello probaremos que h1h2h
´1
1 “ h2. Sabemos que por ser H2 C G

tenemos que h1H2h
´1
1 “ H2. Es decir, que h1h2h

´1
1 P H2. Si multiplicamos a la derecha por h´1

2 P H2 nos sigue quedando
un elemento de H2: h1h2h

´1
1 h´1

2 P H2. Para H1 tenemos lo mismo: h2h1h
´1
2 h´1

1 P H1. Por alguna razón estos dos elementos
son el mismo y como pertenece a ambos subgrupos entonces pertenece a la intersección y por tanto h1h2h

´1
1 h´1

2 “ e. ♣

Ejemplo 61. Consideramos D4 que es un p-grupo pues |D4| “ 23. En este caso el centro no es el trivial: ZpD4q “ t1, B2u.
Ejemplo 62. Consideramos H (el grupo de cuaterniones, ejemplo 5, y su ret́ıculo, figura ??) que también es un p-grupo
pues |H| “ 23. El ret́ıculo de este grupo es extraño y volvemos a tener que ZpHq “ t1, B2u.
Ejemplo 63. Si G es un p-grupo con |G| “ ps entonces G tiene subgrupos de orden 1, p, p2, . . . , ps.

Demostración. Procedemos por inducción en s. Para s “ 1 es trivial: el subgrupo es el propio G.

Supongamos que |ZpGq| “ ps
1 con s1 ď s. Sabemos que ZpGq C G y además todo subgrupo de ZpGq es normal en G.

Dα P ZpGq | opαq “ p. Tenemos que xαy ă ZpGq y por tanto xαy C G. Consideramos ahora G Ñ G{xαy. Tenemos que
|G{xαy| “ ps´1 ♣

Ejemplo 64 (de aplicación de los teoremas de Sylow). Sea G con |G| “ 3 ¨ 5.

Tenemos por el primer teorema de Sylow (92) que existen P3, P5 ă G con |P3| “ 3, |P5| “ 5 (aplicamos el teorema dos
veces primero cogiendo p “ 3 y luego p “ 5).

Tenemos también que P3 X P5 “ teu ya que los elementos de P3 tienen orden que divide a 3 y los elementos de P5
orden que divide a 5, por tanto, los elementos de la intersección tienen que tener orden que divida a 3 y a 5 por lo que
solo puede ser el neutro.

Como P3XP5 “ teu sabemos por el teorema 43 que P3P5 tiene 15 elementos. Si fuéramos capaces de probar que alguno
de ellos es normal tendŕıamos un producto semidirecto.

• Aplicamos el tercer teorema de Sylow (94) para averiguar quién es n3 (el número de 3-subgrupos de Sylow en G).
Tomamos |G| “ 31 ¨ 5 (cogemos p “ 3, m “ 5). Entonces n3 P t1, 5u pues n3 tiene que dividir a m “ 5. Además
n3 ” 1 mód 3 ùñ n3 P t1, 4, 7, . . . u. Concluimos que n3 “ 1.

• De aqúı conclúımos que el único conjugado de P3 es P3 (solo hay un 3-subgrupo de Sylow en 3, es decir, tgPg´1 |
g P Gu “ tP u ùñ gPg´1 “ P, @g P G ùñ gP “ Pg, @g) luego P3 CG.6

6Orlando: Esto es bueńısimo! [Se alegra much́ısimo de lo que acaba de probar.]
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• Hacemos lo mismo con n5 y obtenemos que n5 “ 1 y conclúımos que P5 CG.

No solo uno de ellos es normal, sino que los dos son normales. Tenemos un producto semidirecto y conclúımos que
G » Z{3Zˆ Z{5Z.

Ejemplo 65. Hacemos lo mismo con un grupo G que tiene |G| “ 2 ¨ 7.

Del primer teorema de Sylow (92) tenemos que DP2, P7 ă G con órdenes |P2| “ 2, |P7| “ 7.

Es claro que P7 tiene que ser normal (de dibujarlo) pero aún aśı supongamos que no sabemos contar y somos creyentes
de los teoremas de Sylow, veamos que P7 es normal.

• Obtenemos n7 del tercer teorema:
#

n7 divide a 2
n7 ” 1 mód 7

ùñ n7 “ 1

• Análogamente obtenemos que n2 “ 1.

Volvemos a tener dos subgrupos normales y tenemos que |P2 ¨P7| “ 2 ¨ 7 (con un razonamiento análogo al de antes) de
lo que obtenemos un producto semidirecto y por tanto G » Z{2Zˆ Z{7Z.

Ejemplo 66. Consideramos el grupo S4 que tiene orden |S4| “ 4! “ 4 ¨ 3 ¨ 2 “ 23 ¨ 3.

Del primer teorema de Sylow obtenemos que DP2, P3 ă S4 con |P2| “ 8, |P3| “ 3.

¿Será S4 un producto semidirecto? ¿Será P2 o P3 un subgrupo normal?

• Veamos quien es n3. Por el tercer teorema de Sylow (94) tenemos que n3 divide a m “ 8 y que n3 ” 1 mód p “ 3.
Con estas condiciones tenemos que n3 puede ser o bien 1 o bien 4.

Recordemos que σ P S4 ^ opσq “ 3 ðñ σ es un ciclo de longitud 3. Y recordemos que en S4 hab́ıa 8 ciclos de
longitud 3. Entonces tenemos que n3 no puede ser 1 ya que en tal caso P3 C S4 y por tanto en S4 habŕıa solo 2
ciclos de orden 3 resulta que hay ocho. Concluimos que n3 “ 4.7

• Veamos quien es n2 “ tgP2g
´1 | P u “ tP2 “ P

p1q
2 , . . . , P

pn2q
2 u. Por el tercer teorema de Sylow (94) tenemos que

n2 divide a m “ 3 y que n2 ” 1 mód p “ 2. Con estas condiciones tenemos que n2 puede ser o bien 1 o bien 3.

Para n2 “ 1 tendŕıamos que P2 C S4 y por tanto todos los elementos de orden par tendŕıan que vivir en P2. De
orden 2 hay 6 elementos y de orden 4 hay otros 6, es decir, que en P2 que es un grupo de orden 8, viven al menos
6` 6 “ 12 con lo cual llegamos a una contradicción. Por lo que necesariamente n2 “ 3.

Pues no, ninguno de los p-subgrupos de Sylow que encontramos es normal.

No hemos conseguido un producto semidirecto, pero vamos a probar que P2 » D4 (y por extensión todos sus conjugados
porque tenemos el isomorfismo de conjugación entre ellos). Para eso, haremos una presentación de P2 análoga a la de
D4 (ver ejemplo 6).

• Tomamos A “ p13q, B “ p1234q. ¿Por qué? Por el contexto geométrico de D4 que se puede ver en el ejemplo 6.
Recordemos que la A es la simetŕıa y B es el giro.

• Vemos que todo funciona y que la presentación queda igual que la de D4.

Cogemos un grupo de Sylow |G| “ psmmcdpm, pq “ 1, s ě 1. Tenemos para el F del segundo tercer teorema de Sylow que
|F | “ |F1| ` |F2| ` ¨ ¨ ¨ ` |Fl| donde cada Fj “ tqPijq´1 | q P Qu y |Fj | “ rQ : NQpPij qs.
Proposición 96. Si Q es un p-subgrupo de Sylow y P 1 es un p-subgrupo de Sylow entonces el normalizador de P 1 en Q es

NQpP 1q “ P 1 XQ

De aqúı obtenemos que |Fj | “ rQ : NQpPij qs “ rQ : QXPij s. Como Q,Pij son p-subgrupos tienen órdenes que son potencias
de p por lo que |Fj es cociente de potencias de p y por tanto es potencia de p.

Observación 4 (para la prueba del tercer teorema de Sylow). np ” 1 mód p

Demostración. En particular, tomamos P “ Q. En este caso, la clase de P , F1 “ tpPp´1 | p P Q “ P u “ tP u. |F2| “ rQ :
NQpPi2qs “ rP : P X Pi2s “ pr2 porque P y Pi2 no son iguales. ♣

Observación 5. Si Q es un p-subgrupo de Sylow de G entonces Q Ă gPg´1 para algún g P G.
7Efectivamente, de entre los 8 ciclos de longitud 3 que hay en S4 salen 4 parejas que viven cada una en uno de los conjugados de P3.
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Demostración. Procedemos por refutación: supongamos que Q Ć F . Recordemos que

|F | “ |F1| ` |F2| ` ¨ ¨ ¨ ` |Fs| |Fk| “ rQ : QX Pij s

Si afirmamos que Q Ć Q entonces |Fj | tiene que ser un múltiplo de p ya que al hacer la intersección QX Pij obtenemos un
conjunto propio. De este modo, |F | “ ř |Fj | también es un múltiplo de p. La contradicción llega con la observación anterior,
ya que |F | ” 1 mód p. ♣

Lo interesante de verdad es el corolario que obtenemos de esta observación:

Corolario 10. F es el conjunto de todos los subgrupos de Sylow de G.

Observación 6. Por último probaremos que np � m.

Demostración. F “ tgPg´1 | g P Gu y tenemos que |F | “ rG : NGpF qs ^ |G| “ psm^ P Ă NpP q. Además

|G|
loomoon

psm

“ |P |
loomoon

ps

rG : P s
loomoon

m

Ahora P Ă NpP q y también |G| “ |NpP qrG : NpP qs. ♣

Ejemplo 67. Consideramos |S5| “ 5! “ 5 ¨ 4! tomamos p “ 5,m “ 4!, s “ 1.

Por el primer teorema tenemos que existen subgrupos de orden ps “ 5. Esto ya lo sab́ıamos.

De hecho hasta sab́ıamos que hab́ıa 4! “ 24 ciclos de longitud 5. Como p “ 5 es un número primo, los subgrupos de
orden 5 no tienen elementos en común. Cada subgrupo tendrá 4 elementos y como hay 24 ciclos de orden 5 habrá 6
subgrupos de orden 5.

Ejemplo 68. Sea G un grupo, H ă G,N ă G subgrupos. Recordemos que si H X N “ teu, HN “ G ^ N C G entonces
existe un producto semidirecto para el que G » H ˆφ N . Si |G| “ paqb con p ‰ q primos, entonces existen Pp, Pq ă G con
|Pp| “ a, |Pq| “ b. Además se tiene que Pp X Pq “ teu, |PpPq| “ |Pp||Pq| y por tanto PpPq “ G.

Realizamos un estudio sistemático de los grupos dado el orden similar al del teorema 46 pero utilizando los teoremas de
Sylow

Si |G| “ 1 no tiene interés estudiarlo.

Si |G| “ 2, 3 entonces G » Z{2Z o G » Z{3Z.

Si |G| “ 4 “ 22 entonces G es abeliano. Lo demostramos en la proposición 62 para todo grupo de orden p2 con p primo.

Si |G| “ 5 entonces G » Z{5Z.

Si |G| “ 6 “ 2 ¨3 entonces G » Z{2ZˆZ{3Z o G » D3. Sabemos por Sylow que existen P2, P3CG con |P2| “ 2, |P3| “ 3.
Además del tercer teorema de Sylow obtenemos n3 “ 1, es decir que en F3 tenemos solo un grupo. Para n2 solo tenemos
que n2 “ 1, 3. Ahora bien, como n3 “ 1 tenemos que P3 ă G. Por tanto, existe un producto semidirecto para el que
G » P3 ˆφ P2 “? Z{3Zˆ Z{2Z.8

Veamos que de este producto semidirecto nos salen dos estructuras. En primer lugar vemos quiénes son N y H. En este
caso el grupo normal es P3 por lo que N “ P3 y H “ P2. Veamos los automorfismos interiores Int : H Ñ AutpZ{3Zq “
pt1, 2u, ¨q “ UpZ{3Zq. Como AutpZ{3Zq tiene dos elementos, obtenemos dos estructuras

• Si tomamos que eH ÞÑ eAutpZ{3Zq “ 1 entonces encontramos que G » Z{3Zˆ Z{2Z.

• Si tomamos que eH ÞÑ 2 ocurre que G » D3. Vamos a verlo.

Supongamos que P3 “ xay, opaq “ 3. Si para algún h P H definimos la conjugación hxh´1 para x P G tenemos que
como P3 CG entonces hP3h

´1 “ P3. Ahora supongamos que H “ P2 “ xby, opbq “ 2. Entonces para un b, con el
automorfismo seleccionado a ÞÑ bab´1 “ a2 ùñ ab “ ba2 y llegamos a la presentación de D3 (con las a’s y las
b’s cambiadas.)

Si |G| “ 7 entonces G » Z{7Z.

Si |G| “ 8 Sylow dice poco. Lo vimos en algún sitio

Si |G| “ 9 tampoco tenemos mucho que decir

8Por convención ponemos el normal primero, para poder aplicar directamente la construcción sin liarnos.
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Si |G| “ 10 “ 2 ¨ 5. Como de costumbre sabemos que existen P2, P5 ă G con los ordenes correspondientes. Por el tercer
teorema llegamos a que n5 “ 1 y por tanto a que P5 CG. Para P2 no tenemos nada, pero solo por ser P5 normal existe
un producto semidirecto para el que G » P5 ˆ P2 » Z{5Z ˆφ Z{2Z. Como en el caso de |G| “ 6 obtendremos dos
estructuras.

Tomamos N “ P5, H “ P2. Tenemos que definir morfismos Int : Z{2Z Ñ AutopZ{5Zq “ pt1, 2, 3, 4u, ¨q “ UpZ{5Zq.
Para ver cuantos morfismos salen veamos el orden de los elementos de AutpZ{5Zq: Los elementos t1, 2, 3, 4u tienen
órdenes 1, 4, 4, 2 respectivamente. En Z{2Z “ t0, 1u tenemos dos posibilidades9 Un automorfismo viene dado por donde
enviamos el generador de Z{2Z en este caso el 1.

• Si 1 ÞÑ 1 obtenemos el homomorfismo trivial y por tanto la estructura dada por la presentación opaq “ 5, opbq “
2, bab´1 “ a ùñ G » Z{2Zˆ Z{5Z abeliano.

• Si 1 ÞÑ 4 la estructura que obtenemos es opaq “ 5, opbq “ 2, bab´1 “ a4 “ a´1. Esta presentación es la del grupo
D5.

Si |G| “ 11 pasa la historia de los primos.

Si |G| “ 12 “ 22 ¨ 3. Entonces del tercero de Sylow tenemos n3 “ 1, 4 y n2 “ 1, 3. Tristeza.10

Ahora se le ocurre afirmar que no puede ocurrir que n2 “ 3^ n3 “ 4 simultáneamente.

Supongamos que n3 “ 4 entonces habŕıa 4 subgrupos de orden 3 y por tanto habŕıa 2 ¨4 elementos de orden 3 (el neutro
tiene orden 1). Ya tenemos 9 elementos bajo control. Para controlar los 12 nos faltan 3 elementos que llamaremos a, b, c
y que podŕıan formar un grupo con el neutro: te, a, b, cu. Efectivamente esto dice Sylow, que hay un subgrupo de orden
4 (a, b, c no pueden tener orden 3 porque si no no podŕıan pertenecer a un grupo de orden 4). Como ya hemos agotado
los elementos, no es posible que haya más subgrupos de orden 4, por lo que necesariamente n2 “ 1.

Aśı podemos seguir hasta |G| “ 29 ya que cualquier orden menor que 30 es producto de como máximo dos primos.

Ejemplo 69. Sea G abeliano y |G| “ 20 “ 22 ¨ 5.

Por el primer teorema de Sylow tenemos que DP4 ă G, |P4| “ 4.

Por el segundo teorema, tenemos que todo subgrupo de orden 4 está en F4 “ tgP4g
´1 | g P Gu. Como G es abeliano,

F4 solo tiene un elemento luego P4 es el único subgrupo de orden 4.

Análogamente conclúımos que P5 ă G es el único subgrupo de orden 5.

Ejemplo 70. Estudiamos el grupo G “ xa, by con presentación opbq “ 4, opaq “ 3, bab´1 “ a2.

Pendiente, posible ejercicio de examen.

Ejemplo 71. Sea |G| “ 30. Entonces G no es un grupo simple.

Demostración. Recordemos que G es simple si sus únicos subgrupos normales son G y teu (ver definición 33).

Tenemos que |G| “ 30 ˚ 2 ¨ 3 ¨ 5. Por el primer teorema de Sylow tenemos que DP5 con |P5| “ 5. Además por el tercer teorema
tenemos que n5 “ 1, 6. Análogamente tenemos |P3| “ 3 y n3 “ 1, 10.

Supongamos que n5 “ 6, n3 “ 10. Sean S1, . . . S6 los 6 subgrupos de orden 5. Como 5 es primo entonces cada Si es ćıclico
de orden 5 y necesariamente Si X Sj “ teu, porque si Si y Sj compartieran algún elemento, entonces seŕıan el mismo grupo
pero hemos supuesto que hab́ıa 6 subgrupos de orden 5. Cada Si “ t1, a, a2, a3, a4u por ser 5 primo ùñ Si ćıclico, es decir,
que tenemos 4 ¨ 6 “ 24 elementos distintos de orden 5 (en cada grupo tenemos el neutro que tiene orden 1 y otros cuatro que
deben tener orden 5 por ser Si ćıclico). Sean ahora H1, . . . ,H10 los subgrupos de orden 3. Aplicando el mismo argumento,
Hi XHj “ teu, Hi “ te, b, b2u ùñ hay 2 ¨ 10 “ 20 elementos distintos de orden 3. Con esto llegaŕıamos a que en G hay al
menos 20` 24 “ 44 ą 30 elementos por lo que llegamos a una contradicción. Es decir, que necesariamente tiene que ocurrir
que o n3 “ 1 o n5 “ 1, por lo que existe un subgrupo normal distinto de G o teu ùñ G no puede ser simple. ♣

Ejemplo 72. Sea |G| “ 48. Entonces o bien G tiene un subgrupo de orden 8 o bien G tiene un subgrupo de orden 16.

Demostración. Tenemos |G| “ 24 ¨ 3. Por el primer teorema de Sylow tenemos que DP2, |P2| “ 24 y por el tercer teorema
tenemos que n2 “ 1, 3.

ESTO TIENE UNAS LAGUNAS...

Supongamos que n2 “ 3. Entonces F3 “ tgP3g
´1 | g P Gu “ tP21 “ P2, P22 , P23u. Probaremos que algún elemento de

F3 tiene un subgrupo normal, es decir, DH C P2i
para algún i “ 1, 2, 3.

9Estamos abusando un poco de la notación de clases, ir con cuidado.
10Orlando: Sylow nunca dice toda la verdad, se puede hilar más fino.
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• Consideramos la intersección P22 X P23 . Tenemos que |P22 X P23 | “ 1, 2, 4, 8. Supongamos que |P22 X P23 | “ 4.
Entonces |P22 ¨ P23 | “ |P22 ||P23 ||P22XP23 | “

16¨16
4 “ 48 “ |G|. Esto no puede ocurrir, tiene que haber algún elemento de

orden 3 y en P2i
no puede haber ningúno. Por tanto conclúımos que |P22 X P23 | ą 4 ùñ |P22 X P23 | “ 8.11

• Es claro que P22 X P23 ă P22 . Por alguna razón tenemos que P22 X P23 C P22 y P22 X P23 C P23 . Recordemos que
P22 X P23 C G ðñ NpP22 X P23q “ G y que el normalizador NpHq siempre contiene a H y es el menor grupo
en el que H C NpHq. Entonces P22 C NpP22 X P23q ùñ @g P G, gpP22 X P23qg´1 “ P22 X P23 . En particular
@g P P2, g P NpP22 X P23q ^ @g P P23 , g P NpP22 X P23q.

♣

Ejemplo 73. Consideramos |S4| “ 4! “ 23 ¨ 3. Podemos hacer el mismo argumento que antes para los subgrupos de orden 3.

Proposición 97. Sea G un grupo, H CG,K CG y H XK “ teu. Entonces @h, k, h P H, k P K ùñ hk “ kh.

Teorema 98. Sea G un grupo finito, H CG y K CG. Entonces son equivalentes
1. H XK “ teu ^HK “ G
2. la función H ˆK Ñ G, ph, kq ÞÑ hk es un isomorfismo de grupos

Demostración.

1 ùñ 2. Lo primero decir que la función H ˆK Ñ G existe por teoŕıa de conjuntos. Tenemos por el teorema 43 que
|HK| “ |H||K|. Con esto tenemos que la función es sobreyectiva porque |H||K| “ |G|. Además es claro que la función
es inyectiva. Además como H X K “ teu ^ H C G ^ K C G tenemos que la función es un homomorfismo de grupos.
Concluimos que la función es un isomorfismo de grupos.

2 ùñ 1. Sea H ˆ e “ tph, eq | h P Hu. Es claro que H ă H ˆ K: es subgrupo porque es finito y es cerrado.
Análogamente sea eˆK “ tpe, kq | k P Ku y eˆK ă H ˆK.

Veamos ahora que H ˆ e, y por extensión, e ˆ K son subgrupos normales en H ˆ K. Tenemos que probar que
@pa, bq P H ˆK, pa, bqpH ˆ eqpa, bq´1 “ pH ˆ eq. Sea h P H, entonces

pa, bqph, eqpa, bq´1 “ paha´1
loomoon

PH
, beb´1
loomoon

“e
q P H ˆ e ùñ H ˆ e CH ˆK

Análogamente lo tenemos para eˆK.

Además, es claro que pH ˆ eq X pe ˆ Kq “ tpe, equ que es el neutro de H ˆ K y por el isomorfismo de la hipótesis
pe, eq ÞÑ e ùñ pH ˆ eq X peˆKq ÞÑ H XK “ teu.
Por último tenemos que pH ˆ eq ¨ peˆKq “ H ˆK » G por hipótesis. Además, podemos obtener cualquier elemento
de HK con el mismo isomorfismo: @h P H, k P K, ph, eq ¨ pe, kq ÞÑ hk P HK ùñ HK “ G.

♣

Corolario 11. Sea G un grupo finito, H CG y K CG,N CG. Entonces son equivalentes

1. H ˆK ˆN Ñ G, ph, k, nq ÞÑ hkn es un isomorfismo de grupos.

2. H X pKNq “ K X pHNq “ N X pHKq “ teu y HKN “ G.

Demostración. Es análoga a la del teorema anterior. ♣

Corolario 12. Dados H,K,N subgrupos normales de G entonces @g P G existe una única operación para la que g “ hkn y
dicha operación es el isomorfismo H ˆK ˆN Ñ G.

Teorema 99. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces G es suma directa de sus p-subgrupos de Sylow.

Ejemplo 74. Consideramos G “ Z{12Z que tiene |G| “ 22 ¨ 3. Se tiene que

P2 “ t0, 3, 6, 9u P3 “ t0, 4, 8u Z{12Z “ P2 ‘ P3

11Ojo aqúı, lo que está haciendo es aplicar el teorema 43 con mucho arte. Pod́ıa haber probado con |P22 X P23 | “ 2 pero en realidad no le hace
falta, ya que |P2i | “ 16 es fijo y por tanto la única manera de cambiar |P22 ¨P23 es tocando el denominador. De ah́ı concluye que |P22 XP23 | ą 4.
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Sea ahora G un p-grupo abeliano finito, es decir que G es abeliano y que |G| “ pr. Es inmediato que @g P G, opgq “ ps con
s ď r. Si tomamos n P Z y utilizamos notación aditiva (ng significa g operado consigo mismo n veces) tenemos que

αn : GÑ G

g ÞÑ ng

es un homomorfismo de grupos (cuando G es abeliano). Si ahora tomamos p P Z con p primo, tenemos que αppgq ÞÑ pg. Por
el teorema de Lagrange (23) tenemos que si |G| “ n^ p � n entonces Dα P G | opαq “ p. Como |G| “ pr entonces αp : GÑ G
no es inyectiva y por tanto H Ĺ kerαp ă G. Vamos a profundizar en el subgrupo kerαp. Este subgrupo es

kerαp “ tg P G | opgq � pu “ tg P G | opgq “ 1_ opgq “ pu
ya que p es primo.

Ejemplo 75. Consideramos G “ Z{prZ.

Z{prZÑZ{prZ
0 ÞÑ1

... ÞÑ ...

pr´1 ÞÑ 0
pr ´ 1

Ejemplo 76. Consideramos G “ Z{prZ ‘ Z{psZ. Observemos que G nunca va a ser ćıclico porque mcdppr, psq ą 1 (nunca
serán coprimos). Definamos aqúı el producto por p.

αp : GÑ G

pa, bq ÞÑ ppa, pbq

En este caso es necesario que kerαp “ tpa, bq | pa “ 0^ pb “ 0u “ xpr´1y ‘ xps´1y donde xpr´1y » Z{prZ y xps´1y » Z{psZ.
En este caso (en el que el p-grupo no es ćıclico) se observa que hay más de 1 subgrupo de orden p.

¿Será verdad que esta observación caracteriza a los grupos ćıclicos?

Teorema 100 (de alguien 1). Sea G un p-subgrupo abeliano. Entonces G es ćıclico si y solo si tiene un único subgrupo de
orden p.

Demostración. Consideramos αp : G Ñ G. kerαp consiste en 0 y todos los elementos de orden p. Sea N el único subgrupo
de orden p. Por tanto kerαp “ N .

La imagen Im αp es un subgrupo de G y sabemos (por los teoremas de isomorf́ıa) que Im αp » G{N . Pongamos que |G| “ pr,
por hipótesis, kerαo “ N ^ |N | “ p. En particular, tenemos que Im αp es un p-grupo abeliano de orden |Im αp » G{N | “
pr

p “ pr´1. Como p � |Im αp| tiene que existir un elemento de orden p en Im αp y por tanto N ă Im αp ă G. Es único
porque si hubiera dos subgrupos de orden p en Im αg, también los habŕıa en G y hemos partido de lo contrario. Aplicando
inducción podemos suponer que el criterio es válido para Im αp y por tanto podemos suponer que Im αp es ćıclico.

Sea g P Im αp que genera el subgrupo Im αp. Entonces g P G{N » Im αp. Fijamos un elemento g P G cuya imagen en G{N
sea g. Recordemos que hay una correspondencia (37) entre los subgrupos de G que contienen a N y los subgrupos de G{N .
Por tanto tenemos un elemento g P G que genera un subgrupo y quisiéramos ver que xgy “ G. Si demostramos que N ă xgy
entonces xgy “ G por la correspondencia mencionada. Esta última afirmación (N ă xgy “ G1) es válida porque G1 es un
p-grupo ùñ G1 contiene un elemento de orden p ùñ N ă G1 “ xgy. Luego xgy “ G. ♣



Caṕıtulo 7

Grupos abelianos

En este caṕıtulo utilizamos notación aditiva, la habitual para hablar de grupos abelianos. Recordemos que además de escribir
a` b para la operación de dos elementos y r ¨a para denotar el elemento a operado con śı mismo r veces, escribiremos G‘H
para el producto directo (suma directa en este caso) y G`H para el producto libre (suma libre en este caso).

Definición 35 (Suma directa). Sean pG1,`q, . . . , pGn,`q grupos (abelianos) cuya operación es la sumaa entonces denotamos
por suma directa al producto directo de todos ellos:

n
à

i“1
pGi,`q “

˜

n
à

i“1
Gi,‘

¸

“ pG1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGn,‘q

donde ‘ : pÀn
i“1Giq ˆ p

Àn
i“1Giq Ñ

Àn
i“1Gi se define con g ‘ g1 “ pg1 ` g11, . . . , gn ` g1nq.b

aLo importante es que es la misma operación para todos y que utilizamos la notación aditiva, lo que suma signifique en realidad nos importa
poco

bAqúı el ˆ que aparece se refiere al producto cartesiano, no al producto directo.

Es importante no confundirlas en lo que sigue.

Definición 36 (Suma libre de grupos). a Sean S, T subconjuntos del grupo G (abeliano). Definimos S ` T “ ts ` t | s P
S ^ t P T u.

aLo de suma libre me lo he inventado completamente.

El objetivo de este caṕıtulo es completar las proposiciones que teńıamos sobre grupos abelianos para dar un teorema de
clasificación válido para todo grupo abeliano finito. Con esto nos quitamos otra gran familia de grupos (ya nos hab́ıamos
quitado los ćıclicos).

7.1. Descomposición en suma directa

Proposición 101. Sea G un grupo abeliano, H,K ă G. Entonces son equivalentes:

1. H `K “ G^H XK “ t0u
2.

f : H ‘K Ñ G

ph, kq ÞÑ h` k
es un isomorfismo de grupos

Observación 7. Esta proposición también es cierta para 3 subgrupos (o más) siempre que cumplan que la intersección de
un subgrupo con la suma libre de los demás sea nula:

K,H,N ă G abeliano ^H `K `N “ G^

$

’

&

’

%

H X pK `Nq “ t0u
K X pH `Nq “ t0u
N X pK `Hq “ t0u

ùñ G » H ‘K ‘N

59
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Esto nos viene muy bien ya que los teoremas de Sylow justo nos proporcionan subgrupos cuya intersección es vaćıa: los
p-grupos de Sylow, lo que nos lleva a una observación/teorema.

Teorema 102. Todo grupo abeliano es suma directa de sus p-subgrupos de Sylow.

Ejemplo 77. Sea G un grupo abeliano de orden n “ pα1
1 pα2

2 pα3
3 . Por Sylow tenemos que DP1, P2, P3 ă G tales que |P1| “

pα1
1 , |P2| “ pα2

2 , |P3| “ pα3
3 . Sabiendo que la intersección de subgrupos es un subgrupo y por tanto |P1XP2| tiene que dividir

a |P1| y a |P2| que son primos tenemos que |P1XP2| “ 1 ùñ P1XP2 “ t0u. Lo mismo ocurre con las demás combinaciones
de p-subgrupos de Sylow por lo que conclúımos que G » P1 ‘ P2 ‘ P3.

Observación 8. Los elementos que viven en los p-subgrupos de Sylow son aquellos cuyo orden es una potencia de pi:

Pi “ tg P G | opgq es una potencia de piu
Ejemplo 78. Una manera de ver esto es definiendo para un n P N fijo

GÑ G

a ÞÑ n ¨ a
tenemos que es un homomorfismo de grupos cuando G es abeliano. En nuestro caso cogiendo n “ pαi

i tenemos que a ÞÑ
pαi
i a “ 0 ðñ opaq � pαi

i . Por ejemplo para G “ Z{10Z tenemos que DP2, P5 ă Z{10Z donde

P2 “ kerpmultiplicación por 2q “ t0, 5u » Z{2Z
P5 “ kerpmultiplicación por 5q “ t0, 2, 4, 6, 8u » Z{5Z

Y se dan las hipótesis de la proposición 101 por lo que conclúımos que Z{10Z “ P2 ‘ P5 » Z{2Z‘ Z{5Z
Ejemplo 79. Consideramos G “ Z{12Z. Por Sylow tenemos DP2, P3 ă Z{12Z tales que

P2 “ t0, 3, 6, 9u “ elementos cuyos órdenes son potencia de 2 » Z{4Z
P3 “ t0, 4, 8u “ elementos cuyos órdenes son una potencia de 3 » Z{3Z

Y por tanto Z{12Z » P2 ‘ P3 » Z{4Z‘ Z{3Z.

Observación 9. Esta descomposición es uńıvoca (salvo reordenaciones de los sumandos): en grupos abelianos los p-subgrupos
de Sylow son únicos ya que al ser todos normales los ni “ 1.

7.2. P-grupos abelianos finitos

G » Z{prZ Z{prZ

0 0

1 1
...

...

ppr´1

pr ´ 1

αp

Figura 7.1: El homomorfismo de grupos αp.

Sea G un grupo abeliano con |G| “ pr, r P N ùñ @g P G, opgq “ ps

con s ď r. Recordemos que si n P Z la función αn : GÑ G, a ÞÑ n ¨ a es
un homomorfismo de grupos cuando G es abeliano.

Para este caso nos interesa tomar n “ p y observar que αppaq “ p ¨ a no
es inyectiva por ser |G| “ pr.

Proposición 103. El homomorfismo de grupos αp : G Ñ G para un G
p-grupo abeliano finito tiene núcleo no trivial. Es decir, t0u Ĺ kerαp ă G

Demostración. Por el teorema 23 |G| “ n^p � n ùñ Dα P G | opαq “ p
(aqúı p es primo). De modo que

kerαp “ tg P G | opgq � pu Ą t0, α | opαq “ pu Ľ t0u
♣

Observación 10. El elemento pr´1 tiene orden p y genera el único sub-
grupo de orden p.

Observación 11. Im αp “ xαp1qy “ xpy » Z{pr´1Z.

Si ahora consideramos G » Z{prZ ‘ Z{psZ (que no es ćıclico porque mcdppr, psq ě p ą 1) veamos que lo anterior no se
cumple. Sean a P Z{prZ, b P Z{psZ.
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αp : GÑ G

pa, bq ÞÑ ppa, pbq

kerαp “ tpa, bq P G | pa “ 0^ pb “ 0u
kerαp “ xpr´1y ‘ xps´1y » Z{pZ‘ Z{pZ

En este caso, hay más de un subgrupo de orden p. Por ejemplo

xp0, 1qy Ă Z{pZ‘ Z{pZ y tiene orden p

xp1, 0qy Ă Z{pZ‘ Z{pZ y tiene orden p

Esta lista no es exhaustiva, hay más...

7.3. Teorema de estructura de grupos abelianos finitos

Previamente a dar el teorema gordo, veremos algunos resultados.

Proposición 104. Sea G un p-grupo abeliano. Entonces G es ćıclcio ðñ tiene un único subgrupo de orden p.

Demostración. Pendiente de los apuntes de Santorum página 146 ♣

Proposición 105. Sea G un p-grupo abeliano con |G| “ pr. Sea L un subgrupo ćıclico de orden máximo1 en G. Entonces
DH ă G tal que G » L‘H.

Demostración. Santorum pág 197 ♣

Proposición 106 (de estructura de p-grupos abelianos). Sea G un p-grupo abeliano finito. Entonces G es suma directa de
subgrupos ćıclicos:

G » L1 ‘ L2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Lq, Li ă G ćıclico (7.1)

Corolario 13. Si Li “ Z{piZ y reordenamos los ı́ndices para obtener

pr1 ě pr2 ě ¨ ¨ ¨ ě prq (7.2)

entonces la secuencia 7.2 es intŕınseca a G.

Demostración. Santorum pág 149 ♣

Definición 37 (Expresión caracteŕıstica). Sea G un p-grupo abeliano que se descompone en G » L1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Lq con Li »
Z{priZ. La expresión caracteŕıstica de G es la desigualdad que resulta de reordenar los ı́ndices para que se cumpla

pr1 ě pr2 ě ¨ ¨ ¨ ě prq (7.3)

Ejemplo 80. Sea G “ UpZ{12Zq “ pt1, 5, 7, 11u, ¨q. Observemos que G contiene 3 elementos de orden 2. Esto nos recuerda a
una presentación de Z{2Z‘ Z{2Z y concluimos que G » Z{2Z‘ Z{2Z y por tanto la expresión caracteŕıstica es 21 ě 21.

Ejemplo 81. Sea G “ UpZ{60Zq. Se pide comprobar que G es un p-grupo y dar su expresión caracteŕıstica.

Solución. Observemos que Z{60Z » Z{12Z‘ Z{5Z ya que mcdp12, 5q “ 1 y observemos que2

UpZ{60Zq “ tpa, bq P Z{60Z | opaq “ 12^ opbq “ 5u
a P UpZ{12Zq “ t1, 5, 7, 11u » Z{2Z‘ Z{2Z
b P UpZ{5Zq “ t1, 2, 3, 4u » Z{4Z

ùñ UpZ{60Zq “ Z{2Z‘ Z{2Z‘ Z{4Z
y por tanto la secuencia asociada es 22 ě 21 ě 21. ♣

1Esto significa que |L| es el mayor divisor de |G| para el que L es ćıclcio. Se tendrá que si G ya es ćıclico entonces L “ G y H “ t0u.
2Aqúı estamos medio adelantando la proposición 119 que se probará cuando se introduzcan formalmente las unidades que son un concepto de

anillos.
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Con esto y sabiendo que la descomposición en p-grupos de un grupo abeliano es única estamos a nada de enunciar el teorema
de estructura pero antes veamos un ejemplo de aplicación de los resultados anteriores.

Ejemplo 82. Sea G “ Z{pZ‘ Z{pZ. Nos preguntamos cuántos subgrupos de orden p contiene G.

Solución. Observemos que |G| “ p2 y que los elementos de G solo pueden tener orden 1 u orden p. Es decir que en G hay

p2 ´ 1 elementos de orden p

1 elemento de orden 1 (el neutro)

Por tanto tenemos que @a P G, 0 ‰ a hay un H ă G, H “ xay con |H| “ p. Además H contiene 1 elemento de orden 1
(el neutro) y p ´ 1 elementos de orden p. Además, recordemos que los elementos a de orden p solo pertenecen a uno de los
subgrupos H ya que en cuanto pertenezcan a dos, los dos subgrupos son necesariamente el mismo. Por tanto el número de
subgrupos de orden p se obtiene de repartir los elementos de orden p:

p2 ´ 1
p´ 1 “ pp´ 1qpp` 1q

pp´ 1q “ p` 1 subgrupos de orden p

♣

Teorema 107 (de estructura de grupos abelianos finitos). Todo grupo abeliano es isomorfo a una suma directa de p-grupos
ćıclicos.
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Caṕıtulo 8

Anillos (y cuerpos)

En este caṕıtulo se extiende lo que sabemos de teoŕıa de grupos a las nuevas estructuras algebraicas que introducimos que
son los anillos y los cuerpos.

8.1. Definición y propiedades básicas

Definición 38 (Anillo). Un anillo es una terna pA,`, ¨q donde ` : A ˆ A Ñ A es una operación a la que llamamos suma,
¨ : AˆAÑ A es otra operación a la que llamamos producto y se verifican las siguientes propiedades

1. El par pA,`q es un grupo abeliano
2. El producto ¨ es asociativo
3. Se cumplen las propiedades distributivas:

@a, b, c P A, a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c (8.1)
@a, b, c P A, pa` bq ¨ c “ a ¨ c` b ¨ c (8.2)

Con la operación ` tenemos las siguientes propiedades

1. Asociatividad: pa` bq ` c “ a` pb` cq
2. Elemento neutro aditivo: D!0 P A | 0` a “ a

3. Elemento inverso aditivo: @a P A, D ´ a P A | a` p´aq “ 0

4. Conmutatividad aditiva: @a, b P A, a` b “ b` a
Con la operación ¨ tenemos las siguientes propiedades

1. Asociatividad: a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c
2. No siempre existe el neutro multiplicativo: 1 P A | a ¨ 1 “ 1 ¨ a “ a

3. No siempre el producto es conmutativo.

4. No siempre existe inverso multiplicativo: a´1 | a ¨ a´1 “ 1

5. No siembre se da la conmutatividad multiplicativa: a ¨ b “ b ¨ a
Proposición 108. @a P A, a ¨ 0 “ 0

Demostración. a ¨ 0 “ a ¨ p0` 0q “ a ¨ 0` a ¨ 0 ùñ 0 “ a ¨ 0 ♣

Definición 39 (Anillo con unidad o anillo unitario). Sea pA,`, ¨q un anillo. Decimos que es un anillo con unidad o un
anillo unitario si tiene elemento neutro multiplicativo, es decir, si D1 P A | @a P A,1a “ a1 “ a.

Proposición 109. El neutro multiplicativo o unidad, 1, si existe, es único.

Definición 40 (Anillo conmutativo). Sea pA,`, ¨q un anillo. A es un anillo conmutativo ðñ @a, b P A, a ¨ b “ b ¨ a. Es
decir, un anillo es conmutativo ðñ el producto también es conmutativo.

65
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Proposición 110. Sea pA,`, ¨q un anillo con más de un elemento (|A| ą 1). Entonces 0 ‰ 1 (el neutro aditivo es distinto
del neutro multiplicativo).

Demostración. Por contradicción. Sea a ‰ 0 P A y 0 “ 1. Entonces a “ a ¨ 1 “ a ¨ 0 “ 0 ùñ a “ 0 contradicción. ♣

Para acabar veremos ejemplos de los 4 posibles casos que se pueden dar con las dos definiciones anteriores:

Ejemplo 83 (Anillo conmutativo con unidad). El anillo pZ,`, ¨q es un anillo con unidad y la unidad es 1 “ 1.

Ejemplo 84 (Anillo conmutativo sin unidad). El anillo p2Z,`, ¨q no tiene unidad ya que E1 P 2Z | @a P 2Z, a1 “ 1a “ a.

Ejemplo 85 (Anillo no conmutativo con unidad). Las matrices cuadradas 2 ˆ 2 con coeficientes reales: pM2ˆ2pRq,`, ¨q es
un anillo con unidad (el neutro multiplicativo es 1 “ I) pero no es conmutativo.

Ejemplo 86 (Anillo no conmutativo sin unidad). Las matrices cuadradas 2 ˆ 2 con coeficientes en 2Z es un anillo no
conmutativo y además no tiene unidad.

El ejemplo menos enrevesado es el primero. También son ejemplos de anillos conmutativos con unidad los conjuntos habituales
Q,R,C y los conjuntos de clases Z{pZ con p primo (en todos ellos el neutro multiplicativo es lo que te esperas que sea el
neutro multiplicativo). Además todos ellos cumplen que el conjunto con el producto es un grupo. Pues como es tan común
esta cosa le damos nombre:

Definición 41 (Cuerpo (alternativa)). Sea pA,`, ¨q un anillo conmutativo con unidad. Diremos que A es un cuerpo si Azt0u
es cerrado por la segunda operación (el producto).

Es decir, que pAzt0u, ¨q es un grupo. Digo definición alternativa porque la definición que ha dado Orlando es ligeramente
diferente (hay que esperar media página para conocerla pero es la definición 44).

Ejemplo 87.

Z{pZ con p primo es un cuerpo

Z o Z{6Z no son cuerpos

Q es un cuerpo (es el primero que sale al ir añadiendo números a los naturales)

R y C también son cuerpos

Las matrices 2ˆ 2 invertibles que antes véıamos como un grupo solo con el producto también son un cuerpo si les añadimos
la suma: pGL2pRq,`, ¨q es un cuerpo.

Antes de seguir, siempre vamos a hablar de anillos con unidad o anillos unitarios, aunque alguna vez se me olvide ponerlo.

8.1.1. Extensiones de anillos

Definición 42 (Extensión de anillos). Sea pA,`, ¨q un anillo. Definimos la extensión

Arms “ ta` bm | a, b P Au (8.3)

Ejemplo 88. La extensión de los reales con i “ ?´1 son los complejos:

Rr?´1s “ ta` bi | a, b P Ru “ C

8.1.2. Unidades en anillos

Además, para pulir lo de que no siempre existe inverso multiplicativo daremos la definición de Grupo de unidades en el
contexto de anillos que da sentido al ejemplo 3 que hemos estado utilizando. Ojo: aqúı unidades no se refiere a varios
elementos neutros multiplicativos como uno podŕıa pensar.
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Definición 43 (Unidades en anillos). Dado pA,`, ¨q anillo. El grupo de unidades es

UpAq “ pta P A | Da´1 P A, a ¨ a´1 “ 1u, ¨q (8.4)

Los elementos del grupo de unidades se llaman elementos invertibles.

Para que este grupo quede bien definido estaŕıa bien que a´1 fuera único.

Proposición 111. El inverso multiplicativo es único.

Demostración. Sea a P A. Supongamos a1, a2 P A son ambos inversos multiplicativos de a:

aa1 “ 1^ aa2 “ 1 ùñ
#

a2paa1q “ a2

pa2aqa1 “ a2
ùñ a1 “ a2

♣

Proposición 112. Sea ´1 el inverso aditivo del neutro multiplicativo 1. Entonces @a P A el inverso aditivo es ´a “ ´1 ¨ a
y se tiene ´1 ¨ a` a “ 0.

Proposición 113. Sea A un anillo. El neutro aditivo 0 verifica 0 R UpAq
Proposición 114 (Propiedad cancelativa). Sea a P UpAq. Entonces @b, c se tiene b, c P A ùñ a ¨ b “ a ¨ c ùñ b “ c

Proposición 115. a P UpAq ðñ xay “ A

Demostración.

1. p ùñ q a P UpAq ùñ Da´1 ùñ xay “ A ¨ a “ tαa | α P Au. Si a P UpAq ùñ Da´1 ùñ a´1a “ 1 P xay ðñ
xay “ A

2. p ðù ) Si xay “ A entonces Db P A | ba “ 1 ùñ b “ a´1 ùñ a P UpAq.
♣

Ejemplo 89. Los numeros enteros pZ,`, ¨q tienen estructura de anillo anillo y tienen unidades UpZq “ pt´1, 1u, ¨q
Proposición 116. Si K es un cuerpo finito entonces el grupo abeliano pUpKq, ¨q es ćıclico.

Demostración. Ver santorum p. 194. ♣

Ejemplo 90. En K “ Z{13Z tenemos que las unidades UpZ{13Zq » Z{12Z » Z{3Zˆ Z{4Z que es ćıclico.

Ah! y la definición de Orlando de cuerpo es

Definición 44 (Cuerpo). Diremos que un anillo con unidad es un cuerpo si UpAq “ Azt0u

8.2. Subanillos

Definición 45 (Subanillo). [DH96] Sea pA,`, ¨q un anillo, B Ă A. Decimos que B es un subanillo si pB,`q es subgrupo de
pA,`q y el producto restringido a B es cerrado.

La definición que ha dado Orlando es algo diferente. Es equivalente a la anterior y la plasmamos como una proposición.

Proposición 117. B Ă A es un subanillo si ambas operaciones son cerradas y pB,`, ¨q es un anillo (tiene la estructura de
anillo).

Ejemplo 91. pZ,`, ¨q es un subanillo de pQ,`, ¨q.

Definición 46 (Subcuerpo). Un subcuerpo es un subanillo que es un cuerpo.
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8.3. Producto directo

Como ocurŕıa con los cuerpos, una manera de obtener nuevos cuerpos es con el producto directo.

Definición 47 (Producto directo en anillos). Sean pA,`A, ¨Aq, pB,`B , ¨Bq dos anillos con unidad. Definimos el producto
directo AˆB como el anillo pAˆB,#, ‚q donde las operaciones se definen:

# : pAˆBq ˆ pAˆBq Ñ AˆB pa1, b1q#pa2, b2q “ pa1 `A a2, b1 `B b2q
‚ : pAˆBq ˆ pAˆBq Ñ AˆB pa1, b1q ‚ pa2, b2q “ pa1 ¨A a2, b1 ¨B b2q

Proposición 118. pAˆB,#, ‚q en efecto es un anillo.

Observación 12. En el nuevo anillo pA ˆ B,#, ‚q el elemento neutro aditivo es 0AˆB “ p0A,0Bq y el elemento neutro
multiplicativo es p1A,1Bq.
Observación 13. Nos preguntamos ahora: ¿Si A,B son cuerpos, es AˆB un cuerpo? La respuesta es que NO. Contraejemplo:

p1A,0Bq
looomooon

‰p0A,0Bq
‚pa, bq “ p1A,1Bq ðñ

#

1A ¨A a “ 1A
0B ¨B b “ 1B ÝÑ sin solución

(Aqúı lo que falla es que no es cerrado por el producto porque p1A,0Bq no tiene inverso (y no es el neutro aditivo que es el
único que se libra de ese requisito).

Veamos esto con un ejemplo:

Ejemplo 92. Consideramos el producto directo de los cuerpos Z{2Z ˆ Z{2Z. No es un cuerpo porque p1, 0q ‚ p0, 1q “
p1 ¨ 0, 0 ¨ 1q “ p0, 0q, es decir que el producto no es cerrado ya que tenemos dos elementos en Azt0u que operados nos han
dado un elemento fuera. Alternativamente, hemos encontrado divisores de 0.

8.3.1. Unidades en el producto directo de anillos

Proposición 119. pa, bq P UpAˆBq ðñ a P UpAq ^ b P UpBq. Es decir, que UpAˆBq » UpAq ˆ UpBq.

Demostración. pa, bq P UpA ˆ Bq ðñ Dpa1, b1q P A ˆ B | pa, bq ‚ pa1, b1q “ p1A,1Bq ðñ a ¨A a1 “ 1A ^ b ¨B b1 “ 1B ðñ
a P UpAq ^ b P UpBq ♣

Ejemplo 93. Las unidades de Zˆ Z son

UpZˆ Zq “ ptp1, 1q, p1,´1q, p´1, 1q, p´1,´1qu, ‚q

8.4. Divisores de 0. Dominios de integridad.

Definición 48 (Divisor de 0). Sea pA,`, ¨q un anillo conmutativoa. Diremos que a P A es divisor de 0 ðñ a ‰ 0 ^ Db ‰
0 P A | a ¨ b “ 0

aSi aqúı no decimos conmutativo entonces especificaremos si se trata de un divisor de 0 por la derecha o por la izquierda. Ver la nota al principio
de la sección sobre ideales.

Ejemplo 94. En Z{8Z el elemento 2 es un divisor de 0:

2 ¨ 4 “ 8 “ 0

Sin embargo, 3 no lo es ya que

3a “ 0 ùñ 3´13a “ 3´10 ùñ 1a “ 0 ùñ a “ 0

Otra manera de ver esto es plantear la ecuación a ¨ b “ 0. El 0 siempre es una solución, pero podemos decir que a es un
divisor de 0 si la ecuación tiene soluciones no triviales.
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Ejemplo 95.

En Z la ec. 2x “ 0 solo tiene la solución trivial ùñ 2 no es un divisor de 0.

En Z{6Z la ec. 2x “ 0 tiene la solución x “ 3 luego 2 śı que es un divisor de 0.

Proposición 120. Si a P UpAq entonces a no es un divisor de 0. Equivalentemente, si a es un divisor de 0 entonces a R UpAq.

Demostración. Si a P UpAq sabemos que existe a´1 | a´1a “ 1 ùñ ax “ 0 ðñ a´1ax “ a´10 ðñ 1x “ 0 ðñ x “ 0
luego la ecuación solo tiene la solución trivial. ♣

Proposición 121. Sea A un anillo. @a P A no divisor de 0 ùñ se cumple la propiedad cancelativa.

Demostración. ab “ ac ùñ b “ c ðñ ab` p´acq “ apb´ cq “ 0 ♣

Definición 49 (Dominio de integridad). Un anillo que no tiene elementos divisores de 0 se llama dominio de integridad o
DI.

Ejemplo 96.

Z es un dominio de integridad ya que todo a P Z, a ‰ 0 tiene un inverso multiplicativo a´1.

Z{pZ con p primo es un dominio de integridad.

Z{nZ con n no primo no es un dominio de integridad ya que si n “ ab con a ‰ n ^ b ‰ n se tiene a ¨ b “ n “ 0 con
a ‰ 0^ b ‰ 0.

A veces utilizamos como definición de dominio de integridad la siguiente proposición:

Proposición 122. A es un DI ðñ el producto de elementos no nulos es no nulo.

Demostración. p ðù q Sean a, b P A, a, b ‰ 0 ùñ ab ‰ 0 ùñ A dominio de integridad.

p ùñ q Sea a P A, a ‰ 0. A DI ùñ Eb P A | a ¨ b “ 0 ðñ el producto de no nulos es no nulo. ♣

Proposición 123. Sea A un DI y C Ă A un subanillo. Entonces C es un DI.

Demostración. Sean 0 ‰ c1, c2 P C. Como C Ă A y c1c2 ‰ 0 en A tenemos en particular que c1c2 ‰ 0 en C ùñ C es un
DI. ♣

Proposición 124. Si A es un cuerpo entonces A es un DI.

Por lo general el rećıproco es falso pero si A es finito entonces śı que se cumple:

Proposición 125. Sea A un anillo finito. Entonces A es un DI ðñ A es un cuerpo.

8.5. Ideales

Los ideales son el homólogo de los subgrupos normales en anillos. Se utilizan por ejemplo para definir el anillo
cociente.

En otros sitios, un ideal es en realidad una clase lateral (recordar la ??) y se definen ideales a derecha y a
izquierda. El equivalente a un subgrupo normal en anillos seŕıa aquel en el que coinciden las clases laterales a
derecha y a izquierda — lo que otros ([MW]) llaman un ideal bilateral (two-sided ideal).

Aqúı vamos a dar y a utilizar directamente la definición de ideal bilateral y por tanto un ideal para nosotros ya
seŕıa un equivalente de un subgrupo normal.

La definición de ideal se puede dar de dos maneras. Aśı la ha dado Orlando:
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Definición 50 (Ideal). Un subconjunto I Ă A es un ideal ðñ
1. 0 P I
2. s, t P I ùñ s` t P I
3. s P I ^ a P A ùñ a ¨ s P I ^ s ¨ a P I

Esta es otra definición alternativa:

Definición 51 (Ideal (alternativa)). [DH96, p. 197] Sea I un subanillo de A. Decimos que I es un ideal ðñ @i P I,@a P
A, ai P I ^ ia P I.

Proposición 126. Si I es un ideal en A entonces pI,`q ă pA,`q (es decir, I es un subgrupo aditivo de A).

Proposición 127. Sea I Ă A un ideal. Entonces 1 P I ðñ I “ A.

Demostración. Por la tercera propiedad de los ideales tenemos que 1 P I ùñ @a P A, 1 ¨ a P I ùñ A Ď A ùñ A “ I.

El otro sentido es trivial. ♣

Ejemplo 97. En cualquier anillo A son ideales tanto el subgrupo t0u como el mismo anillo A (A es ideal en śı mismo).

Ejemplo 98. 0Z, 1Z, 2Z, 3Z, 4Z son todos ideales de Z (y subgrupos de pZ,`q).
Ejemplo 99. Sabemos que en Z todo nZ es un ideal. ¿Ocurre lo mismo para tpn, nq | n P Zu Ă Zˆ Z? La respuesta es que
NO. Contraejemplo: p1,0q ‚ p3, 3q “ p3,0q R tpn, nq | n P Zu (al no ser cerrado por el producto no es un subanillo y por tanto
tampoco es un ideal).

Proposición 128. Sea tIjujPJ una familia de ideales en A (Ij Ă A es un ideal para cada j P J). Entonces XjPJIj es un ideal
en A.

Ejemplo 100. En el anillo Z están los ideales 6Z y 8Z. Por la proposición anterior 6ZX 8Z es un ideal (es mcdp6, 8qZ “ 2Z).

Proposición 129. Sean I, J Ă A ideales. Entonces I ` J “ ti` j | i P I ^ j P Ju es un ideal1 de A que contiene a I, a J , y
además es el menor ideal con esta propiedad.

8.5.1. Ideales generados. Ideales principales. Dominios de ideales principales.

A continuación definimos el análogo al subgrupo generado pero para anillos:

Definición 52 (Ideal generado por un subconjunto). De [DH96]. Sea pA,`, ¨q un anillo conmutativo, S Ă A. Definimos el
ideal generado por S y lo denotamos con xSy como el conjunto de todas las palabras de longitud n en los elementos de S,
para n P N. Esto es:

xSy “ ts1 ¨ a1 ` ¨ ¨ ¨ ` snan | ai P A, si P S, n P Nu “ t
n
ÿ

i“1
aisi | ai P A, si P S, n P Nu

Ojo al abuso de notación en la definición anterior. El sumatorio y el producto impĺıcito hacen referencia a las operaciones
definidas en el anillo pA,`, ¨q.
Como cabe esperar, cumple las mismas propiedades que cumpĺıan los subgrupos generados.

Proposición 130. Sea S “ tS1, . . . , Sru Ă A y sea xSy “ třr
i“1 aisi | ai P Au. Entonces

1. xSy es un ideal2 en A

2. S Ď xSy
3. Si T es un ideal, entonces S Ă T ðñ xSy Ă T , esto es, xSy es el menor ideal que contiene a S.

Proposición 131. Consideramos ahora xsy para un elemento s P S (esto no es más que xtsuy). Afirmamos que s P UpAq ðñ
xsy “ A

1Ojo: aqúı I ` J no tiene nada que ver con la suma directa (el caso particular del producto directo) que hab́ıa en grupos. De hecho se parece
más al producto libre, que recordemos que en caso de que I, J fueran subgrupos normales daba un subgrupo normal. El equivalente aqúı es que si
I, J son ideales entonces su ”producto libre”también es un ideal.

2Es para asegurarnos de que la construcción que hemos dado produce un ideal.
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Demostración. Primero, si s P UpAq ùñ Da P A | sa “ as “ 1 ùñ 1 P xsy ùñ @b P A, b1 “ b P xsy ùñ A Ď xsy. Es
claro que xsy Ď A luego A “ xsy.
Rećıprocamente, A “ xsy ùñ Da | sa “ 1 ùñ s P UpAq. ♣

Definición 53 (Ideal principal). Diremos que un ideal es principal si está generado por un único elemento.

Ejemplo 101. En Z consideramos el subconjunto S “ t6u Ă Z. El conjunto xSy “ ta6 | a P Zu “ 6Z es un ideal y como está
generado por un único elemento, es un ideal principal.

Definición 54 (Dominio de ideales principales (DIP)). Sea pA,`, ¨q un anillo que además es un DI. Si todo ideal I Ă A es
principal decimos que A es un dominio de ideales principales o DIP.

Observación 14. En Z todo ideal es principal.

Ejemplo 102. Aunque en Z todo ideal es principal, también podemos dar ideales de Z con varios generadores (aunque para
todos ellos siempre podremos encontrar un único elemento que los genere). Por ejemplo 2Z “ t6a` 10b | a, b P Zu “ x6, 10y.

8.5.2. Ideales primos

Definición 55 (Ideal primo). Diremos que P Ă A es un ideal primo ðñ
1. P Ĺ A
2. a1 R P ^ a2 R P ùñ a1a2 R P

a

ab

b5Z
ab

a

b

5Z

3Z

2Z

Figura 8.1: Ejemplo de un ideal primo (5Z) y otro no primo (6Z).

Ejemplo 103. En Z el t0u es un ideal primo. También lo es 5Z. Por el contrario 6Z no lo es.3

Proposición 132. Un anillo A es un DI ðñ t0u es un ideal primo.

Orlando dio la implicación hacia la derecha de este teorema pero [DH96] da la otra.

Proposición 133. Sea P Ĺ A un ideal propio. Entonces A{P DI ðñ P ideal primo.

Demostración. Ver [DH96, p. 201]. ♣

8.5.3. Ideales maximales

Definición 56 (Ideal maximal). Sea I Ĺ A un ideal propio. Diremos que I es un ideal maximal ðñ @J
J ideal ^ I Ď J Ă A ùñ J “ I _ J “ A

Proposición 134. En el anillo pZ,`, ¨q son ideales maximales pZ con p primo.

Proposición 135. Sea M Ĺ A un ideal maximal de A. Entonces A{M es un cuerpo.
3Vaya que chorprecha que los pZ con p primo sean ideales primos.
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I

A

J maximal ùñ J “ I _ J “ A

6Z

2Z
Z

pero 5Z

Z

no caben más ideales

Figura 8.2: Diferencia entre un ideal maximal y uno no maximal. Aqúı 6Z no es maximal pero 5Z śı que lo es.

Proposición 136. Todo ideal maximal es un ideal primo.

Demostración. M Ĺ un ideal maximal de A ùñ A{M cuerpo ùñ A{M DI ùñ M ideal primo. ♣

El rećıproco no es verdad en general. Por ejemplo en Z el t0u es un ideal primo pero no es maximal porque Z{t0u » Z no es
un cuerpo (contrarrećıproco de la proposición 135).

8.5.4. Ideales y el producto directo

Proposición 137. Sean A,B anillos conmutativos con unidad. Sean I Ă A, J Ă B ideales de A y B respectivamente.
Entonces I ˆ J Ă AˆB es un ideal en el producto directo.

Demostración. Comprobamos las propiedades de los ideales:

1. 0 “ p0, 0q P I ˆ J porque 0 P I ^ 0 P J
2. @s “ ps1, s2q, t “ pt1, t2q P I ˆ J tenemos que s` t “ ps1 ` t1, s2 ` t2q P I ˆ J pues s1, t1 P I ùñ s1 ` t1 P I y pasa lo

mismo con s2 y t2.

3. @s “ ps1, s2q P I ˆ J, a “ pa1, a2q P A ˆ b se tiene que sa “ ps1a1, s2a2q P I ˆ J pues s1a1 P I ^ s2a2 P J . Se tiene lo
mismo para el producto por la derecha ya que A y B son conmutativos.

♣



Caṕıtulo 9

Homomorfismos de anillos

9.1. Extensión desde los homomorfismos de grupos.

Solo necesitamos definir qué tiene que pasar con la segunda operación. Si lo hacemos bien, todas las propiedades se mantienen.

Definición 57 (Homomorfismo de anillos). Sean pA,`, ¨q, pB,‘,dq anillos y sea ϕ : A Ñ B. Decimos que ϕ es un homo-
morfismo de anillos si

1. ϕpa1 ` a2q “ ϕpa1q ‘ ϕpa2q
2. ϕpa1 ¨ a2q “ ϕpa1q d ϕpa2q
3. ϕp1Aq “ 1B

Observación 15. Dado ϕ : AÑ B homomorfismo de anillos, Im ϕ Ă B siempre es un subanillo de B.

Proposición 138 (Inyectividad/sobreyectividad en homomorfismos de anillos). Sea ϕ : AÑ B un homomorfismo de anillos.

ϕ inyectivo ðñ kerϕ “ t0u
ϕ sobre ðñ Im ϕ “ B

Proposición 139. El homomorfismo de anillos ϕ : AÑ B es una biyección de conjuntos ðñ kerϕ “ t0u ^ Im ϕ “ B.

Observación 16. Si ϕ : A Ñ B homomorfismo de anillos es una biyección de conjuntos entonces ϕ´1 : B Ñ A también es
un homomorfismo de anilos.

Definición 58 (Isomorfismo de anillos). Diremos que un homomorfismo de anillos ϕ : A Ñ B es un isomorfismo de anillos
ðñ Dϕ´1 : B Ñ A tal que

ϕ ˝ ϕ´1 “ IdB ^ ϕ´1 ˝ ϕ “ IdA

Proposición 140. Sea ϕ : A Ñ B un homomorfismo de anillos. Entonces ϕ es un isomorfismo de anillos ðñ kerϕ “
t0u ^ Im ϕ “ B.

9.2. Homomorfismos de anillos y divisores de 0

Ejemplo 104. Sea s P A, s ‰ 0. Fijado s, definimos αs : AÑ A, a ÞÑ a ¨ s. Observemos:

1. αs es un homomorfismo de grupos

2. αs es inyectivo ðñ kerαs “ t0u
kerαs “ t0u ðñ s no es divisor de 0

kerαs ‰ t0u ðñ s es divisor de 0

3. Im αs “ xtsuy
s P UpAq ðñ xsy (ver proposición 8.5.1), por tanto αs es sobre ðñ Im αs “ A ðñ xsy “ A ðñ s P UpAq.

73
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Este ejemplo nos permite dar el siguiente teorema:

Teorema 141. Sea pA,`, ¨q un anillo finito y sea a P Azt0u. Entonces, o bien a P UpAq, o bien a es un divisor de 0. Por
tanto escribimos

Azt0u “ UpAq
ď

disjunta
ta P A | a divisor de 0u

Demostración. Fijo s P Azt0u. Como A es finito αs inyectiva ðñ αs sobreyectiva ðñ αs biyectiva. Entonces, fijándonos
en el ejemplo anterior, tenemos

Si s P UpAq entonces αs inyectiva1 ùñ kerαs “ t0u ùñ s no es un divisor de 0.

Si s R UpAq entonces αs no es sobre ùñ αs no inyectiva ùñ kerαs ‰ t0u ùñ s es un divisor de 0.

♣

Ejemplo 105. Sea A “ Z{8Zˆ Z{10Z. ¿Cuántos divisores de 0 tiene A?

Demostración. Sabemos que |A| “ 80 ùñ Azt0u tiene 79 elementos. Además, por la proposición 119, sabemos que
UpAq “ UpZ{8Zq ˆ UpZ{10Zq ùñ |UpAq| “ 4ˆ 4 “ 16. Luego hay 79´ 16 “ 63 divisores de 0 en A. ♣

9.3. Homomorfismos de anillos e ideales

9.3.1. Relación de equivalencia inducida por los ideales

Definición 59 (Relación de equivalencia por ideales). Sea I Ă A un ideal. Definimos la relación de equivalencia a1Ra2 ðñ
a1 ´ a2 P I.

Proposición 142. R es efectivamente una relación de equivalencia

Demostración. Probamos las 3 propiedades de las relaciones de equivalencia:

1. Reflexiva: @a1 P A, a1 ´ a1 “ 0 P I ùñ a1Ra1

2. Simétrica: @a1, a2 P A con a1Ra2 tenemos que a2 ´ a1 “ ´pa1 ´ a2q P I ùñ a2Ra1

3. Transitiva: a1Ra2^a2Ra3 ùñ pa1´a2q P I^pa2´a3q P I ùñ ppa1´a2q´pa2´a3q P I ùñ pa1´a3q P I ùñ a1Ra3

♣

¿Cómo son las clases de equivalencia que viven en el conjunto cociente A{I? Pues son de la forma a “ a`I “ ta` ii | ii P Iu.
Podemos dotar de estructura de anillo a este conjunto cociente. Las operaciones que definimos son las naturales:

Definición 60 (Estructura de anillo del cociente). Sea pA,`, ¨q un anillo, I Ă A un ideal. La relación de equivalencia
a1Ra2 ðñ a1 ´ a2 P I define una partición en clases de equivalencia a P A{I. Definimos las operaciones # y ‚

a#b “ a` ii ` b` ij “ a` b` ii ` ij
loomoon

PI
“ a` b (9.1)

a ‚ b “ pa` iiqpb` iiq “ ab` aii ` bij ` iiij
loooooooomoooooooon

PI
“ a ¨ b (9.2)

De este modo pA{I,#, ‚q es un anillo y π : AÑ A{I definido con a ÞÑ πpaq “ a es un homomorfismo de anillos.

Hemos esperado a dar esto hasta ahora para poder dar la definición correcta del homomorfismo de anillos π que aparece al
crear el cociente.

Proposición 143. Lo que dice la definición es verdad: pA{I,#, ‚q es un anillo y π un homomorfismo de anillos.
1Esto es porque @a, b P A,αspaq “ αspbq ðñ sa “ sb ðñ s´1sa “ s´1sb ðñ a “ b ùñ αs inyectiva. Ver ejercicio para más detalles en

la demostración de este teorema.
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Proposición 144. La función π : AÑ A{I que da las clases de equivalencia es un epimorfismo de grupos (es sobreyectivo)
y además kerπ “ I.

Proposición 145. P Ă A ideal primo ðñ A{P es un dominio de integridad

a b

ab
P

A A{P

ab ‰ 0

a ‰ 0

b ‰ 0

Demostración. Sabemos que

a R P ðñ a ‰ 0 en A{P
b R P ðñ b ‰ 0 en A{P

a ¨ b R P ðñ a ¨ b “ a ¨ b ‰ 0 en A{P
Luego es claro que P ideal primo ðñ el producto de elementos no nulos es no nulo en A{P ðñ A{P es un DI (dominio
de integridad). ♣

9.3.2. Ret́ıculo de ideales

Definición 61 (Ret́ıculo de ideales). Estaŕıa bien tener una definición de esto.

Ejemplo 106. En pZ{8Z,`, ¨q el ret́ıculo de ideales coincide con los subgrupos de pZ{8Z,`q:
t0u Ă x4y “ t0, 4u Ă x2y “ t0, 2, 4, 6u Ă Z{8Z

9.3.3. Correspondencia entre ideales por un epimorfismo de anillos

Ahora damos un teorema análogo al de correspondencia que dimos para subgrupos (teorema 37).

Teorema 146 (de correspondencia entre ideales). Sean A y B anillos y sea α : AÑ B un homomorfismo de anillos.
1. Si J Ă B es un ideal entonces α´1pJq es un ideal en A.
2. Si I Ă A es un ideal y además α es sobreyectivo entonces la imagen αpIq es un ideal en B.

A B Ą J

B{J

α

π
π ˝ α

Demostración de 1. Observar que α´1pJq “ kerpπ ˝ αq y por tanto es un ideal. ♣

Demostración de 2. Probamos las 3 propiedades de los ideales (definición de Orlando, definición 50).

1. 0 P I ^ α h. de anillos ùñ αp0q “ 0 P αpIq
2. Sean αpb1q, αpb2q P αpIq. Entonces Da1, a2 P I | b1 “ αpa1q^b2 “ αpa2q. Por tanto b1`b2 “ αpa1`a2q “ αpa1q`αpa2q P
I ùñ b1 ` b2 P αpIq.

3. Sea b P B. Como α es sobre, Da P A | αpaq P B. Sea b1 P αpIq ùñ Da1 P I | b1 “ αpa1q. Entonces bb1 “ αpaqαpa1q “
αpaa1q P αpIq porque aa1 P I.
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♣

Proposición 147. Sea pA,`, ¨q un anillo, I Ĺ A un ideal propio de A. Sea π : A Ñ A{I la función sobreyectiva que da las
clases de equivalencia para cada elemento a P A ÞÑ a que tiene kerπ “ I. Se tiene

1. Si J es un ideal en A{I entonces π´1pJq es un ideal en A que contiene a I

2. Si J es un ideal en A entonces πpJq es un ideal en A{I y J Ă π´1pπpJqq.
Si además I Ă J entonces hay igualdad J “ π´1pπpJqq.

Demostración. Si J es un ideal en A{I.

A A{I Ą J

A{I

J

π

π1

La composición π1 ˝ π es un homomorfismo de anillos y además kerpπ1 ˝ πq “ π´1pJq ♣

Observación 17. El ideal t0u de A{I tiene contraimagen π´1pt0uq “ I.

Ejemplo 107. Buscamos el ret́ıculo de ideales del grupo Z{8Z. Por la proposición 147 tenemos que los ideales J de Z{8Z
están en correspondencia con los ideales J en a que contengan a 8Z (Aqúı A “ Z, I “ 8Z).

Z “ x1y

2Z “ x2y

4Z “ x4y

8Z “ x8y

x1y “ Z{8Z

x2y “ t0, 2, 4, 4u

x4y “ t0, 4u

x8y “ t0u

Figura 9.1: Ret́ıculo de ideales del anillo Z{12Z en correspondencia con los ideales de Z que contienen a 12Z.

Obtenemos cada ideal de Z{12Z aplicando π a cada ideal de Z que contiene a 12Z, esto es, cogiendo cada uno de sus elementos
y tomando su clase. Para simplificar el dibujo, hemos puesto los ideales con generadores pero se puede hacer a mano. También
se puede hacer directamente tomando la imagen del generador de un ideal de Z que contiene a 12Z.

Ejemplo 108. Buscamos el ret́ıculo de ideales de Z{12Z. Aplicanto la proposición 147 tomando A “ Z, I “ 12Z, sabemos
que los ideales del ret́ıculo de Z{12Z están en correspondencia con los del ret́ıculo de Z que contienen al 12Z.

Z

2Z 3Z

4Z 6Z

12Z

x1y “ Z{12Z

x2y x3y

x4y x6y

x12y “ t0u

Figura 9.2: Los ideales de Z{12Z en correspondencia con los ideales de Z que contienen a 12Z.

Como cabŕıa esperar...
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Proposición 148. En Z{nZ hay un ideal por cada divisor positivo de n. Además dos ideales πpnZq y πpmZq cumplen

pnZ Ă mZ ðñ m divide a nq ùñ pπpnZq Ă πpmZq ðñ m divide a nq
Ejemplo 109 (Ret́ıculo de ideales de pZ,`, ¨q). Sabemos que los ideales de Z son de la forma nZ “ 0Z, 1Z, 2Z, 3Z, 4Z, . . .
para n “ 0, 1, 2, 3, . . . Observemos que podemos construir el ret́ıculo sabiendo que nZ Ă mZ ðñ n P mZ ðñ m � n. Aśı
nos va quedando el ret́ıculo:

Z

2Z 3Z 5Z 7Z . . . ÐÝ todos los primos en esta fila...

. . . 10Z 6Z 15Z 35Z 21Z . . .

4Z 9Z 25Z 49Z . . . ÐÝ los cuadrados de primos en esta fila...

Figura 9.3: Ret́ıculo de ideales de pZ,`, ¨q.

Observación 18. Ya hemos visto que los ideales maximales de Z son los de la forma pZ con p primo. Es natural entonces
que Z{nZ tenga tantos ideales maximales como divisores primos tenga n. Observemos que no importa la multiplicidad ya
que los ideales que se corresponden con pr, r ą 1 no están en la primera fila, sino que están incluidos en ideales que śı están
en la primera fila.

Mira tu por donde...

Proposición 149. Sea pA,`, ¨q un anillo. Son equivalentes:

1. A es un cuerpo.

2. El ret́ıculo de ideales es el trivial, es decir, que solo tiene como ideales a t0u y a śı mismo.

9.4. Primer teorema de isomorf́ıa para anillos

Teorema 150 (Primer teorema de la isomorf́ıa para anillos). Sea α : AÑ B homomorfismo de anillos sobreyectivo. Entonces
B es isomorfo a A{ kerα.

El resultado que acabamos de dar a veces se llama Teorema Fundamental de Isomorfismos de Anillos [DH96]. Lo hemos
llamado Primer Teorema de la Isomorf́ıa para anillos porque es lo mismo cambiando grupo por anillo y subgrupo normal por
ideal.

A B

A{ kerα

α

π D! α

Para probarlo nos ayudamos del siguiente Lema:

Lema 151. Sea ϕ : AÑ B homomorfismo de anillos. Sea I un ideal en A tal que I Ă kerϕ. Entonces:

A B

A{I

ϕ

π D! ϕ

1. D! ϕ : A{ kerϕÑ B tal que ϕ “ ϕ ˝ π
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2. kerϕ “ kerϕ
I

Demostración de 1. Recordemos que π : AÑ A{I (la proyección que lleva cada elemento a su clase) es sobre. Tenemos que
demostrar que ϕ “ ϕ ˝ π, es decir que @a P A,ϕpaq “ ϕpπpaqq “ ϕpaq está bien definida. Recordemos que a “ a1 ðñ
a´ a1 P I. Como I Ă kerϕ ùñ ϕpa´ a1q “ 0 ðñ ϕpaq “ ϕpa1q. ♣

Demostración de 2. Sea a P A{I

a P kerϕ ðñ ϕpaq “ 0B ðñ ϕpaq “ 0 ðñ a P kerϕ

♣

Demostración del primer teorema de la isomorf́ıa para anillos. Por el lema tenemos que α es un homomorfismo de anillos.
Además, como α es sobre por hipótesis y π también lo es tenemos que α es sobre. Aplicando la segunda parte del lema
tenemos que kerα “ kerα

kerα “ t0u luego α es inyectiva.

Como α es un homomorfismo de anillos, es inyectivo y es sobre, tenemos que es un isomorfismo de anillos y por tanto
B » A{ kerα ♣

Corolario 14. Sea α : AÑ B homomorfismo de anillos (no necesariamente sobre). Entonces Im α » A{ kerα.

Observación 19. Sea ϕ : AÑ B un homomorfismo de anillos y B un DI. Si restringimos ϕ a su imagen lo convertimos en
sobreyectivo. Por el primer teorema de la isomorf́ıa tenemos que A{ kerϕ » Im ϕ que es un dominio luego kerϕ es un ideal
primo en A.

Ejemplo 110. Sea α : ZrXs Ñ Z un homomorfismo de anillos sobreyectivo definido por

n
ÿ

j“0
ajX

j ÞÑ
n
ÿ

j“0
aj3j

a0 ÞÑ a0

Entonces kerα “ xx´ 3y y además Z » ZrXs{ kerα. Aqúı kerα es un ideal primo porque el cociente es un domino.

Observación 20. Hay veces que no existe un homomorfismo de anillos entre dos anillos cualesquiera. No ocurre como con
grupos que siempre teńıamos el trivial.

Ejemplo 111. No existe homomorfismo de anillos f : Z{3Z Ñ Z{4Z porque nos vemos forzados a definir fp1q “ 1 pero
entonces fp1` 1` 1q “ fp0q “ 0 ‰ 3 “ fp1q ` fp1q ` fp1q.
Proposición 152. Sea A un anillo cualquiera y sea α : Z Ñ A definida por fp1q “ 1A que automáticamente nos define
fp´1q “ ´1A, fp2 “ 1` 1q “ 1A ` 1A, . . . , fpnq “ n1A, fp´nq “ np´1Aq. Entonces si α es un homomorfismo de anillos es
el único homomorfismo de anillos entre Z y A.

Proposición 153. Si A es un anillo y α : ZÑ A es el homomorfismo de anillos, entonces Im α Ă A es un DI.

Definición 62 (Caracteŕıstica de un dominio). Diremos que A es un DI de caracteŕıstica 0 si kerα “ t0u. Diremos que A
es un DI de caracteŕıstica p si kerα “ pZ.

Ejemplo 112. Consideramos α : Z Ñ Z{3ZrXs. Existe un único homomorfismo de anillos α y además kerα “ 3Z ùñ
Z{3ZrXs es un DI de caracteŕıstica 3.

9.5. Cuerpo de fracciones de un anillo

Sean a, b P A elementos de un anillo A cualquiera. En general ax “ b no tiene solución dentro del anillo pero muchas veces
las soluciones de esta ecuación son de interés. Por ejemplo, para resolver dichas ecuaciones cuando A “ pZ,`, ¨q extendemos
Z al cuerpo pQ,`, ¨q. En esta sección veremos como esta extensión en realidad se puede hacer para cualquier DI conmutativo
y con unidad.
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Definición 63 (Cuerpo de fracciones de un anillo). Sea pA,`, ¨q un anillo conmutativo y con unidad y además sea A un DI.
Definimos en AˆAzt0u la relación de equivalencia R

pa, bqRpc, dq ðñ ad “ bc (9.3)

Definimos además el cuerpo de fracciones C “ pAˆ Azt0uq{R “ trpa, bqs | pa, bq P Aˆ Az0u y dos operaciones sobre las
clases de equivalencia

rpa, bqs ` rpc, dqs “ rpad` bc, bdqs (9.4)
rpa, bqs ¨ rpc, dqs “ rpac, bdqs (9.5)

Este conjunto C es el conjunto de los pares rpa, bqs tales que a, b P A ^ b ‰ 0 y lo interpretamos como los números a
b (está

siempre bien definido porque b ‰ 0).

Proposición 154. La relación R es efectivamente una relación de equivalencia.

Teorema 155. pC,`, ¨q es un cuerpo y además contiene un subanillo isomorfo a A.

Demostración. Para ver qu pC,`, ¨q es un cuerpo hay probar que pC,`, ¨q es un anillo conmutativo con unidad y que no
hay divisores de 0. Es decir que las operaciones están bien definidas, que pC,`q es un grupo abeliano, que el producto es
asociativo y conmutativo (es decir que pCzt0u, ¨q es un grupo abeliano), y que se cumplen las propiedades distributivas. Ver
[DH96, p.209].

Además afirmanos que C contiene un subanillo isomorfo a A. Este subanillo es

A “ trpa, 1qs | a P Au
Se comprueba que en efecto es un subanillo (es cerrado por las operaciones y tiene estructura de anillo) y se define f : AÑ A
con fpaq “ rpa, 1qs. Se comprueba que f es en efecto un isomorfismo de anillos. ♣

En lo que sigue diremos que A es un subanillo de C aunque esto no es del todo cierto pero abusamos del lenguaje ya que son
isomorfos.

Ejemplo 113. Veamos ejemplos de cuerpos de fracciones de los anillos más importantes:

El cuerpo de fracciones de Z es Q. Bueno, en realidad es isomorfo a Q con el isomorfismo fprpp, qqsq “ p
q .

El cuerpo de fracciones de Zris es Qris. En esta ocasión el isomorfismo es

fprpp` qi, u` viqsq “ pp` qiq
pu` viq “

pp` qiqpu´ viq
u2 ` v2 “ pu` vq

u2 ` v2 ` i
qu´ pv
u2 ` v2

El cuerpo de fracciones de Zr?ms es Qr?ms
Todo cuerpo coincide con su cuerpo de fracciones porque son isomorfos mediante fpaq “ rpa, 1qs.

En ocasiones nos podemos pasar extendiendo un anillo para posibilitar que las ecuaciones ax “ b tengan solución. Por
ejemplo ax “ b para a, b P Z tiene solución en Q pero también en R y C. Por eso es interesante dar el siguiente resultado:

Proposición 156. Sea A un DI conmutativo y con unidad. Entonces su cuerpo de fracciones C es el menor cuerpo que
contiene a A. Es decir que si cualquier otro cuerpo C̃ contiene a A entonces existe un subcuerpo C 1 Ă C̃ tal que C es
isomorfo a C 1.

Demostración. Ver [DH96, p.210]. ♣
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Caṕıtulo 10

Anillos de ponilomios

10.1. Definiciones básicas y primeros resultados

Definición 64 (Anillo de ponilomios). Sea pA,`, ¨q un anillo conmutativo y con unidad. Definimos el anillo de ponilomios
con coeficientes en A e incógnita X

ArXs “ t
m
ÿ

i“0
aiX

i | ai P A^m P Nu

Para dos elementos cualesquiera p “ řn
i“0 aiX

i, q “ řm
i“0 aiX

i P ArXs se definen las operaciones suma y producto

p` q “
máxpn,mq

ÿ

i“0
pai ` biqXi

p ¨ q “
máxpn,mq

ÿ

i“0
siX

i, si “
i
ÿ

j“0
pjqi´j

Estas operaciones son las operaciones término a término de toda la vida.

Proposición 157. Sea pA,`, ¨q un anillo conmutativo y con unidad. Entonces el anillo de ponilomios pArXs,`, ¨q es un
anillo conmutativo y con unidad.

En este anillo el elemento neutro aditivo 0 es el ponilomio que tiene todos sus coeficientes aj “ 0.

Definición 65 (Polinomio mónico). Sea ArXs un anillo de ponilomios y p P ArXs. Diremos que p es mónico ðñ am “
máxtak | ak ‰ 0u “ 1.

Definición 66 (Grado de un ponilomio). Sea p P ArXs. Definimos el grado del ponilomio p “ řn
j“0 ajX

j

gr p “ máxtj | aj ‰ 0u (10.1)

Proposición 158. Si A es un DI entonces ArXs también lo es.

Demostración. Sean p, q P ArXs no nulos. Entonces

p ¨ q “ 0 ðñ
máxpn,mq

ÿ

i“0
siX

i

ðñ si “
i
ÿ

j“0
pjqi´j “ 0

ðñ pjqi´j “ 0, @0 ď j ď i

ðñ pj “ 0_ qi´j “ 0 en A
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ya que A es un DI. ♣

Corolario 15. Si ArXs es un DI conmutativo y con unidad y p, q P ArXs con p, q ‰ 0 entonces

gr pq “ gr p` gr q (10.2)

Proposición 159. Si ArXs es un DI conmutativo y con unidad entonces UpArXsq “ UpAq.

Ahora hacemos lo mismo para cuerpos:

Proposición 160. Si K es un cuerpo entonces KrXs es un DI.

Demostración. Si K es un cuerpo entonces UpKrXsq “ UpKq “ Kzt0u. ♣

Demostración. Si K es un cuerpo en particular es un DI y nos reducimos a hace dos proposiciones. ♣

Teorema 161 (Algoritmo de la divsión). Sea K un cuerpo y sean p, q P KrXs con q ‰ 0. Entonces existen c, r P KrXs tales
que p “ qc` r y además gr r “ 0_ gr r ă gr q.

Aqúı c es el cociente y r es el resto.

Definición 67 (Divisibilidad). Sean p, q P KrXs. Decimos que p divide a q en KrXs y lo denotamos con p � q ðñ q “ cp
con c P KrXs (es decir, si el resto es 0).

Proposición 162. Sea K un cuerpo entonces KrXs es un DIP.

Demostración. Como en KrXs tenemos un algoritmo de la división entonces todo ideal es principal. ♣

Observación 21. Ojo: si K “ D no es un cuerpo, sino que solo es un dominio, no es cierto que D DIP ùñ DrXs DIP.

Corolario 16. Si K es un cuerpo enotnces en KrXs identificamos los ideales en KrXs con los ponilomios mónicos en KrXs.
Es decir

p P KrXs mónico ðñ I “ xpy ideal en KrXs
xpy Ă xqy ðñ p P xqy ðñ q � p en KrXs

10.2. Factorizacion e irreducibilidad en anillos de números

Definición 68 (Divisibilidad). Sea A un DI conmutativo y con unidad y sean r, s P A. Decimos que r divide a s y lo
denotamos por r � s ðñ Dt P A | s “ rt. Escribimos s{r para denotar a t.

Definición 69 (Primo). Sea A un anillo conmutativo. Decimos que p P A es primo ðñ p ‰ 0^ p R UpAq ^ @a, b P A
p � ab ùñ p � a_ p � b

Proposición 163. Sea A un anillo conmutativo. Sea p P A, p ‰ 0, p R UpAq.
p primo ðñ xpy es un ideal primo

Ejemplo 114. En Z (que tiene UpZq “ t´1, 1u) todo subanillo pZ con p primo (en el sentido tradicional de la palabra) es
un ideal primo.

La definición de primo generaliza para futuras estructuras a la definición de elemento irreducible.

Definición 70 (Elementos asocidados). Sea A un DI conmutativo y con unidad. Dos elementos a, a1 P A se dicen asociados
ðñ Du P UpAq | a “ ua1.

Proposición 164. Sea A un DI. Sean a, a1 P A. Entonces a y a1 son asociados ðñ xay “ xa1y.
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Definición 71 (Elemento irreducible). Sea A un DI conmutativo y con unidad y sea a P A tal que a ‰ 0 ^ a R UpAq (que
sea no nulo y no sea unidad). Decimos que a es irreducible si a “ a1s ùñ s P UpAq.

Observemos que no puede ocurrir que p P UpAq ^ q P UpAq y que además pq “ a R UpAq (las unidades son un grupo ùñ
clausura).

Proposición 165. Sea p P A.

p primo ùñ p irreducible

Definición 72 (Dominio de factorización única (DFU)). Sea D un DI. Diremos que D es un dominio de factorización única
(DFU) si se cumplen las siguientes condiciones @a P D:

a ‰ 0^ a R UpDq ùñ a “ p1p2 . . . pr donde pi es irreducible en D
a “ p1p2 . . . pr, pi irreducible y a “ q1q2 . . . qs, qi irreducible ùñ r “ s y además ri y qi son asociados para i “ 1, . . . , r
(la igualdad es un caso particular de el ser asociados).

Ahora vemos la relación de los DFU con los DIP.

Proposición 166. Si A es un DFU entonces ArXs es un DFU.

Teorema 167. Sea A un DIP entonces a P A es irreducible ðñ xay es maximal.

Demostración. Ver [DH96, p. 247] ♣

Definición 73 (Propiedad de cadena creciente). Diremos que un anillo A tiene la propiedad de cadena creciente ðñ toda
cadena creciente I1 Ď I2 Ď I3 Ď ¨ ¨ ¨ Ď In Ď . . . es finita. Es decir, que Dn | In “ In`1 “ In`2 “ . . . .

Proposición 168. Si D es un DIP entonces D tiene la propiedad de cadena creciente.

La demostración es tan ingenua como uno quiera.

Demostración. Sea I1 Ď I2 Ď I3 Ď ¨ ¨ ¨ Ď In Ď . . . una cadena de ideales. Sabemos que en cualquier anillo
Ť

Ii es un ideal. Sea
J “ xdy para algún d P D. Como D es un DIP ocurre que d P Ť Ii ùñ d P In0 ùñ xdy Ă In0 ùñ In0 “ In0`1 “ . . . ♣

Teorema 169. Sea A un DIP. Entonces A es un DFU.

Demostración. Parece ser que la prueba consiste en ver que si un DI tiene la propiedad de la cadena creciente entonces es
un DFU. Utiliza que todos los DIP tienen esta propiedad para probar este teorema. Ver [DH96, p. 248] ♣

Definición 74 (Dominio euclideo). Sea D un DI y d : Dzt0u Ñ Z ě 0 una aplicación que cumple
1. a, b P D, a, b ‰ 0 ùñ dpaq ď dpabq
2. Si b ‰ 0 entonces @a P D, Dc, r P D | a “ cb` r (con posibilidad de que r “ 0).

Entonces decimos que D es un dominio eucĺıdeo y lo abreviamos con DE.

Ejemplo 115. El anillo pZ,`, ¨q con dpaq “ |a| es un DE.

Demostración. Es bien sabido que Z es un DI. Comprobamos que d cumple las propiedades pedidas:

1. a, b P Z, a, b ‰ 0 ùñ |a| ď |ab| “ |a||b| ě 1

2. La segunda propiedad se cumple porque en Z tenemos algorimo de la división1

♣

Ejemplo 116. Sea K un cuerpo. El anillo de ponilomios KrXs con la función d “ gr (el grado) es un DE.

Demostración.

p, q P KrXs, p, q ‰ 0 ùñ gr p ď gr pq “ gr p` gr q
1El algoritmo de la división se debe a Euclides, de ah́ı que esto se llame dominio eucĺıdeo.
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Tenemos algoritmo de la división: Dg ‰ 0, p “ qg ` r con gr r ă gr q. ♣

Teorema 170. Sea D un DE. Entonces D es un DIP. Aśı, nos queda:

DE ùñ DIP ùñ DFU

10.3. Factorización e irreducibilidad en anillos de ponilomios

Teorema 171. [DH96, p. 232] Sea K un cuerpo y p P KrXs un ponilomio irreducible. Entonces el ideal generado por p es
maximal en KrXs.

En particular, si p es mónico entonces se cumple el rećıproco.

Proposición 172. Sea K un cuerpo y p P KrXs un ponilomio mónico. Entonces p es irreducible ðñ xpy (el ideal generado
por p) es maximal.

Proposición 173. Sea ppxq P KrXs. Entonces a0 P K es un 0 de ppxq, es decir ppa0q “ 0 ðñ ppxq “ px ´ a0qqpxq con
qpxq P KrXs.
Observación 22. Si ppxq es un ponilomio de grado n entonces no puede tener más de n ceros en K.

10.3.1. Criterios de irreducibilidad

Teorema 174. [DH96, p.222] Sea K un cuerpo y sea fpxq P KrXs un ponilomio de grado 2 o 3. Entonces fpxq es reducible
ðñ fpxq tiene unaa ráız en K.

aAqúı no sé si tiene que ser una o valen varias. Orlando lo da diciendo que fpxq es irreducible ðñ fpxq no tiene ráıces en K.

Proposición 175 (Criterio para las ráıces de ponilomios con coeficientes en Z ). Sea fpxq “ řn
i“0 aiX

i P ZrXs. Entonces
a
b P Q con mcdpa, bq “ 1 es una ráız de fpxq ðñ a � a0 ^ b � an.

Teorema 176 (Criterio de Eisenstein). Sea fpxq “ řn
j“0 ajX

j P ZrXs un ponilomio. Si existe p primo tal que p � aj ,@j “
1, . . . , n´ 1 y además p ffl an ^ p2 ffl a0 entonces fpxq es irreducible en QrXs.

Proposición 177. Si KrXs es un cuerpo entonces todo ponilomio mónico de grado 1 es irreducible.

Observación 23. En KrXs “ CrXs todo ponilomio mónico irreducible tiene grado 1.

Observación 24. En KrXs “ RrXs todo ponilomio mónico irreducible tiene grado 1 o 2.

Esto es, si un primo p divide a todos los coeficientes menos el primero y el último y además no divide al primero ni su
cuadrado divide al último entonces el ponilomio es irreducible en QrXs.

10.3.2. Construccion de anillos de ponilomios finitos

Proposición 178. Sea K un cuerpo y sea fpxq P KrXs un ponilomio mónico. Entonces KrXs{xfpxqy es un cuerpo ðñ
xfpxqy es irreducible.

Demostración. Viene de la proposición proposición 172 que vale para ponilomios mónicos. ♣

Teorema 179. Sea K un cuerpo y sea fpxq “ řn
j“0 ajX

j P KrXs un ponilomio mónico irreducible. Entonces KrXs{xfpxqy
es un K-espacio vectorial con base t1, X,X2, . . . , Xn´1u y por tanto de dimensión n.

Por analoǵıa a cómo se mueven los números en la página 202 de Santorum obtenemos:

Proposición 180. Sea K cuerpo de dimensión k, fpxq un ponilomio mónico irreducible de grado n en KrXs. Entonces
|KrXs{xfpxqy| “ kn.



Caṕıtulo 11

Por clasificar

11.1. Clase de equivalencia por el grupo de biyecciones

Definición 75 (Clase de equivalencia por el grupo de biyecciones). Sea pG, ˚q un grupo, X un conjunto, BiypXq “ tf | f :
X ÝÑ X biyeccionu, y α : G ÝÑ BiypXq es un homomorfismo de grupos. Definimos la siguiente relación de equivalencia:

aRb si Dg | αpgqa “ b

Por esta relación, definimos la clase de equivalencia de un elemento a P X como:

clpaq “ tαpgqpaq | g P Gu Q a

Para poder definirlo mejor nos gustaŕıa saber cuantos elementos existen en clpaq. Para ello nos ayudaremos del centralizador de a
(definición 23). En nuestro caso particular, el centralizador es:

CGpaqtg P G | αpgqpaq “ au
Es fácil ver que si g P CGpaq y g1 P CGpaq entonces g ˚ g1 “ CGpaq.

Teorema 181 (Orden de la clase de equivalencia de un elemento). Sea pG, ˚q un grupo, Cpaq el centralizador de a y clpaq
la clase de equivalencia de a:

|clpaq| “ rG : Cpaqs

Recordemos que fijado σ P S5 podemos dar una descomposición en ciclos σ “ p123qp45q que es única aunque los ciclos
se escriban diferente (por ejemplo p123q “ p231q).
Fijado τ P S5, τστ´1 “ pτp1qτp2qτp3qqpτp4qτp5qq la descomposición se mantiene

Si dos permutaciones σ, σ1 tienen descomposiciones del mismo tipo (un 3-ciclo y un 2-ciclo como antes) entonces existe
un τ que hace pasar de una a otra.

Ejemplo 117 (Posibles descomposiciones en ćıclos de S4).

Para p1234q
clpp1234qq “ tτp1234qτ´1 | τ P S4u

A la hora de definir τ tenemos varias posibilidades. En este caso, si empezamos por el 1, para fijar el segundo elemento
solo tenemos 3 posibilidades, para el tercero 2 y para el último una. Por tanto

|clpp1234qq| “ 4

Recordemos que el centralizador

CS4pp1234qq “ tσ P S4 | σp1234qσ´1 “ p1234qu ă S4

Como S4 tiene |S4| “ 4! “ 24 y tenemos que |clpp1234qq| “ rS4 : CS4pp1234qqs “ 6 necesariamente |CS4pp1234qq| “ 4.
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Nos proponemos calcular el grupo Cpp1234qq. Un candidato para σ P Cpp1234qq es σ “ p1234q. En efecto p1234qp1234qp1234q P
Cpp1234qq. Siempre ocurre que un elemento conmuta consigo mismo. Además, xp1234qy ă Cpp1234qq pero como
|xp1234qy| “ 4 “ |Cpp1234qq tiene que ocurrir que xp1234qy “ Cpp1234qq. Es decir que de tipo 4 solo tenemos p1234q.
¿Qué tipos tenemos? Pues tantos como maneras de descomponer 4 en suma de números positivos, a saber

• (1234) de tipo 4

• (123) de tipo 3+1

• (12)(34) de tipo 2+2

• (12) de tipo 2+1+1

• Id de tipo 1+1+1+1 (que es la única que tiene descomposición en 4 unos)

En general no es dif́ıcil calcular cuantos hay, por lo que a menudo utilizamos este argumento para calcular el grupo
centralizador.

Lo importante es que estamos descomponiendo S4 de la siguiente manera:

S4 “ clpp1234qq X clpp1223qq X clpp12qp34qq X clpp12qq X clpIdq
|S4| “ |clpp1234qq| X |clpp1223qq| X |clpp12qp34qq| X |clpp12qq| X |clpIdq|

Ahora analizamos la clase clpp123qq de los ciclos de tipo 3+1. Lo primero es saber cuantos hay. Pues tenemos que elegir
3 elementos de entre 4 y luego ordenar los dos que nos quedan por tanto

|clpp123qq| “
ˆ

4
3

˙

ˆ 2 “ 8

Por otro lado lo que sabemos es que p123q P Cpp123qq (porque todos conmutan consigo mismos) y como antes
|Cpp123qq| “ 3 (de la fórmula |clpp123qq| “ rS4 : Cpp123qqs), luego Cpp123qq “ xp123qy.
Igual es un poco más interesante la clase de tipo 2+2. Pregunta de examen: halla generadores del subgrupo centra-
lizador del elemento (12)(34).

• Sabemos que el conjugado de un elemento de tipo 2 tiene que ser otro de tipo 2, por tanto tenemos que ver qué
elementos distintos de tipo 2 tenemos. Pues fijamos el 1 por ejemplo y vemos qué parejas podemos hacer. Nos
salen 3, a saber, 1 con 2, 1 con 3 y 1 con 4 de lo que conclúımos que |clpp12qp34qq| “ 3.

• De la misma fórmula que antes sacamos que |Cpp12qp34qq| “ 8. De orden 8 sabemos que hay solo unos pocos
grupos (ver la clasificación en 3.3.1). Veamos con cuál de ellos es isomorfo.

• Como siempre sabemos que p12qp34q P Cpp12qp34qq. Tenemos que encontrar los demás τ que conmutan τστ´1 “
τp12qp34qτ´1 “ pτp1qτp2qqpτp3qτp4qq. Probamos con τ “ p1324q1.

p1324qp12qp34qp1324q´1

p34qp21q
Que es el mismo, luego hemos probado que τ conmuta y por tanto τ P Cpp12qp34qq. Lástima que no valga porque
nos damos cuenta de que τ2 “ p12qp34q. Vaya. Drácula ha hecho chiste con esto y todo pX, dq.2
Lo que hacemos es quitar el p12qp34q y cambiarlo por el p12q. Para evitar τ2 ‰ p12q. En resumen, ya tenemos
p12q P Cpp12qp34qq y τ “ p1324q P Cpp12qp34qq. Si vemos sus grupos generados:

xp1324qy “ tp1324q, p12qp23q, p4321q, Idu
xp12qy “ tp12q, Idu

La intersección de ambos subgrupos es solo la identidad y por la fórmula del producto libre averiguamos que
|xp1324qyxp12qy| “ 8 por lo Cpp12qp34qq “ xp1324q, p12qy.
Tiene toda la pinta de ser D4 porque está generado por dos elementos, no es abeliano y los órdenes de los
generadores son opp1324qq “ 4, opp12qq “ 2. Solo nos quedaŕıa probar que se sigue cumpliendo la ecuación de la
presentación de D4:

BA “ AB3 ðñ p1324qp12q “ p12qp1324q3

Lo comprobamos y al final sale.
1La idea de probar con este viene de decir: pues a ver qué pasa si cambio el 1 con el 3 y el 2 con el 4, que nos daŕıa la permutación (1324). En

cualquier caso esto es prueba y error, y parar de probar cuando tengamos un grupo generado de orden 8.
2Aqúı se ve claramente que la elección del τ es casi al azar. Hemos elegido uno que promet́ıa pero hemos tenido la mala suerte de que su

cuadrado nos daba un elemento que supońıamos estaba en el grupo (τ2 “ p12qp34q. Podŕıamos haber descartado este τ “ p1324q pero hemos
preferido descartar el elemento (12)(34) que sab́ıamos que estaba en el grupo. La razón de la sustitución de este último por el (12) es un misterio
hasta la fecha.
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Ahora hacemos lo mismo con Cpp12qq. Siguiendo un razonamiento similar, llegamos a que Cpp12qq es isomorfo con el
grupo de Klein y por extensión con Z{2Zˆ Z{2Z.

Falta la semana fat́ıdica de Estad́ıstica

Vez pasada considerabamos G1 ˆ G2 y fijado un homomorfismo de grupos φ : G1 Ñ AutpG2q haćıamos lo siguiente. En
G1 ˆφ G2 viven los elementos pa, bq ˆφ pc, dq donde la operación cambiaba en la primera coordenada paφbpcq, bdq. Probamos
la última clase que G1 ˆφ G2 era un grupo (probar la asociatividad no es trivial).

Observación:

γ : G IntÝÝÑ AutpGq

γ es un homomorfismo de grupos que lleva cada elemento g P G al automorfismo conjugación γgpxq “ gxg´1. Observamos
que si N CG, @g P G, γgpNq “ gNg´1 “ N .

Proposición 182. N es normal en G (N CG) śı y solo śı al restringir φg a N la imagen es N :

G
γgÝÑ G

N
γg |NÝÝÝÑ N

Es decir, que si N es normal, γg|N induce un isomorfismo γg|N : N Ñ N .

Demostración. Cristalina de la definición de subgrupo normal. ♣

En general, al restringir γg a un subgrupo de G no tenemos esta propiedad.

Además, si N CG tiene sentido restringir γ : G IntÝÝÑ AutpGq a AutpNq y la restricción da un homomorfismo.

11.2. Por revisar

Teorema 183. Dado el anillo A y un ideal propio I

π : AÑ A{I, I Ă π´1pJq Ă A, 0 P J Ă A{I
existe una identificación entre el ret́ıculo de ideales A{I con el subret́ıculo de ideales de A que contienen a I.
Es decir, si J es un ideale en A{I entonces π´1pJq es un ideal en A que contiene al ideal I.

El ideal cero de A{I tiene contraimagen π´1pt0uq “ I. Si J es un ideal en A{I

π : AÑ A{I Ñ pA{Iq{J

es un homomorfismo de anillos (la composición de homomorfismos de anillos es un homomorfismo de anillos). π´1pJq “ ker
de la composición.

Teorema 184. Sea α : AÑ B un homomorfismo de anillos.
kerα es un ideal
Im α es un subanillo
α es sobreyectivo ðñ Im α “ B
α es inyectivo ðñ kerα “ t0u

Definición 76 (Isomorfismo de anillos). Un homomorfismo de anillos α : AÑ B es un isomorfismo cuando es una biyección.
En este caso decimos que A y B son isomorfos y lo notamos con A » B.

Proposición 185. Si α : A Ñ B es un homomorfismo de anillos y una biyección de conjuntos entonces α´1 : B Ñ A es
nuevamente un homomorfismo de anillos.
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Homomorfismos de anillos e ideales

Teorema 186. Sea α : AÑ B un homorfismo de anillos. Entonces
1. Si J Ă B es un ideal en B entonces α´1pJq es un ideal en A.
2. Si α es sobreyectiva entonces la imagen αpIq de un ideal I Ă A es un ideal en B

A B

B{J

α

π
π ˝ α

Demostración. 1. α´1pJq “ kerpπ ˝ αq y por tanto es un ideal.

2. Probamos las propiedades de los ideales:

a) αp0q “ 0 P αpIq
b) Sean b1, b2 P αpIq tenemos que ver que b1 ` b2 P αpIq. Sean a1, a2 P I tales que b1 “ αpa1q ^ b2 “ αpa2q. Por ser

α h. de anillos tenemos que b1 ` b2 “ αpa1 ` a2q “ αpa1q ` αpa2q.
c) Sean b P B, b1 P αpIq. Tenemos que probar que bb1 P αpIq. Sabemos que b1 P αpIq ðñ b1 “ αpaq, a P I. Como

b P B y α es sobre tiene que existir d P I | αpdq “ b. Por tanto αpd ¨ aq “ b ¨ b1 ùñ bb1 P αpIq.
♣

Fijado I Ă A consideramos π : AÑ A{I que es un homomorfismo de anillos sobreyectivo.

1. Si J Ă A{I es un ideal en A{I entonces π´1pJq es un ideal en A que contiene a I.

2. Si J es un ideal en A entonces πpJq es un ideal en A{J y J Ď π´1pπpJqq (es claro porque si j P J entonces πpjq P πpJq).
a) Además, si I Ď J entonces J “ π´1pπpJqq.

Demostración. Si δ P π´1pπpJqq ùñ δ P J . Además, δ P π´1pπpJqq ðñ πpδq P πpJq ðñ πpδq “ πpd1q, d1 P
J ðñ δ ´ d1 P kerπ “ I. Tomamos

δ “ pδ ´ jiq
loomoon

PI
` ji
loomoon

PJ
P J

porque I Ă J . ♣

La siguiente proposición nos llevará al primer teorema de la isomorf́ıa.

Proposición 187. Sea ϕ : AÑ B un homomorfismo de anillos con kerϕ ideal en A. Sea I un ideal en A con I Ă kerϕ.

Existe un único homomorfismo de anillos ϕ : A{I Ñ B tal que ϕ “ ϕ ˝ π.

A B

A{I

ϕ

π
ϕ

Demostración. Definimos ϕpaq “ ϕpaq. Aunque choque (porque el a puede venir de muchos a) aseguramos que ϕ está
bien definida. Veamos por qué. Sabemos que a1 y a definen el mismo elemento en A{I ðñ a1 ´ a P I. Sopongamos
que I Ă kerϕ. Entonces ϕpa´ a1q “ 0 ðñ ϕpaq ´ ϕpa1q “ 0 ùñ ϕ está bien definida como función.
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Veamos ahora que en efecto se cumple que ϕ es un homomorfismo de anillos, es decir que ϕpa ` bq “ ϕpaq ` ϕpbq.
Recordando la definición que hemos dado de ϕ y la propiedad a`b “ a` b es claro que ϕpa`bq “ ϕpa` bq “ ϕpa`bq “
ϕpaq ` ϕpbq “ ϕpaq ` ϕpbq. Es análogo para el producto ya que a ¨ b “ a ¨ b. ♣

kerϕ “ kerϕ{I

Demostración. Sea a P A{I. Entonces a P kerϕ ðñ ϕpaq “ 0 ðñ ϕpaq “ 0 ðñ a P kerϕ. ♣

Teorema 188 (Primer teorema de la isomorf́ıa (anillos)). Si α : AÑ B es un homomorfismo de anillos sobreyectivo entonces
B » A{ kerα.

A B

A{ kerα

α

π
α

Demostración. Nos apoyamos en la proposición anterior tomando I “ kerα. Como α y π son sobreyectivas tenemos que α
es sobreyectiva. Aplicando el segundo resultado de la proposición anterior tenemos que kerα “ kerα{ kerα “ t0u ùñ α es
inyectiva. Concluimos que α es un isomorfismo de anillos y por tanto B » A{ kerα. ♣
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Caṕıtulo 12

Ejercicios

12.1. Hoja 1

Ejercicio (H1.2). Sean a, b, c P G “ p´1, 1q. Probamos las propiedades de los grupos.

Asociatividad:

pa ˚ bq ˚ c “
ˆ

a` b
1` ab

˙

˚ c “
´

a`b
1`ab

¯

` c
1`

´

a`b
1`ab

¯

c
“

a`b`c`abc
1`ab

1`ab`ac`bc
1`ab

“ a` b` c` abc
1` ab` ac` bc

a ˚ pb ˚ cq “ a ˚
ˆ

b` c
1` bc

˙

“
a`

´

b`c
1`bc

¯

1` a
´

b`c
1`bc

¯ “
a`b`c`abc

1`bc
1`ab`ac`bc

1`bc
“ a` b` c` abc

1` ab` ac` bc

Elemento neutro: es el 0 ya que x ˚ 0 “ x`0
1`x¨0 “ x

1 “ x y además 0 ˚ x “ 0`x
1`0¨x “ x

1 “ x

Elemento inverso: la ecuación

x ˚ x´1 “ 0 ðñ x` x´1

1` xx´1 “ 0 ðñ x´1 “ ´x

siempre tiene solución y ocurre lo mismo para la ecuación x´1 ˚ x “ 0 ðñ x´1 “ ´x
Clausura: tenemos que probar que si x, y P p´1, 1q entonces x ˚ y P p´1, 1q. Consideramos fpx, yq “ x ˚ y “ x`y

1`xy .
Derivando tenemos que ∇fpx, yq “ p 1

p1`xyq2 ,
1

p1`xyq2 q ‰ 0,@x, y P r´1, 1s ˆ r´1, 1s. Si el máximo no se alcanza en
ningún sitio de dentro del cuadrado p´1, 1q ˆ p´1, 1q se tendrá que alcanzar en el borde.

• Fijado x “ 1 tenemos que fp1, yq “ 1`y
1`y “ 1 ùñ fp1,´1 ă y ă 1q ă 1 porque si fp1,´1 ă y ă 1q tomara un

valor mayor que 1 habŕıa un máximo en p´1, 1qˆ p´1, 1q y esto no puede ser pues ∇f no se anula en el cuadrado.

• Fijado x “ ´1 tenemos que fp´1, yq “ y´1
1´y “ ´1 ùñ fp´1,´1 ă y ă 1q ą ´1 por la misma razón que antes.

• Hacemos lo mismo fijando la y y variando la x.

En el borde (que no está incluido) se alcanzan máximo y mı́nimo que acotan a f en el cuadrado:

´1 ă fpx, yq “ x ˚ y ă 1, @x, y P G
Ejercicio (H1.3). Hallar los inversos de los siguientes elementos, cada uno en su grupo correspondiente:

1. op11q en UpZ˚{23Zq
2. op5q en UpZ˚{31Zq

Demostración. Por el pequeño teorema de Fermat ([oM]) tenemos que ap´1 ” 1 mód p para p primo. Entonces

1122 ” 1 mód 23 ùñ op11q “ 22 ùñ 11´1 “ 1121

520 ” 1 mód 31 ùñ op5q “ 30 ùñ 5´1 “ 529

♣

Ejercicio (H1.33). Sea G un grupo. Suponed que existe un único a P G de orden 2. Demostrad que a P ZpGq.

93
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Demostración. Recordamos que a P ZpGq ðñ ga “ ag, @g P G. Definimos el isomorfismo de conjugación φgpxq “ gxg´1

para algún g. Como φg es isomorfismo lleva elementos de orden n en elementos de orden n. Entonces φgpaq “ a ya que a es
el único elemento de orden 2. Por tanto gag´1 “ a ùñ ga “ ag ùñ a P ZpGq. ♣

Ejercicio (H1.31). Sea G un grupo de orden 8. Probad que o bien G es ćıclico o a4 “ 1, para cada a P G.

Demostración. Tenemos que probar que G ćıclico XOR @a P G, a4 “ 1. Probamos dos implicaciones:

G ćıclcio ùñ Da P G | a4 ‰ 1. Si G es ćıclcio entonces Dg P G | opgq “ 8 ùñ opg4q “ opgq
mcdpopgq,4q “ 8

mcdp8,4q “ 2.

Si para todo a P Ga4 “ 1 entonces no hay ningún g P G | opgq “ 8 luego G no puede estar generado por ningún
elemento y por tanto no es ćıclico.

♣

Ejercicio (H1.33). Sea H un grupo. Suponed que existe un único a P G de orden 2. Demostrad que a P ZpGq.

Demostración. Sabemos que ZpGq “ ta P G | ag “ ga,@g P Gu y además ag “ ga ðñ a “ gag´1. Definimos ϕgpaq “ gag´1

(el isomorfismo conjugación) que es un isomorfismo @g P G ùñ opϕgpaqq “ opaq, @g P G. Si a es el único elemento de orden
2 entonces necesariamente ϕgpaq “ a, @g P G ùñ a “ gag´1 ùñ ag “ ga ùñ a P ZpGq. ♣

12.2. Hoja 2

Ejercicio (H2.1). Se considera el tercer grupo diédrico D3. Se pide hallar lo siguiente:

1. Las clases de conjugación de cada uno de sus elementos.

Demostración. Las clases dan una partición del grupo. Si un elemento pertenece a una clase, entonces la clase de ese
elemento también es la clase a la que pertenece.

clpeq “ teu
clpBq? Sabemos que |clpBq| “ rG : CpBqs. Sabemos que xBy “ t1, B,B2u Ă CpBq luego |CpBq| ě 3. Si hubiera
más elementos en CpBq tendŕıamos que |CpBq| “ 6 pues CpBq ă D3. Esto no ocurre porque sabemos que B
no conmuta con todos los demás elementos. Por ejemplo BA ‰ AB. Por tanto |CpBq| “ 3 ùñ |clpBq| “
rD3 : CpBqs “ 6{3 “ 2. Es claro que B P clpBq. Además, como clpBq contiene elementos transformados por el
isomorfismo conjugación sabemos que el otro elemento que hay tiene orden 3. El único elemento que queda de
orden 3 es B2 ùñ clpBq “ tB,B2u.
clpAq? Sabemos que A no conmuta con todos (A R ZpD3q) luego |CpAq| ă 6. Sabemos que xAy “ t1, Au ă CpAq.
Además, como CpAq es un (sub)grupo sabemos que no puede haber más elementos porque si los hubiera, |xAy| �
|CpAq| ùñ CpAq ě 6 pero ya hemos visto que no puede ser. Es decir que |clpAq| “ rD3 : DpAqs “ 6{2 “ 3. Por
tanto clpAq incluye los 3 elementos que nos quedan: clpAq “ tA,AB,AB2u.

♣

2. Los elementos de IntpD3q.
3. Los centralizadores CD3pxq para cada x P D3

4. Los normalizadores NpHq para cada H ă D3.

Ejercicio (H2.2). Demostración. Obtenidas las clases en el ejercicio H2.1 se verifica que |D3| “ |clpeq| ` |clpBq| ` |clpAq| “
1` 2` 3 “ 6 ♣

Ejercicio (H2.6). Sea G un grupo. ¿Verdadero o falso?

1. H ă G y H conmutativo implica H CG.

2. H ă G y |H| “ 2 implica H CG.

3. Si ϕ : GÑ G1 es un homomorfismo de grupos, entonces Im ϕ CG

4. Si H CK y K CG entonces H CG

5. Si H CG y |H| “ m entonces H es el único subgrupo de G de orden m.

6. Si H CG entonces H ă ZpGq.

FALSO. Contraejemplo: En G “ D4 tomamos H “ xB2y “ t1, B,B2, B3u Ć ZpD4q “ t1, B2u. ♣
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Ejercicio (H2.10). Demostración. Fijado n y definida αn : GÑ G, x ÞÑ xn tenemos que αn es un homomorfismo de grupos.
Además podemos expresar H2 “ kerαn ùñ H2CG. Además también tenemos que H1 “ Im αn ă G. Veamos que H1CG. Es
decir, que gH1g

´1 “ H1, @g P G. Para ello tomamos xn1 P H1 y lo conjugamos gxn1 g´1 “ pgx1g
´1qn por ser α homomorfismo

de grupos. En particular pgx1g
´1qn P Im α ùñ pgx1g

´1qn P H1 ùñ pgx1g
´1qn “ xn2 para algún x2 P H1 ùñ H1CG. ♣

Ejercicio (H2.13). Si A es un grupo abeliano con n elementos y k es un entero primo con n, demostrad que la aplicación
ϕ : AÑ A definida por ϕpaq “ ak es un isomorfismo.

ϕ homomorfismo de grupos.

Demostración.

ϕpaqϕpbq “ akbk “ pabqk “ ϕpabq

♣

ϕ biyectiva ðñ ϕ inyectiva ya que dominio y codominio coinciden

Demostración. kerϕ “ ta P A | ϕpaq “ ak “ 1u. Probaremos que ak “ 1 ðñ a “ 1 y por tanto que kerϕ “ t1u ùñ
ϕ inyectiva. Sabemos que ak “ 1 ðñ opakq “ 1. Sea t “ opaq � n. Distinguimos dos casos

• Si t “ 1 entonces a “ 1 y ya está

• Si t ą 1 entonces opakq “ t
mcdpk,tq “ t

1 ą 1 contradicción. Luego necesariamente t “ opaq “ 1.

♣

Ejercicio (H2.22). Demostrad que si G es un grupo no conmutativo y tiene orden p3 (p un número primo) entonces ZpGq
tiene orden p.

Demostración. Sabemos que ZpGq ă G ùñ |ZpGq| � |G| ùñ |ZpGq| P t1, p, p2, p3u
|ZpGq| ‰ p3 porque en tal caso G seŕıa conmutativo

|ZpGq| ‰ 1 porque G es un p-grupo y por tanto su centro no es el trivial.

Si |ZpGq| “ p2 entonces |G{ZpGq| “ p ùñ G{ZpGq es ćıclico lo que no es posible si G no es abeliano.

Por descarte concluimos que |ZpGq| “ p. ♣

Ejercicio (H2.25). Sabemos que AutpZ{12Zq » UpZ‹{12Zq donde Z‹{12Z es el grupo multiplicativo pt1, 2, 3, . . . , 11u, ¨q.
Queda UpZ‹{12Zq “ pt1, 5, 7, 11u, ¨q y además da la casualidad que @x P UpZ‹{12Zq, opxq “ 2 (todos los elementos son su
propio inverso) por lo que no tenemos restricciones al definir f : Z{2ZÑ AutpZ{12Zq:

f : Z{2ZÑ AutpZ{12Zq » UpZ‹{12Zq
e “ 0 ÞÑ 1

1 ÞÑ t1, 5, 7, 11u
Ejercicio (H2.26). Sea |G1| “ m, |G2| “ n, mcdpm,nq “ 1. Si f : G1 Ñ G2 es h. de g. sabemos que opfpaqq � opaq, @a P G1.
Además opaq � m^ opfpaqq � n por el teorema de Lagrange (23).

$

’

&

’

%

opaq � m^ opfpaqq � n
mcdpm,nq “ 1
opfpaqq � opaq

ùñ opaq “ opfpaqq “ 1,@a P G1

Por lo que solo puede haber un homomorfismo entre ellos y además es el trivial fpaq “ eG2 .

Ejercicio (H2.19). Definimos una función f : r0, 2πs Ă R Ñ S1, α ÞÑ cosα ` i sinα. Esta función tiene la propiedad de que
fpαq ¨ fpα1q “ cospα` α1q ` i sinpα` α1q “ fpα` α1q y por tanto es un h. de g.1 entre R y S1.

Un elemento de cosα ` i sinα P S1 es de torsión ðñ Dn | pcosα ` i sinαqn “ 1. Ahora bien pcosα ` i sinαqn “
cosnα` i sinnα “ 1 ðñ nα “ k2π.

1A la izquierda (en R) sumamos pero a la derecha (en S1) multiplicamos.
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12.3. Hoja 4

Ejercicio (H4.11). Hallar los subgrupos de Sylow de S5. Sabemos que |S5| “ 5! “ 23 ¨ 3 ¨ 5 y por Primero de Sylow tenemos
lo siguiente:

DP2, |P2| “ 23 “ 8.

DP3, |P3| “ 3. Además en S5 hay
`5

3
˘

2! “ 20 3-ciclos y en cada gP3g
´1 “ t1, a, a2 | opaq “ 3u hay 2 elementos de orden

3 distintos. Además, g1P3g
´1
1 X g2P3g

´1
2 “ teu porque si su intersección fuera más grande entonces seŕıan el mismo

subgrupo (porque son ćıclicos). Es por esto que tenemos que repartir 40 elementos dando 2 a cada 3-grupo con lo que
obtenemos n3 “ 20{2 “ 10 3-subgrupos de Sylow en S5.

DP5, |P5| “ 5. Además en S5 hay 4! “ 24 5-ciclos (elementos de orden 5) y en cada gP5g
´1 “ t1, a, a2, a3, a4 | opaq “ 5u

tenemos 4 elementos de orden 5 distintos. Además, g1P5g
´1
1 Xg2P5g

´1
2 “ teu porque si su intersección fuera más grande

entonces seŕıan el mismo. Aśı, tenemos 24 5-ciclos a repartir entre los diferentes gP5g
´1 dando 4 5-ciclos a cada 1. Por

tanto tenemos n5 “ 24{4 “ 6 5-subgrupos de Sylow en S5.

Ejercicio (H4.18). Demostrar que todo grupo de orden |G| “ 53 ¨ 73 tiene un subgrupo normal de orden 125.

Demostración. Primero de Sylow ùñ DP5 ă G, |P5| “ 125. Tercero de Sylow ùñ n5 � 73 ^ n5 ” 1 mód 5 es decir
n5 P t1, 7, 49, 343u^n5 P t1, 6, 11, . . . u. Como ni 49 ni 343 son conguentes con 1 módulo 5 tenemos que n5 “ 1 ùñ P5CG. ♣

Ejercicio (H4.20). Hallad todos los grupos abelianos de órdenes 36, 64, 96 y 100.

1. |G| “ 36 “ 22 ¨ 32

Demostración. Primero de Sylow ùñ DP2, |P2| “ 4^ DP3, |P3| “ 9. Además G abeliano ùñ P2, P3 CG ùñ G »
P2 ˆ P3. Estudiamos los grupos de orden 4 y de orden 9

|P2| “ 4 entonces P2 » Z{2Zˆ Z{2Z_ P2 » Z{4Z
|P3| “ 9 entonces P3 » Z{3Zˆ Z{3Z_ P3 » Z{9Z

Como G » P2 ˆ P3 tenemos 4 posibles grupos abelianos de orden 36. ♣

Ejercicio (H4.22). Hallar todos los grupos abelianos de orden 175.

Demostración. |G| “ 52 ¨ 7. Por el Primero de Sylow tenemos que DP5, P7 ă G con |P5| “ 25, |P7| “ 7 y además por ser G
abeliano tenemos que P5, P7 CG ùñ G » P5 ˆ P7. Estudiamos los grupos de orden 25 y de orden 7:

|P5| “ 25^P5 abeliano ùñ P5 » Z{25Z_P5 » Z{5ZˆZ{5Z. En ambos casos P5 es producto directo de ćıclicos pues
Z{nZ es ćıclico.

|P7| “ 7^ P7 abeliano ùñ P7 » Z{7Z. Ocurre lo mismo que con P5.

Concluimos que G » Z{25Z ˆ Z{7Z _ G » Z{5Z ˆ Z{5Z ˆ Z{7Z. Los dos casos son abelianos por ser producto directo de
grupos ćıclicos. ♣

Ejercicio (H4.23). ¿Cuántos elementos de orden 3 puede tener un grupo abeliano de orden 36?

Demostración. |G| “ 36 “ 2232. Primero de Sylow ùñ DP2, P3 ă G, |P2| “ 4, |P3| “ 9. Estudiamos los grupos de órdenes
4 y 9:

|P3| “ 9 ùñ P3 » Z{9Z_ P3 » Z{3Zˆ Z{3Z
♣

12.4. Hoja 5

Ejercicio (H5.1). Demuestra que el conjunto pCpr0, 1sq,`,ůq, donde Cpr0, 1sq :“ tf : r0, 1s Ñ R continuau con las operaciones

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq pf ¨ gqpxq “ fpxq ¨ gpxq
es un anillo y di qué tipo de anillo es.

Solución. Es claro que la suma es asociativa y conmutativa porque se reduce al caso numérico. Además el elemento neutro
aditivo es 0 :“ fpxq “ 0. El producto también es asociativo y conmutativo porque se reduce al caso numérico (para poder
hacer estas reducciones es necesario que f sea continua). ♣
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Ejercicio (H5.2). Halla las unidades en los siguientes anillos Zr?´2s, Zr?´5s, M2pQq, M2pZq.

Demostración. UpM2pQqq “ tA PM2pQq | detA ‰ 0u.
UpM2pZqq “ tA P M2pZq | detA “ ˘1u. Esto es porque AA´1 “ 1 ùñ detpAA´1q “ 1 ùñ detA “ 1

detA´1 pero
necesariamente detA P Z ùñ detA “ ˘1.

♣

En lo que sigue consideramos anillos conmutativos con unidad, y supondremos que 1 ‰ 0.

Ejercicio (H5.3). Demuestra que un cuerpo no tiene divisores de cero.

Demostración. Supongamos C cuerpo y a P C divisor de 0. Entonces Db P C | ab “ 0. Ahora bien, ab P C ùñ Dpabq´1 P
C | pabqpabq´1 “ 1 pero entonces 0 ¨ pabq´1 “ 1 ùñ 0 “ 1 contradicción. ♣

Ejercicio (H5.4). Demuestra que en un anillo finito, todo elemento no nulo es una unidad o bien un divisor de cero. Observa,
en particular, que un anillo finito es un dominio si y solo si es un cuerpo.

Ejercicio (H5.6). Demuestra que si A es un dominio conmutativo, entonces ArXs es un dominio conmutativo.

Demostración. Supongamos ArXs no es un dominio conmutativo, es decir, que hay divisores de 0. Entonces Dp, q P ArXs |
pq “ 0 ùñ al multiplicar los coeficientes dan 0 con lo que nos reducimos al caso de A que ya es un dominio. ♣

Ejercicio (H5.7). Demuestra que el producto R1ˆR2 de anillos es un anillo (con las operaciones componente a componente).
Indica cuáles son las unidades. Decide si el producto de dos cuerpos es un cuerpo.

Ver proposición 118.

Ejercicio (H5.9). Se considera el anillo de los enteros algebraicos

Zint “ tα P C : ppαq “ 0 para algún p P ZrXs mónicou
Demuestra lo siguiente

1. Zint X Q “ Z

Demostración. Veremos que las ráıces racionales de p son en realiad enteras. Sean p, q P Z coprimos con q ‰ 0. Si
pppq q “ 0 se tiene

ppxq “ xn ` . . . a1x` a0 “ 0

ppp
q
q “

ˆ

p

q

˙n

` ¨ ¨ ¨ ` a1

ˆ

p

q

˙

` a0 “ 0

pn ` ¨ ¨ ¨ ` anpqn´1 ` a0q
n “ 0

pn “ qpan´1 ` qan´2 ` ¨ ¨ ¨ ` a0q
n´1q

ùñ q “ 1 ùñ p

q
P Z ùñ Zint X Q “ Z

♣

2. el elemento 2 de Zint no es una unidad ni es irreducible

Para que 2 sea unidad tiene que tener inverso multiplicativo en Zint. No es una unidad ya que su inverso es
1
2 P Q ùñ 1

2 R Zint por el apartado anterior.

2 no es irreducible si encontramos dos a, b P Zint tales que ab “ 2 y a, b R UpZintq.
Ejercicio (H5.10). Demuestra que Qris “ ta` bi : a, b P Qu es un subcuerpo de C.

Ejercicio (H5.13). Demuestra que todo subanillo de un cuerpo es un dominio.

Demostración. En un cuerpo no hay divisores de 0 por tanto cualquier subconjunto no los tendrá. Por la definición 49 el
subanillo es un DI. ♣

Ejercicio (H5.14). Sea R un anillo e I un ideal de R. Demuestra que los siguientes subconjuntos de R son ideales de R.

1. RadpIq :“ ta P R : an P I para algún n P Nu (el radical de I);
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Demostración. Ver radical de un ideal en Wikipedia. ♣

2. AnnpIq :“ ta P R | ax “ 0, para todo x P Iu

Demostración.

a) 0 P AnnpIq. Śı porque 0x “ 0@x P I
b) AnnpIq es cerrado por la suma. Sean a, b P AnnpIq entonces ax “ 0, bx “ 0@x P I ùñ ax ` bx “ 0 ùñ
pa` bqx “ 0 ùñ a` b P AnnpIq.

♣

Ejercicio (H5.15). Sea R un anillo conmutativo con unidad. Demuestra lo siguiente:

1. Si I es un ideal de R entonces I “ R ðñ existe una unidad de R en I.

Demostración. Du P UpRq, u P I ùñ I “ R. Por ser I ideal tenemos que @a P R,@i P I, ai P I. Tomando a “ u
tenemos que au P I. Como esto vale @a P R tenemos que también valdrá para a “ u´1 P R por ser u unidad. Por tanto
uu´1 “ 1 P I. Ahora podemos repetir el proceso para i “ 1. Obtenemos que @a P R, a1 P I ùñ I “ R. ♣

2. R es un cuerpo ðñ t0u es el único ideal propio de R.

Demostración. Utilizamos el apartado anterior. Si R es un cuerpo entonces todo elemento excepto el 0 tiene inverso, es
decir, @a P R, Da´1 P R. Si I ideal en R contiene a cualquier elemento distinto del 0 por el apartado anterior tenemos
que I “ R. ♣

Ejercicio (H5.17). Encuentra todos los ideales maximales en Z{8Z,Z{10Z y en Z{nZ.

Ejercicio (H5.21). Halla el cuerpo de fracciones de los siguientes dominios:

Ver [DH96, p. 208].

Ejercicio (H5.22).
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