Notas de Matematica
Discreta

por

Pablo Fernandez Gallardo y José Liuis Fernandez Pérez
Universidad Auténoma de Madrid

Lo que sigue es una versién preliminar (en formato pdf) de uno de los
capitulos del libro” “Notas de Matematica Discreta”, que se puede descar-
gar en www.uam.es/pablo.fernandez. Agradeceriamos a los posibles lec-
tores que nos enviaran cualquier sugerencia o correccién que consideren
oportuna, a las direcciones de correo electronico pablo.fernandez@uam.es
6 joseluis.fernandez@uamn.es.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



186 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

3.3. Particiones y descomposiciones

El problema que nos interesa es: dado un cierto objeto (un conjunto, una permutacién
)

o un entero), jde cudntas maneras podemos “partirlo” o “descomponerlo” «en piezas mas
sencillas? El cardcter de estas piezas variard segun el objeto considerado:

= si es un conjunto, lo partiremos en subconjuntos suyos. Al estudio del niimero de ma-
neras distintas en que se puede hacer esto dedicaremos la subseccién 3.3.1.

= Si lo que consideramos es una permutacién de un cierto conjunto, nos interesara saber
de cuantas formas distintas se podra descomponer comoproducto de ciclos; lo veremos
en la subseccién 3.3.2.

= Por ultimo, nos ocuparemos de los enteros. No de sus descomposiciones multiplicativas,
de las que ya sabemos mucho (recuérdese de la subseccién 4.1.5el Teorema Fundamental
de la Aritmética: todo entero se escribe, de manera tinica, como producto de primos),
sino de la cuestién aditiva: a saber, el niumero de formas en que se puede escribir un
entero (positivo) como suma de otros enteros positivos (en la subseccién 3.3.3).

3.3.1. Particiones de conjuntos

Las particiones de conjuntos ya han demostrado ser muy utiles en las cuestiones de
Combinatoria: la regla de la suma nos permitia evaluar el tamano de un conjunto si lo
“partiamos” en subconjuntos (disjuntos dos a dos) cuyo tamano fuera méas facil de calcular.
Lo que nos interesa ahora es saber de cuantas maneras se puede hacer eso.

Sea X un conjunto con n elementos, que supondremos, como hacemos habitualmente,
que son los nimeros {1,...,n}. Una particién en k£ bloques no vacios de X’ serd una
coleccién de subconjuntos {A;, A, ... Ax} (los “bloques”) tales que

1. los bloques; efectivamente, conforman una particién de X

X=AU---UA, vy ANA;=0 paracadai#j.

2. Y los bloques son no vacios'6, esto es, 4; # @ para cadai=1,...,k.

Es importante senalar que el orden de los elementos dentro de cada bloque es irrelevante y
el de presentacion de los bloques, también. Observemos que, pese a que los nombremos como
Ay, ..., Ag, no estamos dando un orden entre ellos.

Por ejemplo, si X fuera el conjunto {1 2,3}, tendrlamos una Unica particién con un bloque

(Al vmnia anniarndb~ (19 921\ 4 1.1
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3.3. Particiones y descomposiciones 187

y una particién en tres bloques, {1} U {2} U {3}. Ya no hay mds, pues queremos que los
bloques no sean vacios. Insistimos en que, por ejemplo, {1,2}U{3}, {3}U{1,2} 6 {3}U{2,1}
representan la misma particion.

Vamos a darle nombre al nimero de maneras en que se puede partir un conjunto con n
elementos en k bloques no vacios, definiendo los nimeros de Stirling de segunda especie:

S(n, k) = # { particiones distintas del conjunto } '
{1,...,n} en k bloques no vacios

Una interpretacién alternativa es la siguiente: S(n, k) cuenta también el niimero de posibles

distribuciones de n bolas (antes, los elementos del conjunto) en k/cajas idénticas (los bloques

de la particién), de manera que ninguna caja quede vacia. Observemos: cajas idénticas, luego

no hay orden posible entre ellas; y dentro de una caja parece razonable suponer que tampoco

el orden es relevante.

;,Cudl es el rango de valores de n y k con el que trabajaremos? Por un lado, exigiremos
que n > 1 (si el conjunto ya es vacio, dificilmente vamos a poder partirlo en bloques no
vacios). Y el segundo indice, el que indica el nimero de bloques, ha de estar entre 1 y n.
Si k > n, no vamos a poder hacer ninguna de estas particiones (nos faltarian simbolos para
llenar los bloques), asi convendremos en que

S(n, k) =0 sik>n.

El nimero total de particiones de {1,...,n} en bloques no vacios se obtendra clasificando
las particiones segin el nimero de bloques que contengan; por la regla de la suma, habra

B(n) =Y _S(n,k)
k=1

particiones distintas del conjunto {1,...,n} (o distribuciones de n bolas numeradas en cajas
idénticas). A estos numeros B(n) los llamaremos niimeros de Bell.

Por ejemplo, hemos visto que, para n = 3, S(3,3) =1, S(3,2) =3y S(3,1) = 1; y, en
total, habrd B(3).= 5 particiones distintas del conjunto {1, 2, 3}.

La pregunta que nos planteamos ahora es si podemos obtener una férmula para los S(n, k)
o los B(n) en funcién de los pardmetros n y k, como, por ejemplo, teniamos en los coeficientes
binémicos. En este caso no hay una férmula tan sencilla, pero si tendremos un procedimiento
recursivo para calcularlos. Veamos algunos casos particulares para convencernos.

EJEMPLO 3.3.1 Los “valores frontera” de los nimeros de Stirling de sequnda especie.

Es claro que S(n,n) = 1 para cada n > 1, porque sélo hay una manera de colocar n simbolos
en n bloques no vacios, la que corresponde a situar un simbolo en cada bloque. Quizés la
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188 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

EJjempPLO 3.3.2  El valor de S(n,n — 1), para n > 2.

Por definicién,
S(n,n — 1) = # {particiones de {1,...,n} en n — 1 bloques no vacios} .

Observemos que sélo hay una configuracion posible, la que corresponde a tener un bloque
con dos simbolos, v el resto de los simbolos, cada uno en un bloque distinto!”. Y para contar
cuantas de estas configuraciones hay basta decidir qué dos simbolos van juntos. Esto es, basta
con elegir dos simbolos de entre los n que estan a nuestra disposiciéon (el resto de la particién
queda ya determinada). De lo que deducimos que

S(n,n—1) = (Z) R

EJempLO 3.3.3  El wvalor de S(n,2), para n > 2.

Ahora tenemos dos bloques, asi que bastara decidir qué elementos van en uno de los bloques
(los del otro quedan fijados). Estarfamos tentados de aplicar la regla del producto, “llenar”
primero el primer bloque y luego el segundo ya queda determinado. Pero aqui no hay un
primer o segundo bloque. Esta manera de contar es errénea, pero sabemos en cuanto nos
equivocamos. Asi que asignemos un orden a los bloques (y luego compensaremos este orden

ficticio):

Bloque 1 ‘ ‘ Bloque 2 ‘
. Qué podemos situar en el primer.bloque? En principio, cualquier subconjunto de {1,...,n};
y hay 2" de ellos. Pero no podemos utilizar ni el @ (porque el bloque serfa vacio) ni todo
{1,...,n} (porque el otro bloque guedaria vacio). Asi que la respuesta serfa 2" — 2.

Y ahora hay que compensar el orden introducido. En el proceso que hemos hecho estamos
distinguiendo entre
AlA y [A°] A
para cada eleccién (de las 2" — 2 vélidas) de subconjunto A de {1,...,n}. Y estas dos

configuraciones, vistas como particiones en bloques (esto es, sin orden en los bloques) son en
realidad la misma. Asi que la respuesta correcta es

2" —2
—==

S(n,2) = 1.

Hay otra manera de verlo (que luego nos serd ttil en otros célculos): lo que necesitamos
es distinguir un bloque. Una forma de hacerlo es considerar el bloque que contiene a, por
ejemplo, el elemento n. Una vez que tenemos este “distinguido” bloque, sélo tenemos que
decidir qué elementos lo acompanan en el bloque; o mas facil, qué es lo que va en el otro
bloque: hay 2"~! — 1 posibilidades, todos los posibles subconjuntos (jcon n — 1 sfmbolos!,
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3.3. Particiones y descomposiciones 189

Las dificultades van aumentando considerablemente cuando consideramos otros ntimeros
de Stirling; por ejemplo, si hay tres o mas bloques, ya no esta tan claro cémo rellenar los
bloques. Lo mismo ocurriria si tuviéramos n — 2, n — 3 o menos bloques (véanse todos estos
caso en el ejercicio 3.3.1).

El aspecto de los resultados obtenidos en los dos ejemplos anteriores (en uno obtenemos
un coeficiente bindmico, en otro una potencia de 2, esencialmente) nos sugieren que no vamos
a obtener una formula sencilla para describir estas cantidades. Pero lo que si tendremos es
una regla de recursién que nos permitird calcularlos todos (construyendo un triangulo como
el de Pascal de los coeficientes bindmicos).

Recursién con los niimeros de Stirling de segunda especie

Queremos representar los valores de S(n, k) en un triangule del tipo

Q.
n=1 5(1,1)

n=2 5(2,1) | 9(2,2) /

n=3 S(3,1) [ S(3,2)[.5(3,4) /
n=4 S(4,1)|5(4,2) | S(4,3){S(4,4) /

3
k=4
k=5
k=6
n=>5 5(5,1)|865,2) [ 565,3) | 5(5,4) | 5(5,5) /(/, k=1

n="71 S(7,1)]8(7, 2y }s(7,3) | S(7,4) | 8(7,5) | (7,6) | S(7,7)

(observemos que los indices n y k recorren un rango distinto que en los coeficientes bindmicos).
Sabemos que S(n;n) = S(n,1) = 1 para cada valor de n, asi que tenemos los valores de
la frontera del triangulo. Inspirados por el caso de los coeficientes bindémicos, querriamos
expresar S(n, k) en términos de nimeros de Stirling de primer indice n — 1, nimeros del tipo
S(n —1,e) (como segundo indice, quizés k, quizés k — 1, k — 2, etc.).

Para conseguir algo asi, vamos a necesitar relacionar particiones de n simbolos con parti-

ciones de n — 1 simbolos. Lo haremos clasificando las particiones de {1,...,n} dependiendo
de lo que pase con uno de los simbolos, por ejemplo el dltimo, n. Caben dos posibilidades
(disjuntas):

Caso 1| El bloque que contiene a n mo contiene ningun otro elemento. Consideremos una
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190 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

entre los bloques. Lo tnico que hacemos es identificar el bloque que contiene a n (y que no
contiene nada més). Pero ahora que sabemos que el elemento n va en un bloque (y por su
cuenta), lo que tenemos que hacer es decidir el resto; esto es, tenemos que construir una
particién del conjunto {1,...,n — 1} en k — 1 bloques no vacios. Asi que las recetas “quitar
el bloque {n}” o “anadir el bloque {n}” nos proporcionan el diccionario (la biyeecién) que
nos permite concluir que hay tantas particiones de {1,...,n} en k bloques de manera que el
elemento n vaya solo en un bloque como particiones de {1,...,n — 1} en k.~ 1 bloques no
vacios. Esto es, hay S(n — 1,k — 1) de ellas.

El bloque que contiene a n tiene, ademads, otros elementos. jPodremos contar con
la misma receta? Veamos un ejemplo: sea X = {1,2,3,4} y k= 2. Las particiones que nos
interesan son tales que el bloque que contiene al 4 tiene, ademas, otros elementos. Dos de
ellas, distintas, serian

1,2)U{3,4) v {31U{1,2,4}.

Ahora no podemos hablar de “quitar el bloque {4}”, pero atin podriamos intentar una receta
del tipo “quitar el elemento 4”. Pero vemos que ésta no es una buena receta, porque

{1,2} U{3,4} — {1,2}U{3}
{3tu{1,2,4} — {1,2} U {3}

] — jdan lugar a la misma particién!

Atn asi, esto nos proporciona la idea que nos permitird resolver la cuestién. Pensemos en
el proceso al revés, “anadir 4”. Si tenemos la particiéon de {1,2,3} en dos bloques, pode-
mos situar el simbolo 4 en cualquiera de los dos bloques para dar lugar a una particién de
{1,2,3,4} en dos bloques de manera que el 4 esté acompanado:

{1,2,4} U {3}

{1,2} U {3} — { (1,2} U {3,4)

Y lo importante es que sigue habiendo dos bloques, dos posibles emplazamientos del simbolo 4.

Hagamos el ‘argumento en general: tenemos las S(n — 1,k) particiones del conjunto
{1,...,n— 1} en k bloques. Y para cada una de ellas, anadimos el elemento n; tendremos k
posibilidades para colocarlo:

{ooon} )
) T P

=

(e —

k bloques

{3 {0}

Sélo queda convencerse de que con este procedimiento tenemos todas las particiones de

r D I 1 1 I =
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3.3. Particiones y descomposiciones 191

Con esta regla y los valores frontera tenemos codificada toda la informacién sobre los niimeros
S(n, k); y podemos construir el andlogo al tridngulo de Pascal.

n =2 1 1
k=5

R
[

— ~

1 1

n=4 ‘ ‘ /

n=>5 ‘ 1|15 25| 10] 1 ‘ %
n=6 ’1|31|90|65|15|1‘ /
n="71 ‘ |63|301|350|140|21| ‘

Observemos que ya no tiene la simetria que presentaba el
tridngulo de los coeficientes binémicos. La regla de recursiéon Sn—1,k—1) | Sn-1k)
se interpreta, graficamente, como aparece a la derecha, donde ks
la flecha de la izquierda, mas oscura, nos indica que no hay \;, (n:)
que sumar el nimero de Stirling, multiplicado por su valor ’
de k.

Los valores de los niimeros de Bell B(n) se obtienen, por supuesto, sumando en cada fila.
También hay para ellos una relacién-de recursién (véase el ejercicio 3.3.3).

Numeros de Stirling y aplicaciones sobreyectivas

Una interpretacién alternativa de los nimeros S(n, k) tiene relacién con el nimero de
aplicaciones sobreyectivas de un conjunto de n elementos en uno de k elementos. Cuan-
do establezcamos esta relacién, encontraremos, ademads, una férmula explicita para S(n, k),
aprovechando que ya en el ejemplo 3.1.8 obtuvimos, via el principio de inclusién/exclusion,
una férmula que contaba el nimero de aplicaciones sobreyectivas.

Sean dos conjuntos X' e ) con tamanos |X| = n y |V| = k; supongamos, como siempre,
que X = {1,...yun} e Y = {1,...,k}. Ya vimos, en el ejemplo 3.1.8, que el nimero de
aplicaciones sobreyectivas entre X e ) es

';z;<—1>j (5) -

Ahora construyamos este tlpo de aphcamoneb de una forma dlbtmta La prunera observamon
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192 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Con esta idea en mente, construyamos las aplicaciones sobre-
yectivas de X’ en ) con el siguiente procedimiento: (1) partimos
primero el conjunto X en k bloques no vacios. Esto se puede
hacer de S(n, k) maneras distintas. (2) Ahora sélo queda de-
cidir a qué elemento de ) hacemos corresponder cada uno de
estos k bloques; esto es, tenemos que ordenar estos k bloques,
permutarlos. Y sabemos que hay k! maneras de hacerlo.

Asi que, en total, hay k! S(n, k) aplicaciones sobreyectivas de {1;...,n}en {1,...,k}. Si
comparamos con el resultado que obteniamos con el principio de inclusién/exclusion, llegamos
a la férmula para los S(n, k) que buscdbamos:

k—1 k

S (5) whany
j=0

O, si queremos, en una formulacién alternativa,

m=1

| =

S(n, k) =

o

que se puede obtener sin més que cambiar el indice de sumacién (de j pasamos am = k—j) y
utilizar las propiedades de los coeficientes binémicos. En términos de bolas en cajas, S(n, k)
contaba el nimero de distribuciones de n bolas numeradas en k cajas idénticas (sin cajas
vacfas). Ahora vemos que k! S(n, k) cuenta el nimero de distribuciones de n bolas numeradas
en k cajas numeradas (sin cajas vacias).

Calculemos, utilizando la férmula anterior, S(n,2):

w0 G e () -3+ (]2

m=1

como ya vimos en el ejemplo 3.3.3. Para el nimero S(n,n — 1), la férmula nos da

St —1) = U nzl(—m <”7; 1) m"

(n—1)! 2=

Toda esta complicada suma vale, recordando el ejemplo 3.3.2, simplemente. . . (g)

EJjEMPLO 3.3.4 Una identidad para los niumeros de Stirling de seqgunda especie.

Atun podemos extraer mas informacién de esta relacién con las aplicaciones. Si |X| = n y
|Y| = k, sabemos que en total hay k™ aplicaciones de X en ). Podemos construirlas de
la siguiente manera: las imagenes de los elementos de X son una serie de elementos de ),
digamos j de ellos, donde 1 < j < k (el resto no tendréd preimagen). Entonces,
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3.3. Particiones y descomposiciones 193

Con este proceso hemos probado la siguiente identidad:

oy (%) 505

Jj=1

En esta identidad podemos cambiar el limite superior de sumacién a n (también podemos
poner min(n, k), o incluso +oo, por la presencia del coeficiente binémico).

Ahora observemos que, para n fijo,
k”:Zk:(k:—l)---(k—j+1)5(n,j) para todo k- > 1.
j=1

De esto se deduce que

1:":Zw(m—1)~--(x—j+1)5(n,j) para todo x € R,
j=1

pues se trata de dos polinomios de grado n que coinciden en todos los enteros (sobre estas
cuestiones de polinomios volveremos en la seccién 4.6). Usaremos esta expresién mas adelante
(véase la pagina 195). )

3.3.2. Descomposicion de permutaciones en ciclos

Ahora trabajaremos con permutaciones de un conjunto con n elementos, el habitual
{1,...,n}. Ya sabemos que toda permutacién se puede descomponer en ciclos de forma
tnica (con las salvedades de escritura habituales). En principio, el niimero de ciclos que pue-
de tener una permutacién es cualquier nimero entre 1 (las permutaciones ciclicas) y n (por
ejemplo, la permutacién identidad). Y la pregunta natural es: jcudntas permutaciones tienen
un numero determinado de ciclos? Llamemos

z(n, k) =4 {permutaciones de {1,...,n} que tienen exactamente k ciclos} .

A estos numeros se-les suele llamar nimeros de Stirling (sin signo) de primera especie. Por
razones histéricas'®, los niimeros de Stirling de primera especie, s(n, k), se definen de
una forma un poco diferente: s(n, k) es el nimero tal que

(—1)”_k s(n, k) = # {permutaciones de {1,...,n} que tienen exactamente k ciclos} ,

de manera que pueden tomar valores negativos.

Fn nrincinin lne rancas do nardmotras ane congidoraromags cordn o 1~ L 1 Par 1in3
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194 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

La primera observacién que podemos hacer sobre estos niimeros de Stirling es que, como
hay n! permutaciones en total, para cada n > 1,

S0 Hs(n, k) = 3 ls(n, )| = nt.

E>1 E>1
Como no hay permutaciones que tengan mas ciclos que nimero de elementos tenga el con-
junto X, diremos que, dado n > 1,

s(n,k)=0 sik>n.

Asi que podremos representar estos nimeros de Stirling de primera especie en un tridngulo a
la Tartaglia. Busquemos los valores de la frontera de este triangulo y una regla de recurrencia.
Si k = n, la tnica permutacién que tiene tantos ciclos como elementos hay es la identidad:

s(n,n) =1, paracadan >1.

El otro caso extremo seria considerar k = 1. Las permutaciones de {1,...,n} que son, ellas
mismas, un ciclo, las llamédbamos permutaciones efelicas;y ya sabemos (véase la pagina 170)
que hay (n — 1)! de ellas. Asi que, para cada n > 1,

s(n,1) = (=1)" 1t (n—1)!.

Ya tenemos los valores en la frontera, y ahora buscaremos la regla de recurrencia.

Démonos un conjunto de n elementos; digamos {1,...,n}, y consideremos todas las per-
mutaciones de este conjunto que tienen exactamente k ciclos. El argumento es analogo al
que empledbamos para los nimeros S(n, k): nos vamos a fijar en la posicién que ocupa un
elemento especial, n.

= Si n forma un ciclo por si mismo, entonces, al quitarlo, nos queda una permutacién de
{1,...,n — 1}‘eon exactamente k — 1 ciclos.

= Kl otro caso es'cuando n forme parte de un ciclo junto con otros elementos. Al quitar n
y pasar a permutaciones de {1,...,n—1}, no cambiara el nimero de ciclos. Pero, como
para los S(n, k);encontramos algin problema: por ejemplo, si quitamos el 4,

Ou(3,2) 0 Oa(1, 4)  THELL - (9,(32)O5(1)
O1(3,2,4) 0 Og(1)  TELL - (9,(32)O3(1)

Conviene aqui pensar “al revés”, aunque el argumento también podria ser directo.
Partimos de una permutacién de {1,...,n — 1} con k ciclos, que tendrd un aspecto
semejante a

Onot(al, ... a) o On1(a2,... a2) o... 0o Op_1(ak, ... ak).
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3.3. Particiones y descomposiciones 195

Con todo esto, ya podemos escribir que

permutaciones permutaciones permutaciones
#q de{l,....n} p=Mnm—-1)#q de{l,...,n—1} p +# de {l,...,n~1}
con k ciclos con k ciclos con k — l-ciclos

lo que nos daria la relacién de recurrencia
zn,k)=(n—1)z(n—1,k)+2(n—1,k—1).

En términos de los nimeros de Stirling de primera especie,

‘s(n,k):—(n—l)s(n—l,k)—i—s(n—l,k—l)‘

Con esta regla y los valores frontera, podemos rellenar los valores del tridngulo de los s(n, k):

X
i T //

1
k=2
k=3
k=4
/ k=5
n=3 2 —3 1 /
n=4 6 |1 | -6 1 /’“—6

n=>5 24 | =50 35 | =10 1

n==6 —12071 274 [—-225) 8 | —15| 1

Los valores de z(n, k) se leen, simplemente, quitando el signo en los valores del tridngulo.

Relacién entre los nimeros de Stirling de primera y segunda especie*

Nota: Avisamos al lector de que este apartado requiere cierta familiaridad con los con-
ceptos de espacios vectoriales y bases.

Las familias de nimeros S(n, k) y s(n, k) no tenian, cuando aparecieron en la literatura,
el sabor combinatorio que aqui les estamos dando: particiones de conjuntos en bloques y
particiones de permutaciones en ciclos. Stirling estaba interesado en otras cuestiones, de tipo
mas algebraico, y que por su interés pasamos a esbozar, dejando para los ejercicios algunos
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196 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Por comodidad, tomamos el limite inferior de sumacién como 0. Para ello, es conveniente
definir S(n,0) = 0 para cada n > 1, pero S(0,0) = 1.
Los ntimeros de Stirling de primera especie verifican una relacion de estruetura analoga

a la anterior:
n

x(x—1)---(x—n+1) :Zs(n,k)xk.
k=0
Aqui, de nuevo, conviene definir s(n,0) = 0 para cada n > 1y s(0,0) = 1. Probar esta iden-
tidad es un ejercicio sencillo de aplicacién del principio de induecién (véase el ejercicio 3.3.8).
Volveremos a encontrarnos con esta identidad cuando tratemos las funciones generatrices
exponenciales (véase el ejemplo 15.3.2) y la Teoria de Pélya (véase el capitulo 16).

El espacio de los polinomios p(z) con coeficientes reales’es un espacio vectorial (de dimen-
sién infinita, pero numerable). Podemos tomar como base de este espacio vectorial la base
estandar, dada por

By = {;rk},jio = {1,z 2%, 23 0.},
que es la que se usa habitualmente y la que se utiliza en la definiciéon de polinomio como una
combinacién lineal de potencias de x.

Pero en realidad cualquier coleccion de polinomios en la que cada uno tenga uno de los
grados posibles valdria también como base (jcerciérese el lector!). Por ejemplo, la base de los
factoriales decrecientes,

By = {x(:c—l)--o(x—k:-i-l)}zioz {l,z,z(x —1),2(x —1)(x — 2),...}

(obsérvese la especial interpretacion del caso k = 0).

Lo ilustramos con un ejemplo; que analizamos a mano: partimos del polinomio p(z) =
142z + 323, cuyos coeficientes en la base By son, por supuesto, (1,2,0,3,0,0,...). Tras unas
ciertas manipulaciones algebraicas, el lector podré llegar a que

p(x) =1t 4z + 32 = 1 + 4o + 92(z — 1) + 32(x — 1)(z — 2),

que nos dice que los coeficientes de p(x) en la base By son (1,4,9,3,0,0,...).

Si el polinomio esta escrito en la base Bg, pasarlo a la base Bs es sencillo: basta multiplicar
todos los factores e ir agrupando los términos de igual grado. El otro camino es algo mas
laborioso.

Precisamente las expresiones

1:”:ZS(n,k)x(:c—l)-u(:z:—k—Fl) y x(m—l)'--(x—n—kl):Zs(n,k):z:k
k=0 k=0

constituyen un diccionario para pasar de una base a la otra. La de la izquierda cambia de la
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3.3.3. Particiones de enteros

Ahora nos interesa contar de cuantas maneras se puede escribir un cierto entero positivo
n como suma de enteros positivos, donde el orden de los sumandos es ahora irrelevante. Cada
una de estas formas sera lo que llamaremos una particion de n; y cada uno de los sumandos,
una parte. Por ejemplo,

= 1+1+1+1+1
= 1+1+4+1+2

= 1+2+2
1+14+3

= 243

= 1+4

= 5

SN TG IS S TS A
I

Obsérvese que, por ejemplo, 5 = 2+ 3 y 5 = 3 + 2 representan la misma particién. Por
comodidad, se suelen escribir los sumandos de menor a mayor; a veces incluso se abrevia de

la siguiente forma:
11=2+42+242+3=[2'3],

donde 2% nos recuerda que hay que sumar cuatro doses.

Démosle nombre a las cantidades de interés: primero,
p(n) = #{particiones de n}.

En nuestro analisis consideraremos unas particiones especiales, las particiones de n que tienen
exactamente k partes; al niimero de ellas lo llamaremos pi(n). Obviamente, se cumple que

p(n) = pi(n)

k>0

(en realidad el sumatorio sélo va desde 1 a n). Por ejemplo, p(5) = 7, mientras que p3(5) =
2. En general, cuando queramos contar el nimero de particiones de n que cumplan una
determinada propiedad, escribiremos

p(n | la particién cumple cierta propiedad)
Asi, por ejemplo, los pg(n) que acabamos de introducir corresponden a

pr(n) = p(n| el nimero de partes es exactamente k) .
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198 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Las particiones de un entero n nos recuerdan a lo que llamabamos composiciones de n
(véase la subseccién 3.1.3). Se diferencian de ellas en que ahora el orden de presentacién de
los sumandos no es relevante, pero quizas nos puedan ser utiles. Veamos el ejemplo de n = 5:

Particiones de 5 Composiciones de 5
1+41+14141 «— 14+1414+1+1
1+14+142
2414141
1+24+141
2+1+1+1
1+242
1+242 «— 24+1+2
24241

943 243
342

Pero no parece sencillo encontrar el diccionario” entre estos dos problemas: el niimero de
composiciones que corresponde a cada. particion depende (y no queda claro de qué manera)

1414142 «——

de la particién en si.

Estimaciones de tamano

Una vez que ha fracasadoe nuestro primer acercamiento a la cuestién, nos ponemos menos
ambiciosos y nos planteamos estimar el orden de magnitud de, por ejemplo, los ntmeros
pr(n).

Obsérvese, antes de nada, que p(n) crece con n: a toda particién de n — 1 se le puede
anadir un 1 para obtener una de n (asi que de n al menos hay tantas particiones como de
n—1).Y lo mismo ocurre para p(n) (si fijamos k) porque, dada una particién de n, digamos

n=a+---+ag,

entonees, por ejemplo, (a; + 1)+ - -+ 4 ai es una particién de n+ 1 (con el mismo nimero de
sumandos). Obsérvese que este procedimiento no siempre crea el mismo nimero de nuevas
particiones. Por ejemplo, a partir de 4 = 2 4+ 2 obtendriamos sélo 5 = 2 + 3, mientras que a
partir de 4 = 1 4+ 3 podriamos obtener 5 = 2 + 3 y también 5 = 1 + 4.

Recuperemos el (aparentemente inttil) acercamiento al problema en términos de las com-
posiciones de n. Desde luego, fijados n y el nimero de sumandos k, al menos hay tantas
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3.3. Particiones y descomposiciones 199

No estd mal, pero podemos mejorarla, con un argumento mas fino. Observemos que, en el
ejemplo numérico anterior, a la particion 2 4+ 3 le corresponden exactamente tantas com-
posiciones (dos) como permutaciones de los sumandos (porque todos estos sumandos eran
distintos). Con esta idea en mente, consideremos las particiones de n en k partes. Este con-
junto tiene exactamente el mismo tamano que el conjunto de soluciones de

1 +xo+ -+ xp=n
1<z <y <o Sy

Obsérvese que, para evitar escribir la misma particién varias veces, ordenamos/(por ejemplo de
menor a mayor) los k términos. Sobre esta relacién entre particiones y soluciones de ecuaciones
diofanticas profundizaremos en la seccién 12.2. Compare el lector el tipo de restricciones
sobre las variables que aqui aparecen con las que obteniamos con.la relaciéon analoga de
composiciones y ecuaciones diofanticas (véase la subseccion 3.1.3): alli eran del tipo z; > aj,
donde los ntimeros a; eran fijos. Aqui, la cota sobre un x; particular depende de los valores
que asignemos a las restantes variables.

Si ahora hacemos el cambio de variables
Ti=wx;+(i—1), paracadal<i<k

(un cambio andlogo al que hicimos la subseccién 3.1.8, al comparar multiconjuntos y compo-
siciones), los nimeros Z; mantienen el mismo orden que tenfan los x;, pero son ahora todos
distintos (los hemos “separado”). La suma de estos nuevos nimeros vale

k k k k k—1 Kk — 1)
Zii:Z(aji+i—1) :in+2(i—1):n+2j:n+—2 :
=1 =1 =1 =1 7=0
Asi que pi(n), que antes veiamos que coincide con el nimero de soluciones (z1,...,zy) del

problema de arriba, resulta ser también igual, tras esta biyeccién/cambio de variables, que
el nimero de soluciones de

T+ Zo+ -+ T =n+k(k—1)/2
1<z <Tp<--<F
Por ejemplo, del entero 6 hay tantas particiones con tres sumandos como soluciones tenga
T1+x9+23=20
{ 1<z <x9 <3

Hay tres de estas particiones; las escribimos a la izquierda, y a la derecha escribimos su
traduccién en términos de las 7; (al valor de x1 hay que sumarle 2, al de x5 le sumamos 1, y
x3 lo dejamos como estd):

T
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200 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Pero ahora, como las z; son todas distintos, cada permutacién de una lista solucién (Z;, . . ., Tg,)
genera una composicién distinta de n+ k(k —1)/2 con tamano k. En el ejemplo, la particién
de 9 dada por 1+ 2 4 6 da lugar a las 3! = 6 composiciones de 9 siguientes:

1+2+6, 1+6+2, 241+6, 2+6+1, 6+1+2, 6+2+1.

Pero por supuesto no estan todas (por ejemplo, la composicién de 9 dada por 3+ 3+ 3 no la
podemos obtener de esta manera), asi que

k(k—1) k(k—1)

No queda claro, por el aspecto, si esta nueva estimacion es mejor .que la que obteniamos
antes. Se requieren algunos cédlculos con limites (véase el‘ejercicio 3.3.10) para comprobar
que tenemos una mejora de, esencialmente, un factor 1/k! extra.

Para completar este andlisis del tamano de pg(n), buscaremos ahora cotas por debajo. Lo
vamos a hacer con el argumento méas simple posible: dada una particién, podemos permutar
sus k sumandos particién para obtener composiciones (aunque, por supuesto, no todas ellas
seran distintas). Por ejemplo, la particién 5 = 142+ 2, que tiene tres sumandos, daria lugar,
en principio, a 3! = 6 posibles ordenaciones de los sumandos de las que, en realidad, sélo
hay tres composiciones distintas, 1 +2+2,2 4+ 142y 2+ 2+ 1. No es una estimaciéon muy
precisa, pero va justo en el sentido que queremos:

k!pk<n>z<2_1) S pk<n>z%<zj).

Ahora reunimos toda la informacién y concluimos que

L= 1 1 [+ R
i < < = 2 )
m<k—1>—p“m-m< k-1 )

Estas acotaciones, validas para todo n y para cada k = 1, ..., n, aunque no sean muy precisas,
son suficientes para obtener (constltese el ejercicio 3.1.3), utilizando la férmula de Stirling,
que, para k fijo,

nk—l

Tk (k- 1)

pr(n) cuando n — 0.

Diagramas de Ferrers y recursion

Los diagramas de Ferrers son una manera muy ttil y visual de representar una parti-
cion de n. Se trata de dibujar tantas filas como sumandos tenga la particién y en cada fila
colocar tantos simbolos (digamos x) como nos diga el tamano del sumando en cuestién (los
colocaremos en orden inverso de tamanos). Por ejemplo,

QO — 112218 Q — 1 11 11 1.2 2
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3.3. Particiones y descomposiciones 201

Con estos diagramas de Ferrers podemos probar graficamente varios resultados sobre
particiones y, en particular, obtener diversas férmulas de recurrencia que faciliten el calculo
de los nimeros pg(n). El siguiente resultado es clave en todo esto:

Teorema 3.3 Dadon > 1 y un entero k entre 1 y n,
p(n | con no mds de k partes) = p(n + k| con k partes)

(la cantidad de la derecha es lo que hemos dado en llamar pg(n+k)).

DEMOSTRACION. Vamos a establecer una biyeccién entre los dos conjuntos de particiones.

X X X X X Si tenemos una particion de n + k con k partes, su diagrama de
X X X X Ferrers tendra k filas (y n + k simbolos en ‘total). Si borramos la
X X X X primera columna, obtenemos'el diagrama de Ferrers de una par-
k filas % % ticién de n (hemos borrado k simbolos x) que tiene, a lo sumo,
» k partes (el peor caso es que no hubiera unos en la particién, de
g forma que al eliminar la primera columna no harfamos desaparecer

ninguna fila).

En el otro sentido la situacién es la misma: dada un particién de n con no mas de k
partes, al anadir una primera columna de k simbolos, obtenemos una particiéon de n + k con
exactamente k partes. |

Teorema 3.4 (primera regla de recurrencia) Dado n > 1 y un entero k entre 1 y n,

k

pi(n)= pj(n—k).

j=1
DEMOSTRACION. Del teorema anterior sabemos que
pr(n) = p(n|k partes) = p(n — k |no méas de k partes).

Y si clasificamos las particiones de n—k con no mas de k partes segin el niimero de sumandos
de que consten, terminamos la demostracion:

k

k
pr(n) = Zp(n — k| exactamente j partes) = ij (n—k).
j=1

J=1 |

Lo interesante de este resultado es que es una auténtica regla de recurrencia, porque
permite calcular el valor de pi(n) si conocemos ciertos valores del niimero de particiones con
pardmetros mas bajos (particiones de n — k y nimero de sumandos hasta k). Pero, como
siempre, necesitaremos unos valores frontera:
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202 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Con estos valores frontera y la regla de recurrencia, podemos ir generando todos los valores
de pi(n) (y sumando en filas, los correspondientes p(n):

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10k=11k=12k=13 k=14

n=1 1 p(1) =1
n=2 1)1 p(2) =2
n=3 11111 p(3) =3
n=4 11211 p(4) =5
n=>5 1121211 p(5) =17
n=6 11313 ,2|1]1 p(6) =11
n="1 11314132111 p(7) =15
n=38 11415 5|3[2]1]1 p(8) =22
n=9 114171653 [2]1]|1 p(9) =30
n =10 1151819753211 p(10) = 42
n=11 1|5 1041110, 7|5 |3 }2|1]1 p(11) =56
n=12 116 (1215|1314 7|5 (32|11 p(12) =177
n=13 116 |14/18/18|14 (11} 7./ 5|3 |2 |1]1 p(13) = 101
n=14 1] 7116232312015 /11| 7|5 (3|2 |1|1]| p14=135

k

!

ros p(n), generando los primeros niime- p1(n—Fk)|pa(n—k) e w(n—k) n—k
ros primos hasta n = 6; pero luego,
ijqué penal, ya no funciona la regla. La
interpretacion gréafica dela recurrencia
es la que aparece en el esquema de la
derecha: para calcular pg(n) sumare-
mos los primeros k valores de los que
estan en la fila n — k:

Arranca bien, la sucesion de los niime-

pr(n) n

Aun podemos obtener una ecuacién de recurrencia mas cémoda. Veamos un ejemplo:
EJEMPLO 3.3.5 Como p3(10) = 8, del entero 10 tendremos ocho particiones con tres partes.

Las ocho particiones son
1+148 24+2+6
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que tengan menos partes. Observemos que hacer eso con las cuatro de la izquierda es trivial:
basta quitar un sumando 1 de cada una de ellas para obtener particiones de 9 con tinicamente
2 partes. Un poco mas problemadticas son las cuatro de la derecha, las que no tienen unos.
Quitar un sumando ya no es una regla adecuada: jcudl quitamos, un 2, un 37 Nos quedarian
particiones a veces de 8, a veces de 7. Pero tenemos una ventaja: estas particiones no tienen
unos, asi que con seguridad podremos restar una unidad (digamos, al sumando mds pequeno)
y seguiremos teniendo una particién legal (de 9, en este caso). &

Esta es la idea del siguiente resultado:

Teorema 3.5 (segunda regla de recurrencia) Dado n > 1 y un entero k entre 1 y n,

P(n) = proi(n = 1) + pi(n — k)|

DEMOSTRACION. Observemos primero la interpretacién grafica
de esta recurrencia (sobre la tabla de la pagina anterior); esla
que aparece en la figura de la derecha. Comparandola con la
de la otra regla de recurrencia, nos damos cuenta de que, en
realidad, esta regla de recurrencia se deduce de la anterior: el

pr(n—k) | n—k

valor de py_1(n — 1) es la suma de los p;(n — k) de indices j :
menores que k. Mas formalmente, pra1(n—1)|
k k-1 \\ !
pr(n) =Y pj(n— k) =pr(n — k) + >_pj(n — k)
7=1 j=1 Pr(n) n
k—1
=pe(n—k)+ > pi((n—1) = (k= 1)) = pr(n — k) + pp_1(n — 1),

j=1

donde hemos utilizado, en dos ocasiones, la regla de recurrencia del teorema 3.4. El lector
puede entretenerse en probar este resultado a partir, directamente, de los diagramas de Ferrers
(por ejemplo, distinguiendo entre las particiones de n con k partes que contengan unos de
las que no). )

Si‘en el diagrama de Ferrers de una particién de n intercambiamos filas por columnas
obtenemos otra particién de n (posiblemente la misma), porque no alteramos el nimero de
simbolos. Hagdmoslo, por ejemplo, para la particién de n = 18 codificada como [123245],
cuyo diagrama de Ferrers aparece a la izquierda:

X X X X X X X X X X X
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204 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

La particién inicial constaba de seis partes, y el mayor de estos sumandos era un 5. Ahora

obtenemos una particiéon de 18 que tiene cinco partes y cuya parte mayor es 6, en concreto
[12456].

En general, si en una particion A intercambiamos filas por columnas, obtenemos una
particién X, que se denomina su conjugada. Esta transformacién intercambia los papeles
del nimero de partes y el tamano de la parte mayor (como ocurria en el ejemplo). De hecho,
la transformacién A — )\ es una biyeccién entre las particiones de nque tienen k partes y
las particiones de n cuyo mayor sumando es k; es lo que prueba el siguiente resultado:

Teorema 3.6 Dados unos enteros positivos n y k,
p(n| su mayor sumando es k) = p(n| k partes) =px(n).
Y, por tanto,
p(n| su mayor sumando es < k) = p(n| no-mas de k partes) ,

que ya hemos visto que coincide con pg(n + k).

Particiones con todos los sumandos distintos

De entre las multiples particiones con restricciones que podemos considerar, unas espe-
cialmente relevantes son aquéllas que tienen todas sus partes (sus sumandos) distintos. Los
primeros casos son sencillos de determinar:

particiones numero
1 1

2

1'+2,3

1+3.,4

1+4,243,5

1+5,244,14+2+3,6
1+6,24+5,3+4,1+24+4,7
1+7,246,3+5,14+24+5,14+3+4,8

0 . O Tk W N — |3

S T = W NN

Para algunos valores de n, pero no para todos (por ejemplo, si para 3, 4 y 6, pero no para
1, 2 6 5), la mitad de estas particiones tienen un nimero par de sumandos, y la otra mitad
tiene un nimero impar de partes. Consideremos entonces, para cada n > 1, las dos siguientes
cantidades:

Ppar(n) = p(n| nimero par de partes, todas distintas)
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3.3. Particiones y descomposiciones 205

Teorema 3.7

(=)™, sin="Bm=E1) para cierto entero m,

ppar(n) - pimpar(n) =
0, en el resto de los casos.

DEMOSTRACION. Dada una particién A de n (con todas sus partes distintas), llamemos «/(\)
al tamano del menor sumando de la particién y S(A) al nimero de partes que, empezando
por la mayor, se diferencian de la anterior en una unidad. Graficamente,

X X X X X X X
X X X X XX 6=3

X

X

X X X X X X
X X X X

X X X

X

Para definir la transformacién que estamos buscando; distingamos dos casos:

Démonos una particién A de n, con todas sus partes distintas, tal que a(\) <
B(N). Construimos la particiéon A\* con la siguiente receta: quitamos el menor sumando de la
particiéon A\ y anadimos sus « simbolos a las o partes mayores de la particion:

A A*
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
><><><><><><><><}ﬂ:3 X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X —> X X X X X
X X X X X X X X
X X

——

a=2
Lo que obtenemos asi es una particion de n cuyas partes siguen siendo todas distintas; pero
su numero de partes se diferencia en uno del que tuviera A (asi que si la de partida tiene un
numero par, la de llegada lo tendra impar, y viceversa).
Supongamos ahora que a(A) > [(A). La trasformacién consiste ahora en quitar los
B tltimos sfmbolos de las 5 mayores partes y colocarlos como un nuevo sumando (sera el
més pequenio). Por ejemplo, dibujemos un caso con a« =3y = 2:

A A*
X X X X X X X X X s—2 X X X X X X X X
X X X X X X X X N X X X
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206 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

Pero hemos de ser cuidadosos antes de afirmar que las transformaciones A — A* son
una biyeccién entre los conjuntos de particiones de n (con todas las partes distintas) con un
numero par y un nimero impar de partes. Porque hay ocasiones (valores de n) en que las
reglas descritas no producen particiones legales; veamoslas.

Consideremos el siguiente ejemplo: queremos partir el entero n = 35. Aunque por ahora
no parece ser relevante, senalemos que

5

35
2

(3x5—-1)

(marcamos en negrita el 5, luego veremos por qué). Ahora consideramos una particién de 35
(con todas las partes distintas), y con a = 3, digamos iguales a 5:

Deberiamos aplicar la primera regla, pero obtendriamos con ella algo que no representa una
particion legal de 35. Esta situacion se presentard siempre que tengamos o = § = m y haya
un solapamiento como el que indica el dibujo anterior. Pero ese solapamiento se produce

porque hay exactamente m partes, que sonm, m+ 1, ..., 2m — 1. Asi{ que se tendrd que
e e (m—1)m m
: 2 . 2 -
n = m =m =m = 3m —1).
]E_O( +J) +j§_lj + 5 5 Bm—1)

Es decir, si n se escribe como m(3m —1)/2, para cierto entero m (ndtese que 35 es un nimero
de éstos, con m = 5); entonces la regla A\ — A\* no funciona para las particiones de n que
tengan a = 3. Queda como ejercicio para el lector que la diferencia entre las particiones con
un nimero par y-un nimero impar de partes es, en este caso, (—1)™.

Ahora tomemos el entero 26, que se puede escribir como
4
26:5(3><4+1),.

Y consideremos una particién suya con « > 3, por ejemplo la particion A de la figura, a la
que le aplicamos la segunda regla:

A A¥
X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X x X X X X X X X
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3.3. Particiones y descomposiciones 207

ha de ocurrir que

m

m
n = m+j) =m?+ ':m2—|—n(m7+1)zm3m+1.
;( 7) ;J 5 5 ( )
Resumiendo, la transformacion A — A* es una biyeccién entre los conjuntos que nos interesan
si n no coincide con % (3m 4 1). Y en estos casos, tenemos una particion de més a uno de los
lados. El que ppar (1) ¥ Pimpar (n) difieren en una unidad (hay un (—1)™) queda como ejercicio.
En todo caso, obtendremos todos estos resultados, quizas de una forma mas natural, cuando

hagamos el analisis con funciones generatrices. |
Los ntimeros que aparecen en el teorema anterior,
m

reciben un nombre especial: son los nimeros pentagonales, cuyos primeros valores son

‘mzl m=2 m=3 m=4 m=5 m=6 m=7

2

Bm-1)] 1 5 12 22 35 51 70

Bm+1)| 2 7 15 26 40 57 77

SIERSE

La explicacién de este nombre, al menos para la primera fila de la tabla anterior, reside en
la casi inmediata identidad

—_

wim) = S (Bk+1),
k=0

y su interpretacién geométrica:

\a®;

1 1+4=5 1+4+7=12 1+4+7+10=22

Este resultado, que involucra los niimeros pentagonales, puede parecer sélo una curiosidad;
pero veremos en su momento, cuando hagamos el andlisis con funciones generatrices, que
serd de gran utilidad para obtener un procedimiento eficaz para calcular el valor de p(n).

Tarmhidn lac fiimrinnac cguaratricac nac narmitivedn neahar racultadoc caraa ol cicnionta (laca
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208 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

EJERCICIOS.

3.3.1 Compruébese que

st 2= (5) +3(5) ("2 )

Hdllese una férmula andloga para S(n,n — 3). Obténgase también una férmula para S(n,3).

Solucién. S(n,n—3) = (1) + (5)("2°) + () (") ("5") - S(n,3).= (3" 1 =27 +1) .

3.3.2 Pruébese que S(n+1,m+1) = Z (Z)S(k,m).

k=m

Sugerencia. Constriyase primero el bloque que contiene a n + 1. ‘

3.3.3 Eln-ésimo nimero de Bell B(n) cuenta el numero total de particiones del conjunto {1,...,n}
en bloques no vacios,

B(n) =Y S(n, k)
k=1

(véase una interpretacion alternativa en la subseccidn 3.5.1). Compriebese que, si definimos B(0) =1,
estos numeros verifican la siguiente relacion de recurrencia: para cada n > 1,

B(n) = i <’,L - 1>B(n —§), o, loque es lo mismo, B(n)= ZZS) (”; 1>B(k)

=N

(véase también el ejercicio 3.5.2).

‘ Sugerencia. Constrityanse las particiones en funcién del tamafio del bloque en el que esté el 1. ‘

3.3.4 Consideremos ahora el nimero de particiones del conjunto {1,...,n} en bloques no vacios, de
manera que los blogues van numerados (el orden dentro de los bloques sigue siendo irrelevante). A
este niamero lo llamaremos n-ésimo nimero de Bell ordenado, B(n). Compriebese que

B(n) =Y S(n,k)k!.

k=1

n

Priebese que, si definimos B(0) = 1, estos nimeros verifican la siguiente relacidn de recurrencia:

n n—1
B(n) = Z (Z)];(n —j) para cadan > 1, o, lo que es lo mismo, B(n) = Z (Z)E(k‘) :
k=0

j=1

‘ Sugerencia. Constriyanse las particiones en funcién del tamafno del bloque 1. ‘

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



3.3. Particiones y descomposiciones 209

3.3.6 Pruébese que Z s(n, k) =0.
k>0

n
n

3.3.7 Pruébese que z(n+ 1,k) = Z ( > lzln—1,k—1).
izo \!
3.3.8 Pruébese que x(x —1)---(x —n+1) = Z s(n, k) z*.
k>0

I Sugerencia. Utilizar induccién y las reglas de recurrencia para los s(n, k): ‘

3.3.9 Sea S la matriz (infinita) cuyas filas y columnas se indexan de 0 en adelante, y que en la filan
(n>0) y en la columna k (k > 0) tiene como registro el nimero de Stirling de sequnda especie S(n, k).
Sea s la matriz andloga para los nimeros de Stirling de primera especie, s(n, k).

(a) Supongamos que el polinomio p(x) tiene coeficientes (ay). en la base usual, y coeficientes (Ox) en
la base de los factoriales decrecientes. Esto es,

pla) = Yot = 3 Bl — 1) (o K+ 1)
k k

(recuérdese que [y corresponde al factor 1). Compruébese que
(a07ala"')'S:(ﬁo»ﬁla"') Y que (ﬁo;ﬁla"')'sz(a()aala"')7

donde el “7 significa el producto de matrices habitual.

(b) Compruébese que S-s=s-S =1, donded es la matriz identidad (infinita).

(c) Supongamos que f y g son dos funciones definidas en N tales que

n

Fl)=> " s(n, k) g(k).

Compruébese que, entonces,

Y reciprocamente.

(d) Verifiquese que
1 = (—1)F (2k)!
2—”:k Sn+1,k+1) I
=0

3.3.10 Para un k fijo, consideremos las dos siguientes cantidades:

n—1 1 /n—kED
ak(”)<k—1> ybk("”ﬂ( ko1 )

Compriebese, recordando el ejercicio 3.1.3, que lim,, oo [ar(n)/br(n)] = k!.

3.3.11 Si una particion \ coincide con su conjugada, se dice, por supuesto, que es autoconjugada.
Pruébese que p(n|autoconjugadas) = p(n|con partes distintas e impares).
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3.4. Distribuciones de bolas en cajas

Una gran cantidad de cuestiones combinatorias pueden ser descritas y codificadas en
términos de distribuciones de bolas en cajas. Asi que conviene tener a mano un vademécum
que incluya los principales casos, clasificados en funcién de si las bolas y las cajas son distin-
guibles o no (incluyendo, ademas, las restricciones mas habituales sobre la distribucion).

Las bolas seran los objetos que distribuiremos en las cajas, y supondremos que dentro de
las cajas el orden no es relevante. En los ejercicios de esta seccién hemos incluido, ademas,
algunas preguntas sobre distribuciones de bolas en tubos (cajas.en cuyo interior el orden
serd también importante).

En todo lo que sigue, los pardmetros n y k serdn enteros-positivos. Usaremos los términos
“idénticas” y “no numeradas” cuando los objetos de interés (quizés las bolas, quizas las cajas)
sean indistinguibles. Cuando sean distinguibles, también utilizaremos los términos “numera-
das” y “distintas”. Por ejemplo, cuando digamos que n cajas estan numeradas, querremos
significar que les hemos asignado nimeros distintos de 1 a n.

1. Bolas idénticas, cajas numeradas

Tenemos n bolas idénticas, que queremos distribuir en k cajas numeradas. En el dibujo que
aparece debajo de estas lineas a la izquierda vemos las n bolas, dispuestas a ser introducidas
en las cajas. A la derecha ya se ha hecho esa distribucién.

C@O IS Cu_,go@gu é@

Ch Co

Obsérvese que una tal distribucién queda completamente determinada si conocemos
“cudntas” bolas van-en la caja 1, cudntas en la 2, etc. Como las bolas son indistinguibles, no
tiene sentido preguntarse por qué bolas van en cada caja. Asi que, teniendo en cuenta nuestro
objetivo, una distribueién de éstas se puede codificar como una lista de nimeros (1, ..., xy)
cuya suma vale

T+ +Tp=n.
En principio, la tnica restriccién sobre los ; es que sean enteros no negativos.

Esta cuestién sobre el nimero de soluciones de ciertas ecuaciones diofanticas ya la ana-
lizamos con detalle en la subseccion 3.1.3, donde el lector podra revisar los detalles de los
argumentos que justifican las respuestas de este apartado. Los casos maés relevantes son:

= si no permitimos que queden cajas vacias (esto es, si exigimos que los z; hayan de ser
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3.4. Distribuciones de bolas en cajas 211

= En el caso general, en que permitimos que alguna caja pudiera quedar vacia, las res-
tricciones son z; > 0. Entonces k puede tomar cualquier valor y la respuesta es

<n+k:—1

> > 1.
b1 ) n>1,k>1

Otro tipo de restricciones para los z; (cotas por arriba y por debajo) fueron estudiadas en
la subseccion 3.1.3, y remitimos a ella al lector que pudiera estar interesado (véanse también
los ejercicios 3.4.1 y 3.4.2).

2. Bolas y cajas numeradas

Consideremos ahora n bolas numeradas y k cajas numeradas. La cuestion que nos interesa
nuevamente es determinar de cuantas maneras se pueden distribuir las bolas en las cajas,
pero ahora si que podemos (y debemos) distinguir qué bolas van en cada caja:

Soow L I | | = l6lle] - lea
Cl 02 Ck; Cl C’2 Ck

Este es también una cuestién que ya hemos tratado ampliamente. Teniendo en cuenta
los ingredientes del problema, la mejor manera de codificar una distribucién de éstas es
mediante una lista de n posiciones, en cada una de las cuales puede ir, en principio, un
elemento cualquiera del conjunto {1,...,k}. En la posicién j informamos de a qué caja (un
numero entre 1 y k) ha ido la bola .

En otros términos, que también hemos considerado, son las aplicaciones de un conjunto
con n elementos en uno con k elementos. Los casos mas relevantes son:

» si pueden quedar cajas vacias (esto es, si la lista es sin restricciones, o si queremos
contar todas las posibles aplicaciones), entonces k puede tomar cualquier valor y la
respuesta es

k,n

» Si nopermitimos cajas vacias (es decir, si en la lista deben aparecer todos los simbolos
de {1,...,k}, o bien si queremos contar las aplicaciones sobreyectivas), entonces n ha

de ser > k y la respuesta es
E!'S(n, k),

donde los S(n, k) son los nimeros de Stirling de segunda especie, a los que dedicamos la
subseccién 3.3.1 (alli podréd encontrar el lector férmulas explicitas para ellos, asi como
la regla de recursién que permite calcularlos).

= Supongamos ahora que nos interesa contar es el niumero de distribuciones de n bolas
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212 CAPITULO 3. LAS ESTRUCTURAS BASICAS DE LA COMBINATORIA

una cantidad que recibe el nombre de n-ésimo nimero de Bell ordenado, y que deno-
tamos por B(n). De estos nimeros ya hablamos en el ejercicio 3.3.4.

= Si exigimos que las bolas vayan en cajas distintas (lo que sélo es posible si n < k),
entonces la respuesta es

k(k—1)-(k—n-+1).

Recordamos también que si tenemos una informacion mucho. mas detallada, como es la de
que en la distribucién de las n bolas en k cajas vayan a; bolas en la caja j, donde los nimeros
ai,...,ar suman n, entonces la respuesta estd (véase la subseccion 3.1.5) en el coeficiente

multinémico
( n >
al,...,ar

3. Bolas numeradas, cajas idénticas

Tenemos n bolas numeradas, que queremos distribuir en k cajas idénticas. Estamos par-
tiendo un conjunto de n elementos en k bloques. Debajo de estas lineas exhibimos una distri-
bucion de éstas para n =9 y k = 5. Dibujamos los bloques como “montones desperdigados”
para insistir en la idea de que no estédn ordenados (no hay bloque 1, bloque 2, etc.).

8D ®
®0)
S0 0

0OO0 ®

Parece razonable suponer que los bloques sean no vacios!?. Entonces n ha de ser > k y
la respuesta es, simplemente,

S(n, k).

Si solo fijamos m, el nimero de bolas (numeradas), pero no el nimero de bloques, entonces
la respuesta es

S(n,j)
1

n

J

el nimero total de particiones del conjunto {1, ..., n}, que conocemos como el n-ésimo nimero

de Bell B(n).

4. Bolas y cajas idénticas
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o0
G —— & Po

En realidad es una cuestién que ya hemos tratado también: las particiones del entero n
(revisese la subseccién 3.3.3). Parece de nuevo razonable suponer que las cajas no sean vacias
(véase la nota al pie del caso 3), y lo que tenemos es que n debe ser > k. y que la respuesta es

pk(n) )

el nimero de particiones de n con exactamente k partes.

Si, como antes, no fijamos el nimero de cajas (el nimero de partes de la particién),
entonces la respuesta es
n
E :pj (’I’L),
i=1

el nimero total de particiones del entero n, p(n).

Conviene recordar que para estos nimeros px(n).y p(n) no disponemos de unas férmulas
explicitas, aunque si reglas de recurrencia (recuérdese la subseccién 3.3.3).

EJERCICIOS.

3.4.1 Reinterprétense las distribuciones de n bolas idénticas en k cajas numeradas (donde permiti-
mos cajas vacias) en términos de multiconjuntos de tamano n con los simbolos {1,...,k}. Revisese
entonces la subseccion 3.1.8 para comprobar que el nimero de distribuciones de n bolas idénticas en
. n+k—1

k cajas numeradas es ( oy )

3.4.2 C(lasifiquense las distribuciones de n bolas idénticas en k cajas numeradas en funcion del
nimero de cajas que vayan realmente llenas para recuperar la formula de Vandermonde (véanse, por
ejemplo, las paginas 127y 157).

3.4.3 Sea f(n,k) el nimero de formas de poner n bolas numeradas en k tubos numerados. El
diametro del tubo es sdélo un poco mayor que el didmetro de las bolas, de forma que podemos distinguir
el orden de las bolas dentro de cada tubo. Permitimos que algunos tubos queden vacios (asi que k
puede tomar cualquier valor). Compruébese que

Fo k) =k(k+1)- (k+n—1)

(a) por induccion en n, el nimero de bolas;
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3.4.4 Queremos contar ahora las formas de distribuir n bolas numeradas en k tubos numerados, pero
donde no permitimos que queden tubos vacios (ast que n > k). Compruébese que la respuesta es ahora

n n—1
I f(n — g 5 ] |
(k) k! f(n—k, k) 0, en otros términos, n(k B 1) .

Sugerencia. Coloquense k bolas en el fondo de los tubos y luego repartanse el resto. O bien
supdngase primero que las bolas son indistinguibles, en cuyo caso estamos con cajas.

3.4.5 Sea g(n,k) el nimero de formas de distribuir n bolas numeradas en k tubos idénticos, donde
no permitimos que queden tubos vacios (ast que n > k). Compruébese que

n!/n—1

Deduizcase que, si permitimos tubos vacios, la respuesta es
n(n.k
ml% 'l (n - 1)
T\ )
o= b\l

3.4.6 Compruébese, finalmente, que si las bolas no-estin numeradas (da igual si los tubos lo estdn
0 no), los tubos son, simplemente, cajas (y se aplican los resultados correspondientes).
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