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1 Geometria analitica

Geometria analitica
Indice

1.1 Vectores

Escalares

Algunos fenémenos de la naturaleza pueden describirse mediante un ntimero referido a una unidad
de medida.

Definicién 1 (Escalar). Un escalar es un nimero que sirve para expresar una magnitud sin direccién.

Ejemplos La estatura o el peso de una persona, la temperatura de un gas o el tiempo que tarda un
movil en recorrer una distancia.

Sin embargo, existen otros fenémenos que no pueden describirse adecuadamente mediante un
escalar. Si, por ejemplo, un navegante quiere poner rumbo a puerto y sélo conoce de la intensidad del
viento, no sabra qué direccion tomar. La descripcion del viento requiere dos elementos, su intensidad y
su direccion.

Vectores

Definicién 2 (Vector). Un vector es un nlimero que sirve para expresar una magnitud y tiene asociada
una direccién y un sentido.

Ejemplos La velocidad de un mévil o la fuerza que se aplica sobre un objeto.

Geométricamente, un vector se representa mediante un segmento orientado, es decir, una flecha.

N

x
)W( direccién

Representacién de un vector

Un segmento orientado puede ubicarse en diferentes lugares dentro de un espacio cartesiano. Sin
embargo, con independencia de donde esté situado, si la longitud y la direccién no varian, dicho
segmento representard siempre el mismo vector.

Esto permite representar todos los vectores con un mismo origen, el origen en sistema de coordenadas
cartesianas. Asi, un vector queda determinado por las coordenadas de su extremo final en cualquier
espacio euclideo.
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A
/ V-——->
v=(x,y)= AB=CD =EF

Vector a partir de dos puntos

Dados dos puntos Py Q de un espacio cartesiano, el vector con origen en P y destino en Q tiene
coordenadas PQ = Q — P.

Ejemplo Sean los puntos P = (2,1) y Q = (3,4) del plano real IR?, entonces

PO=Q-P=(3,4-(2,1)=(3-2,4-1)=(1,3).

Moédulo de un vector

Definicion 3 (Moédulo de un vector). Dado un vector v = (vy,---,v,) de R", se define el mdédulo de v

como
vl = ol +-- + 05

El médulo de un vector coincide con la longitud del segmento que representa al vector.

Ejemplos Sea u = (3,4) un vector en IR?, entonces
lul= V32+42=V25=5
Sea v = (4,7,4) un vector en R3, entonces

V= V42 +72+42= V81 =9

Vectores unitarios
Definicién 4 (Vector unitario). Se dice que un vector v de R" es unitario si su médulo es 1, es decir
[v] = 1.

Especial atencion merecen los vectores unitarios que siguen la direccién de los ejes de coordenadas,
estos vectores se llaman vectores coordenados. En IR? los vectores coordenados son

i=(1,0yj=01)
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En IR® los vectores coordenados son

i=(1,0,0),j=(0,1,0yk=1(0,0,1)

Suma de vectores

Definicién 5 (Suma de vectores). Dados dos vectoresu = (uy,---,u,) y v = (v1,---,v,) de R", se define
la suma de u y vcomo
u+v=_(u+0,..., U, +0y).

Ejemplo Seanu = (3,1) y v = (2,3) dos vectores en IR?, entonces

u+v=03+21+3)=(54).

y
W+t —————————— — — =
=7
/’/ |
- /1
U4 — —
2 / |
ou /o
v/ | / I
Ut —f -2~ ———= |
| |
u I |
; ; :
(4] U up+01 X

Producto de un vector por un escalar

Definicién 6 (Producto de un vector por un escalar). Dado un vector v = (vy,---,v,) de R"?, y un escalar
a € R, se define el producto de a por v.como

av = (avy,...,avy).

Ejemplo Sean el vector v = (2,1) en IR? y el escalar a = 2, entonces

av=22,1) = (4,2).

AVt ————— —— — — — — — —

|
|
|
M+ —————= |
|
|
|
T
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Expresion de un vector como combinacién lineal de los vectores coordenados

La suma de vectores y el producto de un vector por un escalar permite expresar cualquier vector
como una combinacién lineal de los vectores coordenados.

En el caso del espacio real RR3, cualquier vector v = (v1, v, v3) puede expresarse como

vV = (01, 0>, 223) =i+ Z)zj + 031(.

!
—_—————

e
3

Producto escalar x
Definicién 7 (Producto escalar). Dados dos vectores u = (u1,--- ,u,) y v = (v1,---,v,) de R”, se define
el producto escalar de u'y v.como
U-V =10+ -+ U0,
Ejemplo Seanu = (3,1) y v = (2,3) dos vectores en IR?, entonces
u-v=3-2+1-3=09.
Se cumple que
u-v = |ul|v|cosa

donde a es el angulo que forman los vectores.

Vectores paralelos

Definicién 8 (Vectores paralelos). Dos vectores u y v son paralelos si existe un valor a € R tal que

u=av.

Ejemplos Los vectores u = (—4,2) y v = (2, —1) en IR? son paralelos, ya que

v =(-4,2) = -2(2,-1) = —2v.

Vectores ortogonales y ortonormales

Definicién 9 (Vectores ortogonales y ortonormales). Dos vectores u y v son ortogonales si su producto
escalar es nulo
u-v=_0.

Si ademaés el médulo de ambos vectores es la unidad |u| = |v| = 1, entonces se dice que son ortonormales.
Los vectores ortogonales son perpendiculares entre si, es decir, forman un dngulo de 90°.
Ejemplos Los vectores u = (2,1) y v = (-2,4) en IR? son ortogonales, ya que
uv=2--24+1-4=0,
pero no son ortonormales ya que [u] = V24121 y vl = V-22+42 1.

Los vectoresi = (1,0) y j = (0, 1) en IR? son ortonormales, ya que

ij=1-040-1=0, l|il=VI2+02=1, ljl= VO2+12=1.
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1.2 Rectas

Ecuacién vectorial de la recta

Definicién 10 (Ecuacion vectorial de la recta). Sea [ una recta del espacio R" y sean P = (py,...,p,) un
punto cualquiera de la recta y v = (v, ...,7,) un vector cualquiera con la misma direccién que la recta.
La ecuacion

[:X=P+tv=(p1,...,pn) +H01,...,0n) = (p1 + t01,...,pu + tUy).

parametriza a [ en funcién de t € R, y se conoce como ecuacién vectorial de la recta.

Ejemplo Considerese la recta del espacio real R® que aparece en la gréfica. Un punto de la recta es
P =(1,1,2) y un vector director es v = (-1, 2, 2), luego su ecuacién vectorial es

[:X=P+tv=(1,1,2)+t(-1,2,1) =
=(1-t1+2t,2+1t) telR

Ecuaciones paramétricas y cartesianas’de la recta

De la ecuacién vectorial de unarectal: X = P+ tv = (py + tvy, ..., pn + tv,) se obtienen facilmente las
coordenadas de los puntos que forman parte de la recta mediante 1 ecuaciones paramétricas:

x1(t) = p1 +tvg, ..., x,(t) = pu + oy

donde, si v es un vector cuyas coordenadas son no nulas (v; # 0 Vi), se puede despejar el pardmetro t en

cada una de ellas e igualarlas,
X1—pr L Xn = Pn

U1 Un

Ejemplo Dada la ecuacién vectorial de larectal: X = (1,1,2) +#(-1,2,1) = (1 —t,1+ 2,2+ t) enel
espacio real R¥, sus ecuaciones paramétricas son

x(t)=1-t, yt)=1+2t, z(t)=2+t,

y sus ecuaciones cartesianas son

Ecuacién punto-pendiente de una recta en el plano

En el caso particular del plano cartesiano R, si se tiene una recta con ecuacién vectorial [ : X =
P+ tv = (xo, yo) + t(a, b) = (xo + ta, yo + tb), sus ecuaciones paramétricas son

x(t)y=xo+ta, y(t)=yo+1b

y sus ecuacion cartesiana es
X—Xo _Y—Yo
a b
A partir de aqui, pasando b multiplicando al otro lado de la ecuacién, se obtiene

b .
Yy—Yo= E(X—XO)Obleny—yo+m(x—xo),

llamando m = b/a. Esta ecuacién se conoce como ecuacién en la forma punto-pendiente.
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Pendiente de una recta en el plano

Definicién 11 (Pendiente de una recta). Dada una recta [ : X = P + tv en el plano real IR?, con vector
director v = (g, b), se define la pendiente de / como b/a.

Recordar que dados dos puntos Q = (x1, 1) y Q = (x2, y2) de la recta /, se puede tomar como vector

director el vector que los une, que tiene coordenadas P_Q = Q- P = (x2 —x1,¥2 — y1), de manera que la
Y2-1
X2 — X1

pendiente de [ sera , es decir, el cociente entre lo que cambia la coordenada y y lo que cambia la

coordenada x.

1.3 Planos

Ecuacién del plano en el espacio real

Para llegar a la ecuacién de un plano en el espacio real R® se puede partir de un punto del plano
P = (x0, y0,20) y de un vector perpendicular al plano v = (4,0, c). Entonces, para cualquier punto del

plano Q = (x,y,z) se cumple que el vector PQ = (x — xo, Y — Yo,z — zp) es ortogonal a v, por lo que su
producto escalar se anulara

P_Q-v: (x = x0,y — Yo,z —20)(a,b,c) = a(x — xg) + b(y — yo) + c(z — z9) = 0.
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2 Funciones reales de variable real

Funciones reales de variable real
Indice

2.1 El concepto de funcién

(Qué es una funcién?

Definicién 12 (Funcién de una variable). Una funcién f de un conjunto A en otro B es una relacién que
asocia cada elemento a € A, con un tinico elemento de B que se denota f(a), y se llama imagen de a
mediante f.

f:A—B
a— f(a)

| =]
[

Cuando el conjunto inicial y final es el de los ntimeros reales R, entonces se dice que f : R — R es una
funcién real de variable real.

Formas de representar una funcién
Por extension

Representacion en tabla

Representacion grafica

T T — T
-2 -1 1 x 2

Por Intensién

Representacion algebraica explicita
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Representacion algebraica implicita

Representacion algebraica paramétrica

La funciéon Identidad

Definicién 13 (Funcién Identidad). Se llama funcion identidad, a toda funcién Id : A — A que asocia
cada elemento de A con sigo mismo, es decir,

Id(x) = x.

fl) =x

2.2 Dominio e imagen de una funcién

Dominio de una funcién

Definicién 14 (Dominio de una funcién). El dominio de una funcién f es el conjunto de valores para los
que la funcién estd definida
Dom(f) ={xeR: f(x) e R}

Ejemplo

1
2 f(x): m
N
P I S Dom(f) = (~e0,~1) U (1, o)

Imagen de una funcién

Definicién 15 (Imagen de una funcién). La imagen de una funcién f es el conjunto de valores que la
funcién puede tomar
Img(f) ={y € R:y = f(x) para algtin x € R}

11
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Ejemplo

flx)=x2-2

Img(f) = [-2, )

2.3 Composicién e inversa de una funcién

Composicion de funciones

Definicién 16 (Composicién de funciones). Dadas dos funciones g: A — By f : B — C, se define la
funcion compuesta f o g, (leido g compuesto con f) como la funcién

fog:A—C
x— f(g(x))

Para calcular la funcién compuesta f o g(x), primero se aplica g sobre x y luego, se aplica f sobre g(x):
8 f
x == g(x) = f(8(x))
Ejemplo Si ¢(x) = Vxy f(x) = senx, entonces
fog) = f(g(x)) = f(Vx) = sen V.

¢ Cudl es su dominio?

Inversa de una funcién
Definicién 17 (Funcioén inversa). Se llama funcién inversa de f : A — Bala funcién f~! : B — A (cuando

exista) que cumple
fofT=fTof=Idx)

La funcién inversa de f deshace o revierte el efecto de f. Es decir, si f : A — B asocia un elemento
x € A con otro y € B, entonces f~! asocia el elemento y con el x:

Ejemplo

- Lainversa de f(x) = x° es la funcién f~!(x) = /x.

— La funcién x* no tiene inversa. ;Por qué?

12
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2.4 Crecimiento de una funcién

Crecimiento de una funcién

Definicién 18 (Funcién creciente y decreciente). Se dice que una funcién f es creciente en un intervalo
I, si para todo x1,x; € I, con x1 < x2, se cumple f(x1) < f(x2).

Se dice que una funcién f es decreciente en un intervalo I, si para todo x1, x, € I, con x; < x», se cumple

fx1) > f(x2).

fe)

\

fla

Funcion creciente

fxa)

\

f(x2)]

Funcién decreciente

2.5 Extremos de una funcién

Extremos de una funcién

Definicién 19 (Méaximo y minimo relativo). Se dice que una funcién f tiene un mdximo relativo en xo, si
existe un 0 > 0 tal que para todo x € (xg — 6, xg + 0) se cumple f(xo) > f(x).

Se dice que una funcién f tiene un minimo relativo en x(, si existe un 6 > 0 tal que para todo
x € (xg — 6, %0 + 0) se cumple f(xp) < f(x).

flxoH
Vi
fH

AY
T
X0 Xo +

1) L.
Maéaximo

>
xXp—0x Xo X0 +

o ..
Minimo

13
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2.6 Concavidad de una funcién

Concavidad de una funcién

Definicién 20 (Funcién céncava y convexa). Se dice que una funcién f es concava en un intervalo I, si
para todo x1,x2 € I, con x1 < X2, se cumple que el segmento que une los puntos (x1, f(x1)) y (x2, f(x2))
queda por encima de la gréfica de f.

Se dice que una funcién f es convexa en un intervalo I, si para todo x1,x; € I, con x; < X2, se cumple
que el segmento que une los puntos (x1, f(x1)) ¥ (x2, f(x2)) queda por debajo de la grafica de f.

Al punto donde cambia la concavidad de una funcién se le llama punto de inflexion.

f (22)-
fx)]

Funcion céncava

fla
f(x2)]

Funcién convexa

2.7 Funciones periddicas
Funciones periédicas
Definicién 21 (Funcién periddica y periodo). Se dice que una funcién f es periddica si existe un valor

h > 0 tal que
fle+h) = fx)
para todo x € Dom(f).

Al menor valor de & que verifica la igualdad anterior se le llama periodo de f, y a la mitad de la
diferencia entre el mdximo y el minimo de la funcién se le llama amplitud de f.

A
VARV,

Periodo

2.8 Funciones polinémicas

Funciones polinémicas

14
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Definicién 22 (Funcién polinémica). Una funcién polinémica es una funcion de la forma
— 2 n
f(x) =ap+a1x +axx” + - +ax",

donde n es un entero no negativo que se llama grado del polinomio, y ay,...,a, son constantes reales
(a, # 0) que se llaman coeficientes del polinomio.

f(x):2x2+x—1

T =~ T
-2 —\J 1 2

g(x) =23 —x2 —2x+2

Propiedades de las funciones polinémicas

= Su dominio es R.

Si el grado es impar, su imagen es IR.

La funcién identidad Id(x) = x es un polinomio de grado 1.

Las funciones constantes f(x) = ¢ son polinomios de grado 0.

Un polinomio de grado n tiene a lo sumo # raices (puntos donde f(x) = 0).

2.9 Funciones racionales

Funciones racionales

Definicién 23 (Funcién racional). Una funcion racional es una funcién de la forma

3 3]
2x +1 1
= 2 xX)=— 2
) = 555 £
1 14
T T T T T T T T T
<3 -2 -1 1 2 3 1 2 3

Propiedades de las funciones racionales

= Su dominio es IR menos las raices del polinomio del denominador. En estos puntos suele haber
asintotas verticales.

15
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= La tendencia en co y —co depende del grado del numerador y del denominador.
) _agt ot ax”

Sif(x) = Dot b entonces
e Sin>m— f(+o0) = +oo.

o Sin<m— f(xo0) =0.

n

b

= Los polinomios son casos particulares de funciones racionales.

o Sin=m-— f(xo0) =

= Pueden descomponerse en suma de fracciones simples.

2.10 Funciones potenciales

Funciones potenciales

Definicién 24 (Funcién potencial). Una funcién potencial es una funcién de la forma

flx)=x",
donde r es un ntimero real.
fx) =3
*] f) =2 = V&
1 f) =x13=3x
s B

Propiedades de las funciones potenciales

= Si el exponente es un ndmero racional 1/m, entonces

1
XM = Afxn,

Estas funciones se llaman irracionales. En este caso,

e sim esimpar el dominio es IR,

e sim es par el dominio es R*.
= Todas pasan por el punto (1, 1).
= El crecimiento depende del exponente. Si x > 0 entonces:

e Exponente positivo = funcién creciente.

e Exponente negativo = funcién decreciente.
Ademads, si f(x) = x" y g(x) = x°, entonces:

o Sir<s= f(x)>g(x)si0<x <1y f(x) < g(x)six>1.
e Sir>s= f(x)<gx)si0<x <1y f(x) > g(x)six>1.

= Los polinomios de la forma f(x) = x" son un caso particular de funciones potenciales.

16
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2.11 Funciones exponenciales

Funciones exponenciales

Definicién 25 (Funcién exponencial). Una funcion exponencial de base a es una funcién de la forma

f(x) =a",

donde a es un valor real positivo distinto de 1.

Propiedades de las funciones exponenciales

= Su dominio es RR.

= Suimagen es R*.

= Todas pasan por el punto (0, 1).

= El crecimiento depende de la base. Si f(x) = a* entonces

e Si0 <a < 1= funcién decreciente.
e Sig > 1 = funcidn creciente.

Ademas, si f(x) = a* y g(x) = b* cona < b, entonces

e Six<0= f(x) > g(x).
e Six>0= f(x) < g(x).

Un caso particular serfa a = 1 que es una funcién constante.

2.12 Funciones logaritmicas

Funciones logaritmicas

Definicién 26 (Funcién logaritmica). Dada una funcién exponencial f(x) = a*, se define la funcién
logaritmica de base a como la funcién inversa de f, y se denota

f‘l(x) =log, x,
donde a es un valor real positivo distinto de 1.

fx) = logl/zx

() =Inx

17



2.13 Funciones trigonométricas Curso basico de Calculo

Propiedades de las funciones logaritmicas

» Por ser la inversa de la funcién exponencial, sus gréficas son simétricas respecto a la bisectriz del
primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

e Su dominio es la imagen de la funcién exponencial, es decir R*.

e Suimagen es el dominio de la funcién exponencial, es decir R.
= Todas pasan por el punto (1, 0).
= El crecimiento depende de la base. Si f(x) = log, x entonces

e Si0 < a < 1= funcién decreciente.

e Siag > 1= funcién creciente.
Ademas, si f(x) = log, x y g(x) = log, x con a < b, entonces

e Si0<x<1= f(x) < gx).
o Six>1= f(x) > g(x)

= No tiene sentido para a = 1 por que seria una funcién constante.

2.13 Funciones trigonométricas

Funciones trigonométricas

Surgen en geometria al medir las relaciones entre los catetos de un tridngulo rectangulo, que depen-
den del dngulo del cateto contiguo y la hipotenusa de dicho tridngulo.

No obstante, esta no es la tinica definiciéon posible, sino que también pueden definirse a partir de la
funcién exponencial compleja.

= Seno

s Coseno

Tangente

= Arcoseno

= Arcocoseno

Arcotangente
Seno de un dngulo

Definicién 27 (Seno de un dngulo). Sea a cualquiera de los dngulos agudos de un tridngulo rectangulo,
se define el seno de a, y se nota sen @, como el cociente entre el cateto opuesto y la hipotenusa.

18



2.13 Funciones trigonométricas

Curso basico de Calculo

sena = E
- AC
La definicién se extiende facilmente a dngulos de circunferencia con vértice en el origen y uno de
al vértice.

sus lados el eje OX, como el cociente entre la ordenada de cualquier punto del otro lado y su distancia

Funcién seno

Definicién 28 (Funcién seno). Se define la funcién seno,

f(x) =senx

como la funcién que asocia a cada angulo x (habitualmente medido en radianes) su seno.

1 f(x) =senx

27

N

[SIERS

Propiedades de la funcién seno

= Su dominio es R.

Su imagen es el intervalo [-1, 1].
[ |

Es periddica, con periodo 2m y amplitud 1

sen(x + 2km) = senx Vk € Z.
= Algunos valores para recordar:
sen0 =0 senmt/6=1/2 senmt/4 = \/5/2 senm/3 = V3/2
senmt/2=1 senmt=0 sen37/2 = -1 sen2nt =0
= Es una funcién impar: sen(—x) = —senx.

Coseno de un dngulo

Definicién 29 (Coseno de un dngulo). Sea a cualquiera de los angulos agudos de un tridngulo rectdngulo,
se define el coseno de a, y se nota cos @, como el cociente entre el cateto contiguo y la hipotenusa.



2.13 Funciones trigonométricas Curso basico de Calculo

La definicién se extiende facilmente a dngulos de circunferencia con vértice en el origen y uno de
sus lados el eje OX, como el cociente entre la abscisa de cualquier punto del otro lado y su distancia al
vértice.

Funcién coseno

Definicién 30 (Funcién coseno). Se define la funcién coseno,
f(x) = cosx

como la funcién que asocia a cada dngulo x (habitualmente medido en radianes) su coseno.

e

f(x) = cosx

T
2 e
27

_ L
\:\
ol

e

Propiedades de la funcién coseno

= Su dominio es R.

= Suimagen es el intervalo [-1, 1].

Es periddica, con periodo 2m y amplitud 1

cos(x + 2knt) = cosx Vke Z.

Algunos valores para recordar:

cos0 =1 cos/6 = V3/2 cosm/4= V2/2 cosm/3 = V2/2
cost/2=0 cosm=-1 cos3m/2=0 cos2m =1

Es una funcién par: cos(—x) = cos x.

Tangente de un dngulo

Definicién 31 (Tangente de un angulo). Sea a cualquiera de los angulos agudos de un tridngulo rectdngu-
lo, se define la tangente de a, y se nota tg a, como el cociente entre el cateto opuesto y el cateto contiguo.

La definicién se extiende facilmente a dngulos de circunferencia con vértice en el origen y uno de
sus lados el eje OX, como el cociente entre la ordenada y la abscisa de cualquier punto del otro lado.

20



2.13 Funciones trigonométricas Curso basico de Calculo

Funcién tangente

Definicién 32 (Funcién tangente). Se define la funcién tangente,

senx
COos Xx

fx) =tgx =

como la funcién que asocia a cada angulo x (habitualmente medido en radianes) su tangente.

1 f(x):tgx /
/n = P '
2

-1

[SIEES

s

Propiedades de la funcién tangente

Su dominio es IR menos las raices del coseno, es decir R — {2k7t/2 : k € Z)}.

= Suimagen es R.

Es periddica, con periodo 27t
tg(x +2kn) =tgx Vke Z

Algunos valores para recordar:

tg0 =0 tgm/6=1/V3 tgn/d=1
tgm/3= V3 tgm=0 tg2n =0

Funcidén arcoseno

Definicion 33 (Funcion arcoseno). Se define la funcién arcoseno,
f(x) = arcsenx

como la funcién inversa de la funcién seno.

f(x) = arcsenx

21



2.13 Funciones trigonométricas Curso basico de Calculo

Propiedades de la funcién arcoseno

= Por ser la inversa de la funcién seno, sus graficas son simétricas respecto a la bisectriz del primer
y tercer cuadrantes. Por tanto:

e Su dominio es la imagen de la funcién seno, es decir [-1, 1].
e Suimagen es el dominio restringido de la funcién seno, es decir [-71/2, 7t/ 2]

m Es creciente en todo el dominio.

Funcién arcocoseno
Definicién 34 (Funcion arcocoseno). Se define la funcién arcocoseno,
f(x) = arccos x

como la funcién inversa de la funcién coseno.

f(x) = arccos x

Propiedades de la funcién arcoseno

» Por ser la inversa de la funcién coseno, sus gréficas son simétricas respecto a la bisectriz del primer
y tercer cuadrantes. Por tanto:

e Su dominio es la imagen de la funcién coseno, es decir [-1, 1].
e Su imagen es el dominio restringido de la funcién coseno, es decir [0, 7t].

m Es decreciente en todo el dominio.

Funcién arcotangente

Definicién 35 (Funcién arcotangente). Se define la funcién arcotangente,

f(x) = arctgx

como la funcién inversa de la funcién tangente.

f(x) = arctgx

Para que exista la inversa de la funcién seno, es necesario restringir su dominio a [-7/2, 7t/2] para que sea inyectiva.
2Para que exista la inversa de la funcién coseno, es necesario restringir su dominio a [0, 7t] para que sea inyectiva.
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2.13 Funciones trigonométricas Curso basico de Calculo

Propiedades de la funcién arcotangente
» Por ser la inversa de la funcién tangente, sus graficas son simétricas respecto a la bisectriz del
primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

e Su dominio es la imagen de la funcién tangente, es decir R.

e Su imagen es el dominio restringido de la funcién tangente, es decir (-7/2, 71/2). >

m Es creciente en todo el dominio.

Algunas relaciones trigonométricas

2y =1

= sen’x + cos
= sen(x + ) = senxcosy + cosxseny

® cos(x + ) = COsSXCOsy — senxseny

tgx+tgy
. tg(X+y)=71_tgxtgy
X+ xX-y
® senx +seny = 2sen 5 cos—
X+ X-y
® COSX +Cosy = 2cos cos —
x+ xX-y
m CcOsXx —cosy = —2sen 5 sen—

3Para que exista la inversa de la funcién tangente, es necesario restringir su dominio a (7/2, 71/2) para que sea inyectiva.
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Curso basico de Calculo

3 Limites y continuidad en funciones reales de variable real

Limites y continuidad en funciones reales de variable real
Indice

3.1 El concepto de limite

Aproximacién al concepto de limite

El concepto de limite estd ligado al de tendencia.

Decimos que x tiende a un valor g, y lo escribimos x — a, si se pueden tomar valores de x tan préximos
a a como se quiera, pero sin llegar a valer a.

Sila aproximacion es por defecto (con valores menores que a) se dice que x tiende a a por la izquierda,
y se escribe x — a~, y si es por exceso (con valores mayores que a) se dice que x tiende a a por la derecha,
y se escribe x — a®.

Cuando la variable x de una funcién f tiende a un valor a4, cabe preguntarse si sus imdgenes mediante
f tienden a otro valor concreto:

(A donde se aproxima f(x) cuando x se aproxima a a?

Si f(x) tiende a un valor [ cuando x tiende a 4, se dice que [ es el limite de f(x) cuando x — a, y se
escribe

lim f(x) = 1.

Limites laterales

Si f(x) tiende a [ cuando x tiende a a por la izquierda, entonces se dice que [ es el limite por la izquierda
de f(x) cuando x — a7, y se escribe
lim f(x) =1
Si f(x) tiende a I cuando x se aproxima a a por exceso, entonces se dice que ! es el limite por la derecha
de f(x) cuando x — a7, y se escribe
lim f(x) =1

x—at

Para que exista el limite deben existir los limites laterales y ser iquales.

Aproximacién por defecto Aproximacién por exceso
[ x [ f=2] [ x [ fe)=x ]
19 3,61 2,1 4,41
1,99 3,9601 2,01 4,0401
1,999 3,996001 2,001 4,004001
1,9999 | 3,99960001 2,0001 | 4,00040001
U U
limxaz— Xz =4 limx_)2+ x2 =4
U

lim,_px2 =4
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3.1 Elconcepto de limite Curso basico de Calculo

Limites que no existen (I)

Si la funcién no estd definida entorno a un punto, entonces no existe el limite en dicho punto

1
Ejemplo Consideremos la funcién f(x) = ———= y veamos que pasa cuando x — 0:
Va2 —

Por la izquierda Por la derecha
L x [ f@® | [ x [ f» ]
-0,1 No exite 0,1 No existe
-0,01 No existe 0,01 No existe
—0,001 | No existe 0,001 | No existe
U U
No existe lim No existe lim
x—0~ XZ -1 x—0+ XZ -1
y 1
N iste Ii
0 existe Xlil’(l) =
3 .
2 .
1 .
T T T T
-2 -1 1 2

Limites que no existen (II)

Cuando los limites laterales no coinciden entonces no existe el limite

Ejemplo Consideremos la funcién f(x) = % y veamos que pasa cuando x — 0:

Por la izquierda Por la derecha
x [ f®)
-0,1 -1 0,1 1
-0,01 | -1 001 |1
-0,001 | -1 0,001 | 1
U y
limmz—l # limmzl
x—=0" X x—0t X
y
o1
No existe lim —
x—0 X
1 .
-1 1
—
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3.1 Elconcepto de limite Curso basico de Calculo

Limites que no existen (III)

A veces, cuando x — a los valores de f(x) crecen o decrecen infinitamente y entonces no existe el
limite. En este caso se dice que la funcién diverge y se escribe

lim f(x) = oo

Ejemplo Veamos la tendencia de la funcién f(x) = xl cuando x — 0:

2
Por la izquierda Por la derecha
L« [ /o | [ [ /@ |
-0,1 100 0,1 100
-0,01 10000 0,01 10000
—0,001 | 1000000 0,001 | 1000000
U y
1 1
lim — = +o0 lim = = +c0
x—0~ x2 x—0* x2
y 1
No existe lim — = oo
x—0 X
3,
2,
1 .
T T T T
-2 -1 1 2

Limites que no existen (IV)

A veces, el limite de un funcién en un punto puede no existir porque la funcién oscila rdpidamente
al acercarnos a dicho punto.

1
Ejemplo Consideremos la funcién f(x) = sen - ¥ veamos que pasa cuando x — 0:

Por la izquierda Por la derecha
[ x [ f@m ] [« [ f@ ]
-0,1 -0,1736 0,1 0,1736
-0,01 —0,9848 0,01 0,9848
—-0,005 0,3420 0,005 —-0,3420
—-0,001 0,9848 0,001 —0,9848
—0,0005 | 0,3420 0,0005 | —0,3420
—0,0001 | 0,9848 0,0001 | —0,9848
U U
No existe lim sen 1 No existe lim sen 1
x—0~ X x—0* X

W/
vl
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3.1 Elconcepto de limite Curso basico de Calculo

Limites en el infinito

Si f(x) tiende a  cuando x crece infinitamente, entonces se dice que [ es el limite en el infinito de f(x)
cuando x — 409, y se escribe

lim f(x)=1.

x—+00

Si f(x) tiende a I cuando x decrece infinitamente, entonces se dice que [ es el limite en el infinito de
f(x) cuando x — —oo, y se escribe

im f() =1,

Ejemplo Estudiemos la tendencia de f(x) = Jl—c cuando x — +oo:

X — +00 X — —0
L x [fo=1/x] L x [f=1/x]
1000 | 0,001 —~1000 | —0,001
10000 | 0,0001 —~10000 | —0,0001
100000 | 0,00001 —~100000 | —0,00001
[ [}
My 2 =0 limMyrs—co = = 0

X X

Definicién de limite
Definicién 36 (Limite de una funcién en un punto). Se dice que el limite de la funcién f cuando x — a

es |, y se escribe
lim f(x) =1

X—a

si para cualquier valor ¢ > 0 existe un ntimero 6 > 0 tal que, |f(x) — | < € siempre que 0 < |x —a| < 0.

Definicién de limite en el infinito

Definicién 37 (Limite de una funcién en el infinito). Se dice que el limite de la funcién f cuando x — +co
es |, y se escribe
lim f(x) =1

X—+00

si para cualquier valor ¢ > 0 existe un ntimero 0 > 0 tal que, |f(x) — I| < € siempre que x > 0.
Se dice que el limite de la funcién f cuando x — +co es [, y se escribe

lim f(x) =1

X—>+00

si para cualquier valor ¢ > 0 existe un nimero 6 < 0 tal que, |f(x) — I| < ¢ siempre que x < 6.
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3.2 Algebra de limites Curso basico de Calculo

3.2 Algebra de limites

Algebra de limites
Dadas dos funciones f(x) y g(x), tales que existe lim,_,, f(x) y lim,_,, g(x), entonces se cumple que
1. limcf(x) = clim f(x), siendo ¢ constante.
2. lim(f(x) = g(x)) = lim f(x) + lim g(x).
3. 1im(f(x) - g(x) = lim f(x) - lim g x).

lim f(x)
ey lm
S0 e® T lim g

silim g(x) # 0.

Limites de las funciones elementales

= Funciones polinémicas. Si f es un polinomio, entonces existe el limite de f en cualquier punto
aeRylim,,, f(x) = f(a).

x
= Funciones racionales. Si f(x) = G con p(x) y q(x) dos polinomios, entonces existe el limite de f

q(x)
en cualquier punto a € R que no sea una raiz de g(x), y lim,—,, f(x) = f(a). Si a es una raiz de g(x)
entonces el limite puede existir o no.

= Funciones potenciales. Si f(x) = x" con r € R, entonces existe el limite de f en cualquier punto a
tal que exista un intervalo (a2 — 6,2+ 6) € Dom(f) paraalgin 6 > 0, y en ese caso, lim,_,, f(x) = f(a).

= Funciones exponenciales. Si f(x) = ¢* con ¢ € R entonces existe el limite de f en cualquier punto
aeRylim,,, f(x) = f(a).

= Funciones logaritmicas. Si f(x) = log_x con ¢ € R, entonces existe el limite de f en cualquier punto
aeR" ylim,, f(x) = f(a).
= Funciones trigonométricas. Si f(x) es una funcién trigonométrica, entonces existe el limite de f

en cualquier punto a € Dom(f) y lim,_,, f(x) = f(a).

3.3 Indeterminacionesy su resolucién

Indeterminaciones

Al calcular limites pueden aparecer las siguientes indeterminaciones:

f)

= Tipo cociente. 5i lim,_,, f(x) = 0 y lim,_,, g(x) = 0, entonces % presenta una indeterminacién

del tipo g cuando x — a.

x )
Si limy, f(x) = +oo y lim,_,; g(x) = *oo, entonces % presenta una indeterminacién del tipo +—
(o)

cuando x — 4.

= Tipo producto. Si lim,_,, f(x) = 0y lim,_,, g(x) = o0, entonces f(x) - g(x) presenta una indetermi-
nacién del tipo 0 - +co cuando x — a.
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3.3 Indeterminaciones y su resolucion Curso basico de Calculo

= Tipo potencia. Si lim,_,, f(x) = 1y lim,_, g(x) = oo, entonces f(x)$*¥) presenta una indeterminacién
del tipo 1% cuando x — a.

Si limy, f(x) = 0y lim,, g(x) = 0, entonces f(x)¢™ presenta una indeterminacién del tipo 0°
cuando x — 4.

Si lim,—, f(x) = oo y lim,, g(x) = 0, entonces f(x)¢™ presenta una indeterminacién del tipo co”
cuando x — a.

= Tipo diferencia. Si lim,_,, f(x) = co y lim,_,, g(x) = oo, entonces f(x) — g(x) presenta una indeter-
minacién del tipo co — oo cuando x — a.

Resolucién de una indeterminacién de tipo cociente

. . . . o .0 o0
Existen diferentes técnicas para resolver una indeterminacién del tipo 0°"
[0¢]

Factorizacion de polinomios en funciones racionales.

= Division por el términos de mayor orden en funciones racionales.

Infinitésimos equivalentes.

Regla de L'Hopital.

Resolucién de una indeterminacién de tipo cociente
Factorizacién de polinomios en funciones racionales

p(x)

Sif(x) = ) es una funcién racional que presenta una indeterminacién de tipo cociente cuando
q(x

X — a,y aesuna raiz de p(x) y q(x), se puede resolver la indeterminacién factorizando los polinomios y
simplificando.

S — 2
Ejemplo La funcién f(x) = ;C‘l—j:—ii’;’w - g cuando x — 1.

Para resolver la indeterminacién factorizamos los polinomios
3 _ 2
X’ =3x+2=(x+2)(x—-1)7,

¥ —dx+3 =% +2x +3)(x - 1>
Como el factor (x — 1)? es comtin, podemos simplificar la funcién en el calculo del limite:

me3—3x+2_1ﬁm (x +2)(x = 1)2 _ ifm (x+2) _§_05
—lxt—4x+3 o1 (2 +2x+3)(x—1)2 1 (2 +2x+3) 6

Resolucién de una indeterminacién de tipo cociente

Division por el término de mayor orden en funciones racionales

p(x)

Sif(x) = ) es una funcién racional que presenta una indeterminacién de tipo cociente cuando
q(x

X — 00, entonces se puede resolver dividendo p(x) y g(x) por el término de mayor grado de ambos
polinomios.
X —3x+2

Ejemplo La funcién f(x) = Pt g cuando x — oo.

4Se pude simplificar porque aunque x — 1, x # 1y por tanto el denominador no se anula.
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3.3 Indeterminaciones y su resolucion Curso basico de Calculo

Para resolver la indeterminacién dividimos numerador y denominador por x* que es el término de
mayor grado:

B-3x+2 1 3 2
ox3=3x+2 . = oy eta 0
lim —— = lim — = lim ==-=0.
x—oo x4 —4x 4+ 3 xoo x_744x+3 x—oo ] — % + % 1
X X x°

apg +ax + - - a,x" ; )
bo + bt by entonces:

En general, si f(x) =

— Sin > m entonces limy_, 1o f(x) = *o00.

— Sin < m entonces limy_,+o f(x) = 0.

. . a
- Sin = m entonces lim,_.o f(x) = b—"
m

Infinitésimos equivalentes

Definicién 38 (Infinitésimos equivalentes). Si f(x) — 0y g(x) — 0 cuando x — 4, entonces se dice que
f'y g son infinitésimos equivalentes cuando x — a si se cumple

lim@ =1.

x—a g(x) -

En tal caso se escribe f(x) = g(x) cuando x — a.

Si f(x) = g(x) cuando x — a entonces f(x) y g(x) son magnitudes equivalentes cuando x — a.
Infinitésimos equivalentes cuando x — 0:
senx = x = tgx
2
X
1—-cosx~ —
2

arctgx =~ x
ef—-1l=x
log(1+x) = x

Resolucién de una indeterminacién de tipo cociente
Infinitésimos equivalentes

A veces se puede resolver una indeterminacién cuando x — a sustituyendo cualquier subexpresién
de la funcién por un infinitésimo equivalente cuando x — a.

sen x(1 — cos x) 0

Ejemplo La funcién f(x) = ——————— — — cuando x — 0.
jemplo cioén f(x) v 0 ¢ 0 0
X2
Como senx ~ xy 1 —cosx = > cuando x — 0, para resolver la indeterminacién sustituimos sen x
$2
por xy 1 - cosx por >
2 b

. senx(l—cosx) x5 % 1

hm—3 = lim —= =11m—3 =lim= =05

x—0 X x—0 X x—0 X x—0 2
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3.3 Indeterminaciones y su resolucion Curso basico de Calculo

Resolucién de una indeterminacién de tipo cociente

X 0 o "(x
& — — 0 — cuando x — a, entonces si existe el limite de f&)

glx) 0 o g'(x)
) )
im——: =1

Teorema 39 (Regla de L'Hoépital). Si

cuando x — a se cumple

o1 g(x)  xoa g/x)

"(x)
jOjo! Para que exista lim,_,, =—— es necesario que que f y g sean derivables en un entorno de a.

§'(x)
1 -1
% — = cuando x — .
x+2 00

Para resolver la indeterminacién aplicamos la regla de L'Hopital:

Ejemplo Sea f(x) =

log(® - 1 log(x® - 1)) =
o loger-n (loge? D) 2

x—00 xX+2 e (x + 2)' e 1

= lim = (27) - = lim 2 =0.
X—00 x2 -1 X—00 (xz — ]) x—00 2x

Resolucién de una indeterminacién de tipo producto

Si f(x) = 0y g(x) = +oo cuando x — a, entonces la indeterminacién f(x) - g(x) — 0 - oo puede
convertirse en una de tipo cociente mediante la transformacion:

f) 0

g 0

f(x)- gx) =

Ejemplo Sea f(x) = x%!/* — 0 - co cuando x — 0.

e oo
lim x%"/** = lim —
x—0 x—0 1/x2 o
Aplicando ahora la regla de L"Hopital tenemos:
1/22Y 2 _

e (e 8 e 1/22
lim =lim > = lim =lime/" = co.
=0 1/3(2 x—0 (]/xz) x—0 ;—3 x—0

Resolucién de una indeterminacién de tipo potencia

Si f(x)$®W presenta una indeterminacién de tipo potencia cuando x — a, entonces la indeterminacién
puede convertirse en una de tipo producto mediante la transformacién:

exp (log f()5%) = exp (g(x) - log f(x)).
1 X
Ejemplo Sea f(x) = (1 + ;) — 1% cuando x — 0.
It (1+1)x—1' 1 (1+1)x— (1' 1 (1+1))—
im ) =limexp|log 2/ | = exp(limxlog 2=

x—0
 log (1 + %)
SR TR
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3.4 Asintotas de una funcion

Aplicando ahora la regla de L"Hopital tenemos:

1Y 1 -1
(10g (1 + x)) =exp [lim —Hlﬁ xz ] = exp [lim 1

x—0 == 1

exp | lim
x2 =01+ X

=0 (1/xy

Resolucién de una indeterminacién de tipo diferencia

Si f(x) = ooy g(x) = oo cuando x — a4, entonces la indeterminacién f(x
una de tipo cociente mediante la transformacion:

1 1
g0 @ 0
fx)—glx) = —F— - 0
fx)g(x)
Ejemplo Sea f(x) ! - cuandox — 0
= — — > 00— 00 cu .
jemp senx X
; 1 .. x-—senx 0
¥—0senx X x—-0 Xsenx 0
Aplicando ahora la regla de L"Hopital tenemos:
. x—-senx . (x—-senx) 1—cosx
lim —— =1lim — = =
x=0 xsenx  x—0 (xsenx) x—0 Sen X + X Cos X
1—cosx) senx
—gim 05Dy

Curso basico de Calculo

) =exp(l) =e.

) — g(x) puede convertirse en

-0,

=0 (senx + xcosx) -0 COSX +COSX —Xsenx 2

3.4 Asintotas de una funcion

Asintota de una funcién

Una asintota de una funcién es una recta a la que tiende la funcién en el infinito, es decir, que la

distancia entre la recta y la funcién es cada vez menor.

Existen tres tipos de asintotas:

= Asintota vertical: x = a,
= Asintota horizontal: y = g,

= Asintota oblicua: y = a + bx.

Asintotas verticales

Definicién 40 (Asintota vertical). Se dice que una recta x = a es una asintota vertical de una funcién f si

se cumple

lim f(x) =00 o lim f(x) = +o0

Las asintotas verticales deben buscarse en los puntos donde no estd definida la funcién, pero si lo

estd en las proximidades.

+1
Ejemplo La recta x = 2 es una asintota vertical de f(x) = ij ya que

I x+1

im = —00
x—>2-x—2 Y
oox+1

lim = o0.
x—>2+x—2
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3.4 Asintotas de una funcion Curso basico de Calculo

n
3
2
1-

-2 -1 1
-1 4
—2-\ x=2

Definicién 41 (Asintota horizontal). Se dice que una recta y = a es una asintota horizontal de una funcién
f sise cumple

Asintotas horizontales

lim f(x)=a o J}Ln;lof(x) =a

X—+00

1
Ejemplo La recta y = 1 es una asintota horizontal de f(x) = % ya que

x+1 3
1i = lim 1+ =1,
x—l}Poox— x—l}P x—2 y
+1
lim 2 dm o1+ S =1
X—+00 X — X—+00 x—-2
4_
3_
2_
y=1

Asintotas oblicuas

Definicién 42 (Asintota oblicua). Se dice que una recta y = a + bx es una asintota oblicua de una funcién

f sise cumple
o fe) ) _
lim — =b y lim f(x)-bx=a.

xX—+oc0 X X—+00

Ejemplo La recta y = x + 1 es una asintota oblicua de f(x) = o

lim L = lim =1,y
x—+o00 X xX—+00 X< — X
2
7. x 7. x
lim —x=Ilim 1+ —=1.
x—+o0 X — 1 X—+00 X — 1
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3.5 Continuidad Curso basico de Calculo

3 y=x+1

3.5 Continuidad

Continuidad

Definicién 43 (Funcién continua en un punto). Se dice que una funcién f es continua en el punto a si
lim () = (@)
De esta definicién se deducen tres condiciones necesarias para la continuidad:
1. f(a) € Dom(f).
2. Existe }g} f(x).
3. 1im f(x) = f(0).

Si se rompe alguna de estas condiciones, se dice que la funcién presenta una discontinuidad en a.

Definicién 44 (Funcién continua en un intervalo). Se dice que una funcién f es continua en un intervalo
silo es en cada uno de los puntos del intervalo.

La gréfica de una funcién continua en un intervalo puede dibujarse sin levantar el lapiz.

3.6 Tipos de discontinuidades

Tipos de discontinuidades

Dependiendo de la condicién de continuidad que se rompa, existen distintos tipos de discontinui-
dades:

= Discontinuidad evitable.
= Discontinuidad de 1% especie de salto finito.
= Discontinuidad de 1* especie de salto infinito.

= Discontinuidad de 2% especie.
Discontinuidad evitable

Definicién 45 (Discontinuidad evitable). Se dice que una funcién f tiene una discontinuidad evitable en
el punto 4 si existe el limite de f(x) cuando x — a pero lim f(x) # f(a).
X—a
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3.6 Tipos de discontinuidades Curso basico de Calculo

2

Ejemplo La funcién f(x) = J; -

1 tiene una discontinuidad evitable en x = 1 ya que La funcién no

estd definida en x = 1 pero

2

lim =limx+1=2.
x—2 X — x—2

¥ -1

2'/ f0) = 7=

\
)

L

1
.
o

Discontinuidad de 1* especie de salto finito

Definicién 46 (Discontinuidad de 1% especie de salto finito). Se dice que una funcién f tiene una
discontinuidad de 1 especie de salto finito en el punto a si existen los limites laterales de f(x) cuando x — a
pero

lim f(x) # lim f(x).
x—a- x—at

A la diferencia entre ambos limite se le lama salto de la discontinuidad.

Ejemplo La funcién f(x) = % tiene una discontinuidad de 17 especie de salto finito en x = 0 ya que

lim m =-1

x—=0" X

X
lim u =1
x—-0" X

Salto=1-(-1)=2.

Discontinuidad de 1* especie de salto infinito

Definicién 47 (Discontinuidad de 17 especie de salto infinito). Se dice que una funcién f tiene una
discontinuidad de 1° especie de salto infinito en el punto a si

lim f(x) =+c0 o lim f(x) = +oo.
x—a~ x—at

Si f tienen una discontinuidad de 1? especie de salto infinito en un punto a, entonces f tienen una
asintota vertical x = a.
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3.6 Tipos de discontinuidades Curso basico de Calculo

Ejemplo La funcién f(x) = '/~ tiene una discontinuidad de 1° especie de salto infinito en x = 0 ya
que

lim e'/* =0
x—0~

lim e/~ = o
x—0+

fo) = el

T

T T
-2 -1 1 2

Discontinuidad de 2? especie

Definicién 48 (Discontinuidad de 2* especie). Se dice que una funcién f tiene una discontinuidad de 2°
especie en el punto a si no existe alguno de los limites laterales y tampoco se trata de una discontinuidad
de 17 especie de salto infinito.

Normalmente la discontinuidades de 2% especie se dan en puntos donde la funcién no definida en
sus proximidades.

1
Ejemplo La funcién f(x) = T tiene una discontinuidad de 2* especie en x = 1 ya que
x> =1
lim S no existe
x—1- \/xz -1
lim —— = oo
=1 4fx2 a
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Curso basico de Calculo

4 Calculo diferencial en una variable

Célculo diferencial en una variable
Indice

4.1 El concepto de derivada

Tasa de variaciéon media

Definicién 49 (Incremento). Dada una funcién y = f(x), se llama incremento de f en un intervalo [a, b] a
la diferencia entre el valor de f en cada uno de los extremos del intervalo, y se nota

Ay = f(b) - f(@).
Cuando f es la funcién identidad vy = x, se cumple que

Ax=Ay = fb) - f@) =b-a,

y por tanto, el incremento de x en un intervalo es la amplitud del intervalo. Esto nos permite escribir el
intervalo [a, b] como [a,a + Ax].

Definicién 50 (Tasa de variacién media). Se llama tasa de variacién media de f en el intervalo [a,a + Ax],
al cociente entre el incremento de y y el incremento de x en dicho intervalo, y se escribe

TVM fla,a + Ax] = % - W

Tasa de variacién media: Ejemplo

Consideremos la funcién y = x? que mide el 4rea de un cuadrado de chapa metdlica de lado x.

Si en un determinado instante el lado del cuadrado es a, y sometemos la chapa a un proceso de
calentamiento que aumenta el lado del cuadrado una cantidad Ax, jen cudnto se incrementaré el 4rea
del cuadrado?

Ay = f(a+Ax) - f(a) = (a+ Ax)* —a* =

=a® + 2alx + Ax® — a® = 2aAx + Ax>.

a Ax

(Cudl serd la tasa de variacién media del drea en el intervalo [4,a + Ax]?

A 2
TVM fla,a + Ax] = A_ch = w = 2a + Ax.

37



4.1 El concepto de derivada Curso basico de Calculo

Interpretacion geométrica de la tasa de variaciéon media

La tasa de variacién media de f en el intervalo [a, 2 + Ax] es la pendiente de la recta secante a f en los
puntos (a, f(a)) y (a + Ax, f(a + Ax)).

y %
fla+83)]

Ay = fla+ Ax) - f(a)

Fb

Tasa de variacién instantdnea

En muchas ocasiones, es interesante estudiar la tasa de variacién que experimenta una funcién, no
en intervalo, sino en un punto.

Conocer la tendencia de variacién de una funcién en un instante puede ayudarnos a predecir valores
en instantes proximos.

Definicién 51 (Tasa de variacién instantdnea y derivada). Dada una funcién y = f(x), se llama tasa de
variacion instantdnea de f en un punto g, al limite de la tasa de variaciéon media de f en el intervalo
[a,a + Ax], cuando Ax tiende a 0, y lo notaremos
Ay fla+ Ax) - f(a)
TVI f(a) = lim TVM f[a,a + Ax] = lim — = lim ———M——=
f@ AY 20 fl ] A0 AX T Axo0 Ax

Cuando este limite existe, se dice que la funcién f es derivable en el punto 4, y al valor del mismo se le
llama derivada de f en g, y se nota como

f'(a) o bien %(a)

Tasa de variacién instantanea: Ejemplo

Consideremos de nuevo la funcién y = x> que mide el drea de un cuadrado de chapa metélica de
lado x.

Si en un determinado instante el lado del cuadrado es a, y sometemos la chapa a un proceso de
calentamiento que aumenta el lado del cuadrado, ;cuédl es la tasa de variacién instantanea del 4rea del
cuadrado en dicho instante?

Ay fla+Ax) - f(a)
™I f (@] = Alylcglo Ax - Alalglo Ax -
2aA Ax?
= lim 22X i 2a 4 Av = 2a
Ax—0 Ax Ax—0

Asi pues,
f'(@) =2a,
lo que indica que la tendencia de crecimiento el drea es del doble del valor del lado.

El signo de f’(a) indica la tendencia de crecimiento de f en el punto a:

— f’(a) > 0 indica que la tendencia es creciente.

- f’(a) < 0 indica que la tendencia es decreciente.
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4.1 El concepto de derivada Curso basico de Calculo

Interpretacion geométrica de la tasa de variacién instantanea

La tasa de variacién instantdnea de f en el punto a es la pendiente de la recta tangente a f en el punto

(@, f(@)).

y fx)

f@+ F@&=af /L~
f@-a)
fart

(x—a)

\
‘ \
| |
T T
a x x

Interpretacion cinematica de la tasa de variacién
Movimiento rectilineo

Supongase que la funcién f(t) describe la posicién de un objeto mévil sobre la recta real en el instante
t. Tomando como referencia el origen de coordenadas O y el vector unitario i = (1), se puede representar

la posicion P del mévil en cada instante t mediante un vector OP = xi donde x = f(t).

Tiempo Posicion
i P R
_— T T ?
to~_ e} 1 _ X= f(t)

- -
—_——— e ——

Observacién También tiene sentido pensar en f como una funcién que mide otras magnitudes como
por ejemplo la temperatura de un cuerpo, la concentracién de un gas o la cantidad de un compuesto en
una reaccién quimica en un instante £.

Interpretacion cinematica de la tasa de variacién media

En este contexto, si se toman los instantes t = a y t = a + At, ambos del dominio I de f, el vector
L, _faran-f@
m At
que se conoce como velocidad media de la trayectoria f entre los instantes a y a + At.

Ejemplo Un vehiculo realiza un viaje de Madrid a Barcelona. Sea f la funcién que da la posicién el
vehiculo en cada instante. Si el vehiculo parte de Madrid (km 0) a las 8 y llega a Barcelona (km 600) a
las 14 horas, entonces la velocidad media del vehiculo en el trayecto es

_ f(14)-£(8) 600-0
" 14-8 6

= 100km /h.

Interpretacion cinematica de la derivada

Siguiendo en este mismo contexto del movimiento rectilineo, la derivada de f en el instante ¢ = f; es

el vector
f(to + At) = f(to)

v=ft) = lim, At '
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4.2 Algebra de derivadas Curso basico de Calculo

que se conoce, siempre que exista el limite, como velocidad instantdnea o simplemente la velocidad de la
trayectoria f en el instante fy.

Es decir, la derivada de la posicion respecto del tiempo, es un campo de vectores que recibe el nombre
de velocidad a lo largo de la trayectoria f.

Ejemplo Siguiendo con el ejemplo anterior, lo que marca el velocimetro en un determinado instante
seria el modulo del vector velocidad en ese instante.

4.2 Algebra de derivadas

Propiedades de la derivada

Si y = ¢, es una funcién constante, entonces y’ = 0.
Si y = x, es la funcién identidad, entonces iy’ = 1.

Siu = f(x) y v = g(x) son dos funciones diferenciables, entonces

u+ov) =u"+7v

u-v) =u"-v

u-v)y=u-v+u-v
(u)’_ w-v—u-v

v 02

4.3 Derivada de una funcién compuesta: La regla de la cadena

Diferencial de una funcién compuesta

La regla de la cadena

Teorema 52 (Regla de la cadena). Siy = f o g es la composicién de dos funciones y = f(z) y z = g(x),
entonces

(fog)(x) = f'(g(x)g (%),
Resulta sencillo demostrarlo con la notacién diferencial
dy dydz _ , ., . ,
==L O = .

Ejemplo Si f(z) = senz y g(x) = x?, entonces f o g(x) = sen(x?) y, aplicando la regla de la cadena, su
derivada vale

(f08)(¥) = f(8(1))g'(x) = cos g(x)2x = cos(x?)2x.
Por otro lado, g o f(z) = (sinz)? y, de nuevo aplicando la regla de la cadena, su derivada vale

(g0 ) (z) =8 (f(2)f'(z) =2f(z) cosz = 2senz cos z.

4.4 Derivada de la inversa de una funcién

Derivada de la funcién inversa
Teorema 53 (Derivada de la inversa). Siy = f(x) es una funcién y x = f~!(y) es su inversa, entonces

_1_1
NASENATE)

() w
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4.5 Aproximacion de funciones mediante polinomios Curso basico de Calculo

También resulta sencillo de demostrar con la notacién diferencial

d_ 1 _ 1 1
dy —dy/dx  f'(x)  f(fT(y)

Ejemplo La inversa de la funcién exponencial y = f(x) = e* es el logaritmo neperiano x = f~1(y) =
Iny, de modo que para calcular la derivada del logaritmo podemos utilizar el teorema de la derivada

de la inversa y se tiene

’ 1 1 1 1
-1 = = — = — = —
<f ) () = f'(x) Ter ey y

4.5 Aproximaciéon de funciones mediante polinomios

Aproximacién de una funcién mediante un polinomio

Una apliacion muy ttil de la derivada es la aproximacion de funciones mediante polinomios.

Los polinomios son funciones sencillas de calcular (mediante sumas y productos), que tienen muy
buenas propiedades:

= Estidn definidos en todos los ntimeros reales.
= Son funciones continuas.

= Son derivables hasta cualquier orden y sus derivadas son continuas.

Objetivo

Aproximar una funcién f(x) mediante un polinomio p(x) cerca de un valor x = xy.

Aproximacién mediante un polinomio de grado 0

Un polinomio de grado 0 tiene ecuaciéon

P(x) = Co,
donde ¢ es una constante.

Como el polinomio debe valer lo que la funcién en el punto xp, debe cumplir
p(x0) = co = f(xo).
En consecuencia, el polinomio de grado 0 que mejor aproxima a f en un entorno de x es

p(x) = f(xo)-

Aproximacién mediante un polinomio de grado 0
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4.5 Aproximacion de funciones mediante polinomios Curso basico de Calculo

f@--——mmmmm oo oo

f(x) = p°(x)

flxo) - P°

Rt+——— - — =

Aproximacién mediante un polinomio de grado 1
Un polinomio de grado 1 es una recta y tiene ecuacién
p(x) = co +1x,

aunque también puede escribirse
p(x) = co + c1(x = xo)-

De entre todos los polinomios de grado 1, el que mejor aproxima a f en entorno de xq serd el que
cumpla las dos condiciones siguientes:

1- py f valen lo mismo en xq: p(xo) = f(x0),

2- py f tienen la misma tasa de crecimiento en a: p’(xo) = f’(x0).

Esta tiltima condicién nos asegura que en un entorno de xg, p y f tienen aproximadamente la misma
tendencia de crecimiento, pero requiere que la funcién f sea derivable en x.

La recta tangente: Mejor aproximacién de grado 1

Imponiendo las condiciones anteriores tenemos

1- p(x) = co + c1(x — x0) = p(xo) = co + c1(x0 — X0) = ¢o = f(x0),
2- p'(x) = c1 = p'(x0) = c1 = f'(x0).
Asi pues, el polinomio de grado 1 que mejor aproxima a f en un entorno de xy es
p(x) = f(xo) + f'(x0)(x = x0),

que resulta ser la recta tangente a f en el punto (xo, f(xo)).

Aproximacién mediante un polinomio de grado 1
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F G R
f) —p'(x)
prof-——--mmmm e p'
flxo)t - p°

|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
]
T
X

Aproximacién mediante un polinomio de grado 2
Un polinomio de grado 2 es una parabola y tiene ecuacién
p(x) =co+c1x + cox?,
aunque también puede escribirse

p(x) = co + c1(x — x0) + ca(x — xo)z.

De entre todos los polinomio de grado 2, el que mejor aproxima a f en entorno de xj serd el que
cumpla las tres condiciones siguientes:

1- py f valen lo mismo en xq: p(xo) = f(x0),
2- py f tienen la misma tasa de crecimiento en xg: p’(xp) = f’(x0)-

3- py f tienen la misma curvatura en xo: p” (xo) = f” (xo).

Esta ultima condicién requiere que la funcién f sea dos veces derivable en x.

Mejor polinomio de grado 2
Imponiendo las condiciones anteriores tenemos
1- p(x) = co + c1(x = x0) + c2(x = x0)* = p(x0) = co = f(x0),
2- p'(x) = c1 + 202(x — x) = p'(x0) = €1 + 2c2(x0 — X0) = €1 = f'(x0),

3- p"(x) =2c, = p”(x0) =200 = f"(x0) = 2 = f”;xo)‘

Asi pues, el polinomio de grado 2 que mejor aproxima a f en un entorno de xo es

[ (xo)
2

p(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + (x — x0)*.
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4.5 Aproximacion de funciones mediante polinomios Curso basico de Calculo

Aproximacién mediante un polinomio de grado 2

| —— f =P
pl
feo) - o

Aproximacién mediante un polinomio de grado n
Un polinomio de grado n tiene ecuacién
p(x) =co+c1x + Cox? + -+ ",
aunque también puede escribirse

p(x) = co + c1(x — x0) + c2(x — xo)2 + 4 (X — xp)".

De entre todos los polinomio de grado 7, el que mejor aproxima a f en entorno de xj serd el que
cumpla las n + 1 condiciones siguientes:

1- p(xo) = f(x0),
2- p'(x0) = f"(x0),
3- p”(x0) = f” (x0),

nt1- pli(xg) = f(xp).

Obsérvese que para que se cumplan estas condiciones es necesario que f sea n veces derivable en x.

Cilculo de los coeficientes del polinomio de grado n

Las sucesivas derivadas de p valen

2

p(x) = co + c1(x — x0) + c2(x — x0)” + - - + cu(x — x0)",

p'(x) =c1+ 2ca(x — x0) + -+ + ncu(x — xo)"_l,

p(x) =2co + -+ n(n—1)c,(x - x0)" 2,

p(x) = n(n—1)(n—2)---1c, = nlc,.

Imponiendo las condiciones anteriores se tiene
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1- p(x0) = co + c1(x0 — x0) + €2(x0 — X0)* + + -+ + Cu(x0 — X0)" = co = f(x0),
2- p'(x0) = €1 + 202(x0 — X) + - -+ + ncy(xo — x0)" ' = ¢1 = f'(x0),
3- p"(x0) = 2c + -+ + n(n — Den(xg — x0)" 2 = 2c2 = f(x0) = 2 = f(x0)/2,

(n
n+1- p(”(xO) =nlc, = f(n(xo) =c, = %

Polinomio de Taylor de orden n

Definicién 54 (Polinomio de Taylor de orden n para f en el punto a). Dada una funcién f, n veces
derivable en x = x, se define el polinomio de Taylor de orden n para f en xyg como

1" (x0) f%(xo)

2 _
Ty @ x) e T (- x)" =

p;;’,xo(x) = f(XO) + f,(XO)(X - XO) +
n (i X ‘
= Z y(x _ xO)l/
=0
o bien, escribiendo x = xy + I

7" n n (@i )
Pixo + 1) = f(xo) + ' (xo)h + @hz +ot %h" = ; @h

El polinomio de Taylor de orden n para f en xy es el polinomio de orden n que mejor aproxima a f
alrededor de x, ya que es el tinico que cumple las n + 1 condiciones anteriores.

Cilculo del polinomio de Taylor
Ejemplo

Vamos a aproximar la funcién f(x) = logx en un entorno del punto 1 mediante un polinomio de
grado 3.

La ecuacién del polinomio de Taylor de orden 3 para f en el punto 1 es

f//(l) f///(l)

2 3
T(X—l) +T(x—1).

Pra(0 = f)+ f)x-1)+
Calculamos las tres primeras derivadas de f en 1:

f(x) =logx f(1)=1logl=0,
flx)=1/x ffH=1/1=1,
fre=-1/x*  f(1)=-1/12= -1,
fry =2/ fr=2/=2

Sustituyendo en la ecuacién del polinomio se tiene

-1 2 2 3 11
3 = — =12+ S =13 = 243 -2 - =
pf/l(x) 0+1(x—-1)+ > (x-1) +3!(x 1) 3% T 5% + 3x =

Polinomios de Taylor para la funcién logaritmo
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p}lc “l+x-3(x-12+ix-17°

f(x) =log(x)

=-l+x-3(x-1)7

Polinomio de Maclaurin de orden n

La ecuacién del polinomio de Taylor se simplifica cuando el punto en torno al cual queremos
aproximar es el 0.

Definicién 55 (Polinomio de Maclaurin de orden n para f). Dada una funcién f, n veces derivable en 0,
se define el polinomio de Maclaurin de orden n para f como

(0 n 0
P;,o(x) = f(O) +f’(0)x+ %xz 4+t %xn —

Calculo del polinomio de Maclaurin
Ejemplo

Vamos a aproximar la funcién f(x) = senx en un entorno del punto 0 mediante un polinomio de
grado 3.

La ecuacion del polinomio de Maclaurin de orden 3 para f es

44 0 117 0
P?/O(x) = f(0) + f(O)x + f 2( )x2 + %x?

Calculamos las tres primeras derivadas de f en 0:

f(x) =senx f(0) =sen0 =0,
f'(x) = cosx f'(0)=cos0=1,
f"(x) = —senx f”(0) = —sen0 =0,
f""(x) = —cosx f"(0) = —cos0 = —1.

Sustituyendo en la ecuacién del polinomio obtenemos

-1 3
p}o(x):0+l-x+gx2+ix3=x—%.

Polinomios de Maclaurin para la funcién seno
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Plo@) =x

1 1
pJS,’O(x) =x- gx3 + mxs

f(x) =senx

Py = x- 1

Polinomios de Maclaurin de funciones elementales

f) Phy0)
3 5 2k-1
senx x—%+%—---+(—1)khsin:2kon:2k—l
2 4 2k
cos x 1—%+%—---+(—1)k%sin=2kon=2k+l
3 5 2k-1
arctgx x—%+%—--‘+(—1)k(;{_l)sin=2kon=2k—1
x> a8 x"
X —_ J— —_
e 1+x+2!+3!+ +n'
xZ x3 X
log(1 s (=i
og(1 +x) X 2+3 +(-1) "

Resto de Taylor

Los polinomios de Taylor permiten calcular el valor aproximado de una funcién cerca de un valor
Xo, pero siempre se comete un error en dicha aproximacion.

Definicién 56 (Resto de Taylor). Si f es una funcién para la que existe el su polinomio de Taylor de
orden n en xg, , entonces se define el resto de Taylor de orden n para f en xy como

700 = FO) =Pt ().

P,

El resto mide el error cometido al aproximar f(x) mediante p’} (%) y permite expresar la funcién f
como la suma de un polinomio de Taylor mads su resto correspondiente:

Q) = Pl () + 7, ().

Esta expresién se conoce como férmula de Taylor de orden n para f en xg. Se pude demostrar, ademas,
que

h—0 h"
lo cual indica que el resto r;} 4, (Yo + ) es mucho menor que A"
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4.6 Estudio de funciones: Crecimiento, extremos y concavidad Curso basico de Calculo

4.6 Estudio de funciones: Crecimiento, extremos y concavidad

Estudio del crecimiento de una funcién

La principal aplicacién de la derivada es el estudio del crecimiento de una funcién mediante el signo
de la derivada.

Teorema 57. Si f es una funcién cuya derivada existe en un intervalo I, entonces:

= SiVx €l f(x) > 0 entonces f es creciente en el intervalo I.

m SiVx el f'(x) <0entonces f es decreciente en el intervalo I.

Ejemplo La funcién f(x) = x> es creciente en todo R ya que Yx € R f"(x) > 0.
Observacion. Una funcion puede ser creciente o decreciente en un intervalo y no tener derivada.
Estudio del crecimiento de una funcién
Ejemplo
Consideremos la funcién f(x) = x* — 2x2 + 1. Su derivada f’(x) = 4x> — 4x est4 definida en todo Ry

es continua.

f) =2t -222 +1

:2 1

|

| -1

F) =48 -4x ||
|

|

|

|

|

q

§_ _

Crecimiento f(x) |

T

-2
Signo f'(x) - 0 +

—

R i

[ Y A —
o

+

Determinaciéon de extremos relativos de una funcién

Como consecuencia del resultado anterior, la derivada también sirve para determinar los extremos
relativos de una funcion.

Teorema 58 (Criterio de la primera derivada). Sea f es una funcién cuya derivada existe en un intervalo
I, y sea xg € I tal que f’(xp) = 0, entonces:
» Siexiste un 6 > 0 tal que Vx € (xg — 6,xp) f'(x) > 0y Vx € (xp,x0 + 0) f(x) < 0 entonces f tiene un

mdximo relativo en x.

» Siexiste un 6 > 0 tal que Vx € (xg — 6,xp) f'(x) < 0y Vx € (xp,x0 + 0) f'(x) > 0 entonces f tiene un
minimo relativo en x.

» Siexiste un 6 > 0 tal que Vx € (xg — 6,x0) f'(x) > 0y Vx € (xo,x0 + 0) f'(x) > 0 entonces f tiene un
punto de inflexion creciente en xg.
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» Siexiste un 6 > 0 tal que Vx € (xg — 6,x0) f'(x) <0y Vx € (xp,x0 + 0) f'(x) < 0 entonces f tiene un
punto de inflexion decreciente en xo.

Los puntos donde se anula la derivada de una funcién se denominan puntos criticos.

Determinacion de extremos relativos de una funcién
Ejemplo

Consideremos de nuevo la funcién f(x) = x* — 2x? + 1. Su derivada f’(x) = 4x> — 4x esta definida en

todo R y es continua.
i \p
% I
| |
| |
[ [
| |
I -1 [
F(x) = 423 — dx : I
|
|
|
|
i

f(x) =xt -2 +1

Crecimiento f(x) |

N

|
|
| |
| |
A2 |
o 1
Signo f'(x) - é + é - é +

Extremos f(x) Min Maéx Min

Estudio de la concavidad de una funcién

La concavidad de una funcién puede estudiarse mediante el signo de la segunda derivada.

Teorema 59 (Criterio de la segunda derivada). Si f es una funcién cuya segunda derivada existe en un
intervalo I, entonces:

= SiVx el f”(x) > 0 entonces f es concava en el intervalo I.

= SiVx el f”(x) <0entonces f es convexa en el intervalo I.

Ejemplo La funcién f(x) = x? tiene segunda derivada f”(x) = 2 > 0 y por tanto es céncava en todo
R.

Observacion. Una funcion puede ser céncava o convexa en un intervalo y no tener derivada.
Estudio de la concavidad de una funcién

Ejemplo

Consideremos de nuevo la funcién f(x) = x* — 2x? + 1. Su segunda derivada f”(x) = 12x> — 4 estd
definida en todo R y es continua.
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f) =2t -202 +1 ! i
|
|
2 i 2
[
|
F/(x) = 433 — 4
: F(x) = 1202 — 4
|
|
| |
| |
| |
Concavidad f(x) U : n : U
T T T Y T T T
-2 =17 0 11 2
Signo f”(x) + 0 - 0 +
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5 Integrales

Integrales
Indice

5.1 Primitiva de una funcion

Primitiva de una funcién
Definicién 60 (Primitiva de una funcién). Se dice que la funcién F(X) es una funcién primitiva de f(x) si
se verifica que F'(x) = f(x) Yx € Dom(f).

Ejemplo La funcién F(x) = x? es una primitiva de la funcién f(x) = 2x ya que F’(x) = 2x para todo R.

El célculo de primitivas puede verse con un proceso inverso al clculo de derivadas, y es por eso
también se suele llamar antiderivada a la primitiva de una funcién.

Como dos funciones que difieran en una constante tienen la misma derivada, si F(x) es una funcién
primitiva de f(x) también lo serd toda funcién de la forma F(x) + k Vk € R.

Integral indefinida de una funcién
Como dos funciones que difieran en una constante tienen la misma derivada, si F(x) es una funcién
primitiva de f(x) también lo serd toda funcién de la forma F(x) + k Vk € R.

Definicién 61 (Integral indefinida). Se llama funcion integral indefinida de la funcién f al conjunto de
todas sus funciones primitivas y se representa como

ff(x) dx =F(x)+C
siendo F(x) una funcién primitiva de f(x) y C una constante arbitraria.

Ejemplo La integral indefinida de f(x) = 2x es

f2xdx=x2+C.

Interpretacién de la integral

En temas anteriores se vio que la derivada de una funcién es la tasa de variacién instantdnea, de
manera que si conocemos la tasa de variacién instantdnea de una funcién en cada instante, podemos
averiguar la variacion real de la funcién.

Ejemplo ;Cuadl sera el espacio recorrido por un objeto en caida libre?

Cuando soltamos cualquier objeto desde una altura, la tinica fuerza que acttia sobre el es la gravedad,
con una aceleracién aproximada de 9,8 m/s?, esto quiere decir que la velocidad varfa de forma constante
y por tanto la velocidad del objeto en cada instante ¢ sera:

o(t) = 9,8t m/s

Puesto que la velocidad en cada instante es la tasa de variacién instantdnea del espacio recorrido por el
objeto, su primitiva nos dard el espacio recorrio por el objeto en cada instante:

t2
o(t) = f 98tdt=9,8.
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5.2 Integrales inmediatas Curso basico de Calculo

. . . . 2 _ 22 _
Asi, por ejemplo, a los 2 segundos, el espacio recorrido serd e(2) = 9,85 = 19,6 m.

Linealidad de la integral

Dadas dos funciones f y ¢ que admiten primitiva, y una constante k € IR se verifica que
L [(f()+gx)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx,
2. [kf(x)ydx =k [ f(x)dx.

5.2 Integrales inmediatas

Integrales inmediatas

= f adx = ax + C, con a constante.

xn+1
+C sin#-1.

fx”dx:

n+1

fldx=1n|x|+C.
X

fexdx=6x+C.

fa"dx: £ + C.
Ina

fsenxdx =—cosx +C.

fcosxdx =senx + C.

ftgxdx =In|secx| + C.

fsecxdx =In|secx +tgx|+ C.

fcosecxdx = In|cosecx — cotg x| + C.

fcotgxdx =In|senx| + C.

[sec?xdx =tgx+C.

[ cosec? xdx = — cotgx + C.

fsecxtgxdx =secx + C.

. fcosecxcotgxdx = —cosecx + C.

dx X
L] f— =arcsen— + C.
2 — 52 a

fizlarctgz+c
a a

a? + x?
dx 1 X
= f—z—sec‘1—+C.
V22 a a

— —=—In
-x2  2a

dx 1 x+a
[ In|=——|+C.
a —a
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5.3 Técnicas de integracién

Técnicas de integracién

Desgraciadamente, y a diferencia del calculo de derivadas, no existe un procedimiento infalible que
permita calcular la primitiva de una funcién siempre que exista. Existen no obstante, diferentes técnicas
para integrar algunos tipos de funciones. Las técnicas mas habituales son:

= Integracion por partes

= Integracion por reduccion

Integracion por cambio de variable

Integracion de funciones racionales

Integracion de funciones trigonométricas

Integracion por partes

Dadas f y g, dos funciones derivables de x. De la regla de la derivada del producto se deduce

[ rwsw = feoge - [gwrwa

o con notacién diferencial, si u y v son funciones derivables de x

fudvzuv—fvdu.

Al emplear el método de integracién por partes se debe realizar la eleccion de u y dv de tal forma que
las integrales que haya que realizar sean lo més sencillas posibles.

Ejemplo Para integrar f xsenxdx se deberd elegir u = x y dv = senxdx, con lo que du = dx y
v = — cos X, resultando

fxsenxdxz—xcosx—f(—cosx)dxz—xcosx+senx.

Si hubiésemos elegido u = senx y dv = xdx, la cosa se complica.

Integracién por reduccién
Las féormulas de reducciéon permiten simplificar el cdlculo cuando hay que aplicar la integracién por
partes varias veces consecutivas.

Si se tiene que calcular una integral indefinida I, que depende de un ntimero natural 7, las férmulas
de reduccién nos permitiran expresar I, en funcién de I,,_1, es decir se obtendrd una relacién recurrente
del tipo

I, = f(In—lz X, 1’[)

con lo que calculando una integral se pueden obtener facilmente las demas.

Ejemplo Si se desea calcular [, = f x"e* dx, aplicando la integracion por partes se debe elegir 1 = x"
y dv = ¢* dx, con lo que du = nx"~! dx y v = ¢*, obteniéndose

I, = fx”e" dx =x"e¢" —n fx”‘le" dx = x"e* —nl,_q.
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Asi, por ejemplo, para n = 3 se tiene

fx3e" dx = I = x3¢" — 3], = x°¢* — 3(x%¢" — 2I;) = x°¢* — 3(x%¢" — (xe* — ) =

= 12" — 3(x%" — (xe* — ") = & (x° - 3x% + 6x — 6).

Integraciéon por cambio de variable
La regla de la cadena establece que la derivada de una funcién compuesta f(g(x)) es
f(g@)) = f(8())g' (),

de manera que es posible integrar esta tltima expresién haciendo un cambio de variable u = g(x) de
manera que du = g’(x)dx:

f F(3()g () dx = f Fydu= ) +C = f(g@)+C

Ejemplo Para calcular la integral f dx puede hacerse el cambio de variable u = logx con lo

xlogx
que du = Ldx y sustituyendo queda

f dx =f ! 1dx=fldu=10g|u|+C,
xlogx log x x u

y deshaciendo el cambio tenemos

1
fxlogx dx = log|logx| + C.

Integracion de funciones racionales

Toda funcioén racional se puede escribir como suma de un polinomio (que tiene primitiva inmediata)
mds una funcién racional propia, es decir, una funcién racional en la que el grado del numerador sea
menor que el grado del denominador. A su vez, toda funcién racional propia puede expresarse como
suma de fracciones simples de los tipos siguientes:

A . :
( ) : con raices reales simples del denominador.
xX—a

( X : con raices reales multiples del denominador.

x—a

Ax+B . S .
———— :conraices complejas simples del denominador.
X2 +cx+d

Ax+B

@rcxrdy : con raices complejas multiples del denominador.

conn > 1.

Integracion de funciones racionales

Primitivas de las fracciones simples
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Usando la linealidad de la integral, basta calcular la primitiva de cada una de estas fracciones simples
para calcular la primitiva de la funcién racional:

fidx:Alogu—ch,
X—a

A -A .
f(x—a)" dx = (n—l)(x—a)”*l +Csin# 1.

fﬂ “log|x® +cx +d| + 2B - Ac arct 2xte +C
Prox+d 208 14— 2 g\/4d_cz )

Integracion de funciones racionales
Ejemplo con raices reales
x?+3x -5

5 —3x+2
(x = 1)*(x + 2) por lo que tiene una raiz simple -2 y una rafz multiple 1.

Consideremos la funcién f(x) = . Su denominador se puede factorizar como x> —3x +2 =

La descomposicion en fracciones simples es:
2 +3x-5 A B C
= + + =
-3x+2 x-1 (x-12 x+2
A -1 +2)+Bx+2)+Cx—1)2
- (x — 1)2(x +2) a
_(A+Ox*+(A+B-20)x+(-2A+2B+0()
B (x=1)2(x+2)
e igualando los numeradores tenemos A = 16/9, B = —=1/3y C = -7/9, de modo que

X +3x-5_16/9 -1/3  -7/9

—3x+2 x-1 (x—-12 x+2

Finalmente, integrando tenemos

2+3x-5 16/9 13 7/9
XA = d d P gy =
fx3—3x+2x fx 1 x+f(—l) x+fx+2x

16 1 1
=5 ) =3 “f“‘ dx5 | e
=§In|x | m ln|x+2|+C

Integracion de funciones racionales
Ejemplo con raices imaginarias

x+1
x?—4x+8
En este caso el denominador no tiene raices reales, pero puede escribirse de la forma

¥ —4x+8=(x-2)>+4

f x+1 gy — x—2+3 gy =
2—4dx+8 ) (x- 2)2+4 -

~J &= 2>2+4 f( pa™T
)+C

Consideremos la funcién f(x) =

Integrando, tenemos

lnl(x 2)? +4|+§arctg( 5
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Integracion de funciones trigonométricas
Funcion sin" x cos™ x con n o m impares

Si f(x) = sin” xcos™ x con n o m impares, entonces para integrar esta funcién se hace el cambio
senx =t0cosx =1f.

Ejemplo
2 3 _ 2 2 _ 2 2
fsen xcos’ xdx = fsen X cos” xcosxdx = fsen x(1 — sen” x) cos x dx,

y haciendo el cambio t = sen x, de modo que dt = cos xdx, se tiene
5

3
fsenzx(l—senzx)cosxdxzftz(l—tz)dtzftz—t4dt=%—%+C,

y deshaciendo el cambio anterior se obtiene

3 5

sen’x sin’x
fsenzxcos3xdx= 3 5 +C.

Integracion de funciones trigonométricas
Funcién sin" x cos™ x con n y m pares

Si f(x) = sen” xcos™ x con n y m pares, entonces se suelen utilizar las siguientes igualdades para
facilitar el calculo de la integral:

1
sen’x = 5(1 — C0os 2x)
1
cos®x = 5(1 + cos 2x)
1
Sen x cosx = 5 sen 2x

Ejemplo

1 21
fsenzxcos4xdx= f(senxcosx)z cos® xdx = f(i sen2x) 5(1 + cos2x) dx =

= % fsenz 2xdx + % fsin2 2x cos2xdx,
siendo la primera integral es de este mismo tipo y la segunda del anterior
) 4 1 1 1 3
sen” x cos” xdx = —x — — sen 2x) + — sen” 2x

32 32 24

Integracion de funciones trigonométricas
Productos de senos y cosenos

Las igualdades
senxcosy = %(sen(x - y) +sen(x + y))
senxseny = %(cos(x —y) —cos(x + y))

cosxcosy = %(cos(x —y) +cos(x + y))
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transforman los productos en sumas, simplificando su integracién.

Ejemplo

f senx cos2xdx = f %(sen(x — 2x) + sen(x + 2x))dx =

1 1
= Efsen(—x)dx+§fsen3xdx=

= % cos(—x) — % cos3x + C.

Integracion de funciones trigonométricas
Funciones racionales de senos y cosenos

Si f(x, y) es una funcién racional entonces la funcién f(sen x, cos x) puede convertirse en una funcién
racional en f mediante los cambios

tf—t senx = 2t cosx—l_t2 dx = 2 dt
677 1+ 1+ 1+
Ejemplo
1 1 2 1 X
fsenxdx—f BT mdt—f;dt—log|t|+C—log|tg§|+C

1+£2

5.4 Integral definida

Integral definida

Definicién 62 (Integral definida). Sea f(x) una funcién cuya primitiva es F(x) en un intervalo [a, b]. Se
define la integral definida de f(x) en el intervalo [a, b] como

b
f F()dx = [E@L = Fb) - F@)

Ejemplo. Dada la funcién f(x) = x2, se tiene
2 372 2% 13 7
2d = x— = — - — = —,
fl S N T T

Propiedades de la integral definida

Dadas dos funciones f y g integrables en [a,b] y k € R se cumplen las siguientes propiedades
o ['(f@) + g dx = [ fx)dx+ [ g(x) dx (linealidad)

= fa ! kf(x)dx =k fa ! f(x)dx (linealidad)

= fa ! f(x)dx < fu ! g(x)dxsi f(x) < g(x) Vx € [a, b] (monotonia)

n fu ’ f(x)dx = fu ‘ fx)dx + L ! f(x) dx para cualquier c € (g, b) (aditividad)

o [N ) dx = - [ f(x)dx
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5.5 Caélculo de 4reas

Cilculo de areas
Area delimitada por una funcion positiva y el eje de abscisas

Si f es una funcién integrable en un intervalo [a,b] y f(x) > 0 Vx € [a, b], entonces la integral definida

Lbf(x)dx

mide le drea que queda entre la funcién f y el eje de abscisas en el intervalo [a, b].

fx)

/\/
Lbf(x)dx

Cilculo de areas
Area delimitada por una funcion negativa y el eje de abscisas

Si f es una funcién integrable en un intervalo [a,b] y f(x) < 0 Vx € [a, b], entonces el drea que queda
entre la funcién f y el eje de abscisas en el intervalo [a, b] es

fx)

Calculo de areas
Area delimitada por una funcion y el eje de abscisas

Si f cambia de signo a lo largo del intervalo [g, b] entonces se divide el intervalo de integracién en
intervalos donde f tenga el mismo signo, se calcula cada drea por separado y se suman.
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[ f(xd b

a N fw d

fx)

facf(x)dx—fcbf(x)dx

Cilculo de areas
Area delimitada por dos funciones

Si f y g son dos funciones integrables en el intervalo [a, b] y se verifica que g(x) < f(x) Vx € [a, D],
entonces el area de la regién plana limitada por las curvas y = f(x), y = g(x), y lasrectasx =ayx =b
viene dada por

b
f () - () .

f(x)
/b\/
fuf(X)—g(X)dx
\/\ 5()
a b
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6 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (E.D.O.)

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Indice

6.1 Definicion de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Ecuaciéon Diferencial Ordinaria

En muchos problemas de geometria, fisica, quimica, etc, se presentan a menudo ecuaciones que
relacionan una funcién con su derivada o derivadas sucesivas.

Definicién 63 (Ecuacién diferencial ordinaria). Se llama ecuacién diferencial ordinaria (E.D.O.) a una
ecuacién que relaciona una variable independiente x, una funcién desconocida y(x), y las derivadas de
y de diversos 6rdenes i/, y”, ..., y"; es decir una expresién de la forma

Fex,y, v, y",..., y(”) =0.

Se llama orden de la ecuacién diferencial al mayor de los érdenes de las derivadas que contienen la
ecuacion.

177

Asi, por ejemplo, la ecuacion iy’ +sen(x)y’ = 2x es una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden.

Deducciéon de una ecuacion diferencial

Para deducir la ecuacién diferencial que explica un fenémeno es fundamental saber interpretar las
derivadas de una funcién.

Ejemplo Una de las leyes de la termodindmica de Newton dice

“La velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a la diferencia de
temperatura T del cuerpo y la temperatura T, del aire.”

La velocidad de enfriamiento es la variacién instantanea de la temperatura con respecto al tiempo, es
decir, la derivada de la temperatura con respecto al tiempo dT/dt. Por tanto, el fendmeno anterior puede
describirse mediante la ecuacién diferencial

T
— =KT-T),

donde k es una constante de proporcionalidad.

Solucién de una ecuacidén diferencial ordinaria

Definicién 64 (Solucién de una ecuacion diferencial ordinaria). Se llama solucién de una ecuacion diferencial
ordinaria F(x,y,vy',y",...,y™) = 0 a cualquier funcién y = f(x) tal que al sustituirla en la ecuacién la
convierte en una igualdad; es decir

F(x, f(x), f'(x), f" (), ..., f7(0)) = 0.
La gréfica de la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria se llama curva integral.

Resolver o integrar una ecuacién diferencial ordinaria consiste en hallar todas sus soluciones en un
dominio dado. Para ello, habra que recurrir al célculo integral.

De igual modo que al integrar una funcién aparece una constante que nos da la familia de primitivas
de la funcion, al integrar una ecuacién diferencial ordianaria surgen varias constantes arbitrarias. Dando
valores a dichas constantes se obtienen todas las soluciones de la ecuacién.
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6.1 Definicién de las ecuaciones diferenciales ordinarias Curso basico de Calculo

Solucién general de una ecuacién diferencial ordinaria

Definicién 65 (Solucién general de una E.D.O.). Se llama solucion general de una ecuacion diferencial
ordinaria de orden 1, a una funcién de la forma

y=f(xCq,...,Cp)
que es solucién de la ecuacién diferencial para cualquier valor que tomen las constantes Cy, ..., C,.
Para cada valor que tomen las constantes se obtiene una solucién particular de la ecuacién diferencial.
Por ello, una E.D.O. tiene infinitas soluciones.

Geométricamente, la solucién general representa una familia de curvas integrales de la ecuacién
diferencial.

A menudo, se suelen imponer condiciones para reducir el ntiimero de soluciones de la ecuacién
diferencial. En muchos casos estas condiciones permiten fijar los valores de las constantes y asi obtener
una solucién particular a partir de la solucién general.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
Vamos a estudiar la resolucién de E.D.O. de primer orden,
F(x,y,y')=0.
La solucién general de una E.D.O. de primer orden es

y=fx0C),

de manera que para obtener una solucion particular de la ecuacién basta con darle valor a la constante
C, y para ello es suficiente con fijar una condicién inicial.

Definicién 66 (Problema del valor inicial). Al conjunto formado por una ecuacion diferencial ordinaria
de primer orden y una condicién inicial se le llama problema del valor inicial:

F(x,y,¥) =0, E.D.O.de primer orden;
y(x0) = Yo, Condicién inicial.

Resolver un problema del valor inicial consiste en encontrar una solucién de la ecuacion diferencial
que cumpla la condicién inicial.

Resolucién de un problema del valor inicial
Ejemplo

Recordemos la ecuacién diferencial de primer orden que explicaba el enfriamiento de un cuerpo en

el aire: .
— =KT -T,),
7 = K )
donde T es la temperatura del cuerpo y T, la del aire.

Es facil comprobar que la solucién general de esta ecuacién diferencial es
T(t) = Cé* + T,.
Si imponemos la condicién inicial de que en el instante inicial el cuerpo estaba a 5 °C, es decir,

T(0) = 5, tenemos
TO)=C+T,=C+T, =5,

de donde se deduce que C =5 — T, y esto nos lleva a la solucién particular

T(t) = (5 - T,)e + T,.
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Familia de curvas integrales
Ejemplo

Para el ejemplo anterior, en el caso de que la temperatura del aire fuese T, = 0 °C y k = 1, la solucion
general de la ecuacién seria
T(t) = Cé,

lo que nos daria la siguiente familia de curvas integrales:

30
25
20
15

10

—

-1

Existencia y unicidad de soluciones

Teorema 67 (Existencia y unicidad dela soluciéon de una E.D.O.). Si g(x, y(x)) es una funcién diferenciable
en el intervalo (4, b), entonces el problema del valor inicial

y' =8y, xe(b);
y(xo0) = Yo

tiene solucion tnica, es decir, existe una tnica y = f(x), definida en (a,b), solucién de la ecuaciéon
diferencial y tal que f(xo) = yo.

Aunque este teorema nos garantiza la existencia y la unicidad de las soluciones no nos proporciona
un método para llegar a ellas.

En realidad, no existe un método general para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden
pero veremos como resolver algunos tipos especiales de ellas:

= De variables separables,

= Homogéneas,

= Lineales.

6.2 E.D.O. de variables separables

E.D.O. de variables separables

Definicién 68 (E.D.O. de variables separables). Una ecuacion diferencial ordinaria de variables separables es
una ecuacion diferencial de primer orden que puede escribirse de la forma

y'8y) = f(x),
o lo que es lo mismo,
§()dy = f(x)dx,
de manera que a un lado de la igualdad sélo aparece la variable y y al otro la variable x (las variables
estan separadas).



6.3 E.D.O. homogéneas Curso basico de Calculo

La solucién general de esta ecuacion diferencial se obtiene integrando ambos lados de la igualdad:

f 3(y)dy = f @) dx+C.

Resolucién de una E.D.O. de variables separables

Ejemplo
La ecuacién diferencial que explica el enfriamiento de un cuerpo en el aire
ar
E - k(T - Tﬂ)/

es una ecuacioén diferencial de variables separables ya que puede escribirse

1
T-T,

dT = kdt.

Integrando ambos miembros de la igualdad tenemos:

1
fT_TudT—fkdt@log(T—Tg)—kt+C,

y despejando T llegamos a la solucién general de la ecuacién
T(t) = " C + T, =" + T, = C + T,

reescribiendo C = ¢ como una constante arbitraria.

6.3 E.D.O.homogéneas

Funciones homogéneas

Definicién 69 (Funcién homogénea). Una funcién f(x, y) es homogénea de grado n, si para cualquier
valor k se cumple

flkx, ky) = K" f(x, ).
En particular, para una funcién homogénea de grado 0 siempre se cumple

flkx, ky) = f(x, ).

En concreto, si tomamos k = 1/x tenemos

= (b2« 1 2) 52,

X X

de manera que una funciéon homogénea de grado 0 siempre puede escribirse como una funcién de

u=y/x:
feew =g(2) = sw.
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E.D.O. homogéneas

Definicién 70 (E.D.O. homogénea). Una ecuacién diferencial ordinaria homogénea es una ecuaciéon
diferencial de primer orden que puede escribirse de la forma

v = fx,y),

donde f(x, y) es una funcién homogénea de grado 0.

La solucién de esta ecuacion diferencial se obtiene realizando el cambio de variable

y
u=_ey=ux

con lo que la ecuacién diferencial anterior se convierte en
w'x+u=f(u),

que es de variables separables.

Una vez resuelta la ecuacién diferencial anterior, s6lo queda deshacer el cambio de variable.

Resolucién de una E.D.O. homogénea
Ejemplo

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial:

4x -3y +y' Ry —3x)=0.

Escribiéndola de la forma
, 3y —4x

A

se puede ver facilmente que es homogénea.
Para resolverla se hace el cambio de variable y = ux y se obtiene

Sux — 4x _ 3u—4

U= x—3x 2u-3

que es de variables separables.

Separando las variables se llega a

u,x_Bu—4_u_—2u2+6u—4@ 2u-3 du—ldx
T 2u-3 a 2u—3 2u2+6u—4 x

Resolucién de una E.D.O. homogénea
Ejemplo
Integrando ahora ambos miembros obtenemos
2u-3 1 1 ’
fmduz f;dx@ —E].Og“/l —3u+2| =].Og|X|+C@

& loglu? — 3u + 2| = —2log|x| - 2C,
y aplicando la funcién exponencial a ambos miembros y simplificando llegamos a la solucién

—2C
~2loglxl-2C _ € _ £
elogh? — x2’

W —3u+2=¢
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C

reescribiendo C = ¢72, como una constante arbitraria.

Finalmente, deshaciendo el cambio inicial de variable u# = y/x, llegamos a la solucién general de la
ecuacion:

AN _C 2 2 _
(;) —3; +2—;®y =3xy+2x-=C

6.4 E.D.O. lineales

E.D.O. lineales

Definiciéon 71 (E.D.O. lineal). Una ecuacién diferencial ordinaria lineal es una ecuacién diferencial de
primer orden que puede escribirse de la forma

Y + gy = h(x).

Para resolver esta ecuacion diferencial, intentamos poner el primer miembro como derivada de un
producto. Para ello multiplicamos los dos miembros de la igualdad por una funcién f(x) tal que

f(x) = ) f(x).

De esta manera tenemos

Y f(x0)+8)f I(IX)y = h(x)f(x)
y'fe)+f '(xii]/ = h(x)f(x)

d
() = ()£

Resolucién de una E.D.O. lineal

Integrando ambos miembros de la ecuacién anterior llegamos a la solucién

ufe) = [ s de+
Por otro lado, la tnica funcién que cumple f'(x) = g(x) f(x) es
f) = el 500,

de modo que, al sustituir en la solucién anterior, llegamos a la solucién general de una ecuacién
diferencial lineal

yefg(") e — fh(x)efg(") @ dx+C,

o lo que es lo mismo

y=e Jswix ( f h(x)el s gy 4+ C| .

Resolucién de una E.D.O. lineal
Ejemplo

Sien la ecuacién diferencial que explica el enfriamiento de un cuerpo, la temperatura del medio en el
que se encuentra no es constante sino que cambia con el tiempo, es decir, es una funcién T,(t), entonces

la ecuacién diferencial resultante
T = K(T — T,(t)),
m ( )

65
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es una ecuacién diferencial lineal que puede escribirse como
T" — kT = —kT,(t),

donde el término independiente es —kT,(t) y el coeficiente de T es —k.

Sustituyendo en la solucién general de una ecuacién diferencial lineal tenemos

y=e | F ( f —kT,(t)el dt+C) = ¢t (— f KT, (t)e ™ dt+C).

Resolucién de una E.D.O. lineal
Ejemplo

Si en un caso concreto la temperatura del aire estuviese dada por la funcién T,(t) = ¢, y la constante
de proporcionalidad fuese k = 1, entonces la solucién general de la ecuacion diferencial seria

y=e (—ftektdt+C) = '(t+1)+C)=Ce +t+1.

Si ademads nos dicen que en el instante 0 la temperatura del cuerpo es de 5 °C, es decir, nos dan la
condicién inicial T(0) = 5, entonces se puede calcular la constante C:

y0)=C+0+1=5C+1=5oC=4,
y entonces la solucién particular que se obtiene es

y(t) =4e' +t+1.

66



Curso basico de Calculo

7 CAalculo diferencial en varias variables

Calculo diferencial en varias variables
Indice

7.1 Funciones vectoriales

Funcién vectorial de variable real

Definicién 72 (Funcién vectorial de variable real). Una funcién vectorial de variable real o campo vectorial
de variable escalar es una funcién que asocia a cada valor escalar t € D C R un vector (x1(f),..., x,(t)) de
R":
f: R — R
to— (..., x(t)

donde x;(t) es una funcién real de variable real paracadai=1,...,n.

Los campos vectoriales de variable escalar mds habituales son en el plano R?, donde se suelen
representar

f() = x()i + y(b)j,

y en el espacio IR?, donde se suelen representar

ft) = x(®)i + y(B)j + z(Dk,

Representacion grafica de campos vectoriales

La representacién grafica de un campo vectorial en IR? es una trayectoria en el plano real.
Yy

Y\




7.1 Funciones vectoriales Curso basico de Calculo

La representacion grafica de un campo vectorial en R® es una trayectoria en el espacio real.

Z
A

z(t)

Derivada de xca vectorial

El concepto de derivada como limite de la tasa de variacion instantanea puede extenderse facilmente
a campos vectoriales.

Definicién 73 (Derivada de un campo vectorial). Se dice que un campo vectorial f(t) = (x1(t), ..., x,(f))
es derivable en un punto ¢ = a si existe el limite

o flar A~ f@)
At—0 At

En tal caso, el valor del limite se conoce como derivada del campo vectorial en el punto a y se representa

por f'(a).

Derivada de un campo vectorial

Muchas de las propiedades de las funciones reales de variable real pueden extenderse a los campos
vectoriales a través de sus componentes. Asi, por ejemplo, la derivada de un campo vectorial puede
obtenerse a partir de las derivadas de sus funciones componentes.

Teorema 74. Dado un campo vectorial f(t) = (x1(t),...,xu(t)), si xi(t) es derivable en f = a para cada
i=1,...,n entonces f es derivable en a y su derivada vale

f(@) = (x1(a), ..., x;(a))
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La demostracién para un campo vectorial en IR? es facil:

- fla+Ab — fla) _ lm (x(a + At), y(a + Ab)) — (x(a), y(@) _
-0 At At—0 At

Fo-

_ .. [x(a+ At) - x(a) y(a+ At) — y(a) 3
_A}To( AL At )_
Ab) - Ab) -
~ tm, 2B =0,y YELBIO) v, o,

Cinemaética: Movimiento curvilineo

La derivada como velocidad a lo largo de una trayectoria en la recta real puede generalizarse a
trayectorias en cualquier espacio euclideo R".

Para el caso del plano real R?, si f(t) describe la posicién de un objeto mévil en el plano en el instante
t, tomando como referencia el origen de coordenadas O y los vectores coordenados {i = (1,0),j = (0, 1)},

se puede representar la posiciéon P del mévil en cada instante t mediante un vector OP = x(t)i + y(t)j

cuyas coordenadas
= x(t
=D R
y=y®

se conocen como funciones coordenadas de f'y se escribe f(t) = (x(t), y(t)).

Tiempo

Velocidad en una trayectoria curvilinea en el plano

En este contexto de una trayectoria f(t) = (x(t), y(t)) en el plano real IR?, para un instante ¢ = a, si

existe el vector A
+ —
_ i @A)~ f@)

v
At—0 At

entonces f es derivable en el instante t = a y el vector v = f’(a) se conoce como velocidad de f en ese
instante. Como se ha visto antes, se cumple

v = X'(B)i + v/ ().

Velocidad en una trayectoria curvilinea en el plano
Ejemplo

Dada la trayectoria f(t) = (cost,sent), t € R, cuya imagen es la circunferencia de centro el origen de
coordenas y radio 1, sus funciones coordenadas son x(t) = cost, y(f) = sent, t € R, y su velocidad es

v=f'(t) = (¥'(t),y'(t)) = (—sent, cost).
En el instante t = 11/4, el m6vil estaré en la posicion f(rr/4) = (cos(rt/4), sen(r/4)) = (V2/2, V2/2) y se
moverd con una velocidad v = f/(1/4) = (- sen(1t/4), cos(n/4)) = (— ¥2/2, V2/2).
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t=m/4
/’ x

Obsérvese que el médulo del vector velocidad siempre sera 1 ya que [v| = /(—sent)? + (cos t)? = 1.

ARy

7.2 Recta tangente a una trayectoria

Recta tangente a una trayectoria en el plano

Los vectores paralelos a la velocidad v se denominan vectores tangentes a la trayectoria f en el instante
t = a, y la recta que pasa por P = f(a) dirigida por v es la recta tangente a f cuando t = a.

Definicién 75 (Recta tangente a una trayectoria). Dada una trayectoria f sobre el plano real IR?, se llama
recta tangente a f para t = a a la recta de ecuacion

I+ (x,y) = fa) + tf'(a) = (x(a), y(@) + t(x'(a), y' (@) = (x(a) + £x'(a), y(a) + ty'(a)).

Ejemplo Se ha visto que para la trayectoria f(f) = (cost,sent), t € R, cuya imagen es la circunferencia
de centro el origen de coordenadas y radio 1, en el instante { = 77/4 la posicion del mévil era f(rt/4) =

(\/5/2, \/5/2) y su velocidad v = (- \2/2, \/5/2), de modo que la recta tangente a f en ese instante es
V2 \/§)+t(—\/§ \/5)_(\/5 V2 V2 V2
27 2 2 72

5 R -, =+t .

l:X=f(7T/4)+fV=( 2 272 2

Recta tangente a una trayectoria en el plano

De la ecuacién vectorial de la recta tangente a f para t = 4, se obtiene que sus funciones cartesianas
son

eR,

x = x(a) + tx'(a)
y = y(@a) +ty'(a)

y despejando t en ambas ecuaciones e igualando se llega a la ecuacion cartesiana de la recta tangente

x=x(@) _y-y@)
Y@ @

six’(a) # 0 e y’(a) # 0, y de ahi a la ecuacién en la forma punto-pendiente

y'(a)
x'(a)

y—ya)= (x = x(a))-

[%

V2
—t2

mlg
+
—~

"

~—

Ejemplo Partiendo de la ecuacién vectorial de la tangente del ejemplo anterior / = ( >

su ecuacién cartesiana es

x— V2/2 _y- V2/2
-2/2 V2/2

=>y- \/E/Zzﬂ(x— \/5/2)=>y=—x+ V2.

V2/2
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Recta normal a una trayectoria en el plano

Se ha visto que la recta tangente a una trayectoria f cuando t = a es la recta que pasa por el punto el
punto P = f(a) dirigida por el vector velocidad v = f’(a) = (x’(a), y’(1)). Si en lugar de tomar ese vector
se toma como vector director el vector w = (y'(a), —x’(a)), que es ortogonal a v, se obtiene otra recta que
se conoce como recta normal a la trayectoria f cuanto t = a.

Definicién 76 (Recta normal a una trayectoria). Dada una trayectoria f sobre el plano real R?, se llama
recta normal a f para t = a a la recta de ecuacion

I+ (x, y) = (x(a), y(a)) + H(y'(a), =" (@) = (x(a) + ty'(a), y(a) — tx'(a)).

Su ecuacion cartesiana es
x—x(@) _y-y@

y@ — —x)’

y su ecuacién en la forma punto pendiente

—x'(a)
y'(a)

La recta normal es perpendicular a la recta tangente ya que sus vectores directores son ortogonales.

y-y@) = (x — x(a)).

Recta normal a una trayectoria en el plano
Ejemplo

Siguiendo con el ejemplo de la trayectoria f(t) = (cost,sent), t € R, la recta normal en el instante
t=m/4es

I':(x,y) = (cos(mt/2),sen(rt/2)) + t(cos(rt/2), sen(rt/2)) =

() (255228

y su ecuacion cartesiana es

x=V2/2 _y-V2/2
V2/2 V2/2

V2/2
- V2/2 =Xx.
\/E/Z(x V2/ )= y=x

=>y—\/§/2=

Wy y=x

f
// t=T1/4
- j Y\y:—x+\/§

Rectas tangente y normal a una funcién

Un caso particular de las recta tangente y normal a una trayectoria es son la recta tangente y normal
a una funcién de una variable real. Si se tiene la funcién y = f(x), x € I € R, una trayectoria que traza la
gréfica de f es
8= f() tel,
y su velocidad es

§'(t) =1, (1),

de modo que la recta tangente para t = xg es

X—Xo _ y = f(x0)
1 1’ (xo)

=y — f(x0) = f'(x0)(x — x0),
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y la recta normal es

x—xy _ Y= fx) 3 -1
P 1 VTR g

Rectas tangente y normal a una funcién
Ejemplo

Dada la funcién y = f(x) = x?, la trayectoria que dibuja la grafica de esta funcién es g(t) = (t,1?) y su
velocidad es g’(t) = (1,2t), de modo que en el punto (1,1), que se alcanza en el instante ¢ = 1, la recta
tangente es

1 y-1
"11:_3/2 Sy-1=2x-1)=y=2xr-1,

y la recta normal es

x-1 y-1 -1 _—x 3
= =sy-1= 2(x )=y= > +2.

y=2x-1

NI

/ 1

Recta tangente a una trayectoria en el espacio
El concepto de recta tangente a una trayectoria en el plano real puede extenderse facilmente a
trayectorias en el espacio real IR®.

Si f(t) = (x(t), y(t),z(t)), t € I C R, es una trayectoria en el espacio real R%, entonces el mévil que
recorre esta trayectoria en el instante t = 4, ocupara la posicién P = (x(a), y(a), z(a)) y tendra una velocidad
v = f'(t) = (¥'(t), y'(t),2'(t)), de manera que la recta tangente a f en ese instante serd

I (x,y,2) = (x(a), y(a), z(a)) + t(x'(a), y'(a), 2 (a)) =
= (x(a) + tx'(a), y(a) + ty'(a), z(a) + tz'(a)),

cuyas ecuaciones cartesianas son

x-x@) _y-y@ _z-z@
x'(a) y'(a) z/(a) '
siempre que x’(a) # 0, y'(a) # 0y z’(a) # 0.

Recta tangente a una trayectoria en el espacio
Ejemplo

Dada la trayectoria del espacio f(t) = (cost,sent, t),t € R, en el instante t = 1t/2, la trayectoria pasara
por el punto
f(1t/2) = (cos(nt/2),sen(rt/2), t/2) = (0,1, 1t/2),

con una velocidad
v = f'(n/2) = (- sen(n/2),cos(rt/2),1) = (-1,0,1),

y la tangente en ese punto es

l:(x,y,2)=(0,1,/2) + t(-1,0,1) = (-t,1,t + /2).
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7.3 Funciones de varias variables

Necesidad de las funciones de varias variables

En numerosos problemas de geometria, fisica y ciencias naturales nos encontramos a menudo con
variables o factores que dependen o estan relacionados con otros dos, tres o mds factores:

= El drea de un tridngulo depende de dos factores que son su base y su altura.
= Elvolumen que ocupa un gas perfecto depende de dos factores que son su presion y su temperatura.

= El camino recorrido por un cuerpo en un movimiento de caida libre depende de multitud de
factores entre los que cabe destacar: el tiempo que dure la caida, el drea de la seccién transversal
del cuerpo, la latitud del lugar, la altura sobre el nivel del mar, la presién del aire, la temperatura
del aire, etc.

Estas dependencias se expresan con funciones de varias variables.

Funciones de varias variables

Definicién 77 (Funcién de varias variables). Una funcion de n variables de un conjunto A; X --- X A, en
un conjunto B, es una relacién que asocia a cada tupla (ay,...,a,) € A; X --- X A, un tnico elemento de
B que se denota f(ay,...,a,), y se llama imagen de (a1, ..., a,) mediante f.

f: Aix--xA, — B
(a1,...,a0) —> flay,...,an)

Cuando Ay, ..., Ay, B € R, entonces se dice que f es una funcién real de n variables reales o bien un
campo escalar.

Ejemplo

» El drea de un tridngulo es la funcién real de dos variables reales

Sl y) = %

= El volumen de un gas perfecto es otra funcion real de dos variables
v = f(t,p) = —, conny R constantes.

nRt
p

Gréfica de una funcién de dos variables

La representacién gréfica cartesiana de una funcién de dos variables f(x, y) es una superficie del
espacio real R® donde cada punto de la superficie tiene coordenadas (x, y, z), siendo z = f(x, ).
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Gréfica de una funcion de dos variables

Grifica del drea de un tridngulo

x
La funcién f(x,y) = 7}/ que mide el drea de un tridangulo de base x y altura y tiene la siguiente

representacion grafica:

Gréfica de una funcién de dos variables
Grifica de una “gota de agua”
sen(x? + y?)

La funcién f(x,y) = tiene la siguiente representacién grafica tan peculiar:
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Conjunto de nivel de un campo escalar

Definicién 78 (Conjunto de nivel). Dado un campo ecalar f : R* — R, se llama conjunto de nivel c de f
al conjunto
Cf,c = {(xli .. ~/xn) : f(xl/* . ‘/xn) = C}'

Ejemplo Si f(x,y) = x> + y* y P = (1, 1), el conjunto de nivel de f que incluye al punto P es
Cra =1 y): floy) = f1,1) =2 ={(x,y) : ¥ +y* = 2),

que es la circunferencia del plano real centrada en el origen y de radio V2.

Funciones parciales

Definicién 79 (Funcién parcial). Dado un campo ecalar f : R" — R, se llama funcion parcial i-esima de
f a cualquier funcién f; : R — R que resulta de fijar todas las variables de f como constantes, excepto
la variable i, es decir:

fi(x) = f(c1,...,Ciz1,X,Ciz1,---,Cn),

concj(j=1,...,n, j# i) constantes.
Ejemplo Si consideramos la funcién del 4rea de un tridngulo

f(x/y) = %/

y fijamos el valor de la base x = ¢, entonces el area del tridngulo ya sélo depende de la altura y f se
convierte en una funcién de una sola variable, que es la funcién parcial:

A = flcy) = %, con ¢ constante.
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7.4 Nocién de derivada parcial

Variacién de una funcién con respecto a una variable
Aligual que mediamos la variacién de una funcién de una variable, tiene sentido medir la variacion
de una funcién de varias variables con respecto a cada una de sus variables.

Sea z = f(x, y) un campo escalar de IR?. Si estamos en el punto (x, ¥o) y nos movemos una cantidad
Ax en la direccion del eje X, entonces, al mantenerse la coordenada y constante, pasaremos desde el
punto (xo, yo) al punto (xo + Ax, o), y la variacién que experimenta la funcién sera

Az = f(xo + Ax, yo) — f(x0, Y0)-

La variacién relativa que experimenta la funcién con respecto a la variable x vendra dada por el
cociente

Az _ f(xo + Ax, yo) — f(xo, Yo)
Ax Ax '

Tasa de variaciéon instantdnea de un campo escalar con respecto a una variable

Si en lugar de medir la variacién de una funcién con respecto a una variable en un intervalo,
medimos la variacién en un punto, es decir, cuando Ax tiende a 0, entonces obtenemos una tasa de
variacion instantanea:

Az f(xo+ Ax, yo) — f(x0,Yo)
lim — = lim .
Ax—0 AX  Ax—0 Ax

Al valor del limite, cuando existe, también se le conoce como derivada parcial de f con respecto a la
variable x en el punto (xo, yo) y se nota

of
== (X0, Yo)-
55 0 Yo)
Esta derivada parcial mide la tasa de variacién instantdnea de f en el punto P = (xo, 1o) cuando P se
mueve en la direccién del eje X.
Interpretaciéon geométrica de la derivada parcial

Geométricamente, z = f(x, y) define una superficie. Si se corta esta superficie con el plano de ecuacién
Y = Yo (es decir, si y se fija como una constante), la interseccién de este plano con la superficie es una
curva plana cuya pendiente en el punto (xg, yo) es la derivada parcial de f con respecto a x en el punto

(x0, Yo)-

Tangente

20— f (xﬂ’-}’) 0)
=f (%)

X0 Yo

Plano y=y,
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Derivada parcial

El concepto de derivada parcial visto para funciones de dos variables puede extenderse facilmente
para funciones de n variables.

Definicién 80 (Derivada parcial). Dada una funcién de n variables f(x1, ..., x,), se dice que f es derivable
parcialmente con respecto a la variable x; en el punto a = (a4, ..., a,) si existe el limite

lim f(all ce,i1,0; + h/ Aitl,--- /aﬂ) - f(all v, i-1,00,i41, - - '/aﬂ)
h—0 h ’

En tal caso, al valor del limite se le llama derivada parcial de f en a con respecto a la variable x;, y se
denota
of

faﬁ,(’l) = a—xi(ﬂ)

Observacién La definicién de derivada para funciones de una variable es un caso particular de esta
definicién paran = 1.

Cilculo de la derivada parcial

Al medir la variacién de f con respecto a la variaciéon de una sola de sus variables x; en un punto
a = (ay,...,a,), el resto de las variables se pueden considerar como constantes y, en tal caso, podemos
ver a f como una funcién parcial i-ésima

ﬂ(xi) = f(all e Bic1, Xi, Aigd, e /an)'

La derivada parcial de f con respecto a x; puede calcularse derivando esta funcién:

d
&—j;(ﬂ) = fi (@).

Regla

Para derivar parcialmente f(x3, ..., x,) con respecto a una variable x;, se deriva f como si la tinica variable
fuese x;, tratando el resto de las variables como constantes.

Calculo de la derivada parcial
Ejemplo con el volumen de un gas perfecto

En la ecuacién de estado de los gases perfectos, el volumen es una funcién que depende de dos

variables
nRt

u(t,p) = —,
p
donde t mide la temperatura, p la presién y 7 y R son constantes.
La tasa de variacion instantdnea que experimenta el volumen con respecto a la presiéon viene dada
por la derivada parcial de v con respecto a p.

Para calcular esta derivada parcial se fija t como constante y se deriva v como si la tinica variable
fuese p:

dv d (nRt) _ —nRt
=cte

—(t, - |
6919( ) dp\ p p?

Del mismo modo, la tasa de variacién instantdnea del volumen con respecto a la temperatura es:

v d (nRt) _nR
p =cte

5P =7 'l P
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7.5 Vector gradiente

Vector gradiente

Definicién 81 (Vector gradiente). Dado un campo escalar f(x1, ..., x,), se llama gradiente de f,y se escribe
V£, ala funcién que a cada punto a = (ay, .. .,4a,) le asigna el vector cuyas coordenadas cartesianas son
las derivadas parciales de f ena,

ad ad
Vf@a) = &—){1(51),..., 9_3£1 a)).

Maés adelante se mostrara que vector gradiente en un punto dado tiene la misma magnitud y direcciéon
que la velocidad maxima de variacién de la funcién en ese punto.

De este modo, Vf(a) indica la direccién de maximo crecimiento de f en el punto 4, mientras que
—Vf(a) indica la direccién de méximo decrecimiento.

Cilculo del vector gradiente
Ejemplo con una funcion de temperatura

Al calentar una superficie la temperatura ¢ (en °C) en cada punto (x, ¥, z) (en m) de dicha superficie
viene dada por la funcién:

X
Hx,y,z) = = + 2%
/ y

¢En qué direccion y con qué magnitud aumentard mds rdpidamente la temperatura en el punto (2,1,1) de dicha
superficie?

La direccién en la que mds rdpidamente aumenta la temperatura nos la da el vector gradiente
Vi(x,y,z) = (%(x, Y,2), g—;(x, Y,2), %(x, Y, z)) = (i, ;—;, 22).
En el punto (2,1, 1) dicha direccién sera

1 -2

Vt(z/ 1/ 1) = (I/ 1_2/

2. 1) = (1,-2,2),

y su magnitud

IVF2,1,1)] = | V12 + (=2)2 + 22| = | V9] = 3 °C/m.

7.6 Composicién de una trayectoria con un campo escalar

Composicién de una trayectoria con un campo escalar. Regla de la cadena

Sif:R" = Resuncampo escalar y ¢ : R — R” es una trayectoria, entonces es posible componer g
con f, de manera que f o g : R — R es una funcién real de variable real.

La regla de la cadena para derivar la composiciéon de una trayectoria con un campo escalar dice

(fog) () =Vfg®) &'t
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Composicién de una trayectoria con un campo escalar. Regla de la cadena
Ejemplo

Si se toma el campo escalar del plano real f(x,y) = x?y y la trayectoria g(t) = (cost,sent) t € [0,27]
del mismo plano, entonces

Vi, y) = 2xy,x*) vy g£'(t) = (-sent,cost),

(fog)(t)=Vf(g(t) g (t) = (2costsent,cos*t) - (—sent,cost) =

= —2costsen’t + cos’ t.

Se puede llegar al mismo resultado, sin aplicar la regla de la cadena, derivando directamente la
funcién compuesta

(f 0 9)(t) = f(g(t)) = f(cost,sent) = cos® tsent,

de manera que

(f 0 Q) () = 2cost(—sent)sent + cos? tcost = —2 cos t sen® t + cos’ t.

Composicién de una trayectoria con un campo escalar. Regla de la cadena

Laregla de la cadena para la composicién de un campo escalar con una trayectoria permite obtener
facilmente el dlgebra de derivadas para funciones reales de una variable real:

u+v) =u"+7v
(uv)’ = u'v+uv'
u\  uwv—uv

(;) T

(uov) =u(v)

Para deducir la derivada de la suma se toma el campo escalar f(x,y) = x + y y la trayectoria
() = (u(t), v(t)), de manera que aplicando la regla de la cadena se tiene

(u+0)(t) = (f o) (t) = V(1) - &'(t) = (1, 1) - (W'(), v'(1)) = ' (£) + V' (F).

y para deducir derivada del producto, tomando f(x, y) = xy, se tiene

(o) (8) = (f 0 8)'() = V£((1) - §'(t) = (v(t), u(®)) - (1’ (£), v (B)) = ' (t)u(t) + u(t)o'(£).

7.7 Derivada direccional
Derivada direccional

)
Para un campo escalar f(x,y) de R* y un punto P = (xo, o), se vi6 que a—f: es la tasa de variacién

instantdnea de f con respecto a x en el punto P, es decir, cuando nos desplazamos desde el punto P en
la direccién del eje X.

d
Del mismo modo, &—f es la tasa de variacién instantdnea de f con respecto a y en el punto P, es decir,
Y
cuando nos desplazamos desde el punto P en la direccion del eje Y.
Pero, ;qué pasa si nos movemos en cualquier otra direccion?

La tasa de variacién instantdnea de f en un punto P en la direccién de un vector unitario cualquiera
u se conoce como derivada direccional.
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Derivada direccional

Definicién 82 (Derivada direccional). Dado un campo escalar f de R”, un punto P y un vector unitario
u en ese espacio, el limite
f(P +hu) — f(P)

fulp) = tim
cuando existe, se llama derivada direccional de f en el punto P en la direccién de u.

Si se considera un vector unitario u, la trayectoria que pasa por P, dirigida por u, tiene ecuacién
gt)=P+tu, teR,
que para t = 0, pasa por P = g(0) con velocidad u = g’(0).
Asi, la tasa de variacién de f a partir del punto P en la direccién de u es

(f©8)(0) =Vf(5(0)-8'(0) = Vf(P) - u.

Obsérvese que las derivadas parciales son las derivadas direccionales en las direcciones de los
vectores coordenados.

Calculo de la derivada direccional
Ejemplo

Dada la funcién f(x, y) = x? + y?, su vector gradiente es

V£ix, y) = (2x,2y),
de manera que la derivada direccional en el punto P = (1,1), en la direccién del vector unitario u =
(1/V2,1/V2) es

2 2 4
"P)=VFfP)-u=2,2)-1/V2,1/V2)= — + — = —.
fi(P) = VF(P)-u=(2,2)-(1/V2,1/V2) AR

Para calcular la derivada direccional en la direccién de un vector no unitario v, basta con convertirlo

en unitario mediante la transformaciéon v
/7

Vo= —.
vl

Crecimiento de un campo escalar a partir del gradiente
Como se ha visto, para un vector unitario u
foP) = Vf(P)-u=|Vf(P)|cos b,

donde 0 es el angulo que forma u con el vector gradiente V f(P).

Teniendo en cuenta que —1 < cos 0 < 1, para cualquier vector u se cumple

—IVf(P)l < fu(P) < IVF(P)I.
Ademads, si u tiene la misma direccién y sentido que el gradiente, se tiene f/(P) = [Vf(P)|cos0 = [Vf(P)I.
Por tanto, el crecimiento maximo de un campo escalar se produce en la direccién y sentido del gradiente.

Del mismo modo, si u tiene la misma direccién y sentido opuesto al gradiente, se tiene f;(P) =
[Vf(P)lcosm = —|Vf(P)|. Por tanto, el decrecimiento médximo de un campo escalar se produce en la
direccién y sentido opuesto al gradiente.
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7.8 Derivacion implicita
Derivacién implicita

Si se sabe que la ecuacién
fxy) =0

define a ¥ como funcién de x, y = h(x), alrededor de cierto valor x = x para el que y = h(xo) = vo,
entonces, si se toma la trayectoria g(x) = (x, i(x)), la ecuaciéon anterior se puede expresar como

(f e @) = f(8(x)) = f(x,h(x)) = O,

de modo que usando la regla de la cadena sobre se tiene

(F o 8 () = VA(3(x)) - §'(x) = ( of of ) anww=2+% P =0,

de donde se deduce

A este proceso que permite obtener y” en un entorno de xj sin disponer de la férmula explicita y = h(x),
se le llama derivacién implicita.

Derivacién implicita
Ejemplo

La ecuacién x* + y*> = 1 define a la circunferencia de radio 1 centrada en el origen de coordenadas,
que también puede expresarse como

fe,y)=x*+y*-1=0.

Si se piensa en iy como funcién implicita de x, se tiene

af

o Ox T2 _ X
If 2y oy
dy

Podria llegarse al mismo resultado, despejando y de la ecuacion de la circunferencia,
Pry=leoy=1-rYoy=+Vl-22
Si se toma la raiz positiva, que corresponde a la semicircunferencia superior, la derivada vale

V= (20 = ——
2VI— 22 1-22

que coincide con el resultado de la derivacién implicita, teniendo en cuenta que y = V1 — x2.

Propiedad del gradiente

Teorema 83. Sea C el conjunto de nivel de un campo escalar f que incluye a un punto P. Si v es la
velocidad al pasar por P de una trayectoria que circule por C, entonces

VF(P)-v=0

Es decir, el vector gradiente de f en P es normal a C en P, siempre que no sea nulo.
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Demostracion Si se considera una trayectoria g(f) a lo largo del conjunto de nivel C que pase por
P = g(t), de modo que v = g’(tp), entonces

(fo)t) = f(g(t) = f(P),
que es constante para cualquier ¢, y al aplicar la regla de la cadena se tiene
(fog)y(®)=Vf(g#)-&'(t) =0,

de modo que, cuanto t = £y, se tiene
Vf(P)-v=0.

Rectas normal y tangente a una linea en el plano

Segtn el resultado anterior, la recta normal a una linea f(x,y) = 0 en un punto P = (xo, yo), tiene
ecuacion
P+ tVf(P) = (xo, yo) + tV f(x0, o).

Ejemplo Dado el campo escalar f(x,y) = x> + y*> — 1, y el punto P = (0, 1), resulta que el conjunto de
nivel que pasa por P, para el que f(x,y) = f(P) = 0 es la circunferencia de radio 1 centrada en el origen.
Asi pues, tomando como vector normal el gradiente de f

Vf(x,y) = (2x,2y),
que en el punto P = (0, 1) vale V£(0,1) = (0,2), la recta normal a la circunferencia en P es
P+tVf(P)=(0,1)+(0,2) = (0,1+2¢),

que se trata de la recta vertical x = 0, que coincide con el eje Y.

y la recta tangente a la circunferencia en P es

() =P)-Vf(P) = ((x, ) = (0,1))-(0,2) = (x,y = 1) - (0,2) =2(y -1 = 0=y = 1.

Recta normal y plano tangente a una superficie

De mismo modo, si en lugar de una linea en el plano se tiene una superficie f(x, y,z) = 0, en el punto
P = (x0, Yo, z0) la recta normal tiene ecuacién

P+ tVf(P) = (xOI yO/ ZO) + tvf(x()/ ]/0/ ZO)~

Ejemplo Dada el campo escalar f(x,y,z) = X2+ yz —z,y el punto P = (1,1, 2), resulta que el conjunto de
nivel que pasa por P, para el que f(x,y) = f(P) = 0, es el paraboloide z = x*> + y*. Asi pues, tomando
como vector normal el gradiente de f, que vale

Vf(x,y,z) = (2x,2y,-1),
que en el punto P = (1,1,2) vale Vf(1,1,2) = (2,2, -1), la recta normal al paraboloide en P es
P+tVf(P)=(1,1,2)+tVf(1,1,2) = (1,1,2) + (2,2, -1) = (1 + 2¢,1 + 2t,2 — t),

que se trata de la recta de ecuacionesx = yy x =5 — 2z.

Y el plano tangente al paraboloide en P es

((,y,2)=P)-Vf(P) =((x,y,2) - (1,1,2))(2,2,-1)=(x -1,y - 1,2-2)(2,2,-1) =
=2x-1+2(y-1)-(z-2)=2x+2y-z-2=0.
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Recta normal y plano tangente a una superficie
Ejemplo
La gréfica del paraboloide f(x,v,z) = x> + y*> —z = 0 y su plano tangente en el punto P = (1,1,2) es

7.9 Derivadas parciales de segundo orden

Derivadas parciales de segundo orden

Las derivadas parciales de una funcién son, a su vez, funciones de varias variables que muchas veces
pueden volverse a derivar parcialmente con respecto a alguna de sus variables.

Si una funcién f(xy,...,x,) tiene derivada parcial f);_ (x1,...,x,) con respecto a la variable x; en un
conjunto A, entonces podemos derivar de nuevo parcialmente f;, con respecto a la variable x;. Esta
segunda derivada, cuando existe, se llama derivada parcial de sequndo orden de f con respecto a las

variables x; y x;, y se nota
*f 9 (of
8x]-&xi B &Xj 8x1- '
De forma andloga se definen las derivadas de orden superior.

Cilculo de las derivadas parciales de segundo orden

La funcién de dos variables

floy) =
tiene cuatro derivadas parciales de segundo orden, que son:
o d (2 d - -
aj’: X Y) =5 (—f(x, y)) o (y271) = yy - a2,
J 1 1 1
8y8x 8x = 8_ xy =x¥"" + yx¥" log x,
9 f aof d 1
- == (x¥ y-1 Y=
&x&y » (&y ) o (xlogx) = yx¥""logx + x o
J? d (d d
J;( X,y )_—(EJ; ))= a—y(xylogx)—xy(logx)2

7.10 Matriz hessiana

Matriz hessiana y f hessiano
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Definicién 84 (Matriz hessiana). Dada una funcién de varias variables f(x, ..., x,), para la que existen
todas sus derivadas parciales de segundo orden en un punto a = (ay, .. .,4a,), se define la matriz hessiana
de f ena, y se nota V?£(a), como la matriz cuadrada cuyos elementos son

P’ f I*f I*f
8_x% ) dx10x; @ - ox10x, @)
P’ f 0% ?*f
@ 5@ (@)
& fla) = dx20x1 ox; 0x20x,
2 f P f 2
0x,0x1 @) 0x,0x2 (@ - &—x%(a)

Al determinante de esta matriz se le llama hessiano de f en a, y se nota H f(a) = [V*f(a)|.

Cilculo de la matriz hessiana y el hessiano

Consideremos de nuevo la funciéon de dos variables

floy) =,
Su matriz hessiana es:

Pf >f
2 | o2 oway |_ [ wly-Dxv?  x¥l(ylogx+1)
Vf(x,y) = aZf aZf = ( xy‘l(ylogx +1) xy(logx)z .

dyox Iy

En el punto (1, 2) la matriz vale

_( 2@e-11 1Qlogl+1) ) _ (2 1
V2£(1,2) —( 1212log1+1)  1%(log1)? )_( 10 )

Y el hessiano en dicho punto vale

Igualdad de las derivadas cruzadas
En el ejemplo anteri ia que las derivad das d do orden 2Ly 7L coincid
n el ejemplo anterior se aprecia que las derivadas cruzadas de segundo orden 75y 7 coinciden.
Ello es debido al siguiente teorema:

Teorema 85 (Igualdad derivadas cruzadas). Si f(x, y) es una funcién tal que sus derivadas parciales g—J;,

of Pf  Pf . . . .
3y ayox Y axay existen y son continuas en un conjunto abierto A, entonces

Pf  f
dyox  dxdy’

Una consecuencia del teorema es que, al calcular una derivada parcial de segundo orden que cumpla
lo anterior, jel orden en que se realicen las derivadas parciales no importa!

Si el teorema se cumple para todas las derivadas parciales de segundo orden, entonces la matriz
hessiana es simétrica.
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711 Férmula de Taylor

Aproximacién lineal de un campo escalar

Ya se vio coémo aproximar funciones de una variable mediante polinomios de Taylor. Esto también
se puede generalizar a la aproximacién de campos escalares mediante polinomios de varias variables.
Si P es un punto del dominio de un campo escalar f y v un vector, la formula de Taylor de primer
grado de f alrededor del punto P es
f(P+v) = f(P)+ Vf(P)- v +Rj(v),
donde
Pip(v) = f(P) + Vf(P)v

es el polinomio de Taylor de primer grado de f enel punto P, y R} (V) es el resto de taylor para el vector v,
y mide el error cometido en la aproximacion.

Se cumple que
- R

1
M—=0 |V

Obsérvese que el polinomio de Taylor de primer grado coincide con el plano tangente a f en P.

Aproximacién lineal de un campo escalar
Campo escalar de dos variables

Si f es un campo escalar de dos variables f(x, y) y P = (xo, o), teniendo en cuenta que para un punto
cualquiera Q = (x, y), el vector v = PQ = (x—xo, Y —Yo), el polinomio de Taylor de f en el punto P, puede
expresarse

P p(x, ) = f(xo, o) + Vf(xo, Yo)(x = X0, ¥ = yo) =

d d
= f(xo0, yo) + a—i(x(), Yo)(x — xq) + a—j;(xO, Yo)(¥ = Yo)-

Aproximacién lineal de un campo escalar

Ejemplo
Dado el campo escalar f(x, y) = log(xy), su gradiente es
11
Vf(x/ y) - (;/ ?)/

y el polinomio de Taylor de primer grado en el punto P = (1,1) es
Pio(oy) = LD+ VALY (x=1y-1) =
=logl+(L,1)-(x-1Ly-1)=x-1+y—-1=x+y—-2.
Este polinomio, permite aproximar el valor de f cerca del punto P. Por ejemplo

£(1,01,1,01) ~ P} ,(1,01,1,01) = 1,01+ 1,01 =2 = 0,02.
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Aproximacién cuadratica de un campo escalar

Si P es un punto del dominio de un campo escalar f y v un vector, la formula de Taylor de segundo
grado de f alrededor del punto P es

f(P+v)=f(P)+Vf(P) v+ %VZ fP)V v+ RS (),
donde
P} p(v) = f(P)+ Vf(P)v + %VZ f(Pyv-v

es el polinomio de Taylor de segundo grado de f en el punto P, y R?/P(v) es el resto de taylor para el vector
V.

Se cumple que
R;;/P(v) B

im
v—0 |v]?

lo que indica que el resto es mucho méas pequefio que el cuadrado del médulo de v.

Aproximacién cuadratica de un campo escalar
Campo escalar de dos variables

Si f es un campo escalar de dos variables f(x,y) y P = (xo, ¥o), el polinomio de Taylor de f en el
punto P, puede expresarse

P (%, y) = f(xo, o) + Vf(x0, Yo)(x = X0, ¥ = o)+

1
+5(c—x0,y - Yo) V2 f(x0, Yo)(x — Xo, ¥ — Yo) =

J d
= f(xo0, yo) + a—f:(xo, Yo)(x — xo) + &—J;(xof Yo)(y — vo)+

02 92 02
+ % é(xo, Yo)(x — x)* + 2%(960/ Yo)(x — x0)(¥ — yo) + #;(xor Yo)(y — ]/0)2)

Aproximacién cuadratica de un campo escalar

Ejemplo
Dado el campo escalar f(x, y) = log(xy), su gradiente es
11
Vf(-x/ y) - (;/ ?)/

y su matriz hessiana es

= 0
Hf(x, ) =( T o )
yZ
y el polinomio de Taylor de segundo grado en el punto P = (1,1) es

P ) = fL 1) + VA1) - (=1 = 1)+ 5= 1y = DVA0,1) - (=1, = 1) =

1 -1 0 x-1
=log1+(1,1)-(x—1,y—1)+E(X—l/y—l)( 0 -1 )( y_l)z
- 20+ 2y -2 X -y +4x+4y—6

2 - 2 '

Ast, f(1,01,1,01) ~ P} ,(1,01,1,01) = LOP-LOPHALOLAL016 — () 199,

=x-1+y-1+
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7.12 Extremos

Extremos de un campo escalar

Definicién 86 (Maximo y minimo relativos). Dado un campo escalar f de IR, se dice que un punto P es
un mdximo relativo de f si existe un valor € > 0 tal que

f(P) > f(X) VX, |PX]| < €.
Del mismo modo se dice que un punto P es un minimo relativo de f si existe un valor € > 0 tal que
f(P) < f(X) VX, |PX]| < €.

A los méximos y minimos de f se les conoce como extremos relativos de f.

Anulacién del gradiente en los extremos

Teorema 87. Si P es un extremo de un campo escalar f de IR”, entonces P es un punto critico de f, es
decir,
Vf(P) =0.

Demostraciéon Tomando la trayectoria que pasa por P con la direccién y sentido del gradiente,
8(t) = P+ tVf(P),
la funcién h = (f o g)(t) no decrece en t = 0 ya que

1(0) = (f 0 8)'(0) = V(3(0) - '(0) = VF(P) - VA(P) = [Vf(P)P* > 0.
y s6lo se anula si Vf(P) = 0.

Asipues, si Vf(P) # 0, entonces P no puede ser un maximo ya que siguiendo la trayectoria de g desde
P se encontrarian puntos en los que la imagen de f es mayor que en P. Del mismo modo, siguiendo la
trayectoria opuesta a ¢ se encontrarian puntos en los que la imagen de f es menor que la imagen en P,
por lo que tampoco puede ser un minimo.

Anulacién del gradiente en los extremos
Ejemplo
Para el campo escalar f(x,y) = x> + 12, resulta evidente que s6lo tiene un minimo en el origen (0, 0)

ya que
£(0,00=0< f(x,y) =x*+v*, Vx,y € R.

En este punto se cumple, Vf(0,0) = 0.
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Puntos de silla

No todos los puntos criticos son extremos. Si se considera, por ejemplo, el campo escalar f(x,y) =
x? — 12, su gradiente es

Vfi(x, y) = (2x, -2y),

que sélo se anula en el punto (0, 0). Sin embargo, este punto no es un maximo relativo ya que los puntos
(x,0) del eje X tienen imagenes f(x,0) = x* > 0 = f(0,0), y tampoco es un minimo relativo ya que los
puntos (0,y) del eje Y tienen imagenes f(0,y) = —y* < 0 = £(0,0). Este tipo de puntos que anulan el
gradiente pero que no son extremos, se conocen como puntos de silla.

Determinacién de los extremos de un campo escalar

De la férmula de Taylor de segundo grado para un campo escalar f en un punto P se deduce que
f(P+v)— f(P) = VF(P)v + %vz f(P)v-v.
De manera que si P es un punto critico de f, como Vf(P) = 0, se tiene que
fP+v) = fP) ~ SVP)V-v.

Por tanto, el signo de f(P + v) — f(P) coincide con el signo del término cuadratico V2 f(P)v - v.

Se pueden dar cuatro posibilidades:

Definido positivo: V2 f(P)v-v > 0 Yv # 0.

Definido negativo: V2 f(P)v-v < 0 Vv # 0.

Indefinido: V2f(P)v-v > 0 paraalgin v # 0y V> f(P)u - u < 0 para algtn u # 0.

Semidefinido: Cualquier otro caso distinto de los anteriores.

Determinacién de los extremos de un campo escalar
Asi pues, dependiendo el signo de Hf(P)v - v, se tiene

Teorema 88. Dado un punto critico P de un campo escalar f que tiene matriz hessiana H f(P), se cumple

= Si V2£(P) es definido positivo entonces f tiene un minimo relativo en P.
= Si V2f(P) es definido negativo entonces f tiene un méaximo relativo en P.

= Si V2f(P) es indefinido entonces f tiene un punto de silla en P.

En el caso de que V2f(P) sea semidefinido, no se puede obtener ninguna conclusion y hay que
recurrir a derivadas parciales de orden superior.
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Determinacion de los extremos de un campo escalar
Campo escalar de dos variables

En el caso particular de un campo escalar de dos variables se tiene

Teorema 89. Dado un punto critico P = (xo, 1/9) de un campo escalar f(x, y) que tiene matriz hessiana
V2£(P), se cumple

2
m SiHf(P)>0y ﬁ(xo, o) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en P.

2
m SiHf(P)>0y ﬁ(xo, Yo) < 0 entonces f tiene un méximo relativo en P.

= Si Hf(P) < 0 entonces f tiene un punto de silla en P.

Determinacion de los extremos de un campo escalar

Ejemplo

W[y,
w|=,

Dada el campo escalar f(x, y) = — X + v, se tiene que su gradiente vale

Vi, y) = (x2 -1, —yz +1),

que se anula en los puntos (1,1), (1,-1), (-1,1) y (-1, -1).

La matriz hessiana vale

sz(x/ 3/) = ( 2(; _gy )

y el hessiano vale
Hf(x,y) = —4xy.
Asi pues, se tiene
= Punto (1,1): Hf(1,1) = =4 < 0 = Punto de silla.
» Punto (1,-1):Hf(1,-1)=4>0y 5—;(1, —1) =2 > 0 = Minimo relativo.
» Punto (-1,1):Hf(-1,1)=4>0y g—;(—l, 1) = -2 < 0 = Maéximo relativo.
= Punto (-1,-1): Hf(-1,-1) = —4 < 0 = Punto de silla.

Determinacién de los extremos de un campo escalar

Ejemplo
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[e5)

X

f(x/y)=§— —x+y

W[

_1/ 1/ 4/3)

(1,-1,-4/3)
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