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1. Introducciéon

En este curso vamos a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias. Comencemos
definiendo su significado:

Definicion: Ecuacion diferencial ordinaria. Una ecuaciéon diferencial ordi-
naria (EDO) es aquella que contiene una funcién de una variable y sus derivadas
respecto de dicha variable.

Formalmente, dada una funcién desonocida

y:R— R
que lleva x en y(z), la ecuacion

F(r,y, ¢,y ...,y" D y™) =0

donde y™ representa la derivada n-ésima de la funciéon y, es una ecuacion dife-
rencial ordinaria de orden n.

Por simplicidad de notaciéon utilizaremos indistintamente y = y(x). Normal-
mente supondremos que la ecuaciéon sera de la forma

F(z,y, ¢y y™ D) =y

y diremos que estda en forma explicita, mientras que la dada en la definiciéon
estard en forma implicita.

Para entender mejor las ecuaciones diferenciales ordinarias y su utilidad, vea-
mos los siguientes ejemplos:

Ejemplo (Problema de la Tractriz): Supongamos que estamos situados
en el origen de coordenadas, desde el cual arrastramos, en el sentido positivo del
eje de ordenadas, una barra rigida de acero de longitud L cuyo otro extremo se
encuentra inicialmente en el punto Z : (0, L). El problema de la tractriz trata de
encontrar una expresion para la curva que describe dicho extremo de la barra al
arrastrarla.

Llamaremos y(z) a la expresion para la curva que queremos encontrar y al
punto en el que se encuentra el extremo P’ : (x,y(z)).

Llamaremos P al punto en el que nos situamos en cada instante.

Como se puede observar en la Figura 1.1, la barra de acero tiene la direc-
cion de la recta tangente a la curva descrita por el extremo citado y siempre se
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\

P (x, y(x))

Punto-Inicial

\

Figura 1.1: Problema de la tractriz

mantiene la distancia L entre Py P’.
Con esto obtenemos lo siguiente:

= Vector director de la recta tangente: (1,y'(x))
» Recta tangente: (z,y(x)) + A(1,v/(x))

» Como sabemos que la recta tangente pasa por P cuando A = —z (porque
P esta en el eje de ordenadas y ha de tener la primera coordenada igual a
cero) tenemos que

P=(0,y —ay'(z))

» Ahora usando que la distancia entre Py P’ es L vemos que
L=./(P — P)?= /22 + 22y (x)?

» Despejando 3’ tenemos
() =+/% —
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= Se escogera la rama negativa porque la recta tangente del problema tiene
pendiente negativa. Por tanto soélo nos falta obtener nuestra funcién, que

) y(m):—/(\/i—j—l)dx—l—C

» Para averiguar C' atendemos al problema y observamos que tenemos un
dato adicional, y es que y(L) = 0 pues la posicion inicial del extremo de la
barra es (L, 0).

\ Q: Liebre

Q'": Perro=(x, y(x))

Liebre-Inicial Perro-Inicial
. T :

N

Figura 1.2: Curva de persecucion

Ejemplo (Curva de persecucion I): Supongamos que una liebre que se
encuentra inicialmente en el origen de coordenadas comienza a huir, con velocidad
V1, y en el sentido positivo del eje de ordenadas, de un perro que inicialmente tiene
la posicion (0, D) y que comienza a perseguirle con velocidad Vp (Ver Figura
1.2).
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Llamaremos @ a la posicion de la liebre en cada instante y Q' : (z,y(z)) a la
posicion del perro.

Observamos que el perro, al perseguir a la liebre, siempre lo hace mirandole,
por tanto, en cada instante, la recta tangente a la curva que describe el perro al
perseguir a la liebre pasa por @) y por .

Como dato adicional tenemos que la distancia recorrida por la liebre es Vit
y la distancia recorrida por el perro es Vpt, por tanto, en cada instante, la liebre
esta en la posicion (0, Vit).

Tenemos pues:

» Vector tangente: (1,y'(z))
» Recta tangente: (z,y) + A(1,y'(x))

» Como sabemos que la recta tangente pasa por ) cuando A = —z (porque
Q esta en el eje de ordenadas y ha de tener la primera coordenada igual a
cero) tenemos que
Q = (0,y — zy/(x)) y ademéas que @ = (0, Vyt) por tanto Vit = xy/(x)

» La distancia recorrida por el perro es Vpt = me V1+ (Y (s))%ds

= Despejando t de ambas ecuaciones e igualando términos tenemos que %(y—
D L
vy'(x)) = [, V1+ (y/(s))%ds

= Derivando ambos términos y utilizando el cambio p = ¢ llegamos a “;—zgcp’ =

N

V.
» Integrando: /1 +p2 +p = eCryVr

» Despejando de esta ecuacion obtenemos p y por tanto 3, habra que cal-
cular la constante de integraciéon y volver a integrar y a calcular la nueva
constante de integracion para obtener y, por lo que necesitaremos dos datos
adicionales para efectuar este calculo:

La expresion que se obtiene depende de las velocidades Vi, y Vp. Vamos a sim-
plificar el problema suponiendo D = 1. Tenemos tres casos distintos:
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» Caso 1: 'V, =Vp
En este caso se tiene y/(z) = 1(x — =) de donde obtenemos y(z) = %(%2 -
In(x)) 4+ Cy y utilizando el dato y(1) = 0 podemos hallar Cy = =1,
Tenemos como solucion y(x) = %2 — 3ln(z) — 1.
Una vez obtenida la expresion, podemos hallar la distancia entre la liebre
y el perro, que dependera de la posicion del perro: d = /22 + 22(y/(2))2.
Como el perro va describiendo una curva y la liebre una recta vemos que
el perro se va acercando poco a poco a la liebre. Sin embargo, cuando
x — 07 vemos que la curva que describe el perro “se parece” cada vez
mas a una recta y por tanto en el infinito la distancia de separacion se
mantendra constante.

Tenemos pues que

1

lim d ==

z—07F 2

s Caso 2: V; < Vp
Tenemos la expresion
1(:17“;1LDJrl x v e
y=3 % - v + 3
2 e+l 13k

En esta ocasion tenemos que el perro alcanza a la liebre. Sabiendo que
y(1) = 0 podemos calcular la constante C5 y el valor de y(0) es el punto
de captura.

» Caso 3V, > Vp
En este caso el perro no llega a alcanzar nunca a la liebre, que es més
rapida. Al igual que hemos calculado la distancia de separaciéon en el caso
1 y el punto de captura en el caso 2, en este caso lo interesante sera calcular
la tasa de separacion entre la liebre y el perro.

Veamos otro ejemplo:

Ejemplo (Curva de persecuciéon II): Supongamos que disponemos de
una mesa cuadrada en cuyas esquinas hay colocadas 4 hormigas, A, B,C, y D.
(Ver Figura 1.3). En el instante inicial cada hormiga empieza a perseguir a la
que esté en la esquina contigua (en el sentido contrario de las agujas del reloj). En
este problema buscamos la expresion para la curva que describe cada hormiga.
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Figura 1.3: Curva de persecucion I1

Como primera observacion, vemos que cada hormiga describirda la misma
curva y que esta tendra forma de espiral. Atendiendo a la simetria del problema,
bastara con que analicemos el comportamiento de dos hormigas (Ver Figura
1.4). Como prevemos que la curva va a tener forma de espiral, trabajaremos con
coordenadas polares, por tanto, el punto en el que se encuentra la hormiga A seré
A = (r(0) cos(0),r(0) sin(0)). Por simetria, el punto B tendra la misma expresion
sustituyendo el angulo por 6 + 7. Por tanto tenemos que como r(0) = r(6 + 7),
B = (—r(0)sin(0),r(0) cos())

Al ser una curva de persecucion, sabemos que la recta tangente pasa por
los puntos A y B. La recta tangente es r = (r cos(6),rsin(f)) + \(r’ cos(d) —
rsin(f), ' sin(#) + r cos(6))

Como sabemos que la recta pasa por los puntos citados, I\ : r =
(—rsin(@),r cos(d)). Obteniendo A y despejando tenemos

Donde L es la longitud del lado del cuadrado.
Finalmente obtenemos r(f) = 75

En estos ejemplos hemos tenido una EDO y un(os) dato(s) que nos permite(n)
calcular la(s) constante(s) de integracion. En los casos en los que hemos tenido mas
de un dato, siempre se han referido al mismo punto, es decir, nos han proporcionado
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10+1/2

Figura 1.4: Curva de persecucion II - Anélisis

el valor de la funcién en un punto y el de su derivada en el mismo punto.

Definicion: Problema de valores iniciales de Cauchy. Un problema de
valores iniciales de Cauchy es aquel en el que se presenta una EDO y unos datos
iniciales que se refieren al mismo punto.

Existen casos en el que los datos proporcionados no se refieren al mismo punto,
tenemos entonces un problema de valores de contorno:

Definicion: Problema de valores de contorno. Un problema de valores de
contorno es aquel en el que se presenta una EDO y unos datos iniciales que no se
refieren al mismo punto.

Existen dos casos especiales de problemas de valores de contorno:

= Problema de Dirichlet: Se proporciona el valor de una funcién en puntos
diferentes.

= Problema de Neumann: Se proporciona el valor de la derivada de una funcién
en puntos diferentes.

Hasta ahora hemos conseguido resolver algunos problemas en los que se nos
presentaba una EDO de orden 1 o de orden 2. Una cuestion a plantearse es como
tratar una EDO de orden n.

Observacion
Una EDO de orden n puede escribirse como un sistema de n EDO de orden 1.

10



Ecuaciones diferenciales ordinarias UAM - 2013/2014

Dada una EDO de orden n de la forma

Fzy,y" ..y Y) =y
podemos construir el sistema
Yy =p (orden 1)
F(z,p,p/,...,p"?) = p®V (orden n-1)

que tiene una EDO de orden 1 y una EDO de orden n — 1. Iterando n — 2 veces
de esta forma a partir de aqui obtenemos un sistema de n EDO de orden 1.
Realicemos un ultimo ejemplo de resoluciéon de un problema utilizando una

EDO.

Figura 1.5: Analisis de antena parabdlica

Ejemplo (Antena parabélica): Vamos a estudiar por qué las antenas
parabolicas han de tener forma de parabola. El objetivo es buscar una curva
en la cual todas los rayos paralelos al eje que reboten contra dicha curva vayan
dirigidos a un mismo punto.

Sabemos que, en una recta, el angulo de reflexion es igual al dngulo de in-
cidencia. Sin embargo, no podemos decir lo mismo sobre una parabola. Para

11
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solucionar esto, observamos que lo que ocurre es que “localmente, el rayo rebota
contra la recta tangente a la parabola en dicho punto” (Ver Figura 1.5).
Sea (z,y(z)) la grafica de la curva, entonces, la recta tangente es (1,y'(z))
Sabemos que (z,y) =|x|-|y| cos(f) siendo 0 el angulo que forman los vectores
z,y. Por tanto cos(f) = (&2

RE
De aqui obtenemos que

((1,0),(1,9))

1+ (y')?

(). (@y)
V14 )2+

Igualando « y [ obtenemos

o =

p

r+yy

y(=d) =0
Siendo d la distancia del vértice de la parabola al foco.
Para resolver la ecuaciéon seguimos los siguientes pasos:

i CL’2 +y2

5: 5 Y que por tanto tenemos la EDO

» Observamos que z + yy' =
8%9:2;1/2 — /22 + 2
» Llamamos T = 22 + 1?

s Tenemos entonces

= Despejando obtenemos % =1

= Llegamos a que (VT) =1

= Integrando y utilizando el dato proporcionado por el problema llegamos a
la soluciéon, que es la ecuaciéon de una pardbola.

En algunos de estos ejemplos hemos obtenido una EDO de la forma: f(y)y =
g(x), es decir, una EDO en la que los términos “z estan separados de los términos

/7

y e y"”. Diremos que se trata de una EDO de variables separadas.

12
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2. Familias de curvas

Sabemos que, dada una EDO de primer orden de la forma F(x,y(z)) = ¢/, el
valor de la funciéon F' nos indica la pendiente de la recta tangente en cada punto
(x,y(z)). Veamos algunos ejemplos:

R N
BN S T T T T e e e
NS S T e e
WO T T T T T e
NN S T T T e e
N T T T T T e e e
BN T T T e e e e e

»ﬁa\\\\xamm%%
BN S e T e T e e e
\H\\MHMHH&HH
WO T T T T T e
NN S T e e e
B, TR T T T T T e e

BN e T e e

\\\\xxmxam*—m

b NN N T T e

LN N T T e

R N
NN T e T e e e

N

i
!
£
§
&
§
b
T
!
§

frmm e e e e el el el el el el el e e e e el e e e e e

R P S /
P
e ey
Rt
el
ey
e
e sy
P
e Tl S R
Rt
el
e e oy
e
e R
e
e e e ey
e
e g
e e oy

Figura 2.1: Campo de pendientes ¢y =y

Ejemplo: Sea la EDO ¢ =y
Vemos que en las rectas de la forma y = ¢ tenemos que y = 3’ = ¢, por tanto la
recta tangente a la solucion en todos los puntos de la recta y = ¢ tiene pendiente
c.

Podemos entonces calcular el campo de pendientes de la EDO (Ver Figura
2.1).

Tomando un punto de partida, la curva soluciéon tiene como recta tangente
en cada punto las mostradas en el campo de pendientes.

En este caso sabemos que la solucién a esa ecuacion es de la forma ae®
a vy b constantes.

Tomando un punto en el eje de abcisas, la recta tangente tiene la direccion
del eje de abcisas, por tanto la soluciéon partiendo de un punto del eje x es el
propio eje. Vemos que si escogemos un punto que no pertenezca a dicho eje es

+ con

13



Ecuaciones diferenciales ordinarias UAM - 2013/2014

imposible llegar a “tocar” el eje, pues en caso contrario no existiria unicidad en
la solucion.

\i—-\ T e Tl T Toe oot T
R i S
B
T e e e e e e
i

I

/'
/
|

R e
e T Tm

—_——— e e e e e
i e )
;d—fd—fd—ff,-'////// /

-

e

e

!

Figura 2.2: Campo de pendientes ¢y = z +y

Ejemplo: Analicemos la EDO ¢/ =z +y
En este caso, en las rectas de la forma = + y = ¢ la recta tangente a la curva
solucién tiene pendiente c. En la Figura 2.2 se muestra el campo de pendientes
de esta EDO.

Para hallar la solucion a la ecuacion observamos que (z +y)' =z +y+ 1. Si
denotamos t = x + y tenemos la ecuacion t' =t + 1 y despejando ti—,l =

Tras integrar ambos términos obtendremos la soluciéon. Para obtener todas

las soluciones no hay que olvidar que [ % = In|z|

Ejemplo: Sea la EDO 3y = 22 +y
Las curvas en las que la pendiente de la recta tangente a la soluciéon se mantiene
constante son de la forma 2% + y = ¢, es decir, pardbolas. En la Figura 2.3
puede observarse el campo de pendientes de la EDO.

14
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T S N
\\\\\__//,//f/;..f.rfarf IIIIIIIII
\\\\\\\\\__/./I././f/f,fafarf ffffff
T S A 1 L TN N
P e e S A RS- RS S
\\\\\\\\\__//J.///f/f,fafarfrf fffff
\\\\\__/////f/ff.rrfrffa fffffff
\‘_\t_//f/;f/!/!rffﬁ. IIIIIIIIIIII
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— e e
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Nos gustaria estudiar donde estan los puntos de inflexién de las soluciones.

Sabemos que los puntos de inflexion aparecen cuando y”

que

0 Vemos entonces

2 — 2z = x(x — 2)

2w —al 4y = ¢ =0 < y

=2z —y

/"

Y

@) Qo
2$ 7 +
~ 8 2$ < 8
8 8 = T.Wd
™
= xw S ﬁ
/+ 4+ & — -
= L I s
Ie $y
ol
D

Los puntos de inflexién estén en la pardbola y = x(x—2). Veamos como solucionar

esta EDO.

En estos ejemplos hemos visto curvas que donde la pendiente de la recta tan-

gente a las soluciones es constante. Esto nos lleva a la siguiente definicion:

15
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Definicion: Isoclinas. Curvas en las que la pendiente de la recta tangente a
las soluciones es constante. En general, para una EDO de orden 1, las isoclinas
vienen dadas por F(x,y) =c

Veamos ahora un ejemplo en el que no hay unicidad de soluciones:

__________ I — - -
PV AV A VN R A A
L s s s s s N e s s A s
PV AV A A A Al Y A A A

__________ I — - -

Figura 2.4: Campo de pendientes ¢y = /1 — y?

Ejemplo: Sea la EDO ¢y’ = /1 — 42 y el dato y(zg) = C.

Vemos que si|C] > 1 = No hay solucion. Si C' =1 = y =1, si
C = -1 = vy = —1. En la Figura 2.4 se puede observar el campo de
pendientes de la EDO.

Vemos que y = sin(x) es solucion porque

%sm(m) = cos(x) = /1 — sin?(x)

= x]

pero solo es vélida esta solucion si z € [F,
Vemos que no hay unicidad de solucién, tomando el dato y(5*) = —1:

w Soll: y=-—1

—1siz< ’T’T
' Solz: y =1 sin(@) sia € [F.3)
1siz > _TW

Podemos observar que la derivada de la raiz cuadrada se “va a infinito” en el
0. Podriamos pensar que por esta razéon no tenemos asegurada la unicidad
de la solucion.

Hasta ahora hemos visto que dada una EDO, el conjunto de soluciones nos
proporciona una familia de curvas. Vamos a analizar el siguiente problema:

16
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= Dada una familia de curvas uniparamétrica, encontrar la ecuacion diferencial
ordinaria que satisfacen.

Veamos unos ejemplos:

o)
&

Figura 2.5: Familia de curvas 22 + y? = R?

Ejemplo: Tenemos la familia de curvas 22 + y*> = R?, (Ver Figura 2.5).
Derivando obtenemos 2x + 2yy’ = 0 y simplificando = + yy’ = 0.

SO
"))

Figura 2.6: Familia de curvas 22 + y? = 2Cx

Ejemplo: Tenemos la familia de curvas 2% + y* = 2Cz, (Ver Figura 2.6).
Derivando obtenemos 2x + 2yy’ = 2C <— x+yy =C
x+yy =C

Tenemos el sistema 2442 = 20z

17
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Sustituyendo C' en la segunda ecuacion tenemos 22 + y* = 2(x + yy')z.

2

Figura 2.7: Familia de rectas tangentes a f(x) = %

Ejemplo: Vamos a obtener la familia de rectas tangentes a la parabola
f(z) = %, (Ver Figura 2.7).

Tenemos que f'(z) = % y por tanto, la recta tangente en un punto a es
y = f(a) + f'(a)(z — a). Por tanto tenemos que la familia de rectas tangentes a

la parabola viene dada por
2

a N a 0
— — P
YTty
Hemos construido una familia de rectas tangentes a una parabola. Se dice que

la pardbola es la envolvente de la familia de rectas obtenida.

2.1. Envolvente de una familia de curvas

Definicion: Envolvente. Una curva envolvente es aquella que “toca” a todas
las curvas de una familia y es tangente en los puntos de contacto.

18
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Figura 2.8: Envolvente de una familia de curvas

Vamos a analizar como calcular la curva envolvente a una familia de curvas.
Como ya hemos visto, en general una familia de curvas viene dada por una expre-
sion de la forma F(x,y, c¢) = 0. Llamemos ) = (z,,y,) al punto de contacto entre
la curva y su envolvente.

En la Figura 2.8 podemos observar que sumando una pequena perturbacion ¢
a la constante ¢ obtenemos otra curva de la familia, la cual interseca con la anterior
en un punto Ps = (x5, ys). Notamos que (zs,ys5) — (x4, y,) cuando § — 0.
F(zs,y5,¢) =0
F(.T(;,y(;,C—i-é) =0

Restando ambas ecuaciones tenemos F'(zs,ys,c + 0) — F(xs,ys5,¢) = 0. Divi-
diendo por § y tomando limites tenemos que

Tenemos entonces que

Km F(x57y57c+ 5) — F(xéayé»c)

6—0 1) =0

: , d _
obteniendo asi que 5-F'(x,y,c) = 0.
Una vez hecho esto obtenemos un método para hallar la curva envolvente a
una familia de curvas:

Método para hallar la envolvente: Para hallar la envolvente a una familia
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de curvas basta con eliminar ¢ del sistema de ecuaciones

{ F(z,y,¢) =0

%F(m,y, c)=0

donde F(z,y,c) = 0 define la familia de curvas de la cual queremos hallar la
envolvente.

Pongamos en practica lo aprendido con un ejemplo:

Figura 2.9: Envolvente a una familia de parabolas

Ejemplo: Supongamos que tenemos un canén antiaéreo en el origen de coor-
denadas que dispara un proyectil con una velocidad inicial V. El angulo « en el
que dispara el canén es variable. Sabemos que la curva que describe el proyectil
es una parabola. El objetivo de este problema es hallar la zona en la que un avion
podria volar sin ser alcanzado por un proyectil. Es sencillo darse cuenta de que
la zona de peligro viene descrita por la que queda bajo la curva envolvente a la
familia de parabolas que pueden describir los proyectiles lanzados (Ver Figura
2.9).

En primer lugar hallaremos la familia de curvas, tenemos en principio:

Movimiento horizontal: z(t) = V cos(a)t

» Movimiento vertical: y(t) = V sin(a)t — th, donde t es el tiempo y g es la
aceleracion de la gravedad.

2V sin(a)
g

y(tmaac) =0 = tmax -

Obtenemos asi la ecuacion de la posicion:
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o(t) = (z(t),y(t)) = (Veos(a)t, t(Vsin(a) — gt)
donde t € [0, 0]
= Despejando t e igualando términos se obtiene la ecuacion de la trayectoria:

9
2V2cos% ()

Usando que 1 + tan?(a) = COS%(Q) simplificamos la ecuacion anterior:

tan(a)x —y=0

g(tan*(a) + 1)
tan(a)x — e 7 —y=0

» Hemos obtenido la familia de parabolas F(x,y,«) = 0 donde

g(tan*(a) + 1)
F(z,y,a) = tan(a)x — e 2? —y

» Para facilitar los célculos llamamos ¢ = tan(«) y calculamos

o)
—F(x,y,¢c) =2 — I cq?

Jdc V2

= Notamos que a%F(x,y,c) =) <= = ‘g/_j

= Sustituyendo y simplificando llegamos a que la envolvente a nuestra familia

de paréabolas es
V2 g 2

y:Z—Q—VQSU

2.2. Familias de curvas ortogonales

Dada una familia de curvas A, buscamos otra familia B tal que si una curva
de A interseca con una curva de B, en el punto de intersecciéon son ortogonales.

Motivacion:

» Sea S = Superficie dada por una grafica z = g(x,y).

La trayectoria de una gota de agua que se desliza sobre S = Familia ortogonal
a los conjuntos de nivel de g.
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(0.02, 4.46)

(3.35, 2.54)

Figura 2.10: Curvas ortogonales

Sea a(x) = (x,y(z)) una curva de A, tenemos que el vector tangente es o' (x) =
(1,4'). Sea f(z) = (x, §) una curva de B, tenemos que el vector tangente es §'(x) =
(1,9 (x)). (Ver Figura 2.10)

Como condicion de ortogonalidad tenemos (/(z), '(z)) = 0 de donde obtene-
mos que §' = =F
Si la familia A viene dada por la EDO y/(z) = f(x,y), la familia B vendra dada
por la EDO ¢ = y’(l) = yl(x)) Como en el punto de interseccion y(z) = g(z)
tenemos que la EDO que deﬁne a la familia B es
= ()
—— = f(z,9(x
y'(x)

De aqui obtenemos un método para obtener la familia de curvas ortogonales a
una familia definida como f(x,y,c) = 0.

Método para hallar la familia ortogonal (coordenadas cartesianas):
Dada la familia A de curvas definida por f(z,y,c) =0

» Hallar la EDO que define a la familia, que tendré la forma y'(z) = g(z, y).

= Calcular la EDO que define la familia B de curvas ortogonales, que tendra

la forma
-1

g(z,4(r))

» Para ello basta con sustituir 3’ en la EDO de A por Z- L ¢ y por . Obteniendo
asi la EDO de B.

7 (x) =
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= Resolver la EDO que define a B obteniendo asi la expresion para la familia
de curvas ortogonales.

Pongamos el método en practica con un par de ejemplos:

Figura 2.11: Familia de curvas A = {xy = ¢: ¢ € R} y su familia ortogonal

Ejemplo: Sea la familia de curvas A = {xy = c¢: ¢ € R} (Ver Figura 2.11).
Derivando implicitamente obtenemos la EDO asociada a A:

Despejando términos tenemos: g = x y resolviendo la ecuacion:

OIS

2
x

_Z
2

que es la expresion para la familia ortogonal a A.

Veamos el segundo ejemplo:
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| \
\ /

Figura 2.12: Familia de curvas auto-ortogonal

Ejemplo: Tenemos A = {y? — cx = % : ¢ € R}. Obtenemos la EDO corres-

pondiente derivando implicitamente, tenemos el sistema:

2uy’ = ¢
_— _2/ — N2
{y2—cx:§ y—2y'z =y(y')

Obtenemos la EDO de la familia ortogonal: § — 2(;—,1)93 = gj(;—,l)2
Simplificando:
§—20r=y(y)
que es igual que la ecuacion de la familia A.
Como resultado obtenemos que la familia ortogonal a A es ella misma. Es
decir, si dos curvas de la familia A se intersecan, seran ortogonales. Esto es lo

que se conoce como familia auto-ortogonal. (Ver Figura 2.12).

En el caso de que nos proporcionen una familia A de curvas en coordenadas
polares, procederemos del mismo modo para encontrar la familia B ortogonal a A.

Dada una curva de A de la forma a(0) = (r(0)cos(0),r(0)sin(f)). Llamaremos
B(0) = (7(0)cos(0),7(0)sin(f)) a una curva de la familia B que interseque con a.

Como condicién de ortogonalidad tenemos que (o/(6), 8'(6)) = 0. Tras unas
pocas operaciones llegamos a que

(a'(0),8'(0)) =0 <= +'F' = —rF
y como en la interseccion de « 'y 8 sabemos que r = 7 concluimos con que

—r2

(0/(0), B(0)) = 0 = # =

T,
de donde obtenemos el siguiente método para obtener la familia de curvas ortogonal
a una familia de curvas dada en coordenadas polares:
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Método para hallar la familia ortogonal (coordenadas polares): Sea la
familia A de curvas dada por a(#,c)

= Hallar la EDO que define a la familia A.

= Calcular la EDO que define la familia B de curvas ortogonales, que tendra
la forma

= Basta con sustituir v’ en la EDO de A por _7«_7;2 y r por 7. Obteniendo asi la
EDO de la familia ortogonal B.

= Resolver la EDO que define a B obteniendo asi la expresion para la familia
de curvas ortogonales.

Pongamos en practica el método con un ejemplo:

AN

Figura 2.13: Familia de cardioides y su familia ortogonal

Ejemplo: Sea A = {r = ¢(1+ cos(f)) : ¢ € R*} una familia de cardioides.
Derivando implicitamente obtenemos la EDO correspondiente, tenemos el
sistema:

(12 iy = om0

Hallamos ahora la EDO de la familia ortogonal:

., 1+cos(0)_
7= T
sin(6)
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7 _ L+cos(6) _ (1+cos(6))(1— cos*())  sin(0)

7 sin(0) sin(0)(1 — cos2()) 1 — cos(6)

Integrando ambos términos llegamos a la solucion:

r? = e%(1 — cos(0))

que es la familia de cardioides simétricas a las cardioides de la familia A respecto
del eje de ordenadas. (Ver Figura 2.13).

3. Ecuaciones auténomas

En algunos de los ejemplos que hemos realizado hemos trabajado con ecuaciones
diferenciales ordinarias que no dependian explicitamente de z. Son las denomina-
das ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas:

Definicion: Ecuacidon diferencial ordinaria auténoma. Una EDO auténoma
es aquella que no depende explicitamente de x. Formalmente, es aquella cuya
expresion es, en forma explicita:

Fly, 'y, ...,y ) = y™

En adelante trataremos las ecuaciones auténomas de primer orden por simpli-
cidad, dado que ya hemos visto que toda EDO de orden n se puede reducir a un
sistema de n EDO de orden 1. Es decir, analizaremos las EDO de la forma

Las EDO auténomas son un caso particular de EDO que tienen las siguientes
propiedades:

= Las soluciones son invariantes por traslaciones.

Yo(z) es solucion = y.(z) = yo(x — ¢) es solucion.

= Los puntos criticos o estacionarios son solucion.

f(c) =0 = y = c es solucion.
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Y\ v,/ YN\ y,/

Figura 3.1: Grafica de f de la EDO y(x) = f(y(x))

= Monotonia en las regiones en las que f # 0.

Dado que y/'(z) = f(y(x)), tenemos que si f > 0 entonces y serd mononota
creciente, y si f < 0 entonces y serd monoénota decreciente. Para ver esto
mejor suponer que a,b y ¢ son puntos criticos y observar la Figura 3.1.

Denominaremos a estas regiones Bandas (o regiones) de monotonia.
= Las tnicas posibles asintotas horizontales de las soluciones de la ecuaciéon
son los puntos criticos de y, siendo f continua.

Supongamos que Ja tal que a es una asintota horizontal de las soluciones de
la EDO y no es un punto critico de y. Entonces si y(x) — a cuando x — oo
tenemos que y'(x) — 0 por ser a una asintota. Como partimos de que

entonces

fy(x)) =0 (3.1)
Usando que f es continua vemos que como
y(@) = a = f(y(z)) = f(a) (3.2)

Por tanto usando 3.1 y 3.2 concluimos que f(a) = 0, lo cual es una contra-
dicciéon porque hemos partido suponiendo que a no es un punto critico de

Y.
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3.1. Diagramas de fases

Sea y' = f(y) una EDO en la que f es la mostrada en la Figura 3.1. Podemos
observar que si nos situamos “a la izquierda de a” o “entre b y ¢’ la funcién y
es decreciente. Del mismo modo, si nos situamos “entre a y b’ o “a la derecha
de ¢’ la funcién seré creciente mientras que en los puntos a,b y ¢ la funcién ni
crece ni decrece. El diagrama de fases de la Figura 3.2 representa lo descrito
anteriormente.

En este caso diremos que a y ¢ son puntos inestables pues una pequena per-
turbacion haré que nos alejemos de ellos. Igualmente, diremos que b es un punto
estable porque una pequena perturbaciéon hara que volvamos de nuevo a despla-
zarnos hacia b.

(2.3, 0.86)

(7.53,-0.59)

Figura 3.2: Diagrama de fases

3.2. Primer teorema de existencia y unicidad local

Antes de enunciar el primer teorema de existencia y unicidad local, vamos a
proporcionar unas definiciones y teoremas previos para poder demostrar el teore-
ma:

Definicion: Espacio métrico. Un espacio métrico es un conjunto M junto con
una funcion d : M x M — R que cumple las 5 propiedades de las distancias.

Definicion: Espacio métrico completo. Un espacio métrico se dice que es
completo si el limite de toda sucesion de Cauchy existe y esté dentro del espacio.
Es decir, si toda sucesion de Cauchy es convergente.
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Definicion: Funciéon continua de Lipschitz. Diremos que una funcién F :
M — N, con M, N espacios métricos, es continua de Lipschitz si

|F(x) — F(y)||, < allz —yll, Yo,y e M
donde
>0
= || ||, indica la norma en N

= || ||, indica la norma en M.

Lema 3.1:
feC!' = f continua de Lipschitz

Demostracién: Dado que f € C! podemos aplicar el Teorema del valor
medio. Dados x,y,z : z € [z, y]:

[f(@) = FW)| <|F(2)|lx =yl < Clo —y]

Por tanto f es continua de Lipschitz. ]

Definicion: Aplicacidon contractiva. Una aplicacion contractiva es una funcion
continua de Lipschitz tal que a € (0,1) Vo, y € M

Teorema de la aplicaciéon contractiva (o del punto fijo de Banach):
Sea F': X — X wuna aplicacion contractiva con X un espacio métrico com-
pleto. Entonces existe un unico punto fijo xy de f.
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Demostracion:

s Existencia

La sucesion {z, f(z), f*(z),...} es una sucesion de Cauchy porque f es
contractiva. Como X es completo, la sucesion de Cauchy converge a un
punto xy de X.

s Unicidad

Supongamos que existen dos puntos fijos: xy # x[. Entonces d =
HF(;EO) — F(xg)||, =|lro — /||, donde]| ||, indica la norma en X.

Como f es contractiva d = ||F($0) — F(xg)]|, < allzo — xof||, <|lvo — z0/|],
porque @ < 1. Tenemos d < d, que es una contradiccion, por tanto xy = .

A partir de aqui ya disponemos de las herramientas necesarias para demostrar
el teorema que abarca esta seccion:

Teorema de existencia y unicidad local para EDO auténomas:
Dada una EDO autonoma de la forma

y un dato y(xo) = c.
Entonces si f es Ct, en particular, si es continua de Lipschitz, dado un
entorno local de xq, existe una unica funcion y tal que

Demostracion:
1. Comencemos definiendo la aplicacion

T7T:-X —X

30



Ecuaciones diferenciales ordinarias UAM - 2013/2014

tomando como X = C([xg — 0, zg + J]) el espacio de las funciones continuas
definidas sobre un intervalo cerrado y acotado (compacto) centrado en zg
y de tamano 2.

2. Sea ||lylly = MAXyefro—sa0+e|y(x)| la norma definida sobre X. Vamos a
analizar la convergencia en X con esta norma:

Yn =y = |lya _yHX -0 = maxxe[wo—&xo-i-ﬂ’yn(x) —y(I)| -
0 <= y, — y uniformemente en [xg — 0, 2o + J].

Tenemos por tanto que la convergencia en X es uniforme, que nos asegura
que
{j} CX¥ = y, > yye X = X completo.

3. Dado que disponemos de una norma en X podemos definir una distan-
cia asociada, por lo que tenemos que X es un espacio métrico completo.
Tenemos entonces que

T: X — X

esté definida sobre un espacio métrico completo.

4. Dada una EDO auténoma y un dato

{ww:mm»

y(ao) = ¢

podemos reescribir el problema integrando ambos lados de la primera ecua-

cion: /x: J(x) = /x : F(y(s))ds

y@) —yla) = [ Flyls)ds
Tenemos entonces el problema reescritoxfie forma integral como
ote) = ) + [ Fo(s))ds
Construimos ahora la aplicacion T’ como0
T() = y(oo) + [ F(s)ds
o

Como f es continua, la imagen de 7" serda una funciéon continua, por lo que
T : X — X esta bien definida. Y vemos que si y es un punto fijo de T’
entonces y es solucion de la EDO.
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5. Solo falta ver que si T es contractiva entonces existira un tnico punto fijo
y por tanto la EDO tendra una solucién que ademéas sera tnica:

|7 (y(x)) = T(=(2)]| , =

/ “(Fly(s) — F(=(5))ds

Zo

= MaTye(zy—5,x0+0]

< Aty | F0(5) = £:(9)]ds
o
Como f es continua de Lipschitz:

|IT(y(x) = T(z(2))| , <

< MAT e [z0—6,20+9) / Cly(s) — z(s)| ds <

o

< / C MaLelry—saors)|Y(s) — 2(s)| ds <

< C(x — o) ||y(x) — 2(2)]|, <
< Cély(x) — 2(2)]]

Por tanto, escogiendo un entorno suficientemente pequeno, es decir, un o
suficientemente pequeno, tenemos que

[T (y(x)) = T(z(2)]|, <[ly(@) = 2(2)]]

por lo que T es contractiva para un entorno de xy y por tanto, en dicho
entorno, la solucion para la EDO existe y es tinica.

Vamos a ver un ejemplo de aplicacion del teorema.
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y'(z) =1-y*(2)
y(0) = wo

que tiene dos puntos estacionarios y = +1.

Si yo # *+1 entonces la solucion tendra como asintotas las rectas y = +1.
Esto se debe a que si la solucion “tocase” alguna de las rectas y = £1, entonces
habria mas de una solucién en el punto de corte para la EDO, y esto no puede ser
porque f(y(z)) =1 —1y?*(x) es C' y por tanto es continua de Lipschitz. Podemos
aplicar el teorema y ver que la soluciéon ha de ser tnica.

Ejemplo: Analicemos el sistema

3.3. Unicidad de soluciones

En esta seccién analizaremos cudndo no tenemos unicidad de soluciones con
una EDO de la forma ¢ = f(y(z)) cuando f no cumple las hipdtesis del teorema
enunciado.

Comencemos viendo que

y'(x)

v = Fu@) A @) £0 <= S =

Integrando ambos términos tenemos
AC) / ’
ds = ds=x
/o f(y(s)) 0

Realizamos el cambio de variables { 7:3

obtenemos

) = [
F(y(z :/ ——du==x
yo) fw)
Por lo que si F~!(z) existe y es derivable, tenemos que
FH(z) = y(x)

Entonces, si se cumple que:

» f(y(x)) # 0 lo que quiere decir que nos encontramos en las bandas de
monotonia.

» F~!(z) existe, para que exista la solucion y(z).

» F~!(z) es derivable, porque y(z) es derivable.
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entonces F~!(x) = y(x), por lo que la solucién existe y es tnica.

Por el Teorema de la funcion inversa para que F~! sea derivable, ' ha de ser
C'y F' # 0. Teorema Fundamental del Calculo, para que F sea derivable, ﬁ ha
de ser continua, es decir f(u) ha de ser continua y f(u) # 0.

En conclusion: Si f es continua, entonces tenemos existencia y unicidad en el
interior de las bandas de monotonia.

Consideremos la interpretacion grafica. Dada la EDO y el dato inicial que
siguen

y(0) = yo

distinguimos tres casos, en los que consideraremos ¢ un punto estacionario:

{ y(z) = fly(x))

Yo

Figura 3.3: Caso 1: Grafica de la funcion y.

1. En la Figura 3.3 se puede ver la grafica de la supuesta solucion de la EDO.
En este caso, la soluciéon tiene una asintota horizontal en y = ¢. Por tanto,
al tener que F~! = g, la grafica de la funcién F' es simétrica a la de y con
respecto a la recta y = x (Figura 3.4).

Vemos entonces que para que se de el caso de que ¢ sea una asintota de la
solucion tiene que cumplirse que

i Y odu

lim —— =400

Y=c” Jyo f (U)

34



Ecuaciones diferenciales ordinarias UAM - 2013/2014

F Yo

Figura 3.4: Caso 1: Gréfica de la funcién f.

teniendo asi una tinica soluciéon para la EDO.

2. En la Figura 3.5 se puede ver la grafica de la supuesta solucion de la EDO.
En este caso, la soluciéon corta a y = ¢ en el punto M. Por tanto, al tener
que F~! =y, la gréafica de la funcion F es simétrica a la de y con respecto a
la recta y = x (Figura 3.6).

Vemos entonces que para que se de el caso de que M sea un punto de corte
con y = ¢ de la soluciéon, tiene que cumplirse que
Y du
lim — =M<

y—c— Y0 f (u)

teniendo asi multiples soluciones para la EDO, ya que como ¢ es un punto
estacionario, y = ¢ también es solucion.

3. En la Figura 3.7 se puede ver la grafica de la supuesta solucion de la EDO.
En este caso, la solucion estd por encima de y = ¢ y tiene una asintota
vertical en x = A. Por tanto, al tener que F'~! = y, la gréfica de la funcién
F es simétrica a la de y con respecto a la recta y = = (Figura 3.8).
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L@

Figura 3.5: Caso 2: Grafica de la funcion y.

Esto es lo que se conoce como “explosion en tiempo finito”, que quiere decir
)
que la solucién solo esta definida para x < A. Para que esto ocurra, tenemos

que

i [
y—=+oo J oo fu)

Veamos esto con un ejemplo:

Ejemplo: Dada la EDO
Yy =V1-y
y el dato y(0) = yo € (—1,1), vemos que los puntos criticos de la funcién son

y = £1. Analizando el comportamiento en y = 1 hemos visto que existe més de
una soluciéon. Podemos comprobar que esto es cierto viendo que

lim = lim arcsin(y) — arcsin(yg) = g — arcsin(yp) < 0o

/y du
y*)]‘_ Yo \/ 1 - u2 yﬂl_

4. Algunos métodos de integraciéon

A continuacién veremos co6mo resolver algunos casos particulares de EDO:
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Figura 3.6: Caso 2: Grafica de la funcion f.

Yo

Figura 3.7: Caso 3: Grafica de la funcion y.

4.1. EDO de variables separadas

Como ya hemos visto, las EDO de variables separadas son de la forma F(y)y =
G(z) con un dato y(xg) = yo. Para resolverlas basta con integrar ambos términos:

[ Funyeis = [ s

o Zo

(s)=u

Realizando el cambio { y/ vemos que basta con aplicar el siguiente

y'(s)ds = du

método:
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Figura 3.8: Caso 3: Grafica de la funcion f.

Método para resolver una EDO de variables separadas: Dada una EDO
de la forma F(y)y = G(z) y un dato y(x¢) = yo basta con resolver

/y j(x) F(u)du = / G(s)ds

4.2. Ecuaciones homogéneas

El primer paso antes de definir una ecuacién homogénea y dar un método para
su resolucion es definir el concepto de funciéon homogénea.:

Definicion: Funciéon homogénea. Se dice que F(x,y) es una funcién homo-
génea de grado m si y solo si

F(Az, \y) = \"F(z,y)

A partir de aqui, proporcionaremos la definiciéon de ecuaciéon homogénea de dos
formas equivalentes:

Definicion: Ecuacion diferencial ordinaria homogénea.
» ' = F(z,y) es una ecuacion homogénea <= F' es homogénea de grado 0.

» M(z,y)+ N(z,y)y =0 es una ecuacion homogénea <= M, N son homo-
géneas del mismo grado.
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De este modo tenemos que N # 0 — ¢ = _z\];ﬁ/;zng)j) = _)\)‘T;nji\fﬁx;)/) =
—M(z,y)
N(zy)
Obteniendo finalmente que ¢y = _]\%a(fyz)’) es de grado 0.
Se puede observar que si F' es de grado 0, entonces
Y 0 Y Y
Flz,y) = Flz-1,z-2)=2°F(1, %) = (1, Y
(r9) = Fa- e Y =r0, Y = P, Y)

reduciéndose el problema a una funcién de una tnica variable z(x) = @
Realizando unas pocas cuentas seremos capaces de llegar a una expresion mas
sencilla para la EDO. Tenemos pues:

Derivando implicitamente:

Como sabemos que
)
y'(x) = F(x,y)=F(1,%) = F(1,2) = F(2)
igualando tenemos que )
F(z) =z+x2

Con todo esto hemos obtenido a partir de la EDO homogénea una EDO de variables
separadas:

Ejemplo: Sea la EDO

>+ P+ a2y ¥y =0
N—— ~—
grado 2 grado 2

tenemos que
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es de grado 0.
Podemos reducir facilmente el problema a una sola variable viendo que

,_ P4yt 04+ 1+ ()7 144
N Ty Ty 4 z
o directamente comprobando que 3’ = —7”2;‘”2 es homogénea de grado 0.

A partir de aqui construimos la EDO de variables separadas. Tenemos que

_:c2 + y2
Ty

F(z) =

por lo que la ecuacion que hay que resolver es:

z B Z 1
F(z)—2z -2 =z
, 1+ 22 —1—222

Zr=— —z=
z z

2z -1

14222 1z

Integrando ambos términos tenemos que:
/
-1
/—Z(S)Z () ds = / —ds
1+ 222(s) s

ilog(2z2(x) +1) = —log(z)+C

A partir de aqui s6lo es necesario simplificar la expresion y despejar y(z), recor-
dando que z(z) = Y2

z -

Obteniendo asi:

Con este ejemplo hemos visto un método para resolver ecuaciones homogéneas:

Método para resolver una EDO homogénea: Este método es valido para
resolver una EDO de la forma y'(z) = F(z,y) con F homogénea de grado 0.

» En caso de tener una EDO de la forma M (z,y)+ N (z,y)y’ = 0 con M, N del
mismo grado, basta con construir una EDO como la anterior de la forma
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Y = —M(zy) _ F(z,y) donde F(z,y) = _]\]}{fy?)’) es de grado 0.

= Tomar z(z) = X2 y F(z(z)) = F(1, 2(z))

xT

. 2 1
» Construir la EDO o~ =

= Tenemos entonces una EDO de variables separadas, que ya sabemos resolver.
Una vez resuelta sustituir z(z) por @ y despejar y(z).

4.3. Ecuaciones exactas
Dado un conjunto de nivel de una funcion V:
V(z,y)=C
queremos hallar la EDO asociada. Derivando implicitamente tenemos que dicha

EDO es:

9 0 -

Vemos entonces que si tenemos una EDO como la anterior, sus soluciones son de
la forma V:

V<:U7 Z/) =C

. Es lo que denominamos ecuaciéon exacta.

Definicion: Una EDO de la forma M (z,y) + N(z,y)y’ = 0 es exacta <= IV :
VV = (M,N)

Teorema
Una EDO de la forma M(z,y) + N(z,y)y’ = 0 con M, N € C? es exacta
= ZM=ZN
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Demostraciéon: Queremos probar que dada la EDO M (z,y)+N(z,y)y’ =0
con M,N € C*%

(%M: (%N e IV :VV = (M,N)
=)
Dada una funcién V' de forma que VV = (2V, %V) = (M, N) tenemos
que
ot
ox'Y T Bydz

Por el Teorema de Schwarz, al ser M, N € C?, tenemos que las derivadas
parciales cruzadas son iguales, por tanto

0 0
Tu=2N
dy ox

= — ) Sea F el campo vectorial F' = (M (z,y), N(z,y),0), cuyo rotacional
es
(2P + 2 F)i+(L£F—2F.)j+(- 2P+ 2F)k = (0,0,-2F,+ ZF,)
Tenemos que si

—M=—N
dy ox

entonces

rot(F) = (0,0,0)

lo que implica que F es un campo conservativo. Por tanto 3V tal que V
es el potencial del campo F. De esta forma tenemos que 3V : VV =
(M(z,y), N(z,y),0). Tomando V = (V;,V3) concluimos que a%M =
2N = 3V :VV = (M,N).

Tenemos entonces, el siguiente método para resolver las ecuaciones exactas:
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Método para resolver ecuaciones exactas: Dada una EDO exacta de la
forma M(z,y) + N(z,y)y’ =0

» Calcular la funcion V(z,y) que cumple que VV (z,y) = (M, N)
» Las soluciones de la EDO son los conjuntos de nivel de V' (z,y)

Veamos un ejemplo:

Ejemplo: Se pide resolver la EDO

—1 T
—+—2y':O
Yy Yy

~—

M N

que es separable y homogénea. Veamos si es exacta:

Oyl 0

il - 2N
dy Y ox

Tenemos entonces que
. M:%:a%v = V(a,y) = [ du
de donde obtenemos que V(z,y) = =F + C(y)

s N=5=20V = V(z,y) = [ 5dy
de donde obtenemos que V(z,y) = = + C’(y). Asi que C'(y) = 0, por lo
que C(y) = K.

Por tanto las soluciones de la EDO son los conjuntos de nivel de V:

r_ K
Y

Se puede observar que si hubiesemos simplificado al EDO multiplicando por
y habriamos obtenido

_1_’_{3/:0
Yy

que deja de ser exacta. El paso contrario, que es el de convertir una EDO no
exacta en una exacta multiplicando por un factor es lo que se conoce como
Factor integrante.
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Veamos otro ejemplo de resolucion de una EDO exacta.

Ejemplo: Sea

g:yz + na’y +£a:3 + x2yl y =0
M N

se quiere averiguar que valor ha de tener n para que la ecuacién sea exacta.
2 M = 2zy + na?
=N = 2y + 3a?

Tenemos entonces que si n = 3 entonces la EDO es exacta. Para resolverla, basta
con buscar el potencial V' del cual (M, N) es el vector gradiente, y las soluciones
seran los conjuntos de nivel de v.

= M =2V =ay? + 322y, integrando tenemos V (z,y) = # + 23y + C(y)

= N = a%V = 23 + 2%y. Derivando la expresiéon que ya tenemos para V con
respecto a y, obtenemos z3 + x?y + C’(y), por lo que C'(y) =0y C = K.

= Tenemos que las soluciones son los conjuntos de nivel de la funciéon

2,2
TY L3

Vi(z,y) = 5ty

4.4. Factor integrante

En un ejemplo anterior hemos visto una técnica que hace que una EDO no
exacta se transforme en una que si lo es multiplicando toda la ecuacién por un
factor, denominado factor integrante.

Definicion: Factor integrante. Dada una EDO de la forma
G(z,y) + H(z,y)y' =0
decimos que u es un factor integrante si y solo si

M N
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es exacta.

Para que la EDO sea exacta, ya sabemos que se tiene que cumplir que

0 0
— M =—N
dy ox

lo que implica que
0 oG 0 0OH
et o e +u
dy oy " O Hor
A partir de este resultado, podemos enunciar dos teoremas de partida y un

método para conseguir los mismos resultados que proporcionan los teoremas utili-
zando funciones distintas.

(4.1)

Teorema
St la fraccion
) = )
H(z,y)

es funcion solo de x, entonces el factor integrante p es funcion soélo de x y
se tiene 8¢ o

piz) 5y (#,9) — 5 (@, 9)

() H(z,y)

Demostracion: Basta con notar que % = (0 y por tanto % = u'. Sustitu-
Yy X
yendo en 4.1 obtenemos

) 5 (o) = o) + ) (2

Agrupando terminos tenemos que

p(x) ?95(95 y) — G (@, y)

p(x) H(z,y)
por lo que si el término de la derecha depende s6lo de x, tenemos que p también
es funcion soélo de z. [ |
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Teorema
Si la fraccion
G(z,y)

es funcion sdlo de y, entonces el factor integrante p es funcion sdlo de y, y
se tiene

u’(y) . %%(xay) _ %(I,y)
uly) G(z,y)

Demostraciéon: Basta con notar que g— = 0 y por tanto % = 1. Sustitu-
T Y
yendo en 4.1 obtenemos
0H , oG
—(x,y) = WG(z,y) + —(z,
wly) (@, y) = WGz, y) + uly) o (z,y)
Agrupando terminos tenemos que
() G(z,y)
por lo que si el término de la derecha depende s6lo de y, tenemos que p también
es funcion soélo de y. ]

De esta forma, dado una variable £ que sea funcion de x e y, tenemos un método
para obtener la expresion del factor integrante p en caso de que sepamos que es
funcion de p = p(§).

Método para obtener el factor integrante: Si nos es proporcionado el dato
de que p = p(&(z,y)), para averiguar el factor integrante:

ou

= Calcular Z£, que seré funcion de x, ¥, €.

oz
= Calcular g—’;, que sera funciéon de x,y, €.
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= Sustituir % y g—’; en 4.1.

. : an H©)
Despejar de la ecuacion e

= [ntegrar ambos términos y operar para obtener la expresion para p.

Ejemplo: Veamos qué debe ocurrir para que p = p(§) con € = xy.
. W= W(O% = 1)y
0 0
P G = HO% = W)
= Sustituyendo en 4.1 obtenemos

oH

(€6 La.9) + 1) 5 (0,) = W (O H ) + ) G (0,0)

= Despejando obtenemos

w(©) Gy - 5z

u(€)  2G(z,y) —yH(z,y)

por lo que el término de la derecha ha de ser funciéon sélo de & = xy.

Ejemplo: Se quiere resolver la EDO y + (z%y — x)y’ = 0 sabiendo que pu =

p(z). Con esto tenemos que py + u(z?y — x)y’ = 0 es exacta, por lo que

5o (u0) = 5" (uly® = )

Obtenemos
0= (z)(a*y — o) + p(2ry — 2)
Despejando
W) —2xy+2 2@y—-1) -2
plae)  ay—o  aley-1) w
Integrando podemos obtener la solucién para mu. Una vez hecho esto podemos
convertir la EDO en exacta y resolverla con el método explicado.
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Ejemplo: Se quiere resolver la EDO (3y? — z) + 2y(y* — 3x)y’ = 0 sabiendo
que p = u(€) con & = x + y%. Con esto tenemos que

w&)(By* — x) + p(€)2y(y* — 3x) y' = 0

J J
-~ -~

M N

oM _ ON
es exacta, por lo que Sy = e Obtenemos

1 (€)2y(3y* — x) + p(z + y*)6y = n(€)2y(y* — 3z) + u(€)(6 — y)

Despejando
AN
ué) ¢
Integrando y tomando exponenciales llegamos a la solucién para mu
1
H= 605

Como los factores integrantes son invariantes por constantes, elegimos C' = 0

1
SRNCEEE

4.5. Ecuaciones lineales de primer orden

Las ecuaciones lineales de primer orden son aquellas que tienen la forma

y + P(x)y = Q(x)
donde P, () son funciones de zx.
Para resolverlas basta con buscar un factor integrante p que las convierta en
ecuaciones exactas. Para que

u(P(aﬁ)lir— Q(fr))+\/f_/y’=0

.

M N

sea exacta se tiene que cumplir que

oM 0N

oy~ or
0 0
oy (P = Q) +P) = 5
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Como se tiene que u = p(zr) = o — por tanto tenemos que

oy
pP(x) = p'(z)
de donde obtenemos que
L~ p)
1

que es una EDO de variables separadas cuya solucion es p = e/ P(@)d

Método para resolver ecuaciones lineales de primer orden: Dada una
EDO de la forma y' + P(z)y = Q(v)

» Hallar p = e/ P)de

= Resolver
P(z)y — + '=0
w( (x)yv Q@)+ 1y
M N

que es una EDO exacta

Ejemplo: Se quiere resolver la EDO lineal de primer orden

/ —
Y +y_1+62’3

Q@) = 7=

Se halla el factor integrante p = e/ P@dr — oo

donde { P(z) =1 1

Se resuelve la EDO que queda al multiplicar la original por p que es

(e"y)’

el‘

- 14 e2

En este caso, es mas simple resolver la EDO integrando ambos términos
que hallando el potencial
eI
Ty =
Y / 1+ e

Tenemos como resultado
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4.6. Ecuaciones de segundo orden reducibles

4.6.1.
Para resolver las ecuaciones de segundo orden que tienen la forma
F(z,y',y") =0
basta con hacer el cambio de variables 4’ = p obteniendo asi una EDO de a forma
F(z,p,p') =0

4.6.2.

Para resolver las ecuaciones de segundo orden que tienen la forma

F(y,y',y") =0

basta con interpretar p como funcion de y, es decir, tenemos p = p(y).
Usemos la notaciéon de Leibniz para ver de que forma queda la EDO:

/ ay 1/ 6
y(@) =5 =p = y(2) =5

Usando ahora la regla de la cadena tenemos que

4.7. Algunas ecuaciones clasicas
4.7.1. Ecuaciones de Bernouilli

Las ecuaciones de Bernouilli son de la forma

y' + P(x)y = Q(x)y"

donde P, () son funciones de zx.
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Método para resolver una EDO de Bernouilli: Para resolver una EDO de
1

Bernouilli basta hacer el cambio de variable z = y'~" obteniendo asi que y = 2T-=

;1 T
yquey =q-z1nz

Sustituyendo en la ecuaciéon de Bernouilli y simplificando obtenemos
7+ (1—=n)Px)z=(1-n)Q

que es una ecuacion lineal.

4.7.2. Ecuaciones de Ricatti

Las ecuaciones de Ricatti tienen la forma

y' + P(z)y = Q(z) + R(x)y?

Si tenemos que y;(z) es una solucion, haciendo el cambio de variables z =y — y;
tenemos que y =z +y; y que ¥y’ = 2/ +y;
Sustituyendo en la ecuacion de Ricatti obtenemos

(2 +9) +P(z+yl) =Q+ R(z + )’

Reordenando términos en el lado izquierdo y operando el cuadrado en el lado
derecho
(2 + Pz) + (yy + Py1) = Q + R2*> + Ry} + 2Rzy,
—_———

Q+Ry?

La expresion encerrada en una llave es justamente la parte izquierda de la ecuacién
de Ricatti, como y; es solucion, lo podemos sustituir por la parte derecha de la
ecuacion de Ricatti. Nos queda

24 (P —2Ry)z = RZ*

que es una ecuaciéon de Bernouilli.

4.7.3. Ecuaciones de Euler-Cauchy de orden n
Las ecuaciones de Euler-Cauchy son de la forma
™y + ap_12" Y + 4 azy +agy =0

Las soluciones son de la forma y = z® Tenemos entonces
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Si sustituimos en la ecuacién anterior, tenemos como factor comin z® y nos
queda un polinomio de grado n donde « son sus raices.

Ejemplo: Se quieren encontrar soluciones de la EDO
22y + 5xy +6y =0

Tenemos

Sustituyendo obtenemos
2 (a(a — 1)2*7?) + 52(az® ) + 6(z*) = 0

z%(a(a — 1)) + bax® 4+ 62% =0
(ol —1)+5a+6)=0

Nos queda el polinomio
o*+4a+6=0

que no tiene raices reales.

5. Sistema lineales de ecuaciones diferenciales

Los sistemas generales de ecuaciones diferenciales son de la forma

iL',l = Fl(t,l'l,...,l'N>
IIQ = F2<t,$1,...,.1}N>
= F,(t,z1,...,2xN)

Otra forma de escribir el sistema es en forma vectorial, es decir, si tomamos

T ZL'Il F1
/
X = X' = F=
Tn x Fy
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tenemos que el sistema lineal es
X' = F(t, )

En esta seccion trabajaremos con sistemas lineales, es decir, aquellos en los que
las funciones son lineales. Por tanto, estos sistemas tendréan la forma

) = a(t)xr + are(t)xe + ... + arn(t)zn + b1(t)
1'2 = agl(t)xl —+ (Igg(t)[[’g + ...+ CLQN(t>IN + bg(t)

l’?v = aNl(t)xl + (INQ(t)l'Q + ...+ aNN(t)ilfN + bN(t)

En forma matricial B B
X' =A@t)X + B(t)
donde A es una matriz y B es un vector.

Para los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales disponemos de un teorema
de existencia y unicidad que se presentara a continuaciéon pero no se va a demostrar.

Teorema de existencia y unicidad global
Dados

» q;j(t) continuos en (a,b)
= b,(t) continuos en (a,b)

I
El problema §(;)i(t))()0( (—;Bét()a’ B) tiene una unica solucion defi-

nida en todo el intervalo (a,b). Por tanto tenemos existencia y unici-
dad global.

5.1. Sistemas homogéneos
Definicion: Sistema lineal homogéneo. Un sistema lineal homogéneo de
ecuaciones diferenciales es aquel de la forma

X'(t) = A[) X (1)
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Es decir, B(t) = 0.

Propiedades
» Siz(t) es solucion = Az(t) es solucion VA € R
» Si z(t),y(t) son soluciones = x(t) + y(t) es solucion

Observacion
Dado un sistema lineal homogéneo de la forma
X'(t) = A(t)X (1)
si tenemos que X;(t) es solucién, con el dato

0
Xi(tg) =¢€; = | 1| «+ posicion ¢
0

entonces, dado un dato general de la forma
X(to) = 2 :.Z'(l)éi +$8€2++ZL‘9\7€N =

sl tomamos
w(t) = 20X (t) + 29X (t) + ... + 24 XN (2)

x(t) es solucion, ya que es combinacion lineal de soluciones:
z(to) = 29X (tg) + 25X (to) + ... + oW Xn(to) = 20y + 2hey ... + 2%en = 0

tenemos entonces que {X;(¢),...,Xn(t)} genera todas las soluciones, es decir,
forma un sistema generador.
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5.1.1. Independencia lineal

Vamos a ver como en la observacion anterior, el conjunto de las soluciones no
s6lo forma un sistema generador sino una base, es decir, que el espacio de soluciones
forma un espacio vectorial de dimension n.

Sabemos que Yi(t),...,Y,(t) son linealmente independientes <= a;Y;(t) +
oY, (t) =0Vt € (a,b) <= «; =0Vi €[1,N]

Definicion: Wronskiano. Dadas n funciones X;(t) € R",j =1,...,n el deter-
minante Wronskiano se define como

W(Xla---7Xn):det (Xl X2 Xn>

ol

Si W(Xy,...,X,) =0, entonces X7, ..., X, son linealmente dependientes, en caso
contrario, tenemos que son linealmente independientes.

Teorema
Sean Yi(t),Ya(t),...,Y,(t) soluciones de un sistema homogéneo con coeficien-
tes continuos en un intervalo (a,b), entonces existen dos posibilidades

- W(Yi,...,Y,)(t) =0Vt € (a,b)

- W(Ya,...,Y,)(t) £ 0Vt € (a,b)

Demostraciéon: Supongamos que W (Yi(ty), ..., Yn(to)) = 0 para un cierto
to € (a,b). Tenemos entonces que Y (%y), . . ., Yn(to) son linecalmente dependientes,
por tanto Jag, ..., a, no todos nulos tal que a;Y](ty) + ... + @, Y, (to) = 0.

Definimos y(t) = a1Y1(t) + ... + o, Y, (%), que es solucion de

Y'(t) = A()Y (1)

y tenemos que y(to) = 0.

%)
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Por tanto tenemos que y(t) es solucion del problema

YI(t) = AQ)Y (1)
y(to) =0

0
si tomamos el vector z(t) = | : |, como el sistema es homogéneo, tenemos que

0

2(t) también es solucién del mismo problema. Por el teorema anteriormente
enunciado, tenemos existencia y unicidad y z(t) = y(t) = 0 Vt € (a, b)
Como Y (t) = 0, tenemos que W(Y7,...,Yn)(t) =0Vt € (a,b) [ |

Como conclusion de la demostracion anterior, podemos decir que el espacio de
soluciones de un sistema homogéneo forma un espacio vectorial de dimensiéon n

Observacién

Si disponemos de un sistema no homogéneo
X'(t) = A(t)X + B(¢)
con soluciéon general X¢(t), tenemos que
X'(t)=At)X
es el sistema homogéneo asociado con solucion general
Xu(t) = Xq(t) + ... + a, X, (1)
= Sea Xp una solucion particular del sistema completo (no homogéneo).
» Sea Y(t) = Xg(t) — Xp(t).

Derivando V' = X, — X, = (AX¢ + B) — (AXp + B) = A(X¢g — Xp) = AY.
Vemos que Y () es solucion del sistema homogéneo asociado al sistema completo,
y por tanto Y (t) = a1 X1(t) + ... + a, X, (t) para alguna familia ay, . .., a,.
De aqui deducimos que
Xeg=Xp+ Xy

donde
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= X es la solucion general del sistema completo.
= Xp es una soluciéon particular del sistema completo.

= Xy es la solucion general del sistema homogéneo asociado.

5.1.2. Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes

Vamos a estudiar los sistemas homogéneos de la forma
X'(t) = AX(t)

donde ahora la matriz A es una matriz de constantes, no de funciones.
Para resolver este tipo de sistemas vamos a presentar dos formas de resolucion,
pero antes definiremos lo que se conoce como exponencial de una matriz:

Definicion: Exponencial de una matriz.
Dada una matriz A, la exponencial de la matriz A, se define como sigue
A? A"

eXp(A):In—i-A—i—a—i-...—i-F—l—...

Método 1
Las soluciones de los sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes
son de la forma

derivando obtenemos
7' (t) = ae™v

por lo que a partir del sistema X'(t) = AX(t), como x(t) es solucién, obtenemos
que
2'(t) = eav = e AV = AX

Necesitamos entonces que Av = av, es decir, que « sea autovalor y ¥ autovector
de A.

Método 2

Dado un sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes, las soluciones
son las columnas de la matriz exp(At). Estas columnas son independientes porque
para t = 0 tenemos que exp(A - 0) = I, por lo que el Wronskiano es distinto de
cero, y por tanto también lo es para todo t¢.
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Dependiendo de como sea la matriz A, podemos distinguir varios casos. Para
simplificar, supongamos que la matriz A es de dos filas y dos columnas:

1. A es una matriz diagonal

En este caso tenemos que

entonces

j ~ -
dit (1o Uty o\
exp(At) = ( )+Z (0 d2t> _(0 1>+Zlﬁ< 0 (dot)y | =
j:
1+ dyt + 425 4 0 et 0
0 1+ dot + 25 4 0 et

2. A es una matriz diagonalizable

Tenemos que A es de la forma
A=prDpP!
con D diagonal. Esto implica que, como se ve para el caso particular de
A? = (PDP Y)Y (PDP )= PD(P'P)DP ' = PD*P*

en general tenemos

A" = pPD"P!

donde P es una matriz cuyas columnas son los autovectores de la matriz A
y los elementos de la diagonal de la matriz D son los autovalores asociados
a dichos autovectores.

En este caso

exp(At) = [+ At+A4L 4 1Ay = pp-lypDtP 4 PREPL =
P(I + Dt + D2t2 +...)P7t = Pexp(Dt)P~!

es decir
exp(At) = Pexp(Dt)P~*

58



Ecuaciones diferenciales ordinarias UAM - 2013/2014

3. A no es diagonalizable

En este caso podemos obtener la forma de Jordan de A:

B d 1 1
A-p (0 d) P
La exponencial de At sera

exp(At) = Pexp( <COZ ;) t)P~ = Pexp( (g 2) t+ <8 (1)> HpPt =

Pexp((él 2) t)exp((g (1)>)P_1

. 1 . . :
Como la matriz (g O) es nilpotente (lo que quiere decir que para un

cierto n la potencia n-ésima de la matriz serd la matriz nula), tenemos que
la exponencial de dicha matriz serd una suma finita.

A partir del altimo método descrito vemos la definiciéon siguiente

Definicion: Matriz fundamental. Dado un sistema lineal homogéneo de la
forma

X'=AX

y una matriz ®(t), decimos que ®(t) es una matriz fundamental si sus columnas
son soluciones independientes del sistema.

Veamos ejemplos de ambos métodos.

Ejemplo (Método 1): Dado el sistema homogéneo

;2@\ (1 3\ [z(t)\ _
X = <y'<t>) = (3 1) <y<t>> =AX
A

Los autovalores de la matriz A son los resultados de la ecuacion

1—X 3
det( 3 1_>\>=O
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que son A =4y \ = —2

n A=4
1 3 (%] . U1 .
m A= -2

1 3 w1 . w1 _

Tenemos por tanto dos soluciones independientes:

Dado un dato inicial X (t5) = (50
0

To ) 4o 1 —2to 1

para hallar ¢; y co y por tanto, la soluciéon particular para dicho dato.

) no tenemos mas que resolver el sistema

Ejemplo (Método II): Dado el sistema homogéneo

;2@\ (1 3\ [z(t)\
e <y'<t>) - (3 1) <y<t>> -
——

A
Tenemos que A es diagonalizable (tenemos sus autovalores y autovectores del
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ejemplo anterior).
Dado que

-1
1 1 4 0 1 1
A:(1 —1) (o —2) (1 —1)
e 0 1 1 71_ Sol;  Soly
0 e2)\1 1) —\ 4 |

a

b

tenemos que

B(t) = exp(At) — (} _11>

Dado un dato de la forma X (0) = ( > la solucion particular para el problema

con dicho dato es de la forma

x(t) =« (Sjll) + 5 (Sib>

Queremos saber qué valor han de tener v y 3 para obtener la solucién parti-
cular de nuestro problema. Sabemos que las columnas de la matriz fundamental
son soluciones independientes y tenemos que como

®(0) = exp(A-0) =exp(0) =1

(%) oo ()= 6) ()= C)

y también tenemos que

Soly Sol, _[z(0)) _ [a
(1) (1)~ G6) -0

porloquea=ay =0
De aqui obtenemos que la solucién particular para el problema con dicho dato

sera de la forma
Sol Sol a
x(t) :a< ¢1> +b< $2) =d(t) - (b)
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Observacién

Dado que ®(0) = I, para un problema con dato X (0) = <

D(t) (Z)

En caso de proporcionarse un dato en un punto distinto de 0, por ejemplo

a

b

) la solucion particular

para el problema con dicho dato es

d(2) = ‘ , la solucion particular para el problema con dicho dato es

d
O(t —2) (2)

Observacion y
Si ®(t) es una matriz fundamental = ®(t) = ®(¢)C, donde C' es una matriz
cuadrada con determinante distinto de 0, también lo es.

Esto se debe a que como las columnas de @ () son soluciones independientes,
cualquier combinacién lineal también es una solucion.

Ejemplo: Dado el sistema

El autovalor de la matriz es A = 1 (doble). El autovector asociado a dicho

5 2w
autovalor es ¥ = W

Vemos que la matriz no es diagonalizable, hallamos por tanto su forma de
Jordan:

que esté en la base B = {u, v}.
Como J esta en la base B,
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AV=1+ 7

Dado que ya tenemos @ podemos hallar ¢’y la otra solucion del problema. De
lo anterior obtenemos

(A-Dia=0
(A-Iv=u
Multiplicando a ambos lados por (A — I) en la segunda ecuacion tenemos

(A-1)?*0=(A-1Du

y a partir de la primera ecuacion vemos que el segundo término de lo anterior es
igual a 0.
Por tanto
(A=1)*T=0

Solo hay que elegir ¥ de forma que se cumpla que

(A—1)20=0
(A-DT#0

.1
- (o)
i=(A—I)i= (f)

De esta manera, ya podemos hallar la matriz fundamental

o (235 1) (3 0)

Vamos a hallar exp(.Jt)

exp( <(1) }) t) = exp( (é (1)> t+ (8 é) t) = exp( <(1) (1)> t)exp(<8 (1)) t)
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0 0

01 10\ (o) 1[0 ) 1
exp((o o)t):<0 1)+<0 0>+§<0 0) +"':<0 1)

-

0

Nos hace falta saber cuanto vale exp( (0 1) t)

Por tanto, la matriz fundamental es

B(1) = 2 1 et 0 1 t 0 1\ [2te+e —dte
N1 0 0 € 0 1 1 =2/ te! et — 2tel

En los ejemplos anteriores hemos utilizado que e Bt = eAteBt Esto puede

parecer falso, ya que aunque que la suma de matrices es conmutativa, el producto
no lo es. Sin embargo, a continuacién se probaré la validez de esta operacion:

Teorema

p(A+B)t _ At Bt

Demostracion: Sea ®(t) = ®,(t)P2(¢) donde

Sabemos que ®'(t) = (A + B)®(t), queremos ver que
(P1(t)P2(t))" = (A+ B)®(2)
Hallamos (&1 (£)®(t))"
(@1(2)D2(1))" = @ (1) D2(t) + D1 (1) P5(t)

dado que
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tenemos

O'(t) = AD, (1) Dao(t) + By (t) By (t)

Si @1(t) y B conmutan = 9'(t) = (A + B)P,(t)Da(1)
(INCOMPLETO, SI ALGUIEN SABE POR QUE CONMUTAN SIEMPRE
QUE ME LO DIGA POR FAVOR) |

Veamos un ejemplo de resoluciéon de un sistema lineal homogéneo con coefi-
cientes constantes en la que los autovalores de la matriz son niimeros complejos.

Ejemplo (Método 1): Dado el sistema

, 1 =2
X_(46)X
A

Los autovalores de la matriz son Ay = % + gz

Los autovectores asociados son v4 = (1 _5+ﬁ’>
A partir de aqui tenemos dos soluciones complejas:

2y = eMuy
y por tanto la soluciéon general compleja
azy + Pz
Para obtener soluciones reales, basta con elegir a y § de modo que
azy + Bz €R
Basta con tomar

Ty = = = Im{z.}

{ 11 = 5= = Re{z}
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Ejemplo (Método II): Dado el sistema

, (1 =2
X_(4 6>X

—_———
A

Los autovalores de la matriz son Ay = % + gz
Los autovectores asociados son vy = <1 #)

La matriz fundamental es

—1
1 1 (E=VAZ 1 1
o(t) = (5\@' 5+ﬁi> €$P(< (2] 7\ﬁi>) (5\@ 5+ﬁz)
4 4 2 4 4

Una vez calculada, tendremos que el resultado de matriz fundamental tiene
numeros complejos y seréd de la forma

®®:<&uw5%@>

\ 3

Para obtener las soluciones reales basta con construir una nueva matriz funda-
mental de la forma

é@)__<RdS$h@» JWKthu»>

Veamos un tltimo ejemplo de resolucion en el que la matriz no es diagonalizable.

Ejemplo: Dado el sistema

El autovector de la matriz A es A = 2 (triple).

z
El autovector asociado es @ = | —z
z
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1
Tenemos por tanto la solucion z1(t) = e* | —1 |, falta hallar dos restantes.
1

La forma de Jordan de la matriz A es

210
J=10 2 1
0 0 2
Au = 2u
en la base B = {u, ¥, W}, de aqui obtenemos que ¢ Av = @ + 2¢
Al = U+ 20

o lo que es lo mismo

(A—2D)i =0
(A—20)%F = (A —20)@ = 0
(A— 200 = (A— 202G =0

1 1

0 0 -1
Tomando W= | 0 | tenemos que v = |1 | y v = ( 1
A partir de aqui construimos la matriz fundamental:

—1

-1 00 200 010 -100

Pt)=| 1 1 0fexp 0 2 0lt+|0 0 1]¢ 1 10

-1 1 1 0 0 2 000 -1 1 1

9 —1
-1 00 e 0 0 1t L -100
dt)=|1 1 0 0 e* 0 01 ¢ 1 10
-1 1 1 0 0 €e*)J\o 0 1 -1 1 1

5.2. Sistemas lineales no homogéneos

Ya hemos visto que dado un sistema lineal no homogéneo

X'(t) = A@t)X(t) + B(t)
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la solucién general del mismo es de la forma
Xag=Xp+ Xy

donde

= X es la solucion general del sistema completo.

= Xp es una solucion particular del sistema completo.

= Xy es la solucion general del sistema homogéneo asociado.

Vamos a ver el método de variacion de las constantes para la resolucion de este
tipo de sistemas:
5.2.1. Meétodo de variaciéon de las constantes

Dado un sistema lineal no homogéneo de la forma
X'(t) = A(t)X(t) + B(t)
Sea ®(t) la matriz fundamental del sistema homogéneo asociado
X'(t) = A(t)X (¢)

Tenemos que Xy = @(t)é donde C es una matriz columna. Es decir, Xy son
combinaciones lineales de las columnas de ®(t).
Buscamos Xp(t) = ®(t)C(t). Derivando obtenemos:

X4(t) = (D@)C(t)) = &'(t)C(t) + B(t)C'(t) = AB(H)C(t) + D(£)C'(t)
Para que se cumpla que
Xi(t) = AXp + B = A®(1)C(t) + B

necesitamos que B = ®(¢)C"(¢)
Es decir
Xp(t) = (t)C(2)
C'(t) = &~1(t) B(t)

Observacién

La inversa de ®(t) siempre existe porque al ser matriz fundamental, sus columnas
son linealmente independientes, y por tanto su determinante es siempre distinto
de cero.
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Ejemplo: Dado el sistema

- (1) (12)

— —_—
A B

La matriz fundamental del sistema homogéneo asociado es
2t —3e7t
@(t) = (364t et )

Tenemos que C'(t) = &~ (¢)B(t)

AN RS
wo(3)- (52

A partir de aqui tenemos dos opciones: podemos resolver lo anterior, o darnos
cuenta de que podemos buscar una soluciéon particular de la forma

_[at+Db
Xp = (ct—i—d)

ya que en la ecuacion sélo aparecen polinomios de grado 1.

5.3. Matrices con coeficientes T-periédicos

Dado el sistema
X'(t) = A(t) X (1)

en el que A(t) es una matriz con coeficientes T-periddicos, si definimos
Yt)=X({t+T)
derivando vemos que
Y()=X't+T)=At+T)X{t+T)=At+T)Y(t) = A@t)Y (t)

por lo que Y (¢) también es solucion del sistema.
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Ejemplo: Dado el sistema

t o . _—
denotamos X (t) = <x( )> y escribimos el sistema de la siguiente forma

y(t)
{ 2(t) = a(t

)

y'(t) = sin(t)x(t) — y(t)

De la primera ecuacién tenemos que
x(t) = Ae'
obteniendo junto con la segunda ecuaciéon que

Y (t) = Ae'sin(t) — y(t)

y(t) + y(t) = Ac'sin(t)
Multiplicando por el factor integrante e

(e'y)' = Ae*'sin(t)
2

ely = A/e%sm(t)dt NP A{%(?Sm(t) —cos(t))}

por partes

Tenemos entonces que

J— et 0
X(t)=4 (e—;(ZSin(t) - cos(ﬂ)) A <et>

Las soluciones no son perioédicas, sino que trasladadas por un periodo siguen
siendo solucion.

Observacién

Si ®(t) es matriz fundamental = ®(t) = ®(t+T) también es matriz fundamen-
tal. Es decir, Y (t) = X(t +T) es solucion <= Y (t) = &(¢)C
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Teorema
Si ®(t) es una matriz fundamental, entonces

donde B(t) es una matriz periodica y L es una matriz con coeficientes cons-
tantes.

Demostraciéon: Sabemos que
O(t+T) = d(t)C
siendo el determinante de C' distinto de cero. En particular,
C={o@)} ot +T)
Vamos a utilizar el siguiente lema:
det(C)#£0 = IM :C =eM

Entonces
Ot +T) = d(t)e

Buscamos ®(t) = B(t)e™, es decir,
O(t+T) = B(t+T)e" T = B(t)elte

O(t+T) = d(t)C = d(t)eM = B(t)eeM

Como conclusién se tiene que si existe la descomposicion ®(t) = B(t)e™,

debe ser L = . Ademés, tenemos que como B(t) es periédica de periodo T,
B(t)=B(t+T).
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Ejemplo: Dado el sistema

tenemos la matriz fundamental

ol 0
ot) = (%(QSin(t) — cos(t)) et)

Calculamos
27
C = {8(1)} ' D(t + 27) = (i) 69h> :fnm(<%f 9h> — M)

Tenemos que

Por tanto

Buscamos B(t) tal que ®(t) = B(t)e™
Entonces

B(t) = ®(t)e " = o(t) (%t 2) - (%(zsm(t)l— cos(t)) (1)>

6. Ecuaciones lineales de orden superior

Las ecuaciones lineales de orden superior son de la forma
Yy (@) + ana (2)y" V(@) + .+ an(@)y () + ao(2)y(x) = b(x)

Si b(z) = 0 entonces estamos ante una ecuacion homogénea.

Observacion
Una ecuacion lineal de orden n da origen a un sistema lineal de orden 1. Supon-
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gamos que tenemos la ecuaciéon
Yy (@) + ana(2)y" V(@) + .+ aa(@)y () + ag(2)y(a) = b(x)

Si denotamos

y=z1 21 = 22
Y = 2 Zé z3
vV =z | 2 = 2
con
2l = —apz —a1za — ... — Ay_12, + b(2)
tenemos entonces el sistema
o 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
, 0 0 1 0
z = zZ+
0 0 0 0o ... 1 (')
—ayp —a; —Aa —az ... —Qp—1 b

Por tanto, los problemas de este tipo vendran dados por una ecuacion y n datos
iniciales, de forma que los datos son de la forma:

3//(550)
:y (zo) 6.1)
y" (o)

Veamos el primer teorema de existencia y unicidad para este tipo de ecuaciones.

Teorema

Si a;(z),b(x) son funciones continuas en (a,b) tal que xo € (a,b), entonces
dado un problema con datos iniciales en xqy tenemos existencia y unicidad de
la solucion definida en (a,b)
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6.1. Ecuaciones homogéneas de orden superior

Vamos a definir la estructura del conjunto de soluciones de una ecuacién ho-
mogénea de orden superior

= Si 91,92 son soluciéon, VA € R tenemos que

Y1 +y2  es solucion
{ AY1 es solucion (6.2)

Si definimos y;(z) como solucién al problema con dato

0
y(xo)
/ T .
Y ( 0) =¢€; = | 1| +— posicién j (6.3)
nfl.) T .
Y (o) 0

como en el caso de los sitemas lineales, tenemos que por el principio de superpo-
sicion, el conjunto
{yl(I)7 y2(£)7 s 7yn(x)}
es un conjunto generador de las soluciones del problema.
Para demostrar que es una base, basta con tomar el Wronskiano:

Wl ) = det ylgw) yn(x)
@) yﬁ_l)(x)

Teorema de monotonia del Wronskiano
Sean yi, . .., yn soluciones de la ecuacion homogénea. Entonces exisen dos po-

stbilidades
s W(yr,...,yn) =0 Vz € (a,b)

s W(yr,...,yn) # 0 Vz € (a,b)
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La demostracion se realizaré para n = 3, aunque es equivalente para cualquier n.

Demostraciéon: Sabemos que el Wronskiano de 1, y2, y3 en xg es

Y1 Y2 Y3
Wy, y2,y3) = (V1 ¥y s
vy, Y3

Por tanto

(T I U VPR VS V24 E VIR Vo T Vi Y2 U3
!
Wiy, y2,u3) = Y1 Y2 ys|+ |y we ys|+ (YL va w3 =Y Yy s

! /" 1 " " " " " "

(A A 4 B VO VG V8 IR VA T GO (T T T4

Y1 Y2 Y3
!
W= Y Y Y = —a(z)W(x)
—ay! —byy — ey —ayy —byy —cys  —ayy — bys — cys

Si W(y1,y2,y3) # 0 = por continuidad, 30 > 0 : W(z) # 0 en = €
(zo — 8,20 +9)
Tenemos que W' = —qa(z). Por tanto (W ()| =|W (z0)] ea:p(f;;) —a(s)ds) (IN-

W
COMPLETO, FALTA LA CONCLUSION, SI ALGUIEN QUIERE AYUDAR
QUE ME LA DIGA POR FAVOR) [ |
Observacién

Dada una solucién de una ecuacién homogénea con coeficientes constantes, el mé-
todo de variacion de las constantes nos permite buscar una solucién independiente.

6.1.1. Ecuaciones homogéneas de orden superior con coeficientes cons-
tantes

Dada una ecuaciéon homogénea de orden superior con coeficientes constantes
de la forma
y///+ay//+by/+cy — O
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podemos obtener el sistema equivalente

0 1 0
Y'=10 0 1 Y
—c —=b —a

Para su resolucion, buscamos

y(x) = e

/ — )\ AT
z,,(éc)) e | N+ +0A+c} =0
y’”(x) — /\36)\90

obteniendo el polinomio caracteristico
A+ aX +bA+c=0

A la hora de hallar las soluciones pueden presentarse ciertos problemas, como
que las raices del polinomio sean miltiples o complejas.
Veamos unos ejemplos.

Ejemplo: Dada la ecuacion
y" +6y" + 12y +8y =0
El polinomio caracteristico asociado es
NMAH6A+122+8=0=(\+2)>=0

Al obtener raices multiples s6lo obtenemos una solucion y; (x) = e=2*
Por el método de variacion de constantes tenemos que ys(x) = C'(z)yi(z):

/(x)e—Q:c _ 266—235
"(x)e
vy (z) = C"(x)e > — 60" (z) + 12C" (x)e >* — 8C(x)e™>*
Sustituyendo en la ecuaciéon
Yy 4 6yl + 12y + Syp = C"'(x)e "

Por tanto, para que ys(x) sea solucion debe ser C” = 0. Se deduce que
C(x) = a + bx + cz? y por tanto, la soluciéon general

y2(z) = (a + bx + cx®)e >
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Ejemplo: Dado el problema

Y’ —dzy + (2 +6)y = 0 (6.4)

y(0) =y'(0) =0 '
Tenemos que

y1(z) = x?sin(x) es solucion

Ya2(z) =0 es solucién (6.5)

Lo que parece que contradice el teorema de existencia y unicidad. Sin embar-
go, si tomamos la ecuacion, dividiendo entre z? la tenemos de la forma

y”—%y’+x2+6

2 y="0

Vemos que los factores que estan multiplicando a ¥’ y a y no son continuos
en r = 0.

Observacién
El teorema de existencia y unicidad exige

= Ecuacién de la forma 1 -y™ + a,_(z)y" " + ...

= Coeficientes continuos en un entorno del punto.

6.2. Problemas lineales con coeficientes constantes

En el caso homogéneo, en el que tenemos una EDO

Yy + a1y 4 aay’ + agy = 0
como ya hemos visto anteriormente, podemos obtener el polinomio caracteris-
tico
)\"+an_1)\”_1—|—---+a1)\—|—a0:0

con cuya resoluciéon obtenemos las soluciones asociadas a cada una de las raices.
Podemos tener varias opciones.

» Si )\ es una raiz simple, entonces una solucion es yo(t) = et

= Si \; es una raiz con multiplicidad k, por el método de variacion de las
constantes encontraremos k soluciones de la forma t‘e* parai =0,...,k—1.
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= En el caso de que la solucién sea una raiz compleja, combinamos linealmente
soluciones para obtener soluciones reales. Supongamos que a + bi es una raiz
compleja, entonces tenemos que a — bi (por ser el conjugado) también es una
raiz del polinomio. A partir de aqui tenemos las soluciones complejas

{ elati)t — eat(cos(bt) + i sin(bt)) (6.6)

ela=)t = e9(cos(bt) — i sin(bt))

de donde obtenemos las soluciones reales haciendo las combinaciones

Re(z) = &% ‘ Im(z) = %2

Veamos algunos ejemplos.

Sistema masa-resorte Consideramos el siguiente sistema (Figura 6.1), sin
rozamiento ni fuerzas externas.

220000000020
I A A A

Figura 6.1: Sistema masa-resorte, con la fuerza del muelle —kzx.

Segun la ley de Hooke, la fuerza sera

F=—kx

donde k es una constante que depende del muelle. Por la segunda ley de newton,
tenemos que la fuerza es el producto de la masa y la aceleracion, por tanto, la
ecuacion que describe el movimiento es

mz’ = —kx

Podemos transformarla a un problema en derivadas ordinarias

'+ Er =0
z(0) = xg
$,<O> = Vo
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para el que necesitaremos posicion y velocidad iniciales.
El polinomio caracteristico es

k
N4 —=0
m

)\:j:i\/ﬁ
m

Las soluciones complejas son, por lo tanto,

L E | k | k
2 = et = = cos —t+isiny/ —t
m m
—ity /K k ..
z1=e€ m = CcoS 4/ —1t — 7 SIn t
m m

Combinandolas de forma lineal, obtenemos dos soluciones reales:

21(t) = R(z1) = cos \/gt
22(t) = S(21) = sin \/gt

Aunque se ve a simple vista que esas dos soluciones son independientes (el
coseno y el seno del mismo angulo), deberiamos calcular el wronskiano para com-
probar que son realmente independientes.

La solucion general nos queda

x(t) :Acoswﬁt+BSin\/E (6.7)
m m

Las constantes A y B se tendran que obtener una vez dados los valores iniciales.
Si suponemos z(0) = zg, 2'(0) = vy, tenemos que

cuyas raices son

| =

ro=x(0)=A
k k k k
a'(t) = —xo\/ —siny/ —t + By/ —cosy/ —t
m m m m
vy = 2'(0) —BUE
0 B m
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<

220000000020
I A A A

3 —kx
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0
Figura 6.2: Sistema masa-resorte con rozamiento (fuerza —ex’).

Si bien esta solucién es correcta, los fisicos suelen reescribirla de una forma
distinta utilizando coordenadas polares para el punto (A, B):

A= Rcos¢
B = Rsing¢

Sustituyendo en (6.7)

z(t) =R <COS \/Et cos ¢ + sin \/Et sin (b) = Rcos <\/Et - @)
m m m

donde ¢ = arctan % es el desfase, que actia de velocidad inicial del sistema.

Sistema masa-resorte con rozamiento Replanteemos el problema anterior
con rozamiento.
La ecuaciéon cambia al anadir el rozamiento:

mz’ = —kx — ex’

€ k
'+ =2+ —x=0 (6.8)
m m
Resolvemos el polinomio caracteristico

k
PRI IR
m m

y nos queda
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—€ e\’ k
A= —= — - —
2m (2m> m

Tenemos que plantear tres casos basados en el valor de A = (—
mayor, igual o menor que cero.

Primer caso: A > 0 (rozamiento alto) Tenemos

2
—& 3
Ay = — ] —
* 2m+ (Qm)

k

m

= T
2m 2m m

De sus expresiones vemos que tanto A, como A_ son negativos, puesto que la
raiz siempre serd menor que 5. La solucién general del problema es

z(t) = AeMt 4+ Ber!

Despejando de los valores iniciales x(0) = x, 2/(0) = vy y realizando ciertas
operaciones,

1
o) = ———
®) Al — A
De esa ecuacion vemos que, cuando ¢ — 0o, z(t) — 0. Es decir, el objeto tiende
a pararse.

También querriamos ver cuantas veces pasamos por la posiciéon de equilibrio.
Tenemos que resolver la ecuacion

<(U0 — A_zg)eM!t — (vy — )\+x0)e’\‘t>

pPe=A)t Vo — Ay
Vo — )\,.%0

que no tiene solucion (la exponencial es siempre positiva, pero la division es
menor que 1). Por lo tanto, el objeto no llega nunca a la posicion de equilibrio.

Segundo caso: A =0 En este caso, tenemos A = 3= que es una rafz doble.
Por el método de variacion de las constantes, nuestras dos soluciones son

=< —€
x1(t) = eznl;  x(t) = tezn’
y la solucion general se expresa como
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z(t) = Aem! + Btemn' = emm' (A + Bt)
Al igual que en el anterior caso, z(t) t—> 0, pero aqui si que podemos tener
—00

soluciones para z(t) = 0. La existencia o no de una solucién dependera de la
posicion y velocidad iniciales.

Tercer caso: A < 0 (sin rozamiento) Aqui tendremos raices complejas, es
decir:

2
R L
T om m 2m

y su conjugada. De esta forma, las dos soluciones reales serén

z1(t) = et cost k(= 2
n m 2m
—e, . k e\’
z1(t) = ez’ sinty | i (%>

Podemos extraer la soluciéon general y hacer el cambio del anterior aparta-
do, pasando a polares (A, B) ~ (Rcos ¢, Rsin¢), de tal forma que nos queda la
solucion general

z(t) = Re"2mtcos | t k(= 2—(/5
B m 2m

Es decir, hay un decaimiento exponencial de la amplitud. La grafica de la
funcioén seria la de la Figura 6.3

Péndulo simple Consideramos un péndulo simple sin rozamiento.
Tenemos las ecuaciones de posiciéon

o(t) = (Lsinf(t), —Lcos6(t))

de velocidad

o' (t) = (LO'(t) cos O(t), LO'(t) sin O(t))
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E‘«. ; /N
VAN
\ /

N

Figura 6.3: z(t) para un sistema masa-resorte
y aceleracion

o"(t) = (— L(0'(t))*sin(t) + LO"(t) cos(t),
L(0'(t))? cos O(t) + LO"(t) sin (t))

Por la segunda ley de Newton, tenemos que la fuerza ejercida es igual al produc-

to de la masa y la aceleracion. Si dividimos la cuerda en su componente tangencial
y perpendicular tenemos:

7

mg

|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|

|

|

|

|

|

Figura 6.4: El péndulo
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mg(—cosf, —sin ) sin 6 = mo”(t)

y por lo tanto nos quedan las dos ecuaciones

—gsinfcos?0 = —LO"? cosOsin @ + LO" cos® 0
—gsinfsin?f = —LO?sin 6 cos O + LO" sin? 4

La ecuacién final es
—gsinf = Lo

o, transformada
g .
0" + =sinf =0
+ I sin

Por Taylor, podemos aproximar sinf ~ 6 cuando 6 es pequena, de tal forma
que nos reducimos al caso de un sistema masa-resorte.

6.3. Problemas lineales no homogéneos con coeficientes cons-
tantes

., Qué ocurre cuando consideramos sistemas con fuerzas externas? Un ejemplo
serfa la siguiente ecuacion en orden dos:

"+ ax’ + bx = f(t) (6.9)

en la que f(t) representa esa fuerza externa. Tal y como habiamos visto en
anteriores secciones, la solucion general X se escribia como una soluciéon particular
Xp maés todas las asociadas al homogéneo Xy. En esta situacion el problema es
encontrar la solucién particular, para lo cual tenfamos varios métodos.

6.3.1. Meétodo de variacion de constantes

Siguiendo con el ejemplo en orden 2, tenemos

rh(t) = c1x1(t) + coxa(t)

y buscamos una solucién en la que

Por tanto buscamos Xp tal que
xp(t) = cr(t)z1(t) + ca(t)za(t)
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Para ello derivamos:

/ / / / /
Tp = C1x1 + C1T] + C3T9 + CoTy

"o n ! Z !
Tp = X1+ C T + C3x2 + CoXy+
/o " /o Z
+ 2] + X + Gy + CoTy =

/! /! ! ) 2 1
= C1T1 + CyTg + 2177 + 20575 + 1] 4 caTy

Sustituyendo en (6.9):

f(t) =a% + ax’p + bxp =
=z + cyxo + 2c\ 2 + 255 + e + ey
+ acizy + achre + aci x| + acyry
+ bcixy + beoxs
Tras la sustituciéon tenemos una expresion bastante compleja. Sin embargo,
recordamos que no buscamos todas las soluciones de la ecuaciéon, sino que basta

con encontrar sélo una. Por ello, planteamos ciertas condiciones para resolver la
expresion hallada:

/ /

ciry +core =0
A ! .

Ary + ey = f

Que nos lleva al sistema

Ty T2 i\ 0
vpowy )\ )\ f(t)
A

Se puede observar que el sistema tiene soluciéon, ya que al ser x;, o soluciones
independientes, el Wronskiano (en este caso, el determinante de A) es distinto de
0.

En un caso general de orden n, el sistema a plantear tendra la siguiente forma

Ty o Tp d 0
R c :
: S 1 | o
n—1 n—1 /
27V )\ f(t)

Veamos un ejemplo.
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Ejemplo: 2" +x = ¢!
Buscamos xp(t) = ¢1(t)z1 + c2(t)x2, donde

T1 To A\ (0
oy b )\ |\ €
——

A

Podemos elegir x1 y x5 como el seno y el coseno de t:

cost sint) (c;) [ O
—sint cost) \cy) | €

.
g

A

Resolviendo el sistema nos queda que

¢y = e’ cost

Realizando bastantes operacioens podemos obtener una soluciéon particular,
sin embargo, podemos darnos cuenta de que una de las soluciones particulares es

¢
e
T,(t) = b

. Qué tiene de especial este problema? La exponencial en f(t). Lo que nos
lleva a estudiar otro método, el de coeficientes indeterminados.

6.3.2. Meétodo de coeficientes indeterminados

Podremos aplicar este método cuando f(t) sea un polinomio, una exponencial,
senos y cosenos y combinaciones lineales de todos los anteriores. En todos estos
casos las derivadas nos llevan a funciones de la misma clase, y podremos aplicar
este método que nos lleva a cuentas mas sencillas.

En este método, suponemos que la soluciéon particular es una funcién de la mis-
ma familia de f(t) multiplicada por una constante, asi que planteamos el problema
y resolvemos el sistema. Estudiémoslo desde un ejemplo:

1) Exponenciales
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Tenemos que

z,(t) = Ce*
) = 20e*
ah = 4Ce™

2t = 4Ce* — Ce* = 3Ce?*

C ha de ser % y por lo tanto nuestra soluciéon general del sistema sera
t —1 1 2t
T = Cc1€ + cee  + §€

2) Exponenciales con f(t) solucién de la homogénea Otro ejemplo:

— T =€

Aqui habria que calcular x, = ce’. Sin embargo, tomando esa solucién nos
quedarfa zj, — ;, = 0 V¢, por lo que no nos vale. Cuando f(t) es una de las solucio-
nes de la ecuacion homogénea asociada, tenemos que anadir algo mas. Buscamos
soluciones de la forma cte’

. t
x, = cte
), = cte' + ce'

x;: = cte! + 2ce!

Resolviendo:

P
el = 2cel

1

C=-

2

3) Senos y cosenos Probamos ahora con senos y cosenos.

2" + x = cos2t

En este caso, la soluciéon debe tener una combinacion lineal de senos y cosenos.
Por lo tanto
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x, = Acos2t + Bsin2t

y resolviendo

cos2t = x)) +x, = —3Acos2t — 3B sin 2t
de tal forma que A = %1 y B =0.

4) Senos y cosenos con f(¢) sol. de la homogénea Consideramos z” + z =
cost.

En este caso, f(t) = cost es una solucién de la parte homogénea, asi que la
solucion sera de la forma

z,(t) = Atcost + Btsint

Supongamos que esto modela una situaciéon real, como por ejemplo empujando
un columpio. ;Coémo interpretamos esto?

A ciertas frecuencias, la ecuacién es creciente, la amplitud aumenta con el
tiempo. Es un fenémeno de resonancia. Veamos como modelizar este caso.

Ejemplo: Sistema masa-resorte con fuerza externa (sin rozamiento) La
ecuacion en este caso es

k
"+ — x= f(t) (6.10)
m N~~~
::); F cos at

Hemos cambiado algunas constantes para adaptarlo a nuestro caso. Hay varias
opciones a partir de aqui relacionadas con las constantes w y a:

Caso 1: w # a Resolvemos la ecuaciéon homogénea 2" + w?x = 0 con el
polinomio caracteristico:

N+w=0 = \=+wi

y por lo tanto

zp(t) = ¢ coswt + co sinwt (6.11)

Necesitamos ahora una solucién particular zp = A cos at+ Bsin at. Derivamos
dos veces:
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xp(t) = Acosat + Bsinat

zp(t) = —Aasinat + Bacos at

2% (t) = —Aa? cosat — Ba?sinat

Sustituyendo en (6.10)

Fcosat = 2p +w?zp = - = (W* — a?) (Acos at + Bsinat)
F
B=0;, A= R
F
xp(t) = o3 cos at

De esta forma, la ecuacion general nos queda

F :
za(t) = R cos at + ¢1 coswt + ¢ sin wt (6.12)
Para los datos iniciales z(0) = 2/(0) = 0, despejamos y tenemos la solucion al
problema

F
z(t) = e (cos at — cos wt) (6.13)

Volviendo de nuevo al sistema que tratamos, w y a representan dos frecuencias.
« es la externa y w es la natural. Podemos reescribir la ecuacion (6.13) usando
identidades trigonométricas. Sabemos que

cos(A — B) — cos(A+ B) = 2sin Asin B

Resolvemos:

2

A—B=oat| A=t
A+B=uwt| B=4%
Sustituyendo en (6.13):

o) = —25 i (%t) - sin (w ;r O‘t) (6.14)

w2 — a2

Luego lo que tenemos es una oscilacion rapida (A) con una amplitud contenida
dentro de otra con oscilacion maés lenta (I").
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Figura 6.5: Gréfico de una oscilacion rapida (A, azul) con una amplitud contenida
dentro de otra con oscilacion mas lenta (I', verde)

Caso 2: w = a En este caso, la ecuacion diferencial es

2"+ wlx = F coswt

La solucion de la homogénea es xy = ¢; coswt + ¢o sinwt. Tenemos un proble-
ma: F'coswt es solucion de la homogénea. Para encontrar una solucion particular
multiplicamos entonces por t:

xp =t (Acoswt + Bsinwt)
r's =t (—Awsinwt + Bw coswt) + (A coswt + Bsinwt)

T =t (—Aw2 coswt — Bw? sin wt) + 2 (—Awsinwt + Bw cos wt)
Igualando,

Feoswt = 2 + w?r, = 2 (—Awsin wt + Bw cos wt)

de donde sacamos que A =0y B = % Una solucién particular es entonces

xp(t) = %t sin wt

que es ademas la solucion que cumple xp(0) = 2’5(0) = 0. La gréfica de esta
ecuacion sera

Estamos ante un fenémeno de resonancia. La amplitud tiene a infinito siempre,
por muy pequenia que sea la fuerza.

Que, por cierto, Azorero nos ha enganado en una cosa: la expresion de la fuerza
es un coseno en lugar de una funciéon genérica F(t). En realidad esto se debe al
desarrollo en serie de Fourier, que dice que cualquier funcién se puede expresar
como
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Figura 6.6: Grafica de un sistema masa-resorte en resonancia

F(t) = Z F; cos ]%t
=0

Modelo con rozamiento Anadiendo el rozamiento al modelo anterior, tenemos

" + 2ex’ + w?x = cosat

Haciendo cuentas y suponiendo €2 — w? < 0. Nos queda una solucién para la
homogénea

g =e <01 coS <\/ w? — 52?5) + 9 8in (\/uﬂ — 52t>)
Buscamos la solucién particular

xp(t) = Acosat + Bsinat
y llegamos a

1 2

xp(t) = (2 — B2 date ((w® — o®) cos at + 2ae sin at)

La solucién general es entonces

;Ug(t) = Qip(t) + $H(t)

Dado que en xpy estd todo multiplicado por una exponencial negativa, tiende
a cero cuando t — oo, por lo que la llamamos la parte transitoria. El primer
sumando, xp, permanece y se le llama la parte estacionaria.

En este caso, cuando ov = w (estamos en la frecuencia de resonancia), es el que
mas aporta a la ecuaciéon. Sin embargo, en ningin caso la amplitud se va a infinito.
El rozamiento impide que la amplitud se dispare.
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6.3.3. Resumen de métodos para ec. lineales no homogéneas
Hagamos un resumen de los métodos que hemos visto. Las soluciones de una
ecuacion no homogénea de la forma
YV 4 a1y o ay +agy = f(t)

se expresan en funcién de una solucién particular y, y el conjunto de las solu-
ciones para la ecuacion homogénea asociada yp:

Yo = Yp +Yu

Podemos obtener facilmente las soluciones a la homogénea usando la técnica
vista en la seccion anterior (6.2). Para obtener la solucién particular tenemos que
usar el método de variacion de constantes (6.3.1). Sin embargo, ese método nos lleva
a muchas mas cuentas de las necesarias. Podemos simplificar las cosas cuando f(t)
pertenece a una familia de curvas "cerrada" por la derivada. Veamos esos casos.

Polinomio
ft)=Ag+ At 4 -+ AntY

Si 0 no es raiz, buscamos
Yp(t) = ap + art + -+ + ant”

. Si 0 es raiz con multiplicidad k, entonces la solucion particular que buscamos
serd de la forma

yp(t) = (ag +a1t+«~—|—aNtN)tk

Trigonométrico
f(t) = cosat

o analogamente para senos. Tenemos dos posibilidades. Si aff no es raiz del p.
caracteristico, la solucion particular es de la forma

Yp(t) = acosat + bsinat

En el caso de que ai sea raiz con multiplicidad &, entonces

y,(t) = (acos at + bsin at)t*

92



Ecuaciones diferenciales ordinarias UAM - 2013/2014

Polinomio y exponencial
f(t) = e(Ag+ Ayt + - - + Axt™)
Si « no es raiz del p. caracteristico,

yp(t) = eo‘t(ao +ait+---+ aNtN)

. si « s es raiz con multiplicidad k,
y,(t) = t*e*(ag + art + - - - + ant™)

6.4. Ejemplos

Ejemplo: Consideramos la ecuacion

y'+d +by=0

Demuestra que

yH(t)TO < a>0,b>0

Empezamos por la implicacion a la izquierda. El polinomio caracteristico es

a++vVa?—4b
2

MN4al+b = A=+

Tenemos tres casos:

» a? —4b > 0. En este caso, A_, A\, € R, A\_ < A\ < 0y por lo tanto e*! y
et tienden a cero cuando t — oo.

—a¢

=2, raiz doble. Las soluciones son e2 " y

» o = 4b. Aqui tenemos que A = =2,

te%at, ambas tienden a cero.
» a?—4b > 0. Las raices son imaginarias y te sale igual porque lo ha borrado.

Para demostrar la implicacion a la derecha, tenemos que si yy(t) t—> 0,
—00

entonces los autovalores del p.c. son o bien

Y+ = ax+B6

con a < 0 o bien reales con A_ < A\, < 0. En ambos casos tenemos que
a>0,b> 0 tal y como hemos visto al demostrar la otra implicacion.
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Ejemplo Ejercicio 7:
Tenemos la siguiente ecuacion:

yw) +4y/// + 8y// + 8y' +4y -0

y nos dicen que ¢ — 1 es raiz del p.c.

POA) =M +4X +8\ +8A+4=0

Sabiendo que — 1 es raiz y que su conjugado —i — 1 también, podemos hacer
las cuentas y

PA) =A== (=1+8)) - (A= (=1-8))- ()
(A1) 4+ 1)Py(N)

donde

M AN 8N 48N 4

=229 9
N oAt o AT+ 2A 4

Py(A)

Por lo tanto las dos raices son dobles.

Ejemplo Ejercicio 8: Tenemos la ecuacion

Y+ apy" )+ ay + agy = 2t

con ag # 0. Demostrar que en el caso n = 4, k = 3, existe un tnico polinomio
que sea solucion del problema, que ademas tiene grado 3.

Hay que demostrar dos cosas: que existe y que es tinico. Empezamos demos-
tando la unicidad suponiendo que existen P, () polinomios de grado tres solucion.

En este caso tendriamos que P — () es solucion de la homogénea. Y ha dicho
algo y no lo he podido copiar.

Demostramos ahora la existencia. Buscamos una solucioén polinomica y(z) =
co + 1 + cox? + c323. Si calculamos

2

aoy(w)+ary'(2)+azy”" (2)+asy” () = 2° = {¢j, a5} + {¢j, a;}x + {¢j, a530® + {¢j, ;) 2
donde {c¢;, a;} son combinaciones lineales de cada una de las a; y ¢;. Tendre-

mos entonces un sistema con coeficientes a; e incognitas c; de la forma
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C3

Ejemplo Ejercicio 11 - Hoja 3:
Tenemos la ecuacion

y' 4+ Pty +Qt)y=0

y(t) convierte la ecuacion en una coeficientes constantes.
Calculamos las derivadas:

dy _ dyds _ dzd®
dt — dt dt ds dt

&y _ 42z (de dz d?®

dit2 52 t ds dt?

y sustituyendo

d?z

T ds?

que ahi haya constantes multiplicando a 3—? y a z. Entonces

: () -5 =

2_—B:>
<d®)
t

e /@

dt B
Sustituyendo:

d?® Q
'W+P¢;
A=——F—

(5)
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Casi tenemos la relacion, pero tenemos que deshacernos de esa segunda deri-
vada. Asi que derivamos P:

d*® A

ez 2\/§\/QQ

y sustituimos

o ¥ PVE _@earg
(d<1>>2 QVQ

dat

cte.

y ademas tiene que ser

7. Teoremas de existencia y unicidad

Partiendo del problema

{M—f@w@ﬂ
y(z0) = Yo

podemos hacer una formulacién integral equivalente de la forma
y(@) = yo +/ f(s,y(s))ds
o

Hay dos posibles aproximaciones para resolver este problema.

Iteradas de Picard Veamos este método con un ejemplo. Partimos de

{y:y
y(wo) =1

La primera aproximacion sera

yl(:v)zl—i-/ yodx:1+/ lds=1+uz
0 0

. Hacemos una segunda aproximacion:
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T T 2
yg(:c)zl—i-/ yldx:1+/ 1+sds:1+x+%
0 0

Podriamos seguir haciendo iteradas basandonos en la misma férmula

Yn(x) =14 /Ox Yn—1(s)ds (7.1)

y veriamos que lo que sale es el polinomio de Taylor de la exponencial®. Plantea-
mos entonces un algoritmo iterativo siguiendo la ecuacion (7.1). Si consiguiésemos
demostrar que

n—oo

xT

= lim f(S, yn—1(3>) ds = / lim f(87 yn—l(s)) ds.

n—oo zo zo n—o0

= lm f(s, yna(s)) = f(s,9(s))-

tendriamos siempre una solucién al problema. Sin embargo, no es trivial definir
qué es un limite de funciones, entrando dentro del anélisis funcional. Ademés,
deberiamos ver hasta qué x podriamos usar la solucién.

Buscamos por lo tanto otro método para resolver el problema.

Método de las poligonales de Euler Supongamos que la solucién exacta del
problema es y(z). Entonces, para un z; = x¢ + h, podemos decir que

y(z1) = y(wo + h) "Z y(z0) + ¢/ (x0) - h + error (h)
Ahora bien, sabemos que y(xo) = yo ¥y que y'(x9) = f(x0, yo). Entonces

y(z1) ~yo+ f(zo,y0) - h=w

es un valor aproximado de la soluciéon en x;. Repetimos el proceso. Tomamos
To =21+ h,y

y(ze) =y + f(z1,21) - h =1

Rehaciendo el proceso, llegamos a una poligonal P, (poligonal de Euler) que
aproximara la curva:
Entonces, deberiamos tener que

INo es cierto que el método de Picard dé siempre el desarrollo de Taylor. Es una casualidad
de este ejemplo.
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y(2) = lim P, (2)

Es también una soluciéon razonable, pero llegamos a la misma dificultad que
antes: no sabemos en qué consiste el limite de una sucesiéon de funciones.

7.1. Analisis funcional y sucesiones de funciones

De cualquiera de las formas tenemos que entrar en anélisis funcional, asi que
tratemos de dar sentido a ese concepto de sucesiones de funciones. Partimos de un
conjunto de funciones { f,,(x) }nen definidas para x € (a,b). {Qué significa entonces
el limite lim f,(z) = f(x)?

n—oo

Hay varias definiciones para ese limite. La primera es la convergencia puntual:

7.1.1. Convergencia puntual

La convergencia puntual consiste en la convergencia de cada uno de los puntos
del intervalo. Es decir

fo— f <= lim f,(z)= f(x)Vx € (a,b)

n— oo

O, en términos de € y §, que para x € (a,b)

Ve >03ng:n>ny = |fu(z) — flz)| <e

Ahora bien, hay que leer con cuidado. En esta definicién, tenemos que ng =
no(e, x) depende de dos parametros. Esta definicion es por lo tanto muy débil como
para usarla en los métodos de resoluciéon anteriores.

Consideremos la familia de funciones y,, definidas como en la figura 7.1. Por
ejemplo, lim,,_, o ¥,(0) = 0. En 2 = 3, tenemos

{yn(1/2) }nen = {1,0,0,...}
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Yn

3=

/ <
[\]
DO | = o

Figura 7.1: Sucesién de funciones y,

y por lo tanto lim, . y,(1/2) = 0. En general, para cualquier > 0, tendria-

mos que existe un ny tal que si nio < x entonces y,,(x) = 0 para todo m > ny. Es
decir, que tendriamos una convergencia puntual:

lim y,(x) =0 Vz € [0, 1]
n—o0

Ahora bien, jqué ocurre con la integral? Serfa igual al érea, y entonces
1
1 1 1
lm [ yo(2)dz = —
n—oo

- n . —
0 n
pero sin embargo

1 1
/ lim y,(x) dx:/ 0dx =0
0 n— o0 0

Las integrales difieren, no podemos intercambiar el limite con la integral y por
lo tanto esta definicion es muy débil para lo que buscamos. Tenemos que buscar
una nocién alternativa.

7.1.2. Convergencia uniforme

Definicion: Convergencia uniforme. Diremos que una sucesion de funciones

Y, converge uniformemente a y en el intervalo (a,b) si y solo si Ve > 03ng = ng(e)
tal que si n > ng entonces
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|yn(x) — y(x)‘ < eVx € (a,b)

o0, dicho de otra forma

sup |ya () —y(z)| < e
z€[a,b]

La convergencia uniforme tiene una interpretacion geométrica que podemos ver
en la figura 7.2.

Figura 7.2: Interpretacion geométrica de la convergencia uniforme a y(z) (negro).
Todas las ¥, (en azul, més oscuro indica n mayor) estaran en la banda coloreada.

Si volvemos al ejemplo de los tridngulos, vemos que siempre tenemos una punta
que se sale fuera de la banda (—¢, ) para cualquier £ que escojamos.

Propiedades de la convergencia uniforme Dadas f, — f, g, — ¢

. fn+gn_>f+g
* fugn — f9
. In £
gn—>981g7é0.

Ademas de las propiedades algebraicas, tenemos varios teoremas.

Teorema
Sea {fn}nen una sucesion de funciones continuas en (a,b). Si f, converge
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uniformemente a f en (a,b), entonces f es continua en (a,b).

Demostraciéon: Queremos probar que dado zy € (a,b), Ve > 035 > 0 :
|x — 20| <& = |f(z) — f(x)| < e. Conocemos la convergencia uniforme en
(a,b).

Sumamos y restamos f,(z) y fn(zo). Entonces

|f(2) = f(zo)| =|f(2) £ ful@) £ fulwo) — f(w0)| <
|f<x> - fn(x>‘ +|fn(x) - fn(x())‘ +|fn(x0) - f($0)|

Podemos elegir n > nq tal que tanto |f(z) — fu(z)| como |f,(z0) — f(o)]
sean menor que g, por la convergencia uniforme. Solo falta hacer pequetio el

sumando central, y eso lo hacemos usando la continuidad de las f,. [ |

Teorema
Supongamos que f, — f uniformemente en (a,b), con (a,b) intervalo acota-
do. Entonces

b

b b
nh_}rglo fu(2) dx:/ nll_g)lofn(x) dx:/ f(z)dx

Demostraciéon: Usamos el teorema del sandwich y acotamos la diferencia

de integrales.
/abfn(x) dz — /abf(a:) dz

donde A es menor que € para todo x si n > ng. Por lo tanto,

0<

< [ futo) - f(@)]da
a ————

A
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/ ‘fn(x) — f(x)’da: <e(b—a)

que se hace tan pequeno como queramos. |

Definicion: Sucesion. |de Cauchy uniforme| Se dice que {f, } es de Cauchy
uniforme en (a, b) si y solo si Ve > 0 dng = ng(e) tal que si n, m > ny entonces

| fa(@) = fu(2)| < eVz € (a,b)

7.1.3. El espacio de las funciones continuas

Denotamos al espacio C([a, b]) como el conjunto de las funciones continuas en
el intervalo [a, b].

Definicion: Norma. [de funciones| Definimos

1flloe = sup |f(2)]

z€[a,b]

A partir de la norma definimos la distancia

y por lo tanto tenemos una definiciéon de convergencia de funciones:

fo Moy p g (o f) —— 0

n—oo n—o0

que es equivalente a la convergencia uniforme.
Uniendo todos estos conceptos, tendriamos que C ([a, b],HHOO) es el espacio de

las funciones continuas con la topologia de la convergencia uniforme.
2

2 Aqui faltan las clases de dos dias. Un teorema de existencia y unicidad global para sistemas
lineales con coef. continuos y otro también global para EDO con segundo término globalmente
Lipschitz.
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Veiamos ejemplos en los que pedir una funciéon globalmente Lipschitz era pedir
demasiado. Por ejemplo, f(y) = y* no es globalmente Lipschitz. Por lo tanto,
buscaremos algo méas débil que nos dé teoremas de existencia y unicidad més
generales.

Definicion: Condicién. [de Lipschitz local] Se dice que f(z,y) es localmente
Lipschitz respecto de y en una region A si y solo si V(zo,79) € A existe un
rectangulo R

R(zo,90) = (20 — &, 70 + €] X [yo — d,yo + J]
tal que Ry, 4,) € A, y una constante Ly tal que

]f(x,y) — f(=, Z)| < Lgply—=z Y(z,y),(z,2) € Rzg )

Interpretacion geométrica de la condicion de Lipschitz local Considere-
mos una funciéon de Lipschitz f

|f(z,y) — flz,2)| < Lly — 2|

y nos fijamos s6lo en la y y en la z. Mantenemos z fijo con valor 1 (por ejemplo).
Esto entonces acota nuestra funcion

—Lly =11 < fly) = f(z) < Lly =1 f(1) = Lly = 1] < f(y) < f(1) + Lly — 1|

G(y) H(y)

entre dos funciones G(y) y H(y). Es decir.
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Y lo importante es que lo hace en todo el intervalo que estemos considerando.
El mismo cono podemos trasladarlo por la funciéon en todo el intervalo y siempre
acotara la funcion.

En el caso de la raiz cuadrada, vemos que en el 0 vamos a tener una tangente
vertical y por lo tanto no vamos a encontrar nunca la constante L, ya que tiende
a infinito en el cero. Es decir, podemos extraer varias observaciones:

= Lipschitz implica continua.
» Lipschitz no implica derivable (p.ej., |y]).

= Derivable no implica Lipschitz global.

Parece que podemos encontrar alguna conexion entre Lipschitz y la derivada.
Consideramos una f derivable. Entonces

fn) = f(y2) = f'(2) (11 — o)

por el teorema del valor medio. Entonces, ese f’'(z) seria nuestra constante de
Lipschitz L. Es decir, la condicién de Lipschitz implica acotacién de la derivada,
que esa L no se va a infinito.

A partir de esta definicion podemos llegar a otro nuevo teorema de existencia
y unicidad

Teorema de existencia y unicidad local
Sea f(x,y) una funcion continua localmente Lipschitz con respecto a la sequnda
variable (y) en una region A C R? abierta.

Entonces, dado el problema

{y’(x) = f(z,y(@))
y(zo) =0

con (zo,Y0) € A, entonces existe una unica solucion local. Es decir:

» FEziste una constante o > 0 y una funcion y(x) que es solucion en [xg —
a, T+ a.

» Dadas soluciones y; definida en [xg — oy, o + 1], yo definida en [xq —
Qg, Ty + as|, ambas son iguales en el intervalo comin [xo — o, xo+ aq] N
[xo — Qvg, To + 062].
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Demostracion: Hay dos formas de llevar a cabo la demostracién: o por
el teorema de la aplicacion contractiva o por el método de iteradas de Picard.
Hagamos los dos.

1) T. Aplicacién Contractiva Buscamos demostrar que

mw—%+/ﬁwmwm

para x € [xg,xo + h].

Trabajaremos en el espacio X, el conjunto de funciones y(z) continuas en el
intervalo [xg, zo + h] tales que (x,y(2)) € Rzgyo) V& € [T0, 20 + R

Definimos la transformacion de funciones

Ty = yo +/ f(s,y(s))ds
xo
y buscamos un punto fijo de 7. Entonces

Lipschitz

WM@—TA@ha/ﬁ@w@D—ﬂ&dﬁﬂw féufiﬂwﬂ—d@ws

zo

Sabiendo que |y(s) — z(s)| ser4 menor siempre que la norma entre esas dos
funciones (ver 7.1.3), sustituimos y

| Ty(z) — TZ(x)”OO < Lghlly — 2],

y por lo tanto serd contractivo si h < ﬁ

Sin embargo, el teorema de la aplicacion contractiva s6lo vale para funciones
de un espacio en si mismo. En este caso, no es seguro que Ty € X. Para poder
aplicar el teorema, hay que demostrar que 7' es una aplicacion T' : X — X.
Vamos a ello.

Tenemos que demostrar que si (z,y(z)) € R Vx € [zg,20 + h], entonces
(z,Ty(z)) € R Yz € [xg, 39 + h], 0, dicho de otra forma, que |Ty(z) — yo| < 4.
En este caso, vemos que

|Twm—mﬂs/ﬂﬂaM@ﬂm

Necesitamos que aparezca gy, por alguna razon, asi que sumamos y restamos
y nos queda
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‘Ty([[)) - yOl S /m‘f(‘s?y(s))l +‘f(57y<3) - f(37y0)ld8

A B

Tenemos que A < Cj por ser f continua. Por otro lado, B < Lg|y — yo| por
la condicion de Lipschitz, y al estar y en el rectangulo R entonces B < Lgé. Nos
queda entonces

| Ty(x) — yo| < (Co + Lrd)h
y nos bastard tomar h suficientemente pequeno para que se cumpla que
|Ty(z) — yo| < 8, es decir,
- )
Co+ Lgo

Para finalizar la prueba, nos quedamos con el A minimo entre este y el que
hace que sea contractiva:

h

h < mi d L
mn{ ——— —
Co+ Lrd’ Lp
2) Iteradas de Picard Sudo. De hecho

sudo rual completa esto

Lo bueno del método de iteradas de Picard es que nos permitird demostrar un
lema adicional de continuidad con respecto a los datos.

Teorema de Gronwall
Dada una funcion

w(x) < h+ /9«“ k(s)w(s)ds

Zo

con k continua y mayor o igual que cero, entonces
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w(x) < hexp /fﬁ k(s)ds

Zo

Demostracion:
Sea v(z) = f;; k(s)w(s)ds. Entonces v(zg) =0, y

por el Teorema Fundamental del Calculo. Sustituyendo de nuevo

V'(z) < k(x)(h+v(x)) = hk(z) + k(z)v(z)

Nos queda un sistema

{v’(m) — k(z)v(z) < hk(z)
v(xg)

Resolvemos aplicando un factor integrante p(x) > 0. Entonces

(@) (@) — k(@)u(e)o(e) < hk(o)p(e)

es la ecuacion a plantear y nos queda

En total, nos queda
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exp (- /m:k:(s) ds> v(@) < —h | exp (- /x:k(s) ds) 1

w(z) —h <wv(z)<h|exp (—/ack(s)ds) -1

w(zr) < hexp (— /z k(s) ds)

En un caso mas general, si tengo que

w(z) < h(z)+ /m k(s)w(s)ds

o

con k continua y mayor o igual que cero, llegariamos a la conclusion haciendo
cuentas anélogas de que

w(x) < h(z) + /2 h(s)k:(s)ef;o AL g

Zo

Con este lema, podemos construir otro de continuidad respecto de los datos.

Teorema Continuidad respecto de los datos
Dados dos problemas

{y'@c) — f(z,y(x)) {z'(az) = f(x, 2(x))
y(ifo) = Yo ’ Z(ifo) = 20

con f funcion Lipschitz, entonces

y(z) — 2(2)| <lyo — 20| M
con M € R.

Dicho de otra forma, datos prorimos nos dan soluciones proximas.

108




Ecuaciones diferenciales ordinarias UAM - 2013/2014

Demostracion:
Dados dos problemas

{y’(az) = f(z,y(x)) {z’(az) = f(x, 2(x))
y(ffo) = Yo ’ 2(930) = 20

tenemos que

) =+ [ Flo(s)) ds
2(x) = 2z + /x f(s,2(s))ds

Entonces, si restamos y tomamos valores absolutos,

ly(z) — 2(2)| <|o — 20| + / |f(s.y()) — £(s. 2(s)] ds

Lipschitz B
< o= 2ol + [ Laly(s)  25)] as

0
Podemos aplicar el Lema de Gronwall a esta ecuacion:
o)~ 2@ <l =+ [ Leyls) = 2(5)]ds
— HC’_/ x0 ?(’7%/—’
w(x) s w(x)

y entonces tenemos que

& LrdS

‘y(x)—z(xﬂ < |yo — 20l € =|yo — 20| M

donde M es una constante, asi que tenemos la continuidad. |

7.2. Ejercicios

Ejemplo: Analiza la convergencia puntual y uniforme de las siguientes su-
cesiones de funciones.
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1. fo(z) =2" — 2" en [0,1].
2. fu(z) = S en (1,00).

3. falx) =2" — 2*" en [0, 1].

L

fn(m):n( JH-%—\/E) en z > 0.
5. fa(z) =sin (£) con z € R.

fn(x) = 2™ — 2™ Buscamos primero la convergencia puntual, y tenemos que

lim 2" — 2"t =0
n—oo
por lo que converge puntualmente.
Estudiamos ahora la convergencia uniforme con el limite
lim max }fn(x) - 0| = lim méx 2" — 2"
n—o0 z€(0,1] n—o0 z€(0,1]

Para hallar el maximo, derivamos e igualamos a cero:

ne" ' —(m+ 12" P =2""n—-(n+1z)=0

y nos queda

lim méxfn(x):fn( " ) :(11 C_ =0

n—00 z€[0,1] n—+1

y por lo tanto hay convergencia uniforme.

fa(z) = % Puntualmente y con z > 1

lim z7"e* =0
n—oo

Estudiamos la convergencia uniforme

lim sup|f,(z)| = lim supz~"e"

Derivamos e igualamos a cero

v Nz —n)=0 < z=n
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y evaluando

lim fu(z)] = lim (S) =0

Tr=n

Ojo, porque en este caso no tenemos convergencia uniforme. No hemos de-
mostrado que en x = n haya un maximo: de hecho, es un minimo. También
tendriamos que tener cuidado con el supremo y no el méaximo, ya que estamos
en un conjunto no acotado.

fn(x) = 2" —2*"  Convergencia puntual. Cero. Uniforme: otra vez lo del limite,
puede poner maximo.®> Deriva. Saca algo. Es un maximo. Evalda, distinto de
cero, no hay convergencia uniforme.

falz)=n x+ % — \/E) Hay que hacer el conjugado... se va a algun sitio y

ﬁ = f(z) es el limite puntual. Vamos a la uniforme y miramos si converge al
limite puntual

lim sup |fu(x) - ()]
=0 2¢(0,00)
pero ese uno entre dos raiz de equis se va a menos infinito, y como tenemos
hun balor havzolutoh me ahorro las dos caras de cuentas de derivadas de Azorero.
Pero dice que no, que comprobemos en (1/2, +00).

fu(z) = sin (%) Parece que si hay convergencia puntual. No hay uniforme en
todo R ya que habra algin valor en el que el seno valga uno. Sin embargo, en un
intervalo acotado si habra convergencia uniforme.

Ejemplo: Determinar para qué valores de o > 0 se satisface una condicién
de Lipschitz con respecto de y siendo

fx) =ly|”

Es trivial ver que para a = 0,1, se cumple. Para valores mayores que 1,
la derivada estara acotada si estudiamos la condicién en intervalos acotados. Si
a < 1, tendremos problemas en el 0.
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La filosofia es que raices malas en el 0, potencias malas en el infinito.
Supongamos y > 0, entonces f'(y) = a y*~!. Para a > 1,

1Fn) = F@2) | 217 |l — w2l = @2y — wal < Llys — wel

y entonces debe ser az®~! < L, es decir, tenemos que tener una cuota superior

para ys.

7.3. Diferenciabilidad con respecto a los datos

Hasta ahora hemos estado viendo problemas de la forma

{y/ - f($’y>

y(wo) =t

En realidad, al resolver, obtenemos funciones y(x,t), una familia de soluciones
que dependen del valor inicial de ¢.

Sabemos que si f(x,y) es continua y localmente Lipschitz en un abierto A C R?
con (xo,t) € A, entonces tenemos existencia y unicidad local.

Por otro lado, también demostramos un resultado de continuidad con respecto
a los datos. Es decir, y(x,t) es continua con respecto a t (ver lema 7.5).

El paso siguiente es ver qué ocurre cuando f es algo mejor que Lipschitz: y(z, t)
serd también mejor. Veamos el teorema:

Teorema Diferenciabilidad respecto a los datos
Si f es una funcion continua en x y ademds C' con respecto a la sequnda
variable, entonces la solucion y(x,t) es derivable respecto de t.

Demostracion: Fijamos ¢, y estudiamos el limite que representa la derivada

h—0 h h—0

Dicho de otra forma,
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