N\
- 3.- (*) Calcular

Iim
n—00

n+1 n+2+ n+n
n2+1 n2+2 7 n4+n)’

" 4.- Sea a > 1. Se define por recurrencia la sucesién {a,} por la relacién a, = /a-a,_1,
a1 = v/a. Probar que la sucesién es mondtona creciente y acotada. Hallar su limite.

5.- Sea {a,} una sucesién de ntimeros reales definida por Gn+1 = V2an + 3, sabiendo que
7 3 134
a1 €s un numero mayor que —3. Demostrar que la sucesién converge y calcular su Iimite.

Indicacién: distinguir el caso a; > 3 y a; < 3.

6.- Sea a; = 1. Definimos las siguientes sucesiones por recurrencia:
1 1
(@) Gny1 = >a, (b) Apt+1 = a (C a == -
) : n+l = — @ 4 = =
47 nr1, @ = Y, (@) 1 =1+ 3a,

Probar que cada una de ellas es acotada y mondtona. Hallar el Iimite.

7.~ Se define recurrentemente 1la sucesion a; =a > 0 ya, =a,_1+
n — n—

sucesion? {Es convergente la

Qp—-1"
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9.- Calcular las siguientes sumas:
o

= 1 1 - 2 3n+1
Z< >’ @n(n—i—?)’ lv-‘;n(n-ﬁ—l)(n%-Z)'

\/v,_L vn+ 1 =2 n=

=3

10.- Decidir razonadamente si son ciertas las siguientes afirmaciones:

x
(a) Silima, = 0. entonces Z(—l)" a, es convergente.
n=1
<
(b) Si para todo n, a, >0y lima, = 0, entonces Z(—l)” a, es convergente.
n=1
o0
(c) Sipara todon, an > ant+1 >0y lima, = 0, entonces Z(—Z)”an es convergente.
n=1
o<
, n
(d) Existe una sucesién {a,} tal que para todo n, an > ant1 > 0, Iima, =0y Z(—n) a, es
n=1

convergente.

11.- Probar que la serie
Z* Q+z"
(_1)n+1 n
n
n=1
es convergente pero no absolutamente convergente.

12.- Estudiar la convergencia absoluta y condicional de las siguientes series:

- )

J o £ :
SV gy 89 2V >
h=1 h=2

h=1

=~

13.- Identificar la funcién
f(z) = lim (kh'm (('os(n!m:))gk).
norx k—oo

(Esta funcién juega un papel importante en la teoria de la integral de Riemann).
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D 8. (¥) a) Sean f.g.h funciones tales que

g(2) < f(x) < h(z).

demostrar que si g(0) = h(0) v ademas ¢'(0) = A'(0) = 0 entonces f es derivable en 0 y

£ =0

1) Encontrar un contracjemplo que demuestre que aunque ademas de lo anterior tengamos

"(0) = B”(0) = 0, s posible que f”(0) no exista.

~9.- (*) Demostrar que no existen funciones derivables f y g con f(0) = g(0) = 0 tales que
para todo x se cumple z = f(x)g(z) . ;Y si no se pide que sean derivables?

10.- (*)Sean I un intervalo abierto y f : I — R un funcién derivable en cierto a € I.
Definimos t{z) = f(a) + f'(a) (zx — a). Probar que t(z) es la mejor aproximacién lineal a la
grafica de f en el punto (a, f(a)), es decir, demostrar:

flx) —t(x)

(1) I’m ————= =0.
z—a r—a

(n) Sillzy=m-z+ny lim ————= 1) = =) = 0, entonces I(z) = t(z).

z—a X —a

11.- Hallar el drea del tridngulo determinado por el eje X y las rectas tangente y normal a la
grifica de f(z) = 9 — 22 en el punto (2,5).

12.- (*) Estudiar si existe algtin valor de z para el que la tangente a f(z) = z/(z + 1) sea
paralcla a la sccante que conecta los puntos (1, f(1)) y (3, £(3)).

13.- (*) Sea f(z) = 22 — 2 y sea o un nimero racional mayor que v/2. Calcular una férmula
para la interseccin (1, 0) de la tangente a f(z) en 29 con el eje X y probar que v2 < 2, < x.
Comprobar con una caleuladora que iteraciones sucesivas de esta férmula llevan rapidamente
a una aproximacion de v/2 mediante fracciones y explicar esta aproximacion geométricamente.,

14.- (Cuintas derivadas sucesivas existen para la fuancion f(z) = |2]3? Calcularlas. Hacer lo

misino con g(z) = z |z|.
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, . _IngINF
CALCULO 1: 1° del grado de Mateméticas y doble grado MAT-Ing

Hoja 8: la integral de Riemann

5
1.- Probar que la funcién y = [z] es integrable en [0,5] y calcular fo [z]dz.
S
, b £(z) dz = 0. Probar que f €
2.- Sea f una funcién continua en [a, b], no negativa, y que cumple fa f(z) dr
cero en todos los puntos.

2 sea
: o - ! e tal que f~ se
3.- Dar un ejemplo de una funcién definida en un intervalo [a, b], no integrable, y q

integrable.
5 g ! . s , | como
4.- Sea una funcién continua en [a, b]. Definimos la media o valor esperado de f sobre [a, b)

. 1 b
b(f):b_a (z)dx.

a

(a) Sean M y m respectivamente el miximo y el minimo de f sobre [a,b]. Demostrar que <
E(f) < M. Si f es constante, jcudl es su valor esperado?

(b) Usando el teorema de los valores intermedios y el apartado anterior probar el siguiente resul-
tado: Sea f una funcién continua en [a, b]. Entonces, existe ¢ € [a, b] tal que

1 b
=5 | 1@ =50,
() Supongamos que f es impar (es decir, f(z) = —f(—z)). Hallar E(f) sobre [—a, a]. Sugerencia:
interpretar la integral en términos de 4reas.

(d) Evaluar [ 27 sen(z?)dz.

5.- Sea
I si ze€l0,1],
f(a) —{ z+1 si ze(l,2).
Definimos F con F(O) =0y F(z) = fox f(t)dt, si z € (0,2]. Determinar F de forma explicita y
probar que es continua en el intervalo [0,2], aunque f no lo sea.

6.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

2

z2 1
Pl - . B - sen? z
(x) /0 (sent®) log(1 +¢*)dt, G(z) = /:2 cos“t“dt, H(z)= /_ ) cos(log(2t?)) dt.

7.- (*) Encontrar una funcién f definida y continua en [0, 00) tal que

/02 (1+1t) f(t)dt = 622,

8.- Sea f:[0,4] — R,

f(m)={x2 o 0<e<y
Z+a si 3<z<A4.

¢Qué valor debemos dar a a para que exista una funcié
‘ | dar 2 cién F en [0,4] con F'(z) = ?
todas las funciones F posibles que cumplan la condicién anterior. ] = I {28 Enooutras
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ortate

15.- (%)
(a) Hallar [tanzdz, [tan®zdz. P,xpnwu J tan™ z dz en términos de [ tan™~2zdz. Como apli-
cacién dar una férmula para [ tan® zdr y para / tan’ z dx.

(b) Hallar [sec? zdz, [sec® zdz. l‘\q)u-sar [ sec” zdx o términos de [ sec™ ? zdz. Como apli-
cacién dar una férmula para [ sec® zdx y para [ sec Txdxr.

&
AN N , - .
16.- (*) Calcular los signientes limites expresandolos como limites de sumas de Riemann:
L") L LN SO r 1 1 1
lim el fl el y >0 lim T R ——— b SRR SRt
9! noo nrt nooo \ vn2  /n(n+1) n(n+mn)
S| n B (k)
2 L preesd LD D I
2«-’ )
> 17.- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias y en caso afirmativo calcular su
™
‘ valor:
)) 00 Sl T 0 z
S 1 Vrdr (2 / / logz d 4 / ——d
? W[ e @f gk N
J
‘ *  dr S - 1 dz b de
<5)f (6)/ L (7)/ —— (8)/ =
2 zlog z —odtz 0o vVz(l1—1z) -1 V1—22
18.- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias:
'J o0 X (o o]
(1) / e Tzr%dr, a€elkR (2) / —dg———T 3) / Ll dz
1 0o 2z+(23+1)2 o (1+z4)2
3 dz * © 2
4 —_— eR 5 d 6 -
( )/0 (—logz)>z’ o ( )/_oo coshz ° ( )[we dz
19.- (%)
(a) Usar la férmula de integracién por partes para demostrar la férmula de reduccién
1
/z"‘eﬂxdx= Ex“e’” — % /x“"leﬂ’da:, para a>0, B#0.
Fa o0
(b) La funciénT se define para z > 0 comoéf(x) = t*"! et dt. Demostrar que se tiene
0
I'(z + 1) = zI'(z). Deducir entonces quéT'(n + 1) = nl.
20.-

(a) Hallar el rea limitada entre las graficas de f(z) = 8 — 22, g(z) = z2.
(b) Hallar el rea limitada entre las grificas de f(z) = 1/(z% + 1), g(z) = %|x|.
(¢) Calcular el drea comprendida entre las curvas y = ze %, y = 22e % para valores de z > 1.

11—z

(d) Hallar el 4rea limitada por la curva y = (m

) , Su asintota vertical y los ejes de coorde-
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