.T S C Teoria de la Comunicacion

Teoria de la Comunicacion

BOLETIN DE PROBLEMAS N°1.
Procesos estocasticos y sistemas lineales invariantes en el tiempo

Ejercicio 1
Calcule la densidad espectral de energia o potencia (segun corresponda) de la sefal:

_ {1, [t <T
x(8) = {0, resto

Ejercicio 2

Calcule la distribucion de magnitud, el valor medio, la potencia media, la funcion de
autocorrelacion y la densidad espectral de potencia de la sefial periddica x(#) definida en
un periodo 7 como:

T

1, |t|<Z

x(t) = T T
0, —=-=<lt< =

4 Il 2

Ejercicio 3

Sea N(#) un proceso cuya DEP toma un valor constante entre +f.-B/2 y f.+B/2, con
B << .y 0 para cualquier frecuencia fuera de esos dos intervalos. La potencia total del
proceso toma valor P,. Considere esta sefial incorrelacionada con cualquier otra.
Calcule el espectro de la sefal s(t) = cos(2nf.t) + n(t). Considere ademas que,
B <<f.y que en el resto de valores fuera de los intervalos mencionados, la DEP de N(t)
es 0.

Nota: recuerde que la DEP es siempre simétrica, por lo que la DEP de N(t), ademdas
de tomar un valor constante en un rango B en el eje positivo de frecuencias, también
toma el mismo valor en el eje negativo de frecuencias, por lo que se usa el simbolo +
Junto al valor de f..

Ejercicio 4

Un proceso estocastico X~N(2,3) estacionario con muestras independientes se introduce
en un canal de comunicaciones que se puede modelar como un sistema LTI cuya
respuesta al impulso h(t) es:

1 1
h(t) = 6(t) +§6(t -1+ 10 6(t—2)
Calcule:
a) La funcion de distribucion de la magnitud del proceso estocastico a la salida del
canal.

M Ta fimecidn de antocarrelacidn del nraceso estocdstico a la galida del canal
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.T S C Teoria de la Comunicacion

Ejercicio 5
Considere el sistema discreto mostrado en la Figura 1:

x4In] y4ln] yalnl AN e |
Ideal

Figura 1. Esquema discreto de sistema de comunicacion.

Los procesos estocasticos discretos xi[n] y X»[n] son i.i.d e independientes entre si. Las
distribuciones de ambos procesos son Gaussianas: X; ~ N(0,2) y X, ~ N(1,3). Dichos
procesos son las sefiales transmitidas por dos usuarios diferentes hacia una misma
estacion base. Ambos se transmiten por un canal modelado por un sistema LTI,
representado en la figura por h;[n] y hy[n], respectivamente, cuyas respuestas al impulso
vienen dadas por:

hi[n] = 26[n] — 6[n — 1]

h,[n] = 6[n] —%S[n— 1] +1—106[n—2]

Como se observa en la figura, a la sefial recibida se le afiade un ruido w[n] de media
cero, Gaussiano, discreto y blanco, cuya densidad espectral de potencia es Ny/2,
obteniéndose la sefial y3[n]. Se pide:
a) Demostrar la siguiente afirmacion: si A y B son dos procesos estacionarios
independientes entre si, con medias m, y mp, respectivamente, y varianzas V,y
Vg, respectivamente, y C es el proceso suma de éstos(C = A + B), entonces, la
potencia de C vale Pc =V, + Vg + (my + mB)Q.
b) Calcular la distribucion de y3[n].
c¢) Calcular la potencia de ys[n].
d) Calcular la autocorrelacion de yy[n].

Asuma que la estacion base quiere recibir solamente al usuario 1, por lo que la sefial
recibida del usuario 2 es considerada ruido Gaussiano (que se suma a w[n]).
e) Calcular la SNR de y4[n].

: ~ s . YA
Considere ahora que la sefial y;[n] estd centrada en torno a una frecuencia w; = =Y

. s ~ ’ .
tiene ancho de banda B; = " La sefial y,[n] est4d centrada en torno a una frecuencia
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Ejercicio 6

Sean dos procesos estocasticos discretos x;[n] y X»[n], estacionarios, con muestras
independientes y cuya distribucién es, en ambos casos, una uniforme U(-1,1). Ambos
procesos estan generados por mecanismos independientes entre si. Siguiendo el
esquema de la Figura 2, estas sefiales se suman y se introducen en un canal fijo que
modelamos como un sistema lineal invariante en el tiempo, con la siguiente respuesta al
impulso, con N un entero impar:

1 —-(N-1) N-1
= n= FRETIN
hin] = {VN 2 2
0, resto
x1[n]
y1ln] y>lIn] , y3[n]

SLTI Filtro | >

hin] Ideal
xz[n]

w(n]

Figura 2. Esquema discreto de sistema de comunicacion.

Como se observa en la Figura 2, a la salida del filtro, denominada y;[n], se le afiade un
ruido w[n], Gaussiano, discreto y blanco, cuya densidad espectral de potencia es Ny/2,
obteniéndose la sefial y,[n]. Finalmente, y,[n] se introduce en un receptor, que filtra las
sefiales con un filtro ideal paso bajo de ancho de banda unilateral B radianes,
obteniéndose la sefial y3;[n]. Calcule, justificando cada paso:

a) La autocorrelacion, Ryi[k] de la sefial y[n] (antes de sumar el ruido). Dibujela, y
recuerde que la sefal y;[n] es discreta.

b) La potencia o energia (indique cudl tiene que calcular) de la sefial y;[n] (antes de
sumar el ruido).

c) La autocorrelacion Ry,[k] de la sefial y>[n].

d) Calcule la SNR que se obtiene antes del filtro ideal.

e) Dibuje la densidad espectral de potencia o energia (indique cual dibuja y por
qué) de yi[n], y2[n] e y3[n]: no hace falta que haga los calculos exactos, basta
que realice el dibujo aproximado, explique qué forma tiene, de tal manera que
quede claro el efecto del ruido AWGN y del posterior filtro de recepcion.

f) ¢(Ha cambiado la SNR a la salida del filtro ideal respecto a la que habia en la
entrada? ;Por qué?
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Ejercicio 7

Un transmisor emite una sefial que se puede modelar como un proceso estocastico
discreto x[n], estacionario, con muestras independientes y cuya funcion densidad de
probabilidad es una Gaussiana de media cero y varianza P.

y1ln] yp(nl _ y3[n]
SLTI Filtro
X[n] hin] ’ Ideal >
w[n]

Figura 3. Esquema discreto de sistema de comunicacion.

Siguiendo el esquema de la Figura 3 anterior, esta sefial se introduce en un canal de
comunicaciones discreto formado por dos rayos, cuya respuesta al impulso es:

hn] = a (5[n] _ %5[11 - 1])

donde (x representa la ganancia en amplitud del canal. Como se observa en la figura, a la
sefial recibida y;[n] se le aflade en la antena receptora un ruido win], Gaussiano,
discreto y blanco, cuya densidad espectral de potencia es Ny/2, obteniéndose la sefial
y2[n]. Finalmente, y»[n] se introduce en un receptor, que filtra las sefiales con un filtro
ideal paso bajo de ancho de banda unilateral B, obteniéndose la sefial ys;[n]. Calcule,
justificando cada paso:
a) La expresion de yi[n] en funcién de x[n].
b) La autocorrelacion, Ry[k] de la sefial y;[n] (antes de sumar el ruido). Dibujela, y
recuerde que la sefal y;[n] es discreta.
¢) La potencia o energia (indique cudl tiene que calcular) de la sefial y,[n] (antes de
sumar el ruido).
d) La autocorrelacion Ry,[k] de la sefial y,[n]. ;Qué distribucion estadistica tendrd
esta sefial?
e) Calcule la SNR que se obtiene antes del filtro ideal.
f) ¢/Ha cambiado la SNR a la salida del filtro ideal respecto a la que habia en la
entrada? ;Por qué?
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Ejercicio 8
Un terminal transmite una sefial aleatoria x(t) que se modela como un proceso
estocastico X estacionario e incorrelacionado. La funcién de densidad de probabilidad
de X en ty = 100 es una Gaussiana tal que X(ty) ~ N(0,1). Esta sefal x(t) atraviesa un
canal cuya respuesta al impulso es h(t) = 1, para 0 <t <2y h(t) = 0 para el resto de
valores de t. En el receptor, se le suma un ruido w(t) a la sefial, Gaussiano y blanco con
densidad espectral de potencia constante e igual a N¢/2, dando como resultado la sefial
recibida y (t). El primer elemento del receptor es un filtro paso bajo ideal con ancho de
banda unilateral B = 10 Hz. Tras el filtro, se obtiene la sefial y(t).
a) Indique cudl es la funcion de densidad de probabilidad de X ent =ty -1 y
justifique su respuesta.
b) Calcule la potencia o energia (diga cual de las dos calcula y por qué) de x(t).
c) Calcule cudl es la autocorrelacion de y (t), justificando cada paso en sus calculos
(si un paso no esta convenientemente justificado no se dara por bueno).
d) Calcule la SNR a la salida del filtro. Justifique su respuesta.
e) Calcule de forma matematica y respresente en una grafica la densidad espectral
de potencia de y»(t). Justifique cada paso de su respuesta.

Nota: La siguiente relacion puede serle de utilidad

x(t) = /\(5) = {1 _%: ltl <a LN asinc?(af)

0, resto

Ejercicio 9
Sean dos sefiales x;(t) y X»(t), donde x;(t) sigue la distribucion N(0.,2) y x»(t) una
uniforme U(0,2). Ambas sefiales tienen muestras independientes, son independientes
entre si, y son estacionarias. Si ambas sefiales atraviesan un SLIT con respuesta al
impulso h(t) = 258(t) + 0.55(t-3), calcular:

a) La fdp de la salida del filtro y;(t) cuando se introduce x,(t) a su entrada.

b) La fdp de la salida del filtro y,(t) cuando se introduce x,(t) a su entrada.

Ejercicio 10
Sea el proceso y(t) = Acos(2xft) + w(t), donde w(t) es un ruido blanco Gaussiano de
media cero con densidad espectral de potencia Ny/2.

a) /Es y(t) estacionario? Justifique su respuesta.

b) Calcule la media para un instante de tiempo cualquiera t,.

c) Calcule la media para una realizacion del proceso.

d) Dibuje la densidad espectral de potencia del proceso.
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Ejercicio 11
Considere el sistema discreto mostrado en la Figura 4:

Xl[n] l

X<[n]
s SLTI y1(nl y[n]

hin]

Xz[n]

w(n]
Figura 4. Esquema discreto de sistema de comunicacion.

Los procesos estocasticos discretos xi[n] y X»[n] son i.i.d e independientes entre si. Las
distribuciones de ambos procesos son Gaussianas: X; ~ N(1,2) y X, ~ N(2,3). Dichos
procesos se suman y se transmiten por un canal, representado en la Figura 4 por h[n],
cuya respuesta al impulso viene dada por la siguiente expresion:

h[n] = 26[n] — §[n — 1]

Como se observa en la figura, a la sefial recibida y;[n] se le afiade un ruido w[n] de
media cero, Gaussiano, discreto y blanco, cuya densidad espectral de potencia es Ny/2,
obteniéndose la sefial y,[n]. Se pide:

a) Calcular la distribucion de x¢[n].

b) Calcular la potencia de xs[n].

¢) Calcular la distribucion de yy[n]. [0,5 puntos]

d) Calcular la autocorrelacion de yy[n].

Asuma que la autocorrelacion de y;[n] es un pulso triangular en el intervalo -2 y 2,
cuyo valor en cero es Py.

e) Calcular la autocorrelacion de y,[n].

f) Calcular la SNR presente a la salida del sumador.

g) Calcular la densidad espectral de potencia de y»[n].

Ejercicio 12

Sean dos variables aleatorias X e Y, independientes entre ellas, con medias my y my y
varianzas vy y Vy, respectivamente. Las funciones de densidad de probabilidad de ambas
funciones valen:

X), 1<x<3 h(y), 10<y <13
e = {907 o) =" 027

rocton
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Ejercicio 13

El esquema de la Figura 5 representa un sistema de comunicaciones en el que dos
usuarios transmiten sendas sefiales x;(t) y x»(t), modeladas como procesos estacionarios,
por los canales con respuesta al impulso h;(t) y hy(t), definidas como:

a
_)a, 0<t<T =, 0<t<T
hy(t) = 0. resto h,(t) =42
0, resto
x1(0) y1(0 y4(0) _ y5(t)
> SLTI Filtro >
h1(t) Ideal
R
X5(t)
SLTI
' h2(1) w(t)
R

Figura 5. Esquema discreto de sistema de comunicacion.

Ambas sefales son incorrelacionadas y tienen media cero, siendo la varianza de x,(t)
igual a V; y la varianza de x,(t) igual a V,. Ademds ambas sefales son independientes
entre si. A la sefial recibida se le suma en el receptor un ruido w(t) AWGN con densidad
espectral de potencia Ny/2. Finalmente, la sefial es filtrada con un filtro paso bajo ideal
de frecuencia de corte B.

a) Calcular las autocorrelaciones de y (t) e ya(t). El resultado debe estar expresado
tanto de forma grafica como por medio de una ecuacion.

b) Calcular la potencia de yi(t) e yo(t).

c) ¢(Es yi(t) incorrelacionado? ;Qué efecto ha tenido el filtro hy(t) sobre la
correlacion de la sefial x(t)? ;Estan y;(t) e y»(t) mutuamente incorrelacionados?

d) Calcule la autocorrelacion de ya(t).

e) Calcule de forma matematica la densidad espectral de potencia de y4(t). Ayudese
de la tabla de transformadas de Fourier que se adjunta al final del examen.
Dibujela atendiendo bien a los ejes.

f) Suponiendo que el filtro de recepcion deja pasar un 95% de la potencia de la
sefial y4(t), calcule la SNR a la salida del mismo.
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Ejercicio 14

Sea x(t) una sefial generada por una fuente estacionaria y ergddica. La funcion de
distribuciéon de la magnitud de esta sefial es uniforme FDM(x) = U(a, b) y su
autocorrelacion vale Ry (t) = 4/3 A(t), donde A(t) es la funcion mostrada en la
siguiente figura:

Ax)

0.5

=2 -1 0 1 2
T

Figura 6. Funcion triangulo.

Determine:
a) La potencia o la energia de x(t), y especifique cudl de las dos calcula. Justifique
su respuesta.
b) Los parametros a 'y b de la distribucion de la magnitud del mensaje FDM(x).
c) La probabilidad de que en un instante de tiempo t; la magnitud de x(t;) sea
positiva. Justifique su respuesta. Si no ha resuelto el apartado b), responda en
funcion de ay b.

La sefial x(t) es transmitida y llega al receptor a través de un canal h(t) que consta de
dos caminos sin atenuacién y con retardos T1=2 y T,=4 respectivamente, es decir:

h(t) = 6(t—2)+56(t—4)

Sea y(t) la sefal recibida. Determine:

d) La autocorrelacion de y(t), Ryy (7). Justifique su respuesta.

e) La densidad espectral de potencia de y(t), Syy(f), asumiendo que V(f) es la
transformada de Fourier de A(t).

Nota: si S(fy es la transformada de Fourier de s(f) entonces
Fs(t —to)} = e 7> 5(f)

f) La distribucion de la magnitud de y(t), fy(y), recordando que para |t;-to[>1 las
muestras del mensaje x(t;) y X(t;) son estadisticamente independientes (si no ha
sabido responder el apartado b, asuma en este apartado que a = -0,5y b = 0,5,
indicdndolo con claridad al comienzo de su respuesta). Justifique su respuesta.
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Ejercicio 15
Sea x(t) un proceso estocastico de media cero e incorrelacionado, cuya autocorrelacion
es:

R, (1) = 26(7)

La sefial x(t) se introduce en un canal con respuesta al impulso h(t), para llegar a un
receptor donde se le afiade un ruido w(t) blanco Gaussiano de densidad espectral de
potencia Ny/2. El receptor cuenta con un filtro paso bajo de recepcion que no es ideal,
con altura maxima Hmax = 1, y cuyo ancho de banda equivalente de ruido es Beq = 5 Hz.
El sistema se muestra en la Figura 1.

Filtro no
() i y1® ideal ¥3®
h(t) Hmax =1
Beq =5 Hz

w(t)
Figura 7. Esquema discreto de sistema de comunicacion.

Se sabe que la densidad espectral de potencia de la sefal y(t) tiene forma de pulso
Gaussiano de area unidad, de la forma:

Sy1(f) = V2me 2T

a) Calcule la potencia de y,(t). Justifique su respuesta.

b) ¢(Son independientes las muestras de y,(t)? Justifique su respuesta.

c) Calcule y dibuje la autocorrelacion de ya(t).

d) Calcule matematicamente y dibuje la densidad espectral de potencia de y;(t).
Justifique cada paso que realice en sus calculos.

e) Sabiendo que el filtro en recepcion elimina un 2% de la potencia de la seiial
recibida, calcule la SNR antes y después del filtro. Si no ha sido capaz de
calcular la potencia de yi(t), asuma que vale Py;.

f) Calcule la respuesta al impulso del canal h(t) que proporcione a su salida una
sefial cuya D.E.P. sea Sy(f) cuando a la entrada se introduce x(t).

Nota: la transformada de Fourier de un pulso Gaussiano x(t) es otro pulso Gaussiano
X(f), siguiendo la relacion:

x<t>=\/§€_“t2 S X(f)=e
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Ejercicio 16
Sea un proceso aleatorio X(t) estacionario. La funcion densidad de probabilidad en
t=10, X(10), se representa en la Figura 8.

}\0,5
 oas

Figura 8. Funcion de densidad de probabilidad.
Se sabe ademas que
E{X(X(t—-1)}=E{X®IE{X({t—1)}parat > 2.

a) Calcular la media y la varianza del proceso en t = 7, es decir, de la variable
aleatoria X(7). Justifique cada paso.

b) A partir de la informacién proporcionada, ;qué propiedad tiene que cumplir este
proceso estocastico para que podamos afirmar que la media de la primera
realizacion vale cero?

El proceso estocastico se introduce en un SLIT cuya respuesta al impulso es:
h(t) = 26(t) +8(t —3)

generandose a la salida del sistema la sefial y(t).
¢) ¢(Esy(t) un proceso incorrelacionado?
d) Calcule la funcion densidad de probabilidad de y(t) en t = 13, es decir, de Y(13).
Justifique cada paso que realice en sus céalculos.

Ejercicio 17

Suponga que una sefial x(t) cumple la siguiente propiedad: Si denominamos x, al valor
del proceso en el instante t, y x,» al valor del proceso en otro instante t’, entonces se
cumple que la fdp conjunta de x(t) y x(t’) se puede calcular como el producto de las fdp
marginales, es decir, [ 01 (Xe, X)) = fir () = frpr () para |t —t'| = 2. Se sabe
ademds que el proceso es estacionario y su distribucion es U(-1,1). El proceso se
introduce en un sistema LTI, cuya respuesta al impulso es:

1
h(t) = > (6() +68(t-3))
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.T S C Teoria de la Comunicacion

Ejercicio 18

La figura inferior muestra ocho funciones que pueden ser o no funciones de
autocorrelacion de una sefial. Rellene una tabla respondiendo a las preguntas 1 a 9 con
un V/F (verdadero/falso) y a la pregunta 10 con un valor numérico. Para aquellas
funciones que no cumplan las propiedades de una autocorrelacidén, conteste con un
guion a las preguntas 2 a 10.

R, (periédica R, (periédica R

II de periodo 1) I de periodo 1) /4 1
/ 1

5
&

'
|
|
|

4
ll—'>

Figura 9. Funciones ejemplo.

N° | Pregunta Rl | R2 | R3 | R4 | RS | R6 | R7
Cumple las propiedades de una autocorrelacion
Podria corresponder a la autocorrelacion de un
proceso estocdstico

La seiial es periodica

Tiene que ser definida en energia

Tiene que ser definida en potencia

El proceso es incorrelacionado

Asumiendo estacionaridad, la media del proceso
es 0

Para > 1, las muestras del proceso son
independientes

9 | La fdp del proceso debe ser un pulso rectangular
10 | Calcule la potencia del proceso

N QAN AW N |-

Ejercicio 19
Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Si dos procesos son independientes entre si, cada uno de ellos tiene muestras
independientes.
b) Si un proceso de media cero e i.i.d se introduce en un filtro cuya respuesta al
impulso es h(t) = 28(t — 3), el proceso a la salida es incorrelado.
¢) Si dos procesos de media cero son mutuamente incorrelados, entonces la
autocorrelacion de la suma de ambos siempre es la suma de las
autocorrelaciones de cada uno de ellos.
d) Si la covarianza de un proceso estacionario de media 2 ent=1es Cy(1) =5, la
autocorrelacion del proceso en dicho punto es Ry(1) = 1.
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.T S C Teoria de la Comunicacion

Ejercicio 20

Sea la sefial transmitida x(t) de media cero, cuya densidad espectral de potencia vale
Su(f) = 10° W/Hz para -0 < f < 0. Esta sefial atraviesa el sistema de comunicaciones de
la Figura 10, que comienza con un canal cuya funcion de transferencia tiene el méodulo

|H()| = IA (zf 06), donde f estd en hercios y A (ﬁ) es la funcién triangular definida

como
f _IA

-y e

0, resto

La sefal a la salida de este canal se denomina s(t). Tras el canal, a la sefial s(t) se le
suma un ruido blanco aditivo Gaussiano cuya densidad espectral de potencia es
Mo
2
receptor se aplica un filtro ideal de anchura de banda B = 1 MHz. A la salida del filtro

se obtiene la sefial r(t).

= % 107 W/Hz. La suma de s(t) mas el ruido se denomina y(t). Finalmente, en el

1t

Filtro >
[deal

w(t)

Figura 10. Esquema discreto de sistema de comunicacion.

Se pide:
a) /Es la sefial x(t) incorrelada? ;Es la sefial s(t) incorrelada? Justifique ambas
respuestas.
b) La densidad espectral de potencia de s(t). Calculela y dibujela.
¢) Ladensidad espectral de potencia de r(t). Calculela y dibujela.
d) La SNR antes del filtro de recepcion.
e) La SNR después del filtro de recepcion.

Ejercicio 21
Sea X un proceso estacionario de media cero y cuya autocorrelacion es
Ry[k] = %6 [k + 1] + 6[k] +%6 [k — 1]. Sea otro proceso Y estacionario de media

cero. La correlacién cruzada vale R, [k] = %6 [k — 1]. Se construye un nuevo proceso
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.T S C Teoria de la Comunicacion

Ejercicio 22

Sean x1(t) y x2(t) dos procesos estocasticos estacionarios. Las funciones de
autocorrelacion de x1(t) y x2(t) y sus funciones de correlacion cruzada se muestran en la
Figura 2. Estas sefiales se suman, obteniéndose la sefial x(t) = x1(t) + x2(t). La sefial x(t)
pasa por un canal cuya respuesta al impulso es h(t) = o(t) + d(t-1). A la salida del filtro
se obtiene la sefial y(t). En el receptor la sefial recibida y(t) se le suma un ruido AWGN
w(t) con densidad espectral de ruido ny/2, obteniéndose la sefal z(t).

R.1(7) Rya(T) Ry1,02(7)
2 2 1
1 1
ly aly [

@ (b) (©

Calcule las siguientes funciones: (puede proporcionar el resultado en forma de ecuacién
o en forma grafica).

a) Autocorrelacion de x(t).

b) Autocorrelacion de y(t).

¢) Autocorrelacion de z(t).

d) Densidad espectral de potencia de z(t).

Ejercicio 23
Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Si X es un proceso i.i.d e Y es otro proceso i.i.d., ambos procesos son

independientes entre si.
Izl

15) parat < 15,

b) Si la covarianza de un proceso de media 1 es C(t) = 10 (1 -

su potencia vale 9.

c) Dos procesos incorrelacionados entre si son siempre independientes entre si.

d) Si a la entrada de un filtro introducimos una sefial i.i.d y la respuesta al impulso
del filtro es h(t) = 26(t — 2), a la salida del filtro es incorrelada.

e) La densidad espectral de energia de x,(t) = cos(2mft) y de x,(t) =
cos(2nft + 0), con 6 una variable aleatoria que no depende del tiempo, son
similares pero la segunda esta desplazada % Hz respecto de la primera.

f) Si los procesos estacionarios X con fdp G(0,1) e Y con fdp G(1,3) se suman, el
proceso resultante Z tiene distribucion G(1,4) siempre.

g) La funcion R, ,(7) = 46(7r — 1) — 28(7 — 3) es una correlacion cruzada vélida
(cumple las propiedades para serlo).

h) Sea un proceso estacionario X con autocorrelacion Ry[k] y covarianza Cy[k]. se
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