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e Variables estadisticas

® Distribuciones de frecuencias

¢ Introduccion a la representacion grafica'de datos

e Medidas de tendencia ecentral: media (aritmétiea,
geométricayarmonica, cuadratica), mediana, moda,
cuartiles, deciles, péercentiles

e Medidas de dispersion: Recorrido (total/intercuartilico/
semiintercuartilico), desviacion:media, desviacion tipica,
varianza, coeficientes de variacion

¢ Momentos. Medidas de asimetria: Sesgo, curtosis
Variables estadisticas bidimensionales




Introduccion

Hasta ahora hemos descrito variables de manera
independiente.

Una muestra estadistica bidimensional consiste en
2 variables observadas de manera simultanea de un
fenomeno. Ejemplos:

e Alturay peso de los alumnos UFV.

e Superficiey precio de la vivienda.

* Ingresosy numero de hijos en distintas familias.

e Color de peloy ojos de una serie de personas.
En general, variable expresada como una pareja de
valores (x, y).
Si anadimos mas variables > Multidimensionales.
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o __——% e 7 e . s
 Distribucion de frecuencias de una
variable bidimensional

Tenemos una muestra formada por N pares de valores de una
variable bidimensional:

(xp )’1), (XN) )IN)
Numero de valores diferentes (variable discreta):
® X, ... Xp,
° Yy, ..Y,donde kylno tienen por qué ser iguales.
En caso de que la variable sea continua, la agrupariamos en
distintos intervalos.

Dos pares de datos (x,, y,), (x,, y,) son diferentes si ambas
componentes son diferentes:

xl * XZ’ )/1 * yz
Frecuencia absoluta n;: el numero de veces que se repite el par
(x;, )’j)-
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variable bidimensional

contingencia):

%
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_ Distribucidon de frecuencias de una

Tabla de frecuencias de doble entrada (tabla de
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o __——% e 7 e . s .
 Distribucion de frecuencias de una
variable bidimensional

Propiedad de la frecuencia absoluta: La suma total de
todas las frecuencias absolutas es el total de datos.

Zznu =N

i=1 j=1
Frecuencia relativa f;; del valor (x;, y;) respecto del
total de valores: e _ M

ij __-]i[-

Propiedad de la frecuencia relativa: La suma total de

todas las frecuencias relativas es 1.
k |

f. =1

ij
i=1 j=1
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Ejemplo: color de pelo y ojos

* Color de pelo y ojos (ambas son variables nominales y
por tanto discretas).

pelo\ojos | _marron | _azal | _avellana_| _verde _
moreno 32 1 10 3
castano 53 50 25 15

pelirrojo 10 10 7 7

rubio 3 30 5 8
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Ejemplo: alturas y pesos

* Alturas (cm) y pesos (kg) de 20 personas (ambas son

variables cuantitativas y continuas):

(164, 64), (176, 77), (179, 82), (165, 62), (168, 71),
(165, 72), (186, 85), (182, 68), (173, 72), (175, 75),
(159, 81), (187, 88), (173, 72), (157, 71), (163, 74),
(171, 69), (168, 81), (173, 67), (153, 65), (182, 73)

60,65

[150, 159] 1

[160, 169] 2 3 1
[170, 179] 2 4 1
[180, 189]

frontera inferior: 179,5 cm, frontera inferior: 69,5 kg,

frontera superior: 189,5 cm frontera superior: 79,5 kg
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Distribuciones marginales

Para una variable bidimensional (x, y), con k valores de x y
[ valores de y, se llama frecuencia absoluta marginal de
una componente al numero de parejas de valores que toma
la variable independientemente de la otra componente.

| k
n, =2, n, =N
j=1 i=1
Distribucion marginal de x: conjunto de frecuencias
marginales n, (columna mas a la derecha).
l

Distribucion marginal de y: conjunto de frecuencias
marginales n (fila inferior).
j
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Distribuciones marginales

10
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Distribuciones marginales

Propiedad: la suma de todas las frecuencias absolutas
marginales es el total de datos.

Y -3X¥neN X0, =X 0N

i=1 j=1 j=1 j=1 i=1

De manera equivalente, podemos definir la frecuencia
relativa marginal:

Propiedad° -

LA H ATEED WA

i=l j=1 j=1 j=1 i=
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Ejemplo: color de pelo y ojos

pelo \ marron avellana verde Frec,

: marginales
0jJos pelo
32 1 10 3 56

moreno
castano 53 50 25 15 143
pelirrojo 10 10 7 77 34
rubio 3 30 5 8 46
Frec. marginales 9 8 101 47 33 279

ojos

12
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Ejemplo: color de pelo y ojos

pelo \ marron avellana verde Frec.
marginales
O] oS pelo

moreno 11,5 20,1
castafio 19,0 17,9 9,0 5,4 51,3
pelirrojo 3,6 3,6 2,5 2,5 12,2
rubio 1,1 10,8 1,8 2,9 16,6

Frec. marginales 35,2 36,2 16,9 11,9 100,0

0jos

Valores en %

3

13
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Ejemplo: alturas y pesos

[150, 159]
[160, 169]

[170, 179]
[180, 189]

Frec. marginales
pesos

~ W

—

\O

Frec.
marginales
alturas

20

14
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Ejemplo: alturas y pesos

altura \ peso [60, 69] [70, 79] [80, 89] Frec.
marginales
alturas
15

[150, 159]
[160, 169] 10 15 5 30
[170, 179] 10 20 5 35
[180, 189] 5 5 10 20
Frec. marginales 30 45 25 100
pesos

Valores en %

15
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- = - 7 e T . : —
~Media aritmética a partir de
frecuencias marginales

Recordemos del tema anterior el calculo de la media
aritmética para datos agrupados de una variable
unidimensional cuantitativa x segtin su frecuencia:
k
20X

X =12 =) fx
N ; i

Para una variable bidimensional (x, y), podemos
calcular la media aritmética de cada componente
con las frecuencias marginales:

17/02/2015
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frecuencias marginales

De manera equivalente, la desviacion tipica de una variable
unidimensional cuantitativa x con datos agrupados segun

su frecuencia: k
\/Z n; (Xi — Y)2
SX — i=1

N

Para una variable bidimensional, entonces la desviacion
tipica de cada componente es:

\/Zkl:nx(x,_x)z \/Znyj(yjyy

N N
Desviacion tipica sin sesgo: N - 1 en el denominador.

17
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Eje

Entre paréntesis, la marca de cada i

mplo: alturas y pesos
| peso | [60,69] [70,79] [80,80]
I

Frec. marginales 6 9
pesos
—_— 2 . —_— 2 . —_— 2
D= 6:64,5+974,5+584,5 _74kg s, = \/6 (64,5—-74)°+9-(74,5-74)° +5-(84,5-74) _7.4kg
6+9+5 20

(154,5) (164,5) (174,5) (184,5)

Frec.

marginales
alturas

_ 31545+6164,5+7174,5+4184,5
a= =170,5¢cm
3+6+7+4

3-(154,5-170,5)* + 6-(164,5-170,5)* + 7-(174,5-170,5)* + 4-(184,5-170,5)>

-

=9,7cm
20

18
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Distribucion condicionada

Cuando fijamos el valor de una componente y

estudiamos las frecuencias de los valores que toma la

otra componente: distribucion condicionada.

* Distribucion de x condicionada a y = y;. Para un valor

concreto Xx;, esta frecuencia condicionada es:

n(x; |y = )’j) = Ny

e Distribucion de y condicionada a x = x;. Para un valor

concreto y;, esta frecuencia condicionada es:

n(y]- | x=x;) = n;;

19
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Distribucion condicionada

Distribucion de x condicionadaay = y;:

z | n(zly=y;) | flzly=y;)
7 n1; f1;
To na; f2j
T LY fij
IL n'k_;l' fi‘.:"
lej 1

20
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Distribucion condicionada

iOJO! Para calcular las frecuencias relativas
condicionadas se divide por la frecuencia marginal:

nxly=y;) n;
f(Xily:yj): > ——
Yi nyi
n(v. | x=x n..
f(y, i) (y; [x=%) n
n, n,
Propiedades:
k |
n(x ly=y,)=n, 2.0y 1x=x)=n,
i=1 j=1

> f(xly=y,)=1

> f(y; 1x=x)=1

17/02/2015
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Ejemplo: color de pelo y ojos

* Distribucion de color del pelo condicionada a ojos

azules:
I TR 0 e e e
moreno 11 10,9
castano 50 49,5
pelirrojo 10 9,9
rubio 30 29,7
Suma 101 100,0

en %

22
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Ejemplo: color de pelo y ojos

* Distribucion de color de ojos condicionada a pelo

rubio:
I R e o e
marron 3 6,5
azul 30 65,2
avellana 5 10,9
verde 8 17,4
Suma 46 100,0

en %

23
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Ejemplo: alturas y pesos

* Distribucioén de la altura condicionada a que el peso
esté en el intervalo [70, 79]:

n(altura | pesoe[70,79]) f(altura | pesoe [70,79])

[150,159]
[160,169]

170, 179]
[180, 189]

Suma

1

3
4

11,1

33,3
44,4
11,1
99,9 (por redondeo)

en %

24
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Ejemplo: alturas y pesos

* Distribucién del peso condicionada a que la altura esté
en el intervalo [170, 179]:

“ n(peso | alturae[170,179]) f(peso | alturae[170,179])

[60,69] 2 28,6
[70,79] 4 57,1
[80,89] 1 14,3
Suma 7 100,0

en %

25
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Pesos (cm)
70 75 &0 85

65

Representaciones graficas

* Diagrama de dispersion (y frente a x):

Diagrama de dispersion

T
155

T T T
160 165 170 175
Alturas (cm)

T
180

T
185
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Representaciones graficas

* Histograma 3D:

27
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Representaciones graficas

* Diagrama de barras apiladas:

Color de ojos en funcion del pelo

o 4 i i i i
Marrén Azul Avellana Verde

Color de ojos

Frecuencia absoluta
60 a0 100

40

20

28
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Representaciones graficas

* Diagrama de barras agrupadas:

Frecuencia absoluta

20

50

40

30

10

Color de ojos en funcion del pelo

Color de ojos

29
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Representaciones graficas

* Diagrama de mosaico:

Castafo

RubiBelirrojo

30
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Representaciones graficas

* Diagrama de barras apiladas:

Color de pelo en funcion de los ojos

140

Frecuencia absoluta
80 80 100 120

40

20

Pelirrojo Rubio

Color de pelo 31

Moreno Castafio
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Representaciones graficas

* Diagrama de barras agrupadas:

Color de pelo en funcion de los ojos

Moreno Castafio Pelirrojo Rubio
32

Color de pelo

Frecuencia absoluta
30 40 50

20

10
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Representaciones graficas

* Diagrama de mosaico:

Color de pelo y ojos

Moreno

Castafio Pelirrojo Rubio

Color de pelo

Marron

Azul

Verde Avellana

/\/

33
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Representaciones graficas

* Matriz de diagramas de dispersion: Para variables
multidimensionales (x, x,, ..., X, ), es una
representacion en formato matricial de diagramas de
dispersion entre pares de componentes (x;, X;).

* Ej.: Conjunto de datos de la flor “Iris” de Anderson.

 Longitud de sépalos (cm).

e Anchura de sépalos (cm).

e Longitud de pétalos (cm).

e Anchura de pétalos (cm).

e Especie (setosa, , virginica).

http://bit.ly/1hTyn40

17/02/2015
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Matriz de diagramas de dispersién del conjunto de datos Iris de Anderson
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Representaciones graficas

* Diagrama de cajay bigotes multiple.

Diagrama de cajas

——

T T T T
Longitud sépalos Anchura sépalos Longitud pétalos Anchura pétalos

36
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Covarianza

Recordemos la definicion de varianza de una variable x

unidimensional:
N k
Z (XI B K)2 Z n; (XI B Y)Z
Sf — =l Sf — =l
N N

Para una variable bidimensional (x, y), se define la
covarianza como:

DR VR R R

Xy N Xy N

A veces el denominador se pone como N - 1.

37
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Covarianza

La covarianza mide el grado de dispersion de los
valores de x respecto de su media de manera
coordinada a la dispersion de los valores de y respecto
de su media.

Es una generalizacion de la varianza.

La covarianza de una variable consigo misma es
precisamente su varianza.

38
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Covarianza

Por otro lado, se puede demostrar (jejercicio!) que
la covarianza también se puede calcular como la
diferencia entre la media de los productos de los
valores de x e y y el producto de las medias de x e y:

> Xy, PRE DR

§2 =xy—Xy=-ALt
y = 4 N N N

Para ello se ha de tomar la definicion de covarianza
con denominador N.

39
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Matriz de covarianza

Para variables multidimensionales (x, x,, ... x,,), la
matriz de covarianza es una matriz cuyo elemento (i, j)
es la covarianza entre la componente x;y la

componente X;.

e Essimétrica respecto de la diagonal principal.
e La diagonal principal contiene las varianzas.

2 2 2

X WRY) o X1 Xp
2
XoXy X2

L 40

40



Correlacion lineal

La correlacion es una medida de la dependencia de
una variable respecto de otra:

e Cuando una variable crece, ;crece también la otra?
;Decrece? ;Permanece constante o indiferente?

Correlacion perfecta: existe una dependencia
funcional entre ambas variables. Ej: longitud y area de
un circulo.

Sin correlacion. Ej.: altura y apellido.

Correlacion lineal: estudiamos si existe alguna
dependencia de tipo lineal entre ambas variables.

41
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Correlacion lineal

correlacion
positiva

correlacion
débilmente
positiva

eje y

eje y

—
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- .
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T
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sin
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Correlacion lineal

Coeficiente de correlacion lineal de Pearson entre
dos variables x e y: cociente entre la covarianzay las
desviaciones tipicas de x y de y.

X -R-Y)
r — Xy =1

S, S

Y (-9

-1f5r<i

43
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Correlacion lineal

Los valores de r estan comprendidos entre -1y 1:
e 0 <r<1=» Correlacién positiva (ambas crecen).

e r =0 =» Sin correlacion (el valor de una variable no
afecta a la otra variable.

e -1<r < 0 = Correlaciéon negativa (una crece, la otra
decrece).

Precauciones con la correlacion:
e Correlacion no implica causalidad.

e Correlacion no implica tampoco necesariamente una
dependencia funcional lineal entre las variables (ver
siguiente transparencia).

44
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Correlacion lineal

> 87
° 9
4_
4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 8 10 12 1w 16 18
X3 X4
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Anscombe%27s_quartet_3.svg 45
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Matriz de correlacion lineal

Para una variable multidimensional construimos la
matriz de correlacion lineal como aquella cuyo
elemento (i, j) contiene la correlacion lineal entre la

componente x; y la componente x;.

e Matriz simeétrica.

 En la diagonal principal contiene 1 (correlacion perfecta

de una variable consigo misma).
1 r

X1 X2 X1 Xn

46



Ejemplo

Conjunto de datos de la especie Iris de Anderson.

Matriz de covarianza:

Longitud
Longitud sépalos 0.
anchura sépalos -0.
Longitud pétalos 1.
anchura pétalos 0.

Matriz de correlacion:

Longitud
Longitud sépalos 1.
anchura sépalos -0.
Longitud pétalos 0.
Anchura pétalos 0.

sépalos anchura

6856935
0424340
2743154
3162707

-0.

0.
-0.
-0.

sépalos Anchura

0000000
1175698
B717538
B179411

-0.

1.
-0.
-0.

sépalos Longitud

0424340
1899794
3296564
1216394

1.2743154
-0. 3296564
3.116277
1.2956094

pétalos Anchura pétalos

0. 5182707
-0.12163094
1.2956094
0. 5810063

sépalos Longitud pétalos Aanchura petalos

1175698
0000000
4284401
3661259

0.8717538
-0.42B84401
1.0000000
0.9628654

0.8179411
-0.3661259
0.9628654
1. 0000000

47
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Regresion (o ajuste) lineal

Dada una variable bidimensional (x,y), a veces interesa
estudiar la posible relacién funcional (matematica)
entre xey.

En general si la funcion es del tipo y = f(x), hablaremos
de regresion de y sobre x.

El caso mas sencillo es cuando la funcion es lineal, es
decir, es del tipo y = f(x)= a + b x (ecuacion de una
recta), siendo a y b dos parametros que hay que
calcular.

e a es la ordenada en el origen.
* b es la pendiente.

48
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Método de Minimos Cuadrados

Método para calcular los parametros del ajuste, en este
caso, ay b.
Datos: (x,, y,), (x,, V)5 - - - (Xny Y-

Cada x; tiene un valor observado y;, pero le
corresponde un valor ajustado y;* segun el ajuste.

La distancia entre ambos valoreses d, = y.* - y..

Estas distancias pueden ser positivas (cuando el dato
observado queda por debajo de la recta) o negativa
(cuando queda por encima).

49
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Método de Minimos Cuadrados
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Método de Minimos Cuadrados

Para no tener en cuenta el signo, el método minimiza
la suma de los cuadrados de las distancias, que

llamaremos M.

Y[y -

M:i&
i=1

i=1

) ia+bx—yI =M (a,b)

Para minimizar la funcion M, que depende de dos
variables (a, b), hay que tomar las derivadas parciales e

igualara 0.

17/02/2015
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Método de Minimos Cuadrados

Simplificando la notacion (todos los sumatorios van
desde i = 1 hasta N), y desarrollando las ecuaciones,
obtenemos:

{Z(a"'bxi_Yi):O {Zc’:H—Zin—Zyi:O
Z(axi+bxi2_xiyi):0 Zaxi+szf—2><iyi=0

Surge un sistema de ecuaciones lineales con dos
incégnitas: ay b.

aN+b> x =Dy,

azxi +bzxi2 :inyi

17/02/2015
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Método de Minimos Cuadrados

La solucidn del sistema de ecuaciones es:

NDORDNEIRPNIT
N % =(Xx )

g N2 XY= % DY,

N =X S

Se puede reescribir como:

N\

‘a—y bx

2
Xy

\ ZX _X

2
S 53

X

17/02/2015

53



