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Sucesos aleatorios

Experimento aleatorio: aquel que puede dar lugar a
varios resultados sin que podamos decir con antelacion
cual saldra.

Espacio muestral S: conjunto de resultados posibles de un
experimento aleatorio.

e Lanzamiento de un dado: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
Suceso A: Subconjunto de resultados tomados del espacio
muestral.
e Suceso elemental: aquel formado por un solo resultado.
» Lanzamiento de un dado: A = {2}

e Suceso compuesto: el que puede ser descompuesto en
sucesos elementales.

» Lanzamiento de un dado: A = {2, 6}
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Sucesos aleatorios

Suceso imposible: aquel que no puede ocurrir nunca
(conjunto vacio): A = &.

Suceso seguro: aquel que ocurre siempre (igual al
espacio muestral): A = S.

Suceso probable: aquel que puede ocurrir o no.
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Teoria de conjuntos

Union de dos sucesos Ay B (A U B): suceso que
ocurrira siempre que ocurra el suceso A o el suceso B

(9 “OR”).

Interseccion de dos sucesos Ay B (A N B): suceso

que ocurrira siempre que ocurran simultaneamente el
suceso Ay el B (= “AND”).

Complementario o negacion del suceso A (A’):

suceso que ocurrird cuando no ocurra el suceso A (=
“NOT”).
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Teoria de conjuntos

Diagramas de Venn:

S S
A B A B

_ 21e’) 6




Teoria de conjuntos (repaso)

Neutro Aud=A ANnS=A

Complementario AUA =S AnA=0

Conmutativa AUB=BUA AnB=BnA

Asociativa: AuBuUC=AuBUC AnBNC)=ANB)NC

Distributiva: AuBNC)=(AuB)n An(BulC)=(AnB)u
(AuC) (AnC)

Idempotencia AUA=A AnA=A

Absorcion AUANB)=A An(AuB)=A

Morgan (AUB)=A B (AnB))=AUB
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Definicion clasica de Probabilidad

Si un suceso A tiene e posibilidades de ocurrir (casos
favorables o de “éxito”) en un total de N posibilidades,
donde cada una de las cuales tiene las mismas
oportunidades de ocurrir que las demas, llamamos
probabilidad de que A ocurra a:

e
P(A)=—
(A) =3
Probabilidad de que A no ocurra (o de que ocurra su
complementario A’):
. N-e e
P(A") = zl—ﬁzl— P(A)
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Ejemplos

Probabilidad de salir cara en una moneda no trucada:
1/2.

Probabilidad de que salga 5 en un dado no trucado:
1/6.

Probabilidad de que salga 5 0 6 en un dado no trucado:

2/6 =1/3.
Probabilidad de que no salga 1 en un dado no trucado:
1-1/6 =5/6.

Probabilidad de que no salga 5 0 6 en un dado no
trucado:1-1/3 = 2/3.
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Concepto clasico de Probabilidad

Propiedades:

0<P(A) <1
P(A)+P(A) =1
P(S) =1
P(J) =0
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Probabilidad como frecuencia

relativa

La definicién anterior es un circulo vicioso porque en
la propia definicion aparece el concepto de sucesos con
la misma probabilidad (=mismas oportunidades de

OCUITIr).

Otra manera es definir la probabilidad como la

frecuencia relativa de ocurrencia del suceso A, f,,

cuando el nimero de observaciones es muy elevado

(probabilidad empirica).

La probabilidad seria el limite de la frecuencia relativa.

P(A) = lim A

n—>o N

lim f,
nN—oo
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Ejemplo

En 1900, el estadistico Karl Pearson lanzé una moneda
24000 veces, para lo cual necesito 40 interminables
horas. Obtuvo estos resultados:

® 12012 Caras

* 11988 cruces

Luego la probabilidad empirica de salir cara resulto:

P(cara) = % =0,5005

Muy préxima al valor teorico:
P(cara) = % =0,5
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Definicion axiomatica de
probabilidad

Dado un experimento aleatorio con un espacio
muestral S y representando por A a un suceso, se
define la probabilidad P(A) como una funcién real
que hace corresponder a cada A un namero real de
forma que se cumplen los tres axiomas siguientes:
1. Para cada suceso A:
P(A)>0

2. Para el suceso seguro S:

P(S) =1

3. Dados dos sucesos A y B incompatibles (A N B = O):
P(AuB)=P(A)+P(B)
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Propiedades

A partir de estos 3 axiomas se pueden demostrar todas las

propiedades de la probabilidad, algunas de las cuales ya
hemos visto.

Alguna mas:

e Suceso contenido en otro:

AcB = P(A)<P(B)
e Probabilidad de la unién de 2 sucesos:
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)

e Probabilidad de la unién de 3 sucesos:
P(AUBUC) = P(A) + P(B)+ P(C)- P(ANB) -
—P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

14
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Probabilidad condicionada

Probabilidad de A condicionada a B (probabilidad
condicionada de A dado B): probabilidad de que
ocurra A en el caso de que previamente ocurra B.

A B S
A8 -5 (

Probabilidad de la interseccion de 2 sucesos:
P(AnB)=P(A|B)P(B)=P(B|AP(A)

15
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~ Sucesos dependientes e
independientes

Cuando que ocurra o no el suceso B no influye en el
suceso A, se llaman sucesos independientes:

P(A|B)=P(A)

= P(AnB)=P(A)P(B)

No confundir sucesos independientes con sucesos
incompatibles (interseccion nula).

Sucesos dependientes:
P P(A|B) = P(PA(E)B)

16
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Teorema de la probabilidad total

Sea un conjunto de sucesos A, i =1, ..., n, tales la
union de todos ellos es el suceso seguro y ademas son
incompatibles entre si.

UJA=S y ANA =0 parai#
i=1

El teorema de la probabilidad total dice que la
probabilidad de que ocurra un suceso B es la suma de
las probabilidades de los sucesos A; por las
probabilidades de B condicionadas a cada A.

P(B)=_P(A)P(BIA)
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Ejemplo

En unas elecciones las probabilidades de que ganen tres partidos A1, A2y A3
son 0,5, 0,3y 0,2 respectivamente. Si ganara A1, la probabilidad de que suban
los impuestos es 0,8, mientras que en los casos en que salgan elegidos A2y A3
son 0,2 y 0,5 respectivamente. ;Cual es la probabilidad de que suban los
1mpuestos7

P(A1) = 0,5, P(A2) =0,3, P(A3)=0,2
Sea B subida de impuestos:
P(B|A1) = 0,8, P(B|A2)=0,2, P(B|A3)=0,5
Por el teorema de la probabilidad total,

P(B) = P(A1) P(B|A1) + P(A2) P(B|A2) + P(A3) P(B|A3) =
= 0,5 X 0,8 + 0,3 X 0,2 + 0,2 X 0,5 = 0,50

18
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Teorema de Bayes

Dado el conjunto completo de sucesos A, i =1, ..., n, yun
suceso B. El teorema de Bayes relacionada la probabilidad
de un suceso A, condicionada al suceso B:

P(A)P(B| A)
P(B)

P(A|B) =

P(A,) = probabilidades a priori

P(B|A,) = probabilidad de B en la hipdtesis A,
P(A,|B) = probabilidades a posteriori

P(B) = probabilidad total de B

19



Ejemplo

Una fabrica de hardware informatico utiliza 3 tipos de maquinas (A, By
C) para construir memorias USB. Con la maquina A se fabrica el 45% de
las memorias, con la B el 30% y con la C el resto.

P(A) = 0,45, P(B)=0,30, P(C)=o0,25

El 3% de las memorias fabricadas con la maquina A resultan
defectuosas, mientras que para las maquinas By C estos porcentajes
son el 4% y el 5%, respectivamente. Sea D = pieza defectuosa.

P(D|A) = 0,03, P(D|B) =0,04, P(D|C)=o0,05

20
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Ejemplo

El arbol de probabilidades es el siguiente:

Probabilidad de que una memoria defectuosa cogida al
azar sea de la maquina A:

P(AP(D|A) 0,45 0,03 10,0135

P(A|D) = _ _
P(D) 0,45x0,03+0,30x0,04+0,25x0,05 0,038

=0,355

21
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Repaso de Combinatoria

Factorial de un niimero entero n:

nl=n(n-1)(n-2)---21

Ej.: 5! =120, 10! = 3628800
Por definicion se establece: o! =1
Aproximacion de Stirling (caso n >>1):

nlx+/2mn"e™"

Ej.: 501~ /2750 50%° e =3,036345...10%
 Valor exacto: 3,041409-10%

22
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Repaso de Combinatoria

Variaciones de m elementos tomados de n en n

(con n < m): subconjuntos de n elementos tales que
dos de ellos son diferentes si los elementos son

distintos, o bien si el orden de los elementos son
distintos.

m!
Voo =m(m=-1)(m-2)---(m-n+1) =

(m—n)!

Ej.: considerando las 4 letras A, B, C, D, tomadas de 2
en 2.

AB, AC, AD,

v - ¥ 2 ., BA, BC, BD,
4,2 — _ -

So@4-20 2 CA, CB, CD,

DA, DB, DC 3
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Repaso de Combinatoria

Variaciones con repeticion de m elementos
tomados de n en n (con n < m): igual que en el caso
anterior, pero se pueden repetir los elementos.

n n
V., =m

Ej.: considerando las 4 letras A, B, C, D, tomadas de 2
en 2 con repeticion.

AA, AB, AC, AD,

2 0N BA, BB, BC, BD,
V, =4"=16 CA, CB, CC, CD,
DA, DB, DC, DD

24
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Repaso de Combinatoria

Permutaciones de n elementos: variaciones de n

elementos tomados de n en n.

P =V, =

n! n!
" (h=n)! O

n!

Ej.: considerando las 4 letras A, B, C, D.

P, = 41=24

ABCD,ABDC,ACBD,ACDB,ADBC,ADCB,
BACD,BADC,BCAD,BCDA,BDAC,BDCA,
CABD,CADB,CBAD,CBDA,CDAB,CDBA,
DABC,DACB,DBAC,DBCA,DCAB,DCBA

25
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Repaso de Combinatoria

Combinaciones de m elementos tomados de n en
n: son como las variaciones pero ahora el orden de los
elementos no importa. Se expresan mediante
nameros combinatorios:

Cmn: m :Vm,n: m!
’ n P (m-—n)in!

n
(selee m
sobre n)

Ej.: considerando las 4 letras A, B, C, D, tomadas de 2
en 2.

Co=[]-- 2 __2_g AB, AC, AD, BC, BD, CD
“ol2) @-220 22 T
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