
MATEMÁTICAS II (GIB) � 25 de junio de 2012 E1 (3,5 puntos)Apellidos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Nombre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DNI . . . . . . . . . . . . . Grupo . . . . . . . . . Nota E1TEST (2,5 PUNTOS)A
ierto +0,25 Error �0,1 Blan
o 0.V FX 1. Los límites laterales de e1/x2 
uando x → 0 son ambos +∞.X 2. Si f : [a,∞) → R es una fun
ión 
ontinua 
on f(a) > 0 y ĺım
x→∞

f(x) < 0, enton
es existe unúni
o c > a tal que f(c) = 0.X 3. Si una fun
ión f : R → R al
anza un extremo relativo en x0 ∈ R, enton
es f es derivable en
x0 y se veri�
a f ′(x0) = 0.X 4. El área delimitada por la fun
ión f(x) = |x|3 y el eje x en la región −1 ≤ x ≤ 2 es 17/4.X 5. ĺım
n→∞

cos(n2 + ln(n + 2))

n2 − 1
= 0.X 6. Una serie ∑ an en la que la su
esión de sumas par
iales {sn} es a
otada es 
onvergente.X 7. Si an ≥ 0 ∀n ∈ N y ĺımn→∞ an = 0, enton
es ∑(−1)nan es 
onvergente.X 8. El desarrollo de Taylor de f(x) = x+sen x en x = 0 tiene la forma ∞

∑

n=0

a2n+1x
2n+1 para 
iertos
oe�
ientes reales a2n+1.X 9. La fun
ión f(x, y) = (x − 2y)2 tiene un úni
o mínimo absoluto en la región de�nida por lasdesigualdades 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x.X 10. La e
ua
ión diferen
ial y′′ + x2y = 0, 
on la 
ondi
ión ini
ial y(0) = 0, tiene solu
ión úni
a.PREGUNTAS DE RESPUESTA CORTA (1 PUNTO)A. (0,25 puntos) ĺım

x→+∞

x
(√

x − 1 −
√

x
)

= −∞B. (0,25 puntos) El radio de 
onvergen
ia de la serie de poten
ias ∞
∑

n=0

n2 + 1

n!
xn es igual a ∞C. Sea f(x, y) = ex2+xy. Cal
ule las siguientes derivadas par
iales (0,1 puntos 
ada una):

∂f

∂x
= (2x + y)ex

2+xy
∂f

∂y
= xe

x
2+xy

∂2f

∂x2
= (2 + (2x + y)2)ex

2+xy
∂2f

∂x∂y
= (1 + (2x + y)x)ex

2+xy
∂2f

∂y2
=

x
2
e

x
2+xy
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MATEMÁTICAS II (GIB) � 25 de junio de 2012 E2 (3 puntos)Apellidos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Nombre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DNI . . . . . . . . . . . . . Grupo . . . . . . . . . Nota E2Puntua
ión de este problema sobre el total del examen: 3 puntos.Considere la fun
ión f : R → R de�nida por
f(x) =







sen(ax)

x
si x < 0

e−x cos(bx) si x ≥ 0.2.1 (1 punto). Cal
ule los valores de a, b ∈ R que ha
en a f 
ontinua en R.2.2 (1 punto). Cal
ule los valores de a, b ∈ R que ha
en a f derivable en R.2.3 (1 punto). Considere el 
aso a = b = 0. Cal
ule la integral ∫ 2

0
f(x)dx.Solu
ión.2.1 En el intervalo (−∞, 0), la fun
ión f es 
ontinua ∀a ∈ R, por ser 
o
iente de fun
iones 
ontinuas y noanularse el denominador.En el intervalo (0,∞), la fun
ión f es 
ontinua ∀b ∈ R, por ser produ
to de fun
iones 
ontinuas.De esta forma, la fun
ión es 
ontinua en R − {0}, ∀a, b ∈ R.Sin embargo, para que la fun
ión sea 
ontinua en R, tenemos que estudiar la 
ontinuidad de la fun
iónen x = 0.

f es 
ontinua en x = 0 siempre y 
uando ĺım
x→0

f(x) = f(0).Evaluando la fun
ión f(0) = e−0 cos(b0) = 1, ∀b ∈ R.De esta forma, para que la fun
ión sea 
ontinua en x = 0, los límites laterales 
uando x → 0 han de
oin
idir y ser iguales a f(0)

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

sen(ax)
x

= a

ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0+

e−x cos(bx) = 1, ∀b ∈ R.Así pues, para que en x = 0 la fun
ión sea 
ontinua ha de ser a = 1, b ∈ R.De esta forma, los valores de a, b que ha
en f 
ontinua en R son a = 1, b ∈ R.2.2 En el intervalo (−∞, 0), la fun
ión f es derivable ∀a ∈ R, por ser 
o
iente de fun
iones derivables yno anularse el denominador.En el intervalo (0,∞), la fun
ión f es derivable ∀b ∈ R, por ser produ
to de fun
iones derivables.De esta forma, la fun
ión es derivable en R − {0}, ∀a, b ∈ R.Sin embargo, para que la fun
ión sea derivable en R, tenemos que estudiar la derivabilidad de la fun
iónen x = 0.Si f es derivable en un punto, ne
esariamente f debe ser 
ontinua en ese punto. Del apartado anterior,sabemos que la fun
ión es 
ontinua en x = 0 para a = 1, b ∈ R. Con este resultado pro
edemos a estudiarla derivabilidad de f en x = 0 sólo para el 
aso a = 1, b ∈ R.
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f es derivable en x = 0 siempre y 
uando exista ĺım
h→0

f(0+h)−f(0)
h

.
ĺım

h→0−

f(0+h)−f(0)
h

= ĺım
h→0−

sen(h)
h

−1

h
= 0.

ĺım
h→0+

f(0+h)−f(0)
h

= ĺım
h→0−

e−h cos(bh)−1
h

= −1, ∀b ∈ R.Puesto que estos dos límites laterales no 
oin
iden, no existe ningún valor de a y b que haga a f derivableen x = 0.De esta forma, no existe ningún valor de a y b que haga a f derivable en R.2.3 En el 
aso a = b = 0, la fun
ión f toma la siguiente forma:
f(x) =

{

0 x < 0
e−x x ≥ 0.De este modo

∫ 2

0

f(x)dx =

∫ 2

0

e−xdx = − e−x
]2

0
= 1 − e−2.
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MATEMÁTICAS II (GIB) � 25 de junio de 2012 E3 (3,5 puntos)Apellidos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Nombre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DNI . . . . . . . . . . . . . Grupo . . . . . . . . . Nota E3Puntua
ión de este problema sobre el total del examen: 3,5 puntos.3.1 (1 punto). Cal
ule los extremos relativos (o lo
ales) de f(x, y) = x2 + cos x + y2.Nota: la e
ua
ión 2x = sen x tiene a x = 0 
omo úni
a solu
ión real.3.2 (1,5 puntos). Cal
ule el volumen del sólido 
omprendido entre las super�
ies z = −
√

x2 + y2 y z =
√

x2 + y2 en la región de�nida por la desigualdad x2 + y2 − 4x ≤ 0.3.3 (1 punto). Resuelva el problema de valor ini
ial
dy

dx
=

xy2 − cos x sen x

y(1 − x2)
, y(0) = 2.

Solu
ión.3.1 Los posibles extremos relativos (o lo
ales) de la fun
ión están ne
esariamente entre sus puntos 
ríti
os,de�nidos por las solu
iones del sistema
∂f

∂x
= 2x − sen x = 0

∂f

∂y
= 2y = 0.Habida 
uenta de la e
ua
ión 2x = sen x tiene a x = 0 
omo úni
a solu
ión real, la úni
a solu
ión delsistema anterior es x = y = 0.Para determinar si el punto 
ríti
o ubi
ado en (0, 0) es un extremo, evaluemos la matriz hessiana en elorigen:

(

∂f2

∂x2
∂f2

∂x∂y
∂f2

∂y∂x
∂f2

∂y2

)
∣

∣

∣

∣

∣

(0,0)

=

(

2 − cos x 0
0 2

)
∣

∣

∣

∣

(0,0)

=

(

1 0
0 2

)

.En el punto 
ríti
o la matriz hessiana es diagonal y los elementos de la diagonal prin
ipal son positivos,por lo que (0, 0) es un mínimo lo
al. No hay otros mínimos lo
ales, ni existen máximos lo
ales.3.2 El volumen viene dado por la integral triple:
I =

∫∫∫

T

dx dy dzsiendo T la región del espa
io 
uyos puntos (x, y, z) 
umplen −
√

x2 + y2 ≤ z ≤
√

x2 + y2, 0 ≤ x ≤ 4 y
−
√

4 − (x − 2)2 ≤ y ≤
√

4 − (x − 2)2Con lo que la integral queda:
I =

∫ 4

0

∫

√
4−(x−2)2

−

√
4−(x−2)2

∫

√
x2+y2

−

√
x2+y2

dz dy dx
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Integrando 
on respe
to a z tenemos:
I =

∫ 4

0

∫

√
4−(x−2)2

−

√
4−(x−2)2

2
√

x2 + y2 dy dxPara resolver esta integral podemos ha
er un 
ambio a 
oordenadas polares, 
on lo que la región delplano 
uyos puntos (x, y) 
umplen 0 ≤ x ≤ 4 y −
√

4 − (x − 2)2 ≤ y ≤
√

4 − (x − 2)2 quedaría 
omo laregión del plano 
uyos puntos (r, θ) 
umplen 0 ≤ r ≤ 4 cos θ y −π
2
≤ θ ≤ π

2
, debido a que x2 + y2 −4x ≤ 0,sustituyendo x = r cos θ e y = r sen θ da r2 − 4r cos θ ≤ 0 ⇒ 0 ≤ r ≤ 4 cos θ y −π

2
≤ θ ≤ π

2
.Sustituimos e integramos:

I =

∫ π

2

−
π

2

∫ 4 cos θ

0

2
√

r2r dr dθ =

∫ π

2

−
π

2

∫ 4 cos θ

0

2r2 dr dθ =

∫ π

2

−
π

2

128 cos3 θ

3
dθ =

=
128

3

∫ π

2

−
π

2

(cos θ − sen2 θ cos θ) dθ =
128

3

(

sen θ − sen3 θ

3

)
π

2

−
π

2

=

=
128

3

(

1 − 1

3
−
(

−1 +
1

3

))

=
128

3

4

3
=

512

9
.3.3 Al es
ribir la e
ua
ión diferen
ial en la forma

(cos x sen x − xy2)dx + y(1 − x2)dy = 0re
ono
emos que es una e
ua
ión diferen
ial exa
ta porque:
∂P

∂y
= −2xy =

∂Q

∂xsiendo P = cos x sen x − xy2 y Q = y(1 − x2).Llamando u a la fun
ión poten
ial tenemos
∂u

∂y
= Q = y(1 − x2)Integrando 
on respe
to a y obtenemos u

u(x, y) =
y2

2
(1 − x2) + h(x)Derivando ahora esta expresión 
on respe
to a x

∂u

∂x
= −xy2 + h′(x) = P = cos x sen x − xy2Luego h′(x) = cos x sen x. Al integrar se obtiene

h(x) =

∫

cos x sen x dx = −1

2
cos2 x − C1 (1)Por lo tanto

u(x, y) =
y2

2
(1 − x2) − 1

2
cos2 x − C1y una solu
ión implí
ita de la e
ua
ión diferen
ial sera:

y2

2
(1 − x2) − 1

2
cos2 x = C1o, llamando C = 2C1

y2(1 − x2) − cos2 x = C
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Imponiendo ahora la 
ondi
ión ini
ial y(0) = 2 obtenemos C

4(1 − 0) − cos2 0 = C ⇒ C = 3Una solu
ión implí
ita del problema de valor ini
ial será enton
es
y2(1 − x2) − cos2 x = 3. (2)Observa
ión. La integral
h(x) =

∫

cos x sen x dxque apare
e en (1) puede también es
ribirse 
omo
1

2
sen2 x + C2. (3)Obsérvese que la identidad sen2 + cos2 x = 1 impli
a que −1

2
cos2 x y 1

2
sen2 x di�eren en una 
onstante.Pro
ediendo de esta manera, la solu
ión de la e
ua
ión diferen
ial tomaría la forma

y2(1 − x2) + sen2 x = C̃y 
on la 
ondi
ion ini
ial y(0) = 2 se obtiene C̃ = 4, por lo que otra forma de expresar la solu
ión delproblema de valor ini
ial es
y2(1 − x2) + sen2 x = 4. (4)Esta última expresión puede obtenerse también sustituyendo cos2 x = 1 − sen2 x en (2). Es importanteobservar que (2) y (4) no son dos solu
iones diferentes del problema de valor ini
ial, que tiene solu
iónúni
a, sino dos formas diferentes de es
ribir la misma solu
ión.
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