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Matematicas II (GIB) - 2/7/2013 Final Extraordinario.
Apellidos ... ... . . . . . . Nombre .............

DNIT .

................... Grupo .................... Tiempo 180 minutos

TEST. (20 puntos) Tiempo 60 minutos

= Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Marque con una cruz, a lo sumo una opcién
por pregunta. Puntuacién: Correcto +1.0 Error -0.25 En blanco 0.
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Si A= {x €EQ|z> \/5}, entonces, min A = v/2.

Si el conjunto A es numerable, y B C A, B # () no es finito, entonces B es numerable.
Sia,beR—Q, entoncesa-beR—Q.

Si f:S — T es sobreyectiva, entonces la funcion g : S — f(S),x — g(x) = f(x) es invertible.
Sea A = {:1; ER|z=(-1)"+ #,n € Z*}. Entonces V6 > 0, B(—1;5) N A # 0.

Si {ay} es acotada, entonces cualquier {a,, } es convergente.

Si f € Cla,b], con a < b, entonces necesariamente la imagen f([a,b]) es un intervalo cerrado.

Si las funciones f + g y f son derivables en a € R, entonces la funcién g es derivable en a € R.
La suma superior de la funciéon senz en [0, 27 para la particion P = {0,7/2, 7,37 /2,27} vale 7.

Si p > 1 entonces f02 xipd:): es convergente.

La direccion de maximo crecimiento de f(z,y) = y + sinzy en el punto (0,0) es la definida por el
vector (0,1).

r_
Sea el PVI { y = f@y) . Si f(z,y) es continua en un entorno de (x¢,yo) entonces existe solucion

y(xo) = %o
del PVI.

Continta por detras ....
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D Si f(z,y) es diferenciable en R? y V£(0,0) = (0,1), entonces el origen puede ser un extremo de f en
. X 2
R=.

Suponga que f(z,y) es una funciéon que admite derivadas parciales continuas hasta orden 2, y que la
D matriz hessiana de f en un punto critico es diagonal. Si los elementos de la diagonal principal son no
nulos y del mismo signo, entonces dicho punto critico es un extremo de la funcién f.

. D Una ecuaciéon diferencial lineal puede tener soluciones singulares.

Dado un PVI, se pretende aproximar la solucién utilizando el método de Euler béasico. En este caso,
. D cuanto mayor sea el incremento de la variable x en cada paso, h, mejor serd la aproximacion que se
obtendra.

. D Si una funcién tiene derivadas parciales en un punto es diferenciable en él.

. D Sea la funcién f(z,y) = y? + cosx. La matriz hessiana de f en (0,0) es H(0,0) = ( _(1) (2) )

. D Sea la funcién f(z,y) = y? + cosz. f alacanza un maximo relativo en (0,0).

Sea la funcién f : R? — R. Entonces, f es diferenciable en (g, o) si y solo si existe el siguiente limite:

L] f(@,y) = f(zo,y0) — (%(fﬁo,yo)’%(xo,yo)) < Z:f/g )’

lim
(z,y)—(z0,Y0) H(x —X0,Y — y0)||




Matematicas II (GIB) - 2/7/2013 Problema 1

Apellidos ... ... . . . . . . . Nombre .............
DNI ... .. Grupo ..................... Tiempo 60 minutos

Por favor, comience sus respuestas en esta hoja.

A. (15 puntos) Sean xg € (a,b) CRy f,g: (a,b) — R tales que lim f(z) =0y g es acotada en

T—T0
(a,b). Demuestre que entonces lim g(z)f(z) = 0.
T—TQ

B. (10 puntos) Calcule el limite
 sen?(z)sen(2)
lim —————%=

z—0 et —1

C. (15 puntos)

a) (5 puntos) Sea F(x) := fOxQ e~ dt. Razone si es posible hallar el polinomio de Taylor de
grado 3 centrado en z = 0 para la funcion F(z), y en caso afirmativo héllelo y escriba el
resto en notaciéon de Landau.

b) (5 puntos) Compruebe que (tanx)’ = 1 + tan?z y demuestre que (arctanz)’ = ﬁ

o0
c) (5 puntos) Sea a € R fijo y considere Z(arctan a)k. ;Para qué valores de a converge la

k=0
serie? Para éstos, calcule la suma (en funciéon de a).

SOLUCION:

A. Inicialmente, por ser g acotada en (a,b), existe M > 0 tale que = € (a,b) = |g(z)| < M. Sea
ahora € > 0 dado. Por ser lim f(z) =0, existe § > 0 tal que = €B (x0,9) = |f(2)| < % Por tanto,
Tr—xTQ

tendremos que x B (x0,0) = |g(x)f(x)| < M|f(z)| < M% = . y por tanto, lim g(x)f(z) =0,
T—T0

como se querfa demostrar.

B. Podemos escribir ) .
sen”(x) sen(= 1
(w) sen(z) = sen(2) sen(x) sen(—)
et —1 et —1 T

. Entonces, como sen(z) ~xy e* —1~z cuandoz — 0y ‘sen(%)‘ < 1, y en la expresion anterior s6lo
aparecen productos, se tendra que
2 1
sen®(x) sen(=
lim —( Jsen(3) =0.
z—0 et —1
Obsérvese que no es posible aplicar el teorema de L’Hopital, puesto que el limite de la derivada del

numerador,

1 1 1
2 1yY — 2
(sen®zsen(1)) = 2senzcosz sen(g) -2 cos(;) sen” x,
cuando x — 0 no existe.
C.
. .. . 2
a) Obsérvese que la funcion F(z) no es mas que la composicion (go h)(z), siendo g(z) := [ e " dt

y h(z) := 22, ambas funciones C°°(R). Por tanto es posible escribir el polinomio de Taylor de cualquier
orden para F. Obviamente F'(0) = 0. Por otro lado, al ser la funcion h par, la composicion también lo
es, por lo que F s6lo podra tener coeficientes no nulos para potencias pares. La Regla de la Cadena y
el Teorema Fundamental del Calculo nos dicen que:

F'(z) = ¢'(h(z)) - W (z) = e - 22,



y por tanto F'(0) = 0, como ya esperabamos. Es facil ver que F”(0) = 2. Por tanto, el polinomio
pedido, con resto en notacién de Landau, es:

Ps(z;0) = 2% 4 o(2®) = 2% + O(x?).

También se podria haber trabajado directamente con la composicién, observando que al ser g im-
par, el primer término no nulo serfa el de grado uno.

b) Para la primera parte, basta con derivar el cociente izzgg Para la segunda, si y = arctanz, x € R,
entonces x = tany, y por ser inversas tendremos:

1
(tany)’  14tan?y 1422

(arctanz)’ =

¢) Puesto que se trata de una serie geométrica de razon g = arctan a, la serie convergera si y sélo
si |g| < 1, es decir, si y s6lo si |arctana| < 1, es decir si |a] < tan1

También se puede llegar facilmente a la misma conclusion, tanto a partir del criterio de D’ Alambert
como del criterio Raiz de Cauchy.

Puesto que la suma de los N primeros términos de una progersion geométrica de razéon g # 1

N k 1—gN+1 ) 1— qN+1 1
vale > 1~ q" = —L——, entonces, con |¢| < 1 tendremos lim = y, por tanto, para
g Nose 1—gq 1—

la| < tan1 tendremos:

.- 1
Z (arctan a)® =

1 —arctana’
k=0




Matematicas II (GIB) - 2/7/2013 Problema 2

Apellidos
DNI

Nombre
Tiempo 60 minutos

Por favor, comience sus respuestas en esta hoja.

(15 puntos) Calcule los extremos absolutos (si existen) de f(z,y) = 2? —x —y +y? en la regién

del plano definida por la desigualdad z? 4 y? < 2.

(10 puntos) Calcule el volumen del sélido limitado superiormente por z = 22 —y? + 1 e inferior-
mente por el plano XY en la region definida por el cuadrado de vertices (1,1), (1,-1), (=1, —1)

y (—=1,1).

(15 puntos) Resuelva el Problema de Valor Inicial (PVI)
Y =35(+y) -1
y(0) =1

SOLUCION:

a) f es una funciéon polinoémica, luego seré diferenciable en todo su dominio. Los posibles extremos
de la funcién vendran dados por los puntos criticos y por la frontera del dominio.

Calculamos los puntos criticos de la funcién, para ello obtenemos las derivadas parciales y las
igualamos a 0.

0 1
%(m,y):2x—1:>2$—1202>x:§
of 1
oy V) +2y +2y y=3

Luego el tnico punto critico es el (%, %) que pertenece al dominio de la funcién.

Hallamos las derivadas segundas y la matriz hessiana para ver si es un extremo.

0*f 0’f (11
W(x’y)_2:>ax2<2’2>_2
0% f 0%f (11
0 =2 55 (33) =2
0% f 0’f (11
@yaw(x’y)‘o;‘ay?@?)_o

20
0 2

n(33)-(0 %)

La matriz Hessiana en (%, %) es diagonal con los dos elementos de la diagonal principal mayores que
0, por tanto la funcién alcanza un minimo relativo en (%, %)

Estudiamos ahora como se comporta f en la frontera de su dominio. Para ello restringimos la
funcién a la frontera. Como la frontera es una circunferencia para hacer esta restriccién hacemos un
cambio a coordenadas polares.

22+ 9% =2= (pcosh)’ + (psinh)? =2 = p=+2
Y la funcién restringida queda:

F(0) =2cos?0 — v/2cosf — V2sinf + 2sin? § = 2 — V/2(sin @ + cos 6)



con @ € [0,27). Calculamos los extremos de esta funcion, para ello estudiamos sus puntos criticos y los
extremos del intervalo.

F'(f) = —v/2(cos — sinf) =

V2(sinf — cosf) = 0 = sinf = cos§ = 6 = %, Oy = %T

F"(0) = v2(cos  + sin 6)

F”(4 -5+ 7) =2

Luego F' presenta un minimo relativo en 61 y un méaximo relativo en 6s.
Veamos cuanto vale f en esos puntos.
11 1
Hys)="3
2’2 2

F1,1)=1-1-1+41=0
f(-1,-1)=14+1+1+1=4

Luego la funcién alcanza un minimo absoluto en (3, 3) y un maximo absoluto en (-1, —1).

b) La region definida por esos vértices sera:
-1<z<l; -1<y<l1

Luego el volumen querdara:
bt ! v ! 2 213 2 !
V = / / (x2—y2+1)dyda: = / [mzy —Z 4 y} dr = / <2;[;2 S 2) dr = { = Qx] —4
1Ja 1 3 1 1 3 3 3 _1

c¢) La ecuacion diferencial que forma parte de este problema de valor inicial (PVT) es una ecuacion
diferencial lineal, podemos ponerla de la forma 3’ — %y = %x —1.
Para resolverla primero hallaremos una solucién de la ecuacién homogenea y aplicaremos después
el método de variacién de las constantes.
., P / 1 _
La ecuacion homogénea es y' — 5y =0
Tenemos que la funcién nula y = 0 es solucién de esta ecuacion.
Si consideramos que y # 0 entonces podemos dividir por y en la ecuacion diferencial
dy 1

1
— = idx:>1n|y| = §;U—|—C':>y::|:ece%”:Ke%$ con K #0
Y
Incorporando la solucién y = 0, las soluciones de la ecuacion diferencial homogénea vendran dadas por
Yy = Ke? con K € R

Aplicamos ahora el método de variacién de las constantes para hallar las soluciones de la ecuaciéon
completa, para ello tomamos como solucién de la ecuacién completa y = K (x)e%. Entonces y'(z) =
K'(z)e? + 1K (2)e? y sustituyendo en la ecuacion obtenemos K ()

K'(x)ez + QK(x)ei - iK(x)ei = g — 1= K'(z)e2 = g -1=
xr T x ]_ xr
= K'(z) = (g —1)e % = K(z) = /(‘; —1)e 3dz = / ge*fdx +5et



Esta integral la resolveremos por partes, tomando v = = du = dz y dv = %e_

queda
x xT T T xT
/26_2dm = —ze 2 +/e_2dac = —ze 2 —

Luego

Aplicando ahora las condiciones iniciales se obtiene la solucion del PVI
y(0)=C=1

Y la solucién es




