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Teoria de grafos

Contenidos

1. Nociones generales
e Notacion y definiciones basicas
e Grafos dirigidos

e Arboles. Arbol generador de peso minifadgoritmos de Kruskal y Prim)

2. Grafos planos, eulerianos y hamiltonianos
e Grafos planos. La formula de Euler. El teorema de Kuratowsky
e Grafos euleriano&lgoritmo de Fleury)
e Grafos hamiltonianos
e Emparejamientos en grafos

3. Coloraciones y Caminos minimos
e Coloraciones en grafdslgoritmo voraz)
e Caminos de longitud minim@lgoritmo de Dijkstra)
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Teoria de grafos

Aplicaciones practicas:

e Algoritmos en informatica.
e Estructura de datos.
e Disefio de circuitos, redes de transporte, redes inforamtetc.

e Encontrar una ruta que nos conduzca a los sitios mas inteessde Paris sin
repetir calles.

e Encontrar el vuelo Madrid—Tokio mas barato o el mas rapidiogoie tenga
menos transbordos.

e Disefiar un circuito con el menor numero de puntos “débiles”.
e Disefnar una red que maximice la salida de informacion.
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Motivacion

Problema 1
El primer dia de curso se encuentran en una clase 121 alumnos. Demostrar que siempre existe
una persona que conoce a un namero par de personas.

¢, Como describir eficientemente el problema?
Pl ant eam ent o:
1. Los alumnos son puntd®.
2. Elconocimientaes mutuo y cero es pat.
3. Sidos alumnos se conocen trazo una linea entre los condigmtes puntos:

El problema es equivalentggaobar que en ugrafocon2n + 1 puntos, existe al meno

un punto con un nimero par tiaeasque salen de él.
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Grafos no orientados: definicion vl

[ Definici 6n 1
Un grafo simple G = (V, E) estad compuesto por un conjunto no vacio de vértices V' y un
conjunto de aristas F/, que es un conjunto de pares de elementos distintos de V.

. J

Si la aristae une los vértices (tambiéen llamados nodos o punios)e V', diremos qu
u Y v SONnadyacentes o vecinos Y que la arista& esincidente conu y v.

( Definici 6n 2 h
Un multigrafo G = (V, E) estd compuesto por un conjunto no vacio de vértices V', un
conjunto de aristas E en el que se permite que haya aristas multiples (que son aquellas

_que conectan el mismo par de vértices). )

(" Definici 6n 3 ]
Un lazo o bucle (“loop”) es una arista que une un vértice consigo mismo. Un pseudografo

L G = (V, E) es un grafo en el que se permiten aristas multiples y bucles. )

Ejemplos:

e
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Grafos no orientados: definicion v2

. N
( Definici 6n 4

Un pseudografo G = (V, E, fy) estd compuesto por un conjunto no vacio de vértices V,
un conjunto de aristas [/, y una funcién v que asigna a cada arista un par no ordenado de

kvértices de V' (7 codifica las conexiones entre los vértices).

J
Si la aristae une los vértices,, v € V, (es decir, sty(e) = {u, v}) diremos que: y v
sonadyacentes o0 vecingsgue la arista esincidenteconu y v.
Si existen dos aristas distintas e, tales quey(e;) = y(e2) diremos que el
pseudografo tienaristas multiples

N

( Definici 6n 5

Un grafo simple G = (V, E, fy) es un pseudografo en el que no se permite que haya aristas
multiples ni bucles.

Un multigrafo G = (V, E,v) es un pseudografo en el que se permite que haya aristas
multiples pero no bucles.

G v
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Definiciones

Definici 6n 6
El niimero de aristas incidentes con un vértice v de un grafo (G se denomina grado o valencia

de v y se denota por d(v).

Nota: Los lazos contribuyen cammosunidades al grado del vertice correspondiente.

Definici 6n 7
Los vértices de grado 1 se denominan terminales . Los vértices de grado 0 se denominan
aislados . Un grafo sin aristas se denomina trivial .

Ejemplos: b C b C

(1) d@=1 db)=4 d(c)=3
2) d@=1 db)=2 d(c)=3
3) d@=1 db)=2 d)=1
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Algunos teoremas sencillos

e

Teorema 8 La suma de los grados de los vértices de un grafo G = (V, E) es dos veces el
numero de aristas. Es decir:

> d(i) = 2|E].

eV

\

Nota: Esto es cierto para pseudografos y multigrafos.

Corolario 9 En todo grafo G la suma de los grados de sus vértices es par.

Teorema 10 El nimero de vértices de grado impar en un grafo (G es par.

DEMOSTRACION: Si Vpar Y Vimpar SON l0S subconjuntos de vertices con grado par e in
respectivamente, entonces el teorema anterior implica que

0B = > d@) = > d@)+ Y di).

1€V iEVpar iEVimpar

Claramente ) ° d(i) es par, luego > d(7) debe ser par. Por lo tanto, el nimero
7;6‘/par iE‘/impar

vértices de grado impar debe ser par.

|
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Algunos teoremas sencillos

Corolario 11 En todo grafo (G con niimero impar de vértices hay un nimero impar de vértices
de grado par.

DemosTRrACION: El teorema anterior implica que el numero de vértices deairagar
siempre es par. Si el numero total de vértices es tambiérr,jmp@mnces el nimero de
vértices de grado par debe ser impat.

Nota: Para este tipo de grafos habra, por tanto, al menos un vddigeado par.
Podemos aplicar precisamente esto al problema numero @®echabia planteado.

Definici 6n 12
Un grafo es regular si todos sus vértices tienen el mismo grado.
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Algunos grafos sencillos

e Grafo completo de verticesk,,.
e CaminoP, y ciclo C,, den veértices.
e Rueda den + 1 vérticesW,,.

[ Definici 6n 13

Un grafo G = (V, E) es bipartito si V' se puede dividir en dos conjuntos no vacios y
disjuntos V7 y V5, de manera que cada arista e € [ conecta un vértice de V1 con otro de

V5 y viceversa.

e Grafo bipartito completo de y m verticesk,, ,,, S se une cada con cadan.

e a L

De izquierda a derecha: completo, ciclo, rueda, complgtarbto y camino.
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Algunos grafos sencillos

Definici 6n 14
El grafo (., (o cubico) es aquel formado por vértices que representan las cadenas de bits de
longitud n. Dos vértices son adyacentes si y solo si difieren en exactamente un bit.

10 11
o—©O
0 1
1
Q: 00, Y

110 111
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Grafos complementarios

[ Definici 6n 15 . -
El grafo complementario G = (V, E)) de un grafo simple G = (V, ) es aquel formado

por el mismo conjunto de vértices y tal que dos vértices son adyacentes en (= si y solo si no

son adyacentes en (5.
G G

Problema 2 B V|
Demostrar que |E| + |E| = ( )

2

Solucién:|E| + | E| son todas las aristas posibles entre cada pareja de véEies
decir, las tomamos de dos en dos asiduier [E| = (1))
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Grafos complementarios

Problema 3
Demostrar que si un grafo simple es autocomplementario G = (, entonces su nimero de
vértices es o multiplo de cuatro 6 multiplo de cuatro mas uno.

Solucién: si es autocomplementario entondels= |E|. Asi que siV| = n y tenemo:
en cuenta que
- V]
418 = (1),
entonces

2|E] = in(n+1)y4|E| = n(n+ 1) que es multiplo de 4 al ser cuatro veces a
Sin es multiplo de 4 se cumple laigualdad{si+ 1) es multiplo det 4 1 también.
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Subgrafos

Definici 6n 16
Ungrafo H = (W, F') esunsubgrafo de G = (V, E)siW CVyF CFE.

Definici on 17

La union de dos grafos simples G1 = (V1,E1) y Go = (Va, Es) es el grafo simple

G1 UGy = (Vl U Vs, B UEQ).
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Ejemplos

Problema 4
Sea K ,, el grafo completo de n vértices.

[ Dibujar Kl, KQ, Kg, K4 Yy K5.
e ;Cudl es el grado de los vértices de K,,? Solucion: n + 1

g) — n(n2_1)

e . Cuantas aristas tiene /K,,? Solucion: (

Problema 5
Encontrar los grafos complementarios de K33 3, C'3, Cs y Cs.

Solucion:

Dos ciclos de 3 vértices.

Un trivial de 3 vértices.

Dos grafos de una arista y dos vértices.

El mismo (C5).
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Ejemplos

Problema 6
Demostrar que en todo grafo simple sin vértices aislados hay al menos dos vértices del mismo
grado.

Solucién: Por ser no trivial(z) > 1, pues no tiene vértices aislados. Por ser grafo
simple se puede conectar con todos excepto con él mismoag{qu< |V | — 1. El

problema es equivalente ®| — 1 cajas y|V'| bolas. El principio del palomar garant
gue al menos en una caja hay 2 bolas, luego al menos 2 véréines £l mismos grac

Problema 7
Hallar el minimo nimero de vértices de un grafo con 7 aristas si d(z) < 3 paratodoi € V.

Solucion: Tenemos qué’| = 7y d(¢) < 3 para todo vertice. Debe cumplirse que
> d(i) =2|E| =14,

gue expandido podemos escribiralo mascémo3 +3 +3 +2 =14

1Z
o
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Representacion numérica de un grafo

| Definici 6n 18

Sea G = (V, E) un grafo. Consideremos una ordenacion vy, vz, . . ., V|y| de los vertices
de G. La matriz de adyacencia de GG asociada a dicha ordenacion es la matriz |V | x |V
cuyas entradas Aij cuentan el nUmero de aristas que unen v; con v;.

1 2 3 4

. (0102\1
P U I

““ o 1013

! ) \2 11 0)/4

e A es simétrica.
e SiGessimpled;; =0y A;; €{0,1}.
e Si(G es un multigrafoA;; = 0.

iCuidado!, una distinta ordenacién nos da una matriz dgstin
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Representacion numérica de un grafo

M e - ~
Definici on 19
Sea G = (V, E) un grafo. Consideremos una ordenacion vy, vz, . . ., V|y| de los vertices
de GG y una ordenacion e, €5, . . ., e g| de las aristas de (. La matriz de incidencia de G

asociada a dichas ordenaciones es la matriz |V'| x |F/| con entradas

{0 si e; no es incidente con v;
L; = | .
1 si e; es incidente con v;
\_ J
b a b c d e f g
1@ (1000011\1
gc Lo |1t 1000 |2
) \ ““ 1 olol1 o 1]0 0|3
e \olojo 1 1|1 1)/ 4
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Isomorfismos

Importante:No confundir un grafo con su representacion grafica.

[ Definici 6n 20
Dos grafos simples G1 = (V4, F1) y Go = (Va, E5) sonisomorfos  si 'y solo si existe una
funcion biyectiva f: V7 — V5 con la siguiente propiedad: a y b son adyacentes en GG siy

solosi f(a)y f(b) son adyacentes en (z5. Dicha funcion f se denomina isomorfismo .

e Una condicion necesaria (pero no suficiente) para que déssggaan isomorfos
es queli| = [Valy |E1| = |E|.

e Existenn! funciones biyectivas entre dos grafosrdeertices.

e Dos grafos son isomorfos si existen ordenaciones de susesgtales que sus
matrices de adyacencia sean iguales.

A4
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Isomorfismos

Problema 8
Decir si son isomorfos los siguientes grafos:

Solucion: No lo son, pues el segundo tiene un vértice de gtadosa que el primerc
no tiene.

Problema 9
Dibujar, salvo isomorfismos, todos los grafos simples de cinco vértices y cinco aristas.
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Caminos en un grafo

Definici 6n 21

Un camino (o cadena) en un grafo G = (V, E) es una secuencia alternada de vértices y
aristas de la forma vg, {vg, v1}, v1,{v1,v2}, V2, ..., vp—1, {ve_1, v}, ve. La longitud
del camino es igual al nUmero de aristas ¢ que lo componen. Existe una direccion implicita en
todo camino: vg es el vértice inicial y vy, el vértice final .

.

Notas:

e En un grafo simple, un camino se puede representar por laseggue lo
componenu; — vy — ... — Uy.

e En un camino se pueden repetir aristas/veértices.

Camino= (d, a, b, c,a,b)
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Caminos en un grafo

Definici 6n 22
Un camino en el que todas las aristas son distintas se denomina camino simple . Un circuito
es un camino simple cerrado (vg = vy). (se pueden repetir vértices)

Un camino simple en el que todos los vértices vg, v1, . .., Uy son distintos (excepto quizas
los extremos vg Yy vy) se denomina camino elemental . Un camino elemental cerrado es un
_ ciclo . )

Nota: En un camino simple se pueden repetir vertices.

€

Circuito= (¢, d,a,b,d, e, c)
c d
Camino elementak (a, c, e, d)

Ciclo = (a, b,d, a)

Ejemplo:{f,e,c, b, g, g} es circuito pero no ciclo.
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Grafos conexos

Definici 6n 23

desconectados entre si que se denominan componentes conexas del grafo.

.

Un grafo es conexo si cada par de vértices v, w € V pueden ser conectados por un camino
elemental. Un grafo no conexo esta formado por la union de varios subgrafos conexos y

Nota: Si dos vértices de un grafo se pueden conectar por un canmtamces existe un

camino elementajue los une.

DeEMosTRACION: De todos los caminos gue unen dichos extremgp$ tomamos uno de
menor longituch = vy — v — vy — ...v,_1 — vy = b. Este debe ser un camino

elemental. Sino lo fuese, deberia tener al menos dos \&itjaalesy; = v; con

0<i<j</{ Elcaminoa =vyg = vy = v2 = ...0; = Vj41 — ... 01 = Vg =0
también conecta conb y tiene menor longitud que el primitivo, lo que contradice la

hipotesis. Por tanto, dicho camino de longitud minima enefdgal.]

a b C

Caman: (a/7 b7 Cy 67 b? C? f)
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Grafos conexos

Definici 6n 24

Un punto de articulaci 6n o de corte de un grafo G es un vértice tal que si lo eliminamos
(junto con todas las aristas que le son incidentes) obtenemos un subgrafo con mas compo-
nentes conexas que (. Un puente de un grafo GG es una arista tal que si la eliminamos (pero
no los vértices con los que es incidente) obtenemos un grafo con mas componentes conexas
que G.

Ejemplo:

e Puntos de articulacior, ¢, vy e.
e Puentes: las aristds, b} y {c, e}.
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NUumero de caminos entre dos veértices

Teorema 25 Sea un grafo G con matriz de adyacencia A con respecto al orden
{vl, V2, ..., v|V|}. El nimero de caminos orientados diferentes de longitud n > 1 que

empiezan en v; y acaban en v; esta dado por la entrada (z’, j) de la matriz A™.

[ Corolario 26 Sea (G un grafo simple con matriz de adyacencia A, entonces
o A% =d(i)paratodo1 < i < |V].
o trA° = 2| E|.

e tr A3 = 6 x NUmero de triangulos no orientados en G.

. J

1 9 (0110\ (2112\

A_ | 101 2 | 1321

1 1 0 1 1 2 3 1

y—4 \ 0 11 0) \2 11 2/
(2552\

43 5 4 5 5 trA2 = 2|E| =10

5 5 4 5 trA> = 6|T| =12
\2 5 5 2/
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NUumero de caminos entre dos veértices

Nota: Si el grafo no es simple (multigrafo o pseudografo) el Carolanterior no
puede aplicarse.
: 0 1 2 5 3 1
A=1111 A2 =13 3 3
2 2 1 0 1 3 5
3
trA> = 13 # 2|E| = ) d(i) = 10
icV
d1) = 3 # (A% =5
d(2) = 4 # (A%)y = 3
5 9 13
A = 9 9 9 = trA’ = 19 # 6|T| = 12
12 9 5
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Grafos orientados o dirigidos

( Definici 6n 27 h
Un grafo dirigido G = (V, E) estd compuesto por un conjunto no vacio de vértices V' y
un conjunto de aristas (o arcos) £/, que es un conjunto ordenado de pares de elementos

_ distintos de V. )

Siu,w € V, entonces una aristac E es el par ordenad@:, w), representado por

e >0

Uu w

Nota: Las definiciones de multigrafo y pseudografo dirigidos so@@gas, no
permitiendose la contradireccion.
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Grados en un grafo dirigido

En un grafo dirigido los vertices tienen dos tipos de grados:

[ Definici 6n 28
El grado (o semigrado) interno  de un vértice v de un grafo dirigido G es el nimero de
aristas que llegan a v. El grado (o semigrado) externo de un vértice v de un grafo dirigido
L (5 es el nimero de aristas que salen de v.

C
Q) di(a)=0, da)=1, di(b)=2, d.(d)=2, dilc)=2, du.(c)=1
2) di(a)=0, de(a)=1, di(d)=2, do(b)=0, di(c)=1, do(c)=2
@) di(a)=0, da)=1, di(b)=1, d.(®)=1, dilc)=1, d.(c)=0

Proposici 6n 29 En un grafo dirigido G = (V, E) la suma de los grados internos de los
vértices es igual a la suma de los grados externos.
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Representacion numérica de un grafo dirigido

Definici 6n 30

Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Consideremos una ordenacion vy, v2, . .., vy| de los
vértices de (5. La matriz de adyacencia de (G asociada a dicha ordenacion es la matriz
|V| x |V| cuyas entradas A;; cuentan el nimero de aristas que comienzan en v; y acaban

en Uj.
J

—

_ o O O W
O O = O

~ 0 N =

N—

e A esno es simétrica en general.
e SiGes Slmple,Am =0y Aij S {O, 1}
e Si(G es un multigrafoA;; = 0.
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Caminos en un grafo dirigido

Definici on 31
Un camino en un grafo dirigido G = (V, E) es una sucesion de aristas de la forma
(/007 Ul)a (Ula /02)7 2003 (’Ue—la /Uﬁ)-

Notas:

e Notese que todas las aristas del camino tienen la mismacaiirec

e Las definiciones de camino elemental, camino simple, ¢oguciclo para grafos

dirigidos son analogas.

Camino= (c,a,b,d,a,b)
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Arboles

Definici 6n 32
Un arbol es un grafo simple y conexo que no contiene ciclos. Un bosque es un grafo simple
gue no contiene ciclos. Cada componente conexa de un bosque es un arbol.

. rama

[
hojas

Ejemplos:

e Arbol genealdgico.

e Arbol de directorios de un ordenador.
e Organigrama de una empresa.
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Caracterizacion de los arboles

Teorema 33 (a) Elgrafo (G es un arbol siy solo si es conexo y al borrar cualquier arista se
obtiene un grafo disconexo.

(b) El grafo (G es un arbol siy s6lo si no contiene ciclos y al afiadir cualquier arista se crea
un ciclo.

\

DEmMOSTRACION: Parte (a)=-) Si G es un arbol entonces es conexo por definicion.
Supongamos que al borrar la arista: {u, v} el grafo que obtenemds’ sigue siendc
conexo. Luegd-’ contiene un camino elementBlque conecta y v. Pero si ponem
otra vez la arista = {u, v}, ésta junto corP forman un ciclo, lo que contradice la
hipotesis de quér sea un arbol.

<) Solo nos queda demostrar gtieno contiene ningun ciclo. Supongamos por el
contrario que&~ contiene un cicla’. Si borramos una arista dg, el grafo resultante
(G’ sigue siendo conexo, lo que contradice la hipotesis.

Proposici 6n 34 Sea (G un grafo conexo tal que contenga un ciclo C'. Entonces al borrar
cualquier arista de C' el grafo resultante es conexo.

|-

DS
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Propiedades de los arboles

Teorema 35 Un grafo G = (V, /) es un arbol si y solo si existe un Gnico camino elemental
(no se repiten ni aristas ni vértices) entre cualquier par de vértices.

DEMOSTRACION: =) EXiste al menos un camino al g8rconexo. Si dicho camino no
fuese uUnico, entonces dos de esos caminos formarian unloicioe contradice qué
sea un arbol.

<) Dados dos vértices existe un unico camino elemental quenlwduegoG es
conexo. Ademas si hubiese un ciclo que los conectase,reaistios caminos
elementales entre dichos veértices, lo que contradice Edss.L]

Teorema 36 Todo arbol con al menos dos vértices tiene al menos dos vértices de grado uno.

DEMOSTRACION: TOmMmamaos un vertice cualquiera y seguimos un camino eleihteata
el final, que sera un vértice de gratloComo el grafo es finito, si €ésto no ocurre,
deberiamos visitar un vértice ya visitado; pero esto imapiecla existencia de un cicl
lo que contradice que sea un arbol. Comenzamos ahora otin@alemental a parti
de este vértice de grado Por el mismo argumento deberiamos acabar en otro vé

de gradal. []

O

B

I
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Propiedades de los arboles

Definici 6n 37
Procedimiento para hacer crecer un arbol:

1. Comenzarcon G = ({r}, (), donde r es el nodo raiz.

2. Dado G = (V, F), afiadir un nuevo vértice u y una nueva arista {u, v} donde v € V.

Teorema 38 Todo grafo obtenido por este procedimiento es un arbol y todo arbol se puede
construir de este modo.

DEmMOSTRACION: Sea(s,, un grafo que se pueda obtener via dicho procedimienta.cor
vertices.(G; es un arbol y supongamos que todos los gréfpsonk < n son arboles.

Si afiadimos un nuevo vertieey una aristalv, v}, el nuevo grafo es también un ark
es conexo (ya qué',, lo es) y no tiene ciclos (ya qu&,, no los tenia yl(v) = 1).
Demostraremos por induccion que todo grafoudeertices se puede construir de es
manera(; es un arbol. Supongamos que todos los arboles:cerl vértices se
pueden obtener por este procedimientoG%s un arbol com > 2 veértices, entonce:
existe un vértice de gradaol (Teorema 36). Silo borramos obtenemos el subgft
conn — 1 vértices.G’ es conexo (ya qué' lo era yd(v) = 1) y no contiene ningun
ciclo. LuegoG’ es un arboll]
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Propiedades de los arboles

Teorema 39 Todo arbol de n vértices tiene n — 1 aristas.

DemosTRACION: El arbol conn = 1 no tiene aristas. El Teorermal 38 nos garantiza qu
podemaos construir un arbol anadiendo un vértice y una astada paso. Pero asi/n
modificamos la diferencia entf&| y |V|.

N\

p
Teorema 40 Si (& es un grafo de n vértices, entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. (G esun arbol.

2. (G es conexo y tiene n — 1 aristas.

3. G'tiene n — 1 aristas y no tiene ciclos.

\. J
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Propiedades de los arboles

Problema 10
Demostrar que las parafinas C', Hs,, 1o tienen moléculas de tipo arbol.

Solucion: Los carbonos (vértices) tiene cuatro enlacesigtha adyacentes) y los
hidrogenos (vértices) uno (una arista adyacente). Asiendrémosin grados para I
carbonos2n grados para los hidrogenos que no estan en los extremos § gueda
esos extremos. Asi que

> d(i)=4n+2n+2.

Como

> dG) = 2/E]

podemos decir qugr| = 3n + 1. Por otro lado, de la férmula quimica deducimos
V| =n+ (2n + 2) = 3n + 2 y comparando concluimos qu&| + 1 = |V|. Como e
grafo es conexo (solo un molécula) y el numero de aristaslesis@ menos que el
ndmero de vértices podemos afirmar que es arbol.

gl
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Ejercicios

Problema 11
Dibujar todos los arboles (salvo isomorfismos) de cuatro y cinco vértices.

Problema 12
¢ Cuantos arboles tiene un bosque de 62 vértices y 51 aristas?

Solucion: del enunciadé; + Eo + -+ -+ E, =51y Vi + Vo 4+ - -+ V. = 62. Comc
es arbolE =V — 1, asi que
Fi+14+Ey+1+---+FE,+1=FE1+FEs+---+ FE,. + k= 62.
Comparando esta ultima expresion con la primidra- £ = 62, luegok = 11

Problema 13
Demostrar que si en un arbol todos los vértices que no son hojas tienen grado tres, entonces el
arbol tiene un namero par de vértices.

Solucion: La hojas tiene grado 1 (impar) y los demas tiendayB(impar). Todos los

vertices tiene grado impar. Y segun un teorema ya visto ebndile vértices de gra
impar (todos en este caso) en un grafo G es par.

ol
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Arboles generadores

Definici 6n 41
Un arbol generador o recubridor  de un grafo conexo (G es un arbol que contiene todos los
vértices de (G y es subgrafo de (.

G Si No NoO
Definici 6n 42

Un grafo ponderado G = (V, E,w) es un grafo en el que a cada arista ¢ € F se le asocia
un peso w(e) € R.
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Arboles generadores minimos

Definici 6n 43
Un arbol generador minimo  de un grafo conexo ponderado es un arbol generador tal que la
suma de los pesos de sus aristas es la mas pequena posible.

Aplicacion:
Construir una linea telefénica (o un sistema de autopistaisg¢ una serie de ciudade
tal que el coste sea minimo y todas estén conectadas.

Nota:
El nUmero de arboles convértices crece muy rapidamente con

Definici 6n 44
Un algoritmo voraz es aquel que en cada paso toma la eleccion 6ptima.

La eleccion 6ptima en cada paso intermedio no garantizaalnei@n optima para todc

el problema. Sin embargo, en el caso del arbol generadorsderpgimo los
algoritmos (voraces) de Prim y Kruskal si funcionan.
Nota: el arbol recubridor de peso minimo no tiene por qué isieou

| -4

S
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Algoritmo de Prim, 1957

Algoritmo 45 (Algoritmo de Prim)
procedure Prim(G: grafo ponderado conexo con n vértices)
I’ = arista con peso minimo
foro=1ton — 2
begin
e = arista de peso minimo incidente con un vértice de 1’
y que no forme un ciclo si se le afiade a I’
T' = T con la arista e afadida
end

Notas:

e La aristac puede no ser unica.
e El arbol generador de peso minimo puede no ser Unico
e Elresultado es un arbol convertices, luego tiene que tener 1 aristas.

Teorema 46 Dado un grafo conexo ponderado (5, el algoritmo de Prim produce un arbol
generador minimo de G.
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Algoritmo de Prim

(A) (B)

(A): {e,d}U{e,c}U{c,b} U{b,a}tU{a, f}
(B): {e,d}uUdd,c} U{c,b} U{b,a} U{a, f}
(C): {a,b} U{b,c} U{c,e} U{e,d} U{e, f}
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Algoritmo de Kruskal, 1957

Algoritmo 47 (Algoritmo de Kruskal)
procedure Kruskal(G: grafo ponderado conexo con n vértices)

T = (@7@)
fore=1ton—1
begin

e = arista de peso minimo que no forme un ciclo si se le aflade a I’
1" = T con la arista e afiadida
end

Notas:
e La aristae puede no ser Unica.

e La aristae puede no ser incidente con ningun vérticeéléen

Teorema 48 Dado un grafo conexo ponderado (5, el algoritmo de Kruskal produce un arbol
generador minimo de G.

Nota: en este caso la incidencia no es necesaria.
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Algoritmo de Kruskal

(A) (B)

(A): {e,d}U{a,b} U{e,c} U{c,b}U{a, f}
(B): {e,d}U{a,b} U{c,b} U{c,d} U{a, f}
(C): {a,b}U{e,d} U{e,ctU{c,b}U{e, f}

DM — p.43/80



Notas:

e Ambos algoritmos se pueden usar para obtener un arbol glemeta un grafo
conexo [no ponderadd} = (V, F).

e Los algoritmos voraces pueden fallar en problemas pargcido

Problema 14
Encontrar un ciclo que pase por todos los vértices de un grafo y minimice la suma de los pesos
de las aristas correspondientes.

d 3 C d 3 C
a 1 a 1 b

e Algoritmo voraz:{a, b} U{a,c} U{c,d} U{d,a} = > w(e) = 10.
e Ciclo minimo:{a,b} U {b,c} U{c,d} U{d,a} = >  w(e)=9.
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Ejemplo: Disefio de una red telefonica local

Problema 15
El plano muestra los puntos de conexion y las posibles lineas telefonicas en una urbanizacion.

La zona quedara comunicada cuando dos puntos cualquiera estén conectados. En rojo esta
indicado el precio de cada linea en miles de euros. Calcular el disefio de la red mas barata que

conecte la zona.
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Mas ejemplos

Problema 16
Calcular mediante el algoritmo de Kruskal un arbol generador minimo del grafo:

13
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Mas ejemplos

Problema 17
Estudiar si el siguiente grafo admite un arbol generador de peso menor o igual que 12:

DM — p.47/80



Grafos planares

Definici 6n 49
Un grafo es planar si puede ser dibujado en el plano sin que sus aristas se crucen. Una

representacion de un grafo planar en la que las aristas no se crucen se denomina grafo
plano .

\.

Ejemplo: K4 es planar; perd<s y K5 3 no o son.

Teorema 50 (Kuratowsky, 1930) Un grafo es planar si y s6lo si no contiene como subgrafo
a ninguna subdivision de K5 ni de K3 3.

Definici 6n 51
Insertar un nuevo vértice en una arista de un grafo se denomina subdividir dicha arista. La
subdivision de una o mas aristas de un grafo (G da lugar a una subdivisi 6n de G.
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Grafos planares y grafos duales

Teorema 52 (F 6rmula de Euler, 1752) Ungrafo G = (V, E') plano y conexo divide al plano
en R regiones de maneraque |V| — |E|+ R = 2.

R=2+|E|—|V|=2+6—5=3

[ Definici 6n 53
Dado un grafo G = (V, E) plano, podemos construir su grafo dual G* = (V*, E*) de la
siguiente manera: introducimos un vértice del grafo dual » € V' * por cada region r en la que
(G divide al plano. Los vértices 1,2 € V™ tienen tantas aristas incidentes e € E* como
| aristas comparten las regiones 71, ro definidas por el grafo 5.

X = |E]
V¥ = R
R* = [V
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Grafos duales

Definici 6n 54
El grado de una regi 6n r de un grafo plano se define como el grado del vértice correspon-
diente r € V* en el grafo dual.

Teorema 55 En un grafo plano y conexo se cumple que

2|E| = Suma de los grados de las regiones .

DEMOSTRACION: Sabemos que|E| = ) .y, d(i). Aplicamos esta férmula al grafo du:

G* — (V*,E*)
20B%| = > di) = Y _d(r)

1eEV* reR

Como|FE| = |E*| el teorema esta demostradbl

Teorema 56 (Teorema de los cuatro colores, v2) Todo mapa (en una esfera) puede ser
coloreado con a lo sumo cuatro colores.
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Algunos ejemplos
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Algunos corolarios

Corolario 57 Si G es un grafo simple, conexo y plano con |V| > 3, entonces |E| <
3|V| - 6.

DEMOSTRACION: 2| E/| = ) d(r) > 3R (3 es el grado minimo). Segun Euler

V| — |E|+ R =2, asi quek = 2 — |V| + | E| que podemos multiplicar por 3
quedandd@R = 6 — 3|V| + 3| E/|, que podemos sustituir en la primera ecuacion
quedand@|E| > 6 — 3|V | + 3| E| y que simplificamos hastd| =< |V| — 6. [

Aplicacion: K5 no es planarlV'| = 5; |E| = 10. Luego,10 = |E| > 3|]V| -6 = 0.

Corolario 58 Si G es un grafo simple, conexo y plano con |V| > 3 y no tiene ciclos de
longitud 3, entonces |F| < 2|V| — 4.

Problema 18
Usar el corolario para probar que K3,3 no es planar.

Solucion:|V| = 6 por tanto se cumple qué& | > 3, no tiene ciclos y es conexo. Si
fuese plangF| < 2|V| — 4, como|E| = 9 vemos qué < 2 -4 = 8, no es cierto, asi
que por tanto no es plano.
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Algunos corolarios

Problema 19

Sean dos grafos (G1 y GGo. (G1 es un grafo plano conexo de 10 vértices y que divide al plano en
3 regiones. (G5 es un grafo de 10 vértices todos ellos de grado mayor o igual que 3. ¢Son
isomorfos G1y Go?

Solucion: Paray; tenemos quél' | — |E| + R = 2, que en este caso es

10— |E|+3=2,asiqueEq| =11

ParaG, tenemos qué|E| = ) . d(7), que en nuestros caso&g’| > 3 - 10, asi que
|[Ega| > 15

Como para que sean isomorfos deben tener el mismo numeraetobes§ aristas comc

minimo, como en esta caso el numero de aristas es incongatitinces no son
Isomorfos.
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Emparejamientos en grafos

Definici 6n 59
Un emparejamiento completo o perfecto  de un grafo con 2n vértices es un subgrafo gene-
rador formado por n aristas disjuntas.

Notas:

e Todos los vértices d€ pertenecen al subgrafo.
e Cada vertice dé- solo tiene una arista incidente perteneciente al subgrafo.
e En grafoshbipartitoses menos dificil:

e ¢ De cuantas maneras puedo teselar una cuadricula con fecamtho?

e ¢/ Es posible que en una fiesta todos los participantes quasecam bailen
simultaneamente?
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Emparejamientos en grafos

tonces contiene un emparejamiento perfecto.

Teorema 60 Si todos los vértices de un grafo bipartito tienen el mismo grado d > 1, en-

Problema 20

Sea el grafo G, con 2(n + 1) vértices
Uo Uy Uz Un—1 Up
Vo U1 V2 Upn—-1 Up

e (Es (5,, bipartito? ¢Es planar?

e Calcular el nUmero de emparejamientos completos de (,,.

e Demostrar que satisface: a,, = a,,—1 + 2a,,_o paran > 3cona; = 3y as = .

e Resolver la recurrencia y probar que a,, = % 2712 4 (—1)" T,

Corolario 61 Para todo . > 0, se tiene que 3 | [2"+2 4 (—1)"F1].
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Grafos eulerianos

Problema 21

En la ciudad de Konigsberg (Kaliningrado) hay un rio y siete puentes. ¢ Es posible dar una vuelta

y cruzar cada puente una sola vez?

Representacion en término de grafos:
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Grafos eulerianos

Problema 22
Dado un grafo G = (V, E), ¢existe un circuito que contenga cada arista e € E? [Al ser
circuito debe contener cada arista una sola vez].

[ Definici 6n 62
Un circuito euleriano es un circuito que contiene a todas las aristas del grafo. Un grafo que
admite un circuito euleriano se denomina grafo euleriano .
Un camino euleriano es un camino simple y abierto que contiene todas las aristas del grafo.
| Un grafo no euleriano que admite un camino euleriano se denomina grafo semi-euleriano

[ Teorema 63 Un grafo conexo es euleriano si y solo si todos sus vértices tienen grado par.
Un grafo conexo es semi-euleriano si y solo si contiene exactamente dos vértices de grado
impar.

Un grafo dirigido conexo es euleriano si y solo si para cualquier vértice el grado interno coin-
| cide con el grado externo.

Luego, elproblema de los puentes de Konigsbesgiene solucion: el grafo
correspondiente no es ni euleriano ni semi-euleriano.

Problema 23
¢ Para qué valores de n son eulerianos los grafos K,,, C,, y Q,,?
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Algoritmo de Fleury

SeaG = (V, E') un grafo conexo con todos los vértices de grado par:

(1) Paso inicial:Escogemos un vérticg como origen del circuit@’y = {vg}.

(2) Extension del circuitoSea el circuita”; = {vg, e1,v1,...,¢e;,v;} dondev; € V
ye; € L.
e Siexiste una unicaristae; 1 = {v;,w} € E\ {e1,e2,...,€;}:
o CZ — Ci—i—l — {’UO, €1,V1y...,€4,V4,€E4+1, ’lU}
o V = V\{v}

o > F \ {61'4_1}

e Si hay varias aristas incidentes cgn elegimos cualquiera de ellas con la
condicion queno Seapuente . Si escogemos
€it+1 = {?}i,UJ} ckb \ {61, €2y ey 6@}:

o CZ %Ci—i—l — {v())el)vla"'7ei7vi76i+17w}
® E%E\{eﬁl}

(3) Repetimos el Paso (2) hasta de= () (| E'| pasos).
C|g| es el circuito euleriano buscado.
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Ejemplo

Problema 24
Encontrar un circuito euleriano en el siguiente grafo:
d e J
C
a b g
Problema 25

Encontrar un circuito euleriano en el siguiente grafo:

J b
d: :C 6: :g
a h
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Ejemplo

Problema 26
Disenar un algoritmo para encontrar un camino euleriano.

Problema 27
Encontrar un camino euleriano en el siguiente grafo:
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Grafos hamiltonianos

Problema 28
En una cena entre diplomaticos hay que tener cuidado de sentar juntos a diplomaticos de paises

amigos y sentar separados a diplomaticos de paises enemigos. ¢ Es posible hacer ésto con n
diplomaticos?

Problema 29
¢ Es posible encontrar un ciclo en (7 tal que pase por cada vértice una sola vez?

Este tipo de problemas son equivalentes a que su grafo sekomasmno.
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Grafos hamiltonianos

\.

Definici 6n 64

Un ciclo hamiltoniano es un ciclo que contiene a todos los vértice del grafo. Un grafo que
admite un ciclo hamiltoniano se denomina grafo hamiltoniano

Un camino hamiltoniano es un camino elemental y abierto que contiene todos los vértices
del grafo. Un grafo no hamiltoniano que admite un camino hamiltoniano se denomina grafo
semi-hamiltoniano .

J

Nota: El problema de decidir si un grafd arbitrario tiene un ciclo hamiltoniano es
mucho mas dificil que decidir si tiene un circuito euleriakbproblema no tiene
solucion general, aunque existen condiciones suficiemesstilo siguiente:

Teorema 65 (Dirac, 1950) Si (G es un grafo simple con n vértices y cada vértice tiene un
grado > n/2, entonces G es hamiltoniano.
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Grafos hamiltonianos

Problemas:

e Demostrar quds,, es hamiltoniano para todo> 3.
El grado de cada vértice €¢;) = n — 1. Segun el teorema de Dirac si
n — 1 > n/2 es hamiltoniano, caso que se cumple cuamde 3, pues2 > 3/2

e Demostrar quéy,, ,,, €s hamiltoniano siy solo si = m > 2.
Los grados de los vértices son o biefel mas pequefio) o bien, asi que
V| = m + n. Segun el teorema de Dirac y eligiendo el caso mas conflictivo

n > M que se cumple si solo 8i= m.
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Aplicacion: codigos de Gray, 1940

Definici 6n 66
Un codigo de Gray de orden

T es una cadena ciclica formada por 2™ secuencias binarias de
longitud 7 con la propiedad de que cualquier par de secuencias adyacentes difieren Unicamente

en un bit.
100 000
101 001
111 011
110 010

Los codigos de Gray permiten reducir el error al leer la posiangular de una aguj;

en una rueda.

110

101

111

000

001

100

011

010
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El problema del viajante

Problema 30

Un viajante tiene que cubrir 1 ciudades interconectadas todas entre si. Su objetivo es salir de
Su casa, visitarlas todas una sola vez y volver a su casa al finalizar de manera que la distancia
recorrida sea minima.

Este problema consiste en encontrar entre todos los cialogtbnianos del grafo
ponderaddy,, = (V,,, F,,,w) unoC' que minimice la funcion

E(C) = Z We -

ecV (CO)

Este problema es muy dificil y no se conocen algoritipoisnomicosque lo resuelvan.
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Problemas

Problema 31

Demostrar que el nUmero de ciclos hamiltonianos no dirigidos que tiene K ,, conn > 3 es
(n—1)!/2.

Solucidn: Al principio hay(n — 1) a elegir, luegdn — 2) y asi sucesivamente por o
que(n —1)(n—2)(n—3)--- = (n — 1)!. Como no es dirigido estamos contando|e

doble asi que el numero de ciclosig2(n — 1)!

Problema 32

Encontrar los arboles generadores de menor y mayor peso en el siguiente grafo ponderado:

Solucién: se hace por Kruskal, eligiendo la arista de mageopluego la segun
mayor peso y asi sucesivamente.

da de
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Problemas

Problema 33

¢ Existe algun grafo simple de n vértices y m aristas y tal que su matriz de adyacencia satisfaga

tr A3 = (2n + 1)(2m + 1)?

Solucién: Sabemos quérA® = 67, pero com®(n + 1)y (2m + 1) son impares su

producto es impar gue no puede ser 6 veces algo, que es par.

Problema 34
Encontrar un circuito euleriano en el siguiente grafo orientado:
g h 7
o ®
e
d >9 f
o< é
a b C

Solucién: Un posible circuito €gi, ¢, f,i, h, f,c,b,e, h,g,d, b, a)
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Coloraciones propias de un grafo

Problema 35
En el congreso Lattice’06 hay seis conferencias de una hora programadas para el dia inaugural

{cl, Coy. 06}. Entre la audiencia hay quienes quieren escuchar los pares de conferencias

{c1,c2},{c1,ea}, {3, 5}, {ca,c6}, {ca, 5}, {c5,c6} y {c1, c6}. ¢Cuantas horas son
necesarias para poder dar todas las conferencias sin solaparse?

Definici 6n 67
Una coloraci 6n propia (con ¢ colores) de un grafo G = (V, E) es una funcionc: V —
{1,2,...,q} tal que c¢(u) # c(w) siempre que u y w sean adyacentes.

Notas:

e Dado un grafds = (V, F) el numero total de coloraciones (propias y no prof
congq colores eg!"!.
e Entodo lo que sigue consideraremos sloraciones propias

e En la definicion coloreamos los vértices@e También se pueden
colorear las aristade G con la siguiente condicion: 8i f € F, c(e) # c(f)
siempre que, f sean incidentes con el mismo vertice.

)¢
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Coloraciones propias de un grafo

IS
I
v

Dos preguntas dificiles:

1. ¢Cuéantas coloraciones c@uoloresP;(q) se pueden conseguir SOFe
2. ¢Cuantos coloresnecesito como minimo para poder coloré&r

Definici 6n 68
El nimero crom atico X (G) de un grafo G es el menor entero ¢ tal que existe una coloracion
de GG con q colores; es decir, P (q) > 0 paratodo ¢ > x(G) € N.

Notas:

e Elnumero cromatico del grafo anterior g&&) = 3.
e No hay algoritmogolinomicospara calculaPz(q) 6 x(G).
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Algoritmo voraz para colorear un grafo

Algoritmo 69 (Algoritmo voraz)

procedure (G: grafo simple conexo con n vértices)

Ordenamos los vértices de V': {vl, V2, ..., vn}

c(vy) =1

fort =2ton

begin
Si ={q | c(vg) = q, paratodo vy, vecino de v; con k < i}
c(v;) = color mas pequefio que no esté en S;

end

Notas:

e No calculamos((G), sino una cota superior (muy) dependiente de la ordens
usada.

e Para calculax(G) habria que considerar la$ ordenaciones posibles de los
vertices (tiempo exponencial).
Problema 36
Aplicar el algoritmo voraz al problema de la conferencia con las siguientes ordenaciones:

(a) {Cl7 C2,C3, C4, Cs, 66} y (b) {Cla C2, Cg, C4, Cs, 63}-
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Algunos teoremas

Problema 37
Calcular el nimero de coloraciones con g colores que puedo obtener con el grafo K, .

Teorema 70 Si GG es un grafo con grado maximo k, entonces x(G) < k+1 .

Teorema 71 (Brooks, 1941) Si (G es un grafo no completo, conexo y con grado maximo
k > 3, entonces x(G) < k.

Ejemplos:

e K, esregular con graddy x(K,) = 4.
e (5,11 esregular con graddy x(Cs,11) = 3.

Proposici 6n 72 Un grafo G es bipartito si y solo si x(G) = 2.

Teorema 73 Un grafo es bipartito si y s6lo si no contiene ciclos de longitud impar.

Corolario 74 Todos los arboles son bipartitos
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El teorema de los cuatro colores

Teorema 75 (Appel y Haken, 1976) Pg(4) > 0 para todo grafo planar G.

Bastan cuatro colores para colorear un mapa de tal modo gpaises vecinos tenga
colores distintos.

Notas:

Fue conjeturado en 1852.

En 1879 Kempe publicé una prueba erronea; pero encontrddas i
fundamentales.

Heawood (1890) encontrd el error en la prueba de Kempe y dedrel$eorema
de los cinco colores

La prueba original fuasistidapor ordenador (jmas de00 horas de CPU!).
No existe aun una prueba analitica.

No existe un teorema de los tres colores: existen grafosparcon nimero
cromaticoy(G) = 4: e.g. K.
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Problemas de camino minimo

Problema 38
Encontrar el camino de longitud minima que une un vértice inicial s y un vértice final £ en un

grafo G = (V, E') conexo, simple y ponderado con todos los pesos positivos (w; > 0 para todo
1 € B).

Solucion El algoritmo de Dijkstra (1959).

Teorema 76 El algoritmo de Dijkstra encuentra la longitud del camino mas corto entre dos
vértices de un grafo conexo, simple y ponderado con todos los pesos positivos.

Proposici 6n 77 El algoritmo de Dijkstra, aplicado sobre un grafo conexo, simple y ponderado
con todos los pesos positivos y con 1 vértices, realiza O(nz) operaciones (sumasy
comparaciones).
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El algoritmo de Dijkstra

ldea:
En cada iteracion a cada vértigse le asignan dos etiquetas que pueden ser 0 bier

temporalesd;, P;) o bien permanentgsd;, P;) |

e La etiqueta),; es una estimacion de la longitud del camino minimo desde el
vértice inicials hasta el vertice actual

e La etiquetaP; es una estimacion del predecesor del vertiea dicho camino.
Denotaremos;; > 0 al peso de la arist@, j} € E.

Problema 39
Calcular el camino de menor longitud entre s y ¢ en el siguiente grafo:

b 5 d
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El algoritmo de Dijkstra (2)

(1) Paso inicial:Marcamos el origen con la etiqueta permanent@, s) |.
El resto de los vértices € V (j # s) se marcan temporalmente:
e Si{j,s} € E, se marca cofws_;, S).
e Si{j, s} ¢ F, se marca cofoo, —).

(2) Seav € V el Ultimovertice que se ha vuelto permanente. Examinamos cada

verticetemporalj comparandd; con el valor ded,, |+ w, ;.

o Si|d, |+ w,y ; < d;, cambiamosd;, P;) por (| 6, |+ wy i, v).

e Si|d, |+ w,y; > d;, NO hacemos nada.

(3) De entre todos los vertices temporajesxaminados, elegimos aquél cuyasea

minimadmin.
e Sidmin = oo el algoritmo termina: no hay camino enwg t¢.

e Sidmin < oo, marcamos dicho vertice con etiqueta permanente.
(Esta estimacion so6lo puede empeorar porgye> 0).

(4) Si el vertice marcado esel algoritmo termina: el camino mas corto eningt se

obtiene siguiendo las etiguetas permanentes.
Sino e<, volver al paso (2).

| >4
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El algoritmo de Dijkstra: Ejemplo

Vértice | Paso 1| Paso2| Paso3| Paso4| Paso5 | Paso6
S (0, s) * * * * *
b (4, s) (3,¢) (3,¢) * * *
c (2, s) (2, s) * * * *
d 00 (10,¢) | (8,b) (8,0) * *
e 00 (12,¢) | (12,¢) | (10,d) | |(10,d) *
t 00 00 00 (14,d) | (13,e) (13,¢)
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El algoritmo de Dijkstra: Ejemplo

Vértice | Paso 1| Paso2| Paso3| Paso4| Paso5 | Paso6
S (0, s) * * * * *
b (4, s) (3,¢) (3,¢) * * x
c (2, s) (2, s) * * * *
d 00 (10,¢) | (8,b) (8,0) * *
e 00 (12,¢) | (12,¢) | (10,d) | |(10,d) *
t 00 00 00 (14,d) | (13,e) (13,¢)
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El algoritmo de Dijkstra: Ejemplo con grafos dirigidos

El algoritmo de Dijkstra permite, con las variaciones oby@btener el camino mas
corto en un grafo dirigido

Vertice | Paso1l| Paso2| Paso3| Paso4 | Paso5 | Paso6
S (0, s) * * * * *
b (4, s) (4, s) * * * *
00 (5,0) (5,0) * * *
d 00 00 (13,¢) | |(13,¢) x *
e 00 00 (15,¢) | (15,¢) (15, ¢) *
t 00 00 00 (19, d) (18, ¢) (18, ¢)

DM — p.77/80



El algoritmo de Dijkstra: Ejemplo con grafos dirigidos

El algoritmo de Dijkstra permite, con las variaciones oby@btener el camino mas
corto en un grafo dirigido

Vertice | Paso1l| Paso?2| Paso3| Paso4 | Paso5 | Paso6
S (0, s) * * * * *
b (4, s) (4, s) * * * *
00 (5,0) (5,0) * * *
d 00 00 (13,¢) | |(13,¢) x *
e 00 00 (15,¢) | (15,¢) (15, ¢) *
t 00 00 00 (19, d) (18, ¢) (18, ¢)
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Mas ejemplos: distancia entres y b

Veértice | Paso 1| Paso2| Paso 3| Paso4| Paso5| Paso6
S (0, s) * * * * *
b (10,s) | (10,s) | (8,d) (8,d) * *
c (2, s) (2, s) * * * *
d 00 (7,¢) (7,¢) * x *
e 00 (12,¢) | (9,d) (9,d) (9,d) *
t 00 00 (13,d) | (13,e) | (12,¢e) | |(12,¢e)
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Mas ejemplos: distancia entres y b

Veértice | Paso 1| Paso2| Paso 3| Paso4| Paso5| Paso6
S (0, s) * * * * *
b (10,s) | (10,s) | (8,d) (8,d) * *
c (2, s) (2, s) * * * *
d 00 (7,¢) (7,¢) * x *
e 00 (12,¢) | (9,d) (9,d) (9,d) *
t 00 00 (13,d) | (13,e) | (12,¢e) | |(12,¢e)
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Ejemplos

Problema 40

Hallar un camino de longitud minima entre los vértices a y z del grafo siguiente. Hallar también

las distancias d(a, a), d(a, z), d(b, z) y d(c, z).
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Problemas

Problema 41
Utilizar el algoritmo de Dijkstra para determinar en el grafo ponderado siguiente un camino de

longitud minima entre los vértices Z y A.
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