Anélisis de Funciomes de Variable Compleja. Grupo U. Curso 2014-15
Préactica 1.
1.-Escribir en forma binémica los siguientes niimeros complejos:

e () e (A=) () o)’

2.- Calcular el médulo y el argumento principal de los siguientes niimeros
complejos:

i =2 (149
—2-2"143i" V2

3.- Demostrar:

a)
Vz € C,[Rez| +|Imz| < V2|2

b)
Vz € C,con |z] <1 se verifica [Im(1 —% + 2°)| <3

4.- Demostrar que si z € C\ {1} entonces

1 — Zn—H

Zz w5 , Vn >0

Si 2" = 1 para un cierto n € N, probar que

1
=0
0

3
|

=~
I

Concluir probando la identidad trigonométrica de Lagrange:

Zcos(k@) = % + Sl [2(7;:01//22) 4 , V0 € (0, 27]

5.- Probar:
a)

[z -]

[ ] 1~ 1ol 1 3mmnlica 1
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b)

—

|zl =1y |a| <1 implica =1

—Qaz

6.- Sean z1, 29, ..., z, € C con n > 2 tales que

Zn:Zj =0
j=1

Sea r una recta que pasa por el origen. Probar que para cada i ,1 <17 < n,
z; € r o bien existen dos puntos cada uno de ellos en uno de los dos semiplanos
abiertos determinados por 7.

7.- Sea R > 0 el radio de convergencia de Y a,z". Determinar el radio
de convergencia de las series:

oo oo oo
k. n. kn. n?
E a,z"; E anz""; E anz

n=0 n=0 n=0

donde k£ > 1 es natural.

8.- Demostrar que existe una funcién entera u(z) definida por ) a, 2" tal
que ' =u—1yu(0)=2.

9.-Probar:

SizeCy Rez" >0,Vn € N, entonces z € R

10.- Probar: .

T .k

VmEZ,Hsin—W: mn
k=1

m 2m—1

(Indicacion: Factorizar 2™ — 1 para llegar a

m = H (1 . €i2k7r/m)

y evaluar m.m.
11.- Determinar todos los polinomios arménicos u de la forma

u(z,y) = ar® + ba*y + cay® + dy?
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12.- Sea €2 C C abierto y conexo. Sean u y v armoénicas en 2. jBajo que
condiciones es armonica u.v ?

Demostrar que u? no puede ser arménica a menos que v sea constante.
;Para que funcién f € H(Q) es | f|> arménica?

13.- Sea Q2 C C abierto y conexo y f € H(Q2). Probar: |f| constante en
) implica f constante.

14.- Sea 2 C C abierto y conexo y f € H(Q2). Si f(€) esta incluido en
una recta, probar que f es constante.

15.- Obtener una férmula para calcular el argumento principal de un
nimero complejo 2 =z + iy en C\ {z € R: x < 0}.

16.- Sean > % an > -, a, series convergentes de nimeros complejos.
Probar que si una de ellas es absolutamente convergente entonces su producto
de convolucién 22021 ¢, cuyo término general estd definido por ¢, = a1b, +
asb,_1 + ... + a,by, es convergente y

So(5) (5)

17.- Estudiar el comportamiento de las series de potencias

o0 oo o0
n 2" 2"
MY

n=1 n=1 n=1

en la frontera de su disco de convergencia.
18.- (Lema de inyectividad) Sea

convergente en D(z; 7). Se supone que

lay| > Zn || ™!

n>2
Probar que f es inyectiva en D(zo;7).
19.- Calcular los radios de convergencia de las series de potencias,

[e.9] [e.9] [o.9]
N \ N \ PR N \ 2
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o0

N P R— Y
Z a2 Z 31 2" Z (2n)! (n)~" 2"
n=0

n=0 n=0
o o0 o
Z nln™"2z"; Z 272" Z (n+a")2"
n=0 n=0 n=0

20.-Probar que la inversién transforma:

(i) Circunferencias |z — 29| = r que no pasan por el origen, |z| # 7 , en
circunferencias que no pasan por el origen.

(ii) Circunferencias |z — zp| = 7 que pasan por el origen, |z9| = r, en
rectas que no pasan por el origen Re {zqw} = 1/2.

(iii) Rectas Re {e‘iez} = ¢,c > 0, que no pasan por el origen, en circun-

—1i60 1

€ —_— =
2c 2c”’

ferencias que pasan por el origen ‘w —

(iv) Rectas Re {e’wz} = 0 que pasan por el origen en rectas que pasan
por el origen Re {¢w} = 0.
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