INSTRUMENTOS MATEMATICOS PARA LA EMPRESA
EJERCICIOS — APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

1. Interpretacion econémica de la derivada.

Los siguientes ejercicios estan pensados para que revises el concepto de marginal
y su relacion con la derivada.

Ejercicio 1. Actualmente estamos vendiendo cierto producto a un precio unita-
rio pg = 72 €. El beneficio marginal para este precio de venta es positivo. ;Nos
compensaria subir ligeramente el precio de venta?

(a) Si, porque en este caso a mayor precio de venta obtendremos mayor beneficio.

(b) No podemos saberlo porque depende de la forma concreta de la funcién de
beneficio.

(¢) No, porque a mayor precio de venta habra menor demanda y por tanto menor
beneficio.

Ejercicio 2. Si una empresa vende g unidades de su producto al mes obtiene un
beneficio de B(q) = —¢? + 60q — 500 euros.

1. Actualmente se venden 15 unidades al mes, y surge la oportunidad de hacer
una campana publicitaria —a coste cero para la empresa— que incrementa-
ria las ventas a 18 unidades al mes. Calcula aprozimadamente cual seria el
cambio en el beneficio. ;Merece la pena hacer la campana publicitaria?

2. Ahora estamos vendiendo 34 unidades al mes, y se nos vuelve a plantear la
posibilidad de hacer una campana publicitaria. Sin embargo, en esta ocasion
no sabemos en cudnto va a incrementar dicha campana nuestras ventas.
i Recomendarias hacer la campana publicitaria?

Ejercicio 3. Una empresa es la tnica proveedora de un determinado bien, que
vende a precio p €/ud. Ha estimado que a precio p la demanda es Q(p) = 3600 — p?
ud. El coste de producir ¢ unidades es C(q) = 500+ 2q €. Se supone que la empresa
satisface toda la demanda de su producto.

1. Calcula la funcion de beneficio B(p) para la empresa.
2. Si vende a precio p = 10 €/ud, ;puede incrementar un poco el precio sin
tener pérdidas? ;Y si vende a p = 40 €/ud?

Ejercicio 4. Supon que C(q) e I(g) son las funciones de costes e ingresos corres-
pondientes a la produccion y venta de ¢ unidades de determinado bien. Actualmente
estamos produciendo ¢o unidades.

(a) Imaginemos que Cyar(qo) > Inar(qo). Si produjésemos una unidad méas (pa-
sando de gp a go + 1 unidades), jnuestro beneficio aumentaria o disminuiria?
.Y si produjésemos una unidad menos? ;Y si fuese el coste marginal menor
que el ingreso marginal?

(b) Supongamos que queremos hallar el nivel de produccion ¢p que hace maximo
nuestro beneficio. A la vista del apartado anterior, ;qué relacion debe existir

entre el coste y el ingreso marginales a ese nivel de produccion?

N
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Ejercicio 5. La fabricacién de determinado bien tiene por funcién de coste medio
- 1200
Clg)=q+1+ W
donde ¢ es el numero de unidades producidas. Asimismo, la demanda viene deter-
minada por el precio a través de la funciéon de demanda

Q(p) = 300 —p,

donde p es el precio de venta por unidad.

(a) Calcula la funcion de costes C(q) y los costes fijos.

(b) Calcula cudl es el coste marginal cuando se producen 10 unidades y explica
la interpretacion econémica del resultado.

(c) Calcula la funcion de beneficio B(q). (Indicacidn. Recuerda que ¢ = Q(p).
Tendras que despejar p en términos de ¢ en la funcion de demanda).

(d) Actualmente estamos vendiendo go = 50 unidades al mes. Tenemos la po-
sibilidad de contratar una campana de publicidad que costaria 1000 € e
incrementaria las ventas a 52 unidades al mes. ;Es conveniente contratar la
campana? Argumenta tu respuesta en términos de marginales.

2. Estudio de la monotonia de una funcién.

Ejercicio 6. De una funcion f(z) se sabe que su dominio es R — {0, 2}, y que alli
es derivable y satisface f’(x) > 0. jPodemos asegurar que f(1) < f(3)? ;Y que

fB) <)

Ejercicio 7. Estudia el dominio y la monotonia de las siguientes funciones, sefia-
lando dénde se encuentran los maximos y minimos locales:

1) f(x)=2>—-32" -9z +5 11) f(x):’r2_1
.IS X
2 = 92 — 3z
) f(z) w27 19) fe) = 82 3
3) f(z) = —32* + 42° v 2z
1) f(z) =2+ 82° + 2222 + 242 + 9 13) fx) = ZUQ_H
5 f(z) =2® — 6% + 9z t ;1
1 . x
6) fla)=—5— W @)=y
7 flx)= ex(:zrl— 1) 15) f(z) = 21:22_— 3z
8) flz)= 22— 4 8 v
0) fla) =22 ST
r +21 17) f(z) =2%In
X
10)  f(z) = 221 18) f(x) = Va2 + 2z
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3. Optimizacion de funciones.

Ejercicio 8. Al optimizar cierta funcion f(z) sujeta a la restriccion 2 < z < 4
el maximo global resulta ser Gnico y se encuentra en x = 3. Si ahora buscamos el
maximo global de f(z) sujeta a la restriccion 0 < z < 4, ;jcudl de las siguientes
afirmaciones es cierta?

(a) El maximo global debe seguir encontrandose en = = 3.

(b) Al cambiar la restriccion el méximo global ya no tiene por qué encontrarse

en r = 3.
(c) El valor del nuevo maximo global serd menor que el anterior.

Ejercicio 9. Cierto proceso productivo tiene por funcion de coste marginal
CMar(Q) = q2 — 625,

donde ¢ es la cantidad producida. Suponiendo que exista una cantidad g. que
minimiza el coste, indicar cudl de las siguientes opciones seria:

(a) g« = 25.
(b) ¢« = —25.
(c) g« =5.

En clase de teoria utilizamos la formula (o “desarrollo”) de Taylor de orden 2
para justificar el criterio de la derivada segunda de clasificaciéon de puntos criticos.
Los siguientes tres ejercicios son precisamente acerca de ese desarrollo de Taylor.

Ejercicio 10. Considera la funcion f(z) = €® y el punto de referencia zo = 0.

(a) Utilizando la formula de Taylor de orden 1, calcula el valor aproximado de
€%t %% y el. Compara las aproximaciones que has obtenido con los valores
reales y determina asi el error de aproximacién.

(b) Repite lo mismo que en el apartado anterior pero usando la férmula de Taylor
de orden 2. ;Observas una mejora en el error de aproximacion?

Ejercicio 11. De una funcion f(z) se sabe que su desarrollo de Taylor de orden 2
en el punto rog = —1 es
f(z) =2 — (Azx) + 2(Ax)>
(a) Determina cuanto valen f(—1), f'(=1) y f”(-1).
(b) Si ademas se sabe que f es par, jcuanto valen f(1), f/(1) y f”(1)? ;Y si f
es impar?
Ejercicio 12. Cuando justificAbamos en teoria que una funcién que verifica f/(zg) >

0 en un punto localmente creciente en torno a ese punto utilizamos la féormula de
Taylor de orden 1. jPor qué no utilizamos la de orden 2, ya que es mas precisa?

Ejercicio 13. Para cada una de las siguientes funciones, encuentra (si existen) su
maximo y su minimo global en el intervalo que se especifica (si no se especifica
ninguno, se entiende que se buscan méaximos y minimos globales en todo R):

1) f(z) =32 —42® — 1222 +1 4) f(x)=—2>+3zx—1 en [-2,2]
B fle) =131 32 _1] op [-2 9]
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8) flz) = o 0) f(r)=a%" en[-2,2)

Ejercicio 14. Un artesano ha determinado que, para cierto producto, el coste
medio por unidad estd dado por la funcién

_ 216
C(q) = 2¢® — 36q + 210 — —,
q

donde g es la produccién mensual. Las limitaciones del artesano le impiden producir
més de 10 unidades al mes, y mantener el negocio sélo le resulta rentable si fabrica
al menos 2 unidades al mes.

1. ;A qué nivel de produccién se minimiza el coste medio por unidad?
2. ;Y si se han de producir al menos 5 unidades al mes?

Ejercicio 15. Somos productores de un bien que podemos fabricar en dos plantas
distintas A y B. Ambas fabricas tienen funciones de costes distintas:

A :Ca(q) =2100+2¢+6¢> v B:Cg(g) = 1900+ q + 8¢°.

Si queremos producir 6000 unidades en total, jcuintas debemos producir en A y
cuintas en B para minimizar los costes?

Ejercicio 16. Un impresor debe fabricar un libro de modo que cada pagina con-
tenga 18 cm? de texto impreso y los margenes sean de 2 cm el superior y el inferior
y de 1 cm los laterales. ;Cudles deben ser las dimensiones de la pagina para que el
gasto en papel sea minimo?

Ejercicio 17. Una empresa compra planchas rectangulares de cartéon de 1 m por
2 m para fabricar las cajas en las que embala su producto. Para formar cada caja
se toma una plancha, se recorta un cuadrado de cada esquina (todos del mismo
tamafio) y luego se pliega de modo que resulta una caja sin tapa.

1. ;Cual debe ser el tamano de los recortes en las esquinas para que las cajas
tengan volumen méaximo?

2. Responde a la misma pregunta del apartado anterior pero suponiendo ahora
que la empresa fabrica latas de altura 30 cm, de modo que las cajas tienen
que tener también esa altura como minimo.

4. Representacion grafica de funciones.

Ejercicio 18. Del mismo modo que una funcién se puede “pegar a una recta” en
+00 6 —00 y en ese caso hablamos de una asintota oblicua (que puede ser horizontal
si su pendiente es cero), también se puede “pegar a una parabola”.

(a) Recuerda que en clase argumentamos como se podian calcular la pendiente
m y la ordenada en el origen n de una asintota oblicua, dando férmulas para
ellas en términos de limites. Teniendo en cuenta que la expresiéon genérica
de una parabola es ax? + bx + ¢, argumenta igual que hicimos en clase para
obtener formulas para a, by c.

1N T 2
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(Indicacién para el apartado (a). Si en clase empezdbamos dividiendo f entre
para hallar m, ahora tendras que empezar dividiendo entre xz.)

Ejercicio 19. Representa graficamente las funciones

D s = T Nt =g
2) J@)= s 8) () =In(@?+4)
b - g ) -2
) fay=w i 10) f(2) =a 2
5) f(z)= xtf;?’ 1) f( )=%

6) f(z)=ae’ 12) f(z) = xftﬂl

Sugerencia. Para representar la tltima funcién se sugiere dibujar primero la grafica
olvidandose del valor absoluto y luego obtener geométricamente a partir de ella la grafica
con el valor absoluto.

5. Interpretacion de la derivada como recta tangente.

Ejercicio 20. Se considera la funcién
22 —z—1

fla) ="

Senala cudles de los siguientes puntos pertenecen a la grafica de f y calcula la
ecuacion implicita de su recta tangente en cada uno de ellos:

(a) (17_1/2)a (b) (Oa2)7 (C) (_172)a (d) (Oa_l)a (6) (2a1/3)'
i, Cuéles de las rectas tangentes que has calculado estan “inclinadas hacia la de-
recha”? ;Cuéles estan “inclinadas hacia la izquierda? ;Qué informacién te da eso
sobre la funcion f?

Ejercicio 21. Calcula la pendiente de la recta tangente a f(z) = v/x en zo = 0.
Interpreta graficamente el resultado que obtienes (la funcion f(x) = /2 —o una
muy parecida a ella— la dibujaste en el apartado (b) del Ejercicio 6 de la hoja
“Conceptos basicos”).
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6. Algunos problemas mas con enunciado econdmico.

Ejercicio 22. El editor de una revista comprueba que si fija un precio de p =3 €
por unidad vende 15000 ejemplares al mes, pero si sube el precio a p = 4,50 € por
unidad, s6lo vende 14100 ejemplares al mes.

1. Suponiendo que la relaciéon entre precio y demanda sea lineal, calcula la
funcion de demanda Q(p).

2. Suponiendo que los costes fijos son 1000 € y el coste de producir una revista
es de 5 céntimos de euro, calcula el nivel de produccién que permite obtener
el maximo beneficio. ;Cudl es ese beneficio maximo?

Ejercicio 23. (Examen de enero de 2012) Para el producto de un monopolista, la
funcién coste total es

1
C(q) = gq3 + 20¢ + 500

y la funcién demanda (que expresa a qué precio P puede vender el monopolista
cuando hay una demanda ¢ de su producto) es

Pl@)=320- 2

donde g > 0 es el nimero de unidades y P y C se expresan en euros por unidad.

1. Determine el nivel de produccién en el que se maximiza el beneficio.
2. Determine el precio de maximo beneficio.
3. Determine el beneficio méaximo.

Ejercicio 24. Un fabricante ha determinado que el coste total C' de funcionamiento
de una fabrica es

1
C(q) = 5q2 + 15¢ + 5000,

donde g es el namero de unidades producidas. ;A qué nivel de produccién es minimo
el coste medio por unidad?

Ejercicio 25. Un fabricante puede producir, como mucho, 420 unidades de cierto
articulo cada ano. La ecuaciéon de demanda para ese producto es

P(q) = ¢ — 100q + 3200,

y la funcién de coste promedio

2 10000
Clg) = 34* —40g + —~

Determina el beneficio méximo que puede obtener el fabricante.

Ejercicio 26. (Examen de enero de 2015) Una empresa de decoracion de interiores
de alto diseno ha realizado un estudio en el que muestra la relacion existente entre
el ingreso de la empresa y la inversion realizada en publicidad. Dicha relacién viene
dada por la siguiente expresién:
x
I(z) = —=—— + 1000

vailan Aa Avrwnan | | ol <l <l s <l Ll do d 101 i
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1. Calcular el ingreso marginal cuando se destinan en publicidad 2000 €.

2. Calcular el ingreso que se obtiene durante el primer ano y el cuarto, es decir,
t=1yt=4.

Calcular el ingreso marginal en t = 1.

Calcular el nivel de inversion en publicidad que maximiza el ingreso.

5. ;A que convergeréa el ingreso a largo plazo?

- w
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