
1 Presentación

Prof. José Luis Guijarro

2 Temario

1. Grupos

(a) De�nición de grupo y propiedades

(b) Ejemplos: congruencias Zn, permutaciones Sn, matrices, dihédrico D2n,
el producto directo.

(c) Subgrupos

(d) Teorema de Lagrange

(e) Subgrupos normales. Grupo cociente

(f) Homomor�smos de grupos

(g) Teoremas de isomorfía

(h) Teorema de clasi�cación de los grupos cíclicos

(i) Teorema de clasi�cación de los grupos abelianos �nitos

(j) Teorema de clasi�cación de los grupos abelianos �nitamente generados

(k) Generadores y relaciones

2. Anillos

(a) De�nición de anillo y propiedades

(b) Subanillos e ideales

(c) Homomor�smos de anillos

(d) El anillo de polinomios en una variable con coe�cientes en un cuerpo,
K[X]

(e) Factorización: dominios de factorización única DFU , dominios de ide-
ales principales DIP , dominios euclideos DE
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4 Grupos

1. Justi�car cuáles de las siguientes operaciones son asociativas y cuáles son
conmutativas

(a) En R , a � b = jaj b
(b) En Z , a � b = a+ b+ b2

(c) En Z , a � b = a+ b+ ab

2. Tomar G = R�f0g = R� y la operación de�nida por a � b = 3ab: Encontrar
un elemento identidad en (G; �): Encontrar el inverso de cualquier elemento
x de G: ¿Es (G; �) un grupo?

3. Sea G un conjunto con una operación binaria asociativa tal que 8a; b 2 G
9!x; y 2 G / ax = b ya = b: Demostrar que G es grupo

4. Sea G = R � f�1g y la operación a � b = a + b + ab: ¿Es (G; �) un grupo?
Encontrar x 2 G tal que 2 � x � 3 = 35

5. Completar la siguiente tabla de manera que sea la tabla de un grupo. ¿Es
este grupo abeliano?

� e a b c d f
e e a b c d f
a a e f c d
b b e a
c c a
d d f
f f c a

6. Demostrar que un grupo (G; �) es abeliano si y sólo si (ab)2 = a2b2 8a; b 2 G
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7. Si G es un grupo en el que x2 = e 8x 2 G demostrar que es abeliano

8. En un grupo (G; �) se de�ne a2 = a�a; a3 = a�a�a; y en general an = a� n: : :�a:
Demostrar:

(a) (an)�1 = (a�1)n

(b) Si G es abeliano, (a � b)n = an � bn

(c) xn = e() (y�1 � x � y)n = e
(d) Si b�1 � a � b = ak entonces b�r � as � br = askr

9. Indicar cuál de los siguientes conjuntos es grupo. En caso a�rmativo indicar
si es abeliano.

(a) f(1 + 2m)=(1 + 2n) = m; n = 0;�1;�2 : : :g con la multiplicación usual
(b) fcos q + i sen q = q 2 Qg con la multiplicación usual
(c) Z con la operación a � b = a+ b+ 1
(d) Z con la operación a � b = a� b

(e) f 1p
1�v2

�
1 �v

�v 1

�
= v 2 (�1; 1)g respecto de la multiplicación de

matrices. (Este es el grupo de Lorentz reducido, empleado en relatividad
especial)

(f) El conjunto � formado por las 6 funciones de variable compleja '1(z) =
z '2(z) = 1=(1 � z) '3(z) = (z � 1)=z '4(z) = 1=z '5(z) = 1 � z
'6(z) = z=(z � 1) con la composición de funciones

(g) f
�
1 0
0 1

�
;

�
� 0
0 �

�
;

�
� 0
0 �

�
;

�
0 1
1 0

�
;

�
0 �
� 0

�
;

�
0 �
� 0

�
g

con la composición de matrices, siendo f1; �; �g las raices cúbicas de la
unidad, es decir, las soluciones complejas de x3 � 1 = 0

(h) Z�Q con la operación (a; b) � (c; d) = (a+ c; 2cb+ d)
(i) fm=pn = m; n 2 Zg con la suma usual, siendo p un número primo

10. Dadas � =
�
1 2 3 4 5 6
1 3 2 5 4 6

�
� =

�
1 2 3 4 5 6
2 3 4 1 6 5

�
ambas per-

mutaciones de S6 calcular �2; �21; �
3; �3�6 y la signatura de cada una de

ellas

11. Escribir el retículo de los subgrupos de:

(a) (Z6;+)
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(b) S3

(c) (Z8;+)
(d) D8

(e) Z2 � Z4
(f) Alt4

12. Demostrar que T = fx 2 D2n = x
2 = Ig no es un subgrupo de D2n

13. Dados H;K subgrupos de (G; �) demostrar que

(a) H [K es subgrupo si y sólo si H � K ó K � H
(b) HK = fh � k = h 2 H k 2 Kg es subgrupo si y sólo si HK = KH

14. Demostrar que las siguientes de�niciones son subgrupos de (G; �)

(a) Dado h 2 G; el centralizador de h en G, Ch = fg 2 G = g � h = h � gg
(b) Dado H � G; el normalizador de H en G; NH = fg 2 G = gHg�1 = Hg
(c) El centro de G; Z(G) = fg 2 G = g � h = h � g 8h 2 Gg

15. Demostrar que todo grupo cíclico es abeliano

16. Sea G un grupo abeliano que contiene un elemento a de orden m y un
elemento b de orden n / (m;n) = 1: Demostrar que el orden de ab es mn:
Dar un ejemplo que muestre que la condición (m;n) = 1 no se puede quitar

17. Hallar el orden del elemento (g1; g2) 2 G1 � G2 en función de los órdenes
de cada factor. A partir de (Z3;+) (Z5;+) probar que Z3 � Z5 es cíclico y
hallar un generador. ¿Es cierto que si G y H son grupos cíclicos, G�H es
cíclico?

18. Demostrar que si (G; �) es un grupo cíclico con sólo un generador, G tiene
como máximo 1 o 2 elementos. ¿Es cierto este resultado si posee 2 gener-
adores?

19. Probar que un grupo de orden 6 abeliano, es cíclico si contiene un elemento
de orden 3

20. Sea G grupo de orden par. Demostrar que existe a 6= e = a2 = e

21. Si G es un grupo de orden 2p con p primo, demostrar que todo subgrupo
propio de G es cíclico
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22. Hallar todos los subgrupos de orden 8 de S4

23. Sea G grupo �nito y H;K � G con órdenes m;n respectivamente y (m;n) =
1: Probar que H \K = feg

24. Si p; q son primos distintos, probar que cualquier grupo abeliano de orden pq
es cíclico

25. Mostrar que A4 no tiene un subgrupo de orden 6 (El recíproco del teorema
de Lagrange es falso)

26. Demostrar que todo subgrupo propio de S3 es cíclico. ¿Es posible encontrar
un grupo abeliano no cíclico en el que todos sus subgrupos propios sean
cíclicos?

27. Decir si el enunciado es verdadero o falso:

(a) Cualquier permutación puede ser escrita como un producto de trans-
posiciones disjuntas

(b) Si � es un ciclo de longitud n; entonces �n = e

(c) La permutación identidad e; se puede escribir como un producto de
transposiciones

(d) Todo elemento de orden 2 de Sn n > 3 es una transposición

(e) Las permutaciones impares de S4 forman un subgrupo

(f) El grupo Alt3 es abeliano

(g) Si n > 2 Sn es cíclico

(h) No es posible expresar un producto de ciclos disjuntos como un producto
de ciclos que no son disjuntos

(i) S3 es isomorfo al subgrupo de S4 que deja invariante un mismo elemento

(j) Si n > 1 en Sn hay el mismo número de permutaciones pares que impares

28. Hallar los adjuntos por la izquierda y derecha del subgrupo generado por
(123) en S4

29. Encontrar todos los subgrupos normales de D8

30. Sea G = (R� R;+) y sea H = f(x1; x2) = x2 = 2x1g

(a) Demostrar que H E G
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(b) Interpretar geométricamente quienes son las clases de equivalencia G=H
y cómo actúa (G=H;+)

31. Sea (C�; �) grupo multiplicativo de los complejos no nulos. Sea H = fz 2
C� = jzj = 1g

(a) Demostrar que H E C�

(b) indicar geométricamente quienes son los elementos del grupo cociente
C�=H

32. Sea H � G = 8x 2 G x2 2 H: Demostrar que H E G y G=H es abeliano

33. ¿Son H = Z� f0g K = f0g �Q subgrupos normales del problema (9h) ?

34. Sea el grupo abeliano G = fambn = m; n 2 Zg donde a3 = b3 = e y ab = ba;
y sea H el subgrupo generado por ab2

(a) Determinar explícitamente los adjuntos de H en G

(b) Dar la tabla de G=H

35. Dado el grupo (G; �), se de�ne el conmutador de dos elementos de G como
[a; b] = a�1b�1ab: Sea �(G) el subgrupo generado por todos los conmutadores,
es decir

�(G) =< f[a; b]=a; b 2 Gg >
Demostrar que

(a) �(G) E G
(b) G=�(G) es abeliano

(c) �(G) es el subgrupo más pequeño de G que tiene la propiedad anterior

36. Demostrar que SLn(R) E GLn(R) e interpretar las clases de equivalencia de
GLn(R)=SLn(R)

37. Demostrar que An E Sn

38. ¿Es cierto que K E H y H E G =) K E G ?

(a) Tomar H como el subgrupo de S4 generado por (l 2)(3 4) y (l 3)(24).

(b) Tomar H = f
�
a 0
0 b

�
= a; b 2 R�g y G = H [ L con el producto de

matrices, siendo L = f
�
0 a
b 0

�
= a; b 2 R�g
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39. Dar un ejemplo de un grupo G que posea un subgrupo normal H tal que H
y G/H sean cíclicos pero G no lo sea

40. Siendo H subgrupo de G, demostrar que su normalizador NH es el mayor
subgrupo de G del que H es normal

41. Si H es un subgrupo de G y K es normal en G, demostrar que HK � G y
K E HK

42. Sea H un subgrupo normal de G y x un elemento de G; demostrar que el
orden de xH en G/H es un divisor del orden de x en G

43. Sea (G; �) un grupo, H E G, K E G. Demostrar que HK E G

44. Demostrar que

f : (R;+) �! (GL2(R); �)

x

�
cos x �sen x
sen x cos x

�
es un homomor�smo y calcular su núcleo

45. ¿Es (R�; �) isomorfo a (R;+)? ¿Es (R+; �) isomorfo a (Q+; �) ?¿Es (Z;+)
isomorfo a (Q;+)?

46. Encontrar todos los homomor�smos del grupo aditivo Z en el grupo aditivo
Q

47. Sean H,K subgrupos normales de G tales que H \K = feg; demostrar que
el subgrupo HK es isomorfo a H �K. Enunciar este resultado cuando G es
abeliano

48. Demostrar que D12 � Z2 �D6

49. Sea f la correspondencia que a cada número real x le asocia aquellos números
reales y, tales que se veri�ca kx6 � 2yx3 + y2 = 0 siendo k 2 R �jo

(a) Hallar k para que f sea aplicación de R en R
(b) Para dicho valor de k, hállese una ley de composición interna (*) en R

tal que f sea aplicación lineal de (R, +) en (R, * )
(c) Razonar si G = f(a+ b

p
2)3 = a; b 2 Zg es un subgrupo de (R, *)

50. Cada uno de los siguientes grupos tiene orden 8
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(a) (P(U);�) siendo U = f1; 2; 3g; P(U) las partes del conjunto U; es decir
el conjunto de todos los subconjuntos de U incluyendo el vacío � y el
total U; y � es la diferencia simétrica, es decir para cualquier par de
subconjuntos de U; A y B;

A�B = (A \Bc) [ (Ac \B)

(b) Z8
(c) D4

(d) f1; 2; 4; 7; 8; 11; 13; 14g � (Z15; �)
(e) Q = f1;�1; i; j; k;�i;�j;�kg el grupo cuaternión, donde

i2 = j2 = k2 = �1

ijk = �1

Demostrar que no hay 2 grupos isomorfos

51. Dada la aplicación
f : R�+ * R

x 2x
x+2

obtener una ley de composición interna ( *) en Im f tal que con�era a Im f
estructura de grupo isomorfo al grupo multiplicativo (R�+; �) ¿Quién es el
neutro de * ?

52. Si A es un grupo abeliano con n elementos y k es un entero primo con n,
demostrar que la aplicación

f : A �! A
a ak

es un isomor�smo

53. Decir si las siguientes de�niciones son endomor�smos del problema (9h) y en
caso a�rmativo hallar su núcleo e imagen:

(a) (a; b) �! (b; a)

(b) (a; b) �! (a; a)

(c) (a; b) �! (a; 0)
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54. Sean (B(G); o), (Aut(G); o), (I(G); o) los grupos de biyecciones, automor�s-
mos y automor�smos internos del grupo G. Demostrar que

I(G) E Aut(G) � B(G)

55. Sea S el conjunto de matrices 2� 2 reales, X; tales que X + I es invertible.
Probar que S es grupo bajo la ley de composición internaX�Y = X+Y+XY .
Si M es el grupo de todas las matrices 2 � 2 reales e invertibles, GL2(R),
demostrar que S y M son isomorfos.

56. Supongamos que existe un entero n tal que la aplicación f(x) = xn es un
automor�smo del grupo G. Demostrar que 8g 2 G gn�1 2 Z(G)

57. Demostrar por inducción que Sn =< (12); (123); : : : ; (123 : : : n) >

58. 8� 2 S3 9!(a; b) 2 Z2 � Z3 = � = (12)a(123)b es decir hay una biyección
' : S3 �! Z2 � Z3: Dar una operación de grupo en Z2 � Z3 para que ' sea
isomor�smo de grupos

59. Dado el grupo Z2 � Z4

(a) Hallar su retículo

(b) Si N = f(0; 0); (1; 0)g identi�car Z2 � Z4=N
(c) Si f es un epimor�smo de Z2�Z4 en Z4 ¿cuáles son los posibles núcleos

de f ?

60. Sea A subgrupo normal de G, A E G y B subgrupo normal de H, B E H.
Demostrar que A�B E G�H y que (G�H)=(A�B) � (G=A)� (H=B)

61. Sea G un grupo conmutativo de orden pn con p primo

(a) Demostrar que hay elementos de orden p

(b) Demostrar que para todom con 0 5 m 5 n existe al menos un subgrupo
de orden pm

62. Sea G un grupo abeliano, H 5 G y q : H ! G la inclusión canónica.
Demostrar que 9K 5 G / G = H �K () 9p 2 Hom(G;H) / p � q = idH

63. Sean G1 y G2 dos grupos �nitos y f : G1 �! G2 un homomor�smo suprayec-
tivo. Demostrar que si Ker(f) � H 5 G1 entonces [G1 : H] = [G2 : f(H)]:
Dar un ejemplo que muestre que la condición Ker(f) � H no se puede
quitar
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64. Sea f un homomor�smo suprayectivo de G en Z Demostrar que para todo
número entero positivo n, G tiene un subgrupo normal de índice n

65. Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G tal que G=N � Z Demostrar
que para todo número entero positivo n, G tiene un subgrupo normal de
índice n

66. En (Z;+) demostrar que nZ + mZ = (n;m)Z , nZ \ mZ = [n;m]Z ,
(n;m)Z=mZ = nZ=[n;m]Z

67. Demostrar que Zm � Zn ' Zmn () (m;n) = 1

68. En el grupo de permutaciones S25 se considera el subgrupo G =< � >
generado por la permutación

� = (2; 21; 13; 3; 5; 25; 7; 10; 19)(1; 22)

Dar el retículo de G

69. En el grupoD8�D6�S5 se considera el subgrupoG generado por el elemento
(�; �; �) siendo � la rotación de 90o; � una simetría del triángulo, y � =�
1 2 3 4 5
3 5 4 1 2

�
: Dar el retículo de G; escribiendo un generador para cada

subgrupo.

70. Decir cuáles de los siguientes grupos puede escribirse como suma directa de
subgrupos propios: (Z12;+) (Z5;+) (Z4;+)

71. Hallar todos los automor�smos de Z2p con p primo impar

72. Hallar todos los subgrupos de orden p2 del grupo Zp�Zp2 siendo p un número
primo

73. Demostrar que si el orden de un grupo abeliano no es divisible por un
cuadrado, el grupo tiene que ser cíclico

74. Sea G grupo �nito

(a) Demostrar que R es relación de equivalencia: gRg0 () 9x 2 G /
g0 = xgx�1

(b) Demostrar que el cardinal de la clase de g es el índice de G por el
centralizador de g: #[g] = [G : Cg]
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(c) Demostrar que

jGj = jZ(G)j+
rX
i=1

[G : Cgi ]

siendo gi representantes de la clases conjugadas de G que no pertenecen
al centro, y r el número de clases distintas (Ecuación de las clases con-
jugadas)

(d) Sea #G = pn p primo, n = 1: Demostrar que el centro de G contiene
estrictamente al neutro

(e) Demostrar que si n = 2 G es abeliano e isomorfo a Zp2 o a Zp � Zp
(f) Sea #G = pnm con p primo y (p;m) = 1. Demostrar que existe al

menos un subgrupo de orden pn (Teorema de Sylow)

(g) En el caso anterior, demostrar que hay al menos un elemento de orden
p, y por tanto un subgrupo de orden p

75. ¿Cuántos grupos abelianos no isomorfos existen de orden 200? ¿Y de orden
255?

76. Sea G = D4=Z(D4) Calcular su orden, probar que es abeliano y clasi�carlo.

77. ¿Es f(2; 1); (3; 1)g una base para Z� Z? ¿Lo es f(2; 1); (4; 1)g? Encontrar
una condición necesaria y su�ciente para que dos elementos (a; b); (c; d) de
Z� Z sean base.

78. Determinar la estructura del grupo abeliano G de�nido por los generadores
X y las relaciones R en los casos siguientes:

(a) X = fa; bg R = f2a+ 4b = 0; 3b = 0g
(b) X = fa; b; cg R = f3a� 5b = 3b� 5c = 5a� 3c = 0g
(c) X = fa; b; c; dg R = f2a+ 3b = 0; 4a = 0; 5c+ 11d = 0g
(d) X = fa; b; c; d; eg R = fa�7b+14c�21d = 0; 5a�7b�2c+10d�15e =

0; 3a� 3b� 2c+ 6d� 9e = 0; a� b+ 2d� 3e = 0g
(e) X = fa; b; c; d; eg R = fa�7b�21c+14d = 0; 5a�7b�2c+10d�15e =

0; 3a� 3b� 2c+ 6d� 9e = 0; a� b+ 2d� 3e = 0g
(f) X = fx1; :::; x5g R = f7x1� 10x2+6x3+7x4+13x5 = 0; 4x1� 6x2+

4x3 + 4x4 + 8x5 = 0; 6x1 = 0; 6x1 � 5x2 + 10x3 � 11x4 = 0g

79. Dar una presentación mediante generadores y relaciones del grupo cuaternión
(50e)
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80. Obtener una presentación mediante generadores y relaciones del grupo dihé-
drico Dn

5 Anillos

1. Calcular las unidades o elementos invertibles de los siguientes anillos: C([0; 1]);
M2(Z); Z[i]; Z[X]; R[X]; Z[

p
�2]; Z[

p
�5]; Zn

2. Sea Z[�] = fa + b� = a; b 2 Zg donde � es una raíz cúbica de la unidad,
distinta de 1. Demostrar que Z[�] es un dominio de integridad y calcular sus
unidades.

3. Demostrar que los siguientes conjuntos son anillos y encontrar sus unidades

(a) A = f n
2k
= n; k 2 Zg

(b) Siendo p primo Ep = fab = a; b 2 Z ; p - bg

4. Si A, B son anillos, demostrar que el producto cartesiano AxB es un anillo
respecto a las operaciones (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) y (a,b)(c,d) = (ac,bd)
; y que si ambos tienen unidad, lo mismo ocurre con AxB, y en este caso
U(AxB) es isomorfo al producto directo de los grupos U(A) y U(B). ¿Si A y
B son ambos dominios de integridad, lo es AxB?

5. Probar que un anillo conmutativo, con elemento unidad y �nito es un cuerpo
si y sólo si no tiene divisores de cero

6. Demostrar que si S es un subconjunto de un anillo A, S � A; se tiene que
< S >= \fI = S � I; I ideal de A}

7. Sean I,J dos ideales de un anillo conmutativo A; probar que los siguientes
conjuntos son ideales de A:

(a) I + J que por de�nición es el subanillo generado por I [ J
(b) I \ J
(c) IJ que por de�nición es el subanillo generado por fij = i 2 I; j 2 Jg

8. Sea A un anillo conmutativo, e I un ideal de A, se de�ne el radical de I, V(I)
como V (I) = fx 2 A = xn 2 I para algún n 2 Ng Demostrar que V(I) es
un ideal que contiene a I, y que V(V(I)) = V(I)
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9. Dados dos anillos con unidad A,B, probar que todos los ideales de AxB son
de la forma IxJ con I ideal de A, y J ideal de B. Como corolario demostrar
que A�B=I � J = A=I �B=J

10. Hallar todos los ideales de Z6; Z24; Z2 � Z2; Z2 � Z4

11. Demostrar que todo ideal primo de Z es maximal

12. En (Z;+; �) demostrar que nZ + mZ = (n;m)Z , nZ \ mZ = [n;m]Z ,
(n;m)Z=mZ = nZ=[n;m]Z , mZnZ = mnZ

13. Demostrar que Zm � Zn ' Zmn () (m;n) = 1 y deducir el teorema
del resto chino.

14. En el anillo Z� Z encontrar:

(a) Un subanillo que no sea un ideal.

(b) Un ideal propio que no sea primo.

(c) Un ideal primo que no sea maximal

(d) Un ideal maximal

15. Encontrar todos los automor�smos de Zn , Z , R , y C estos últimos tales
que �jen R

16. Un anillo A se dice que tiene característica p si p es el menor natural tal que
pa = a + a +...+ a (p veces) es igual a cero para todo a 2 A: Si no existe
tal p se dice que tiene característica cero.

(a) Calcular las características de Z y Zn
(b) Si A es un anillo con unidad 1A probar que la función

f : Z �! A
m m1A

es un homomor�smo de anillos , y que la característica de A coincide
con el número de elementos de la imagen, si dicho número es �nito, o
es cero en caso contrario.

(c) Si A es un dominio de integridad con unidad, probar que su caracterís-
tica es cero o un número primo. ¿Es cierto el recíproco?
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(d) Si p es primo y A es un anillo conmutativo con característica p, demostrar
que la función

g : A �! A
x xp

es un homomor�smo de anillos. Usar este resultado para demostrar el
pequeño teorema de Fermat

17. Sea Q� = ffqngn2N = qn 2 Q 8n 2 N y fqng es de Cauchyg: Si se de�ne
fqng + fq0ng = fqn + q0ng y fqngfq0ng = fqnq0ng probar que (Q�;+; �) es
un anillo conmutativo con unidad. Sea N� = ffqng 2 Q� = lim

n!1
qn = 0g:

Probar que N� es un ideal maximal e identi�car Q�=N�

18. Sea A un anillo conmutativo y con unidad 1 2 A: Un elemento x 2 A se
llama nilpotente si hay algún número m 2 N� tal que xm = 0

(a) Demostrar que si n = akb siendo a; b 2 Z; k 2 N; entonces ab es un
elemento nilpotente del anillo (Zn + �)

(b) Si a 2 Z; demostrar que el elemento a 2 (Zn + �) es nilpotente si y
sólo si cada divisor primo de n divide a a: Con este resultado, calcular
todos los elementos nilpotentes de Z72

(c) Demostrar que si x 2 A es nilpotente, entonces o bien x = 0 o bien x
es un divisor de cero

(d) Demostrar que 1 + x 2 U(A): Deducir entonces que la suma de un
elemento nilpotente y una unidad es una unidad

(e) Demostrar que el conjunto de los elementos nilpotentes �(A) es un ideal
de A

(f) Demostrar que si I es un ideal primo de A; entonces �(A) � I: Deducir
que si A=�(A) es un cuerpo entonces A sólo tiene un único ideal primo
¿Cuál?

19. Hallar el cociente y el resto que se obtienen al dividir el polinomio P (x) =
x5� x3+3x� 5 entre el polinomio Q(x) = x2+7; primero en Q[X] y luego
en Z5[X]

20. Hallar el m.c.d. y el m.c.m. de x5+5x4+4x3+3x2+2x+1 y x3+3x2+2x+1
como elementos de Q[X]

21. Calcular el máximo común divisor enQ[X] de los polinomios p(x) = x4+x3�
x2+x� 2 y q(x) = x3+6x2+x+6 y expresarlo como a(x)p(x)+ b(x)q(x)
con a(x); b(x) 2 Q[X] (Identidad de Bezout)
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22. Calcular el m.c.d de x3 � x2 � 4x+ 4 y x3 + 4x2 + x+ 4 en Z5[x]

23. Hallar todos los Zp en los que x2 + 2 divide a x5 � 10x+ 12

24. Decir razonadamente cuáles de los siguientes ideales son primos o maximales
en Q[X]

(a) < x2 >

(b) < x2 + 1 >

(c) < x+ 5 >

25. Hallar las raices racionales de:

(a) 3x3 � 7x� 5
(b) 2x3 � 3x+ 1

26. Probar que 30xn � 91 = 0 no tiene raices racionales para ningún n>1

27. Estudiar la irreducibilidad de x2 + 1 y x3 + x+ 2 en Z3[X] y en Z5[X]

28. Probar que los siguientes elementos son irreducibles

(a) x2 + 1 2 Z7[X]
(b) x3 � 9 2 Z31[X]
(c) x2 + x+ 4 2 Z11[X]

29. Descomponer los siguientes polinomios

(a) x4 � 5x2 + 6 sobre Q[X]; sobre Q[
p
2][X] y sobre R[X]

(b) x6 � 1 sobre Q[X]; R[X]; C[X]; Z[X] y Z7[X]
(c) x8 � 1 sobre Q[X]; R[X]; C[X]; Z[X] y Z5[X]
(d) x3 � 3x2 � 3x+ 3 sobre Z7[x]

30. Estudiar la irreducibilidad en Q[X] de:

(a) x3 + 2x2 + 4x+ 2

(b) x4 + 3x3 + 4x2 + 6x+ 4

(c) x3 + 6x2 + 5x+ 25

(d) x3 + 6x2 + 11x+ 8
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(e) 2x4 � 8x2 + 1
(f) x4 � 2x2 + 8x+ 1
(g) x4 + 2x2 � x+ 2

(h) x3 � 1
2
x2 +

1

4
x� 1

8

(i) x4 � 2x3 + 4x2 � 8
(j) x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

31. Sea P (X) 2 Q[X] y R(X) = P (X + 1): Probar que P es irreducible si
y sólo si R lo es. Demostrar que el p-ésimo polinomio ciclotómico �p(x) =
xp�1 + :::+ x+ 1 con p primo, es irreducible.

32. Demostrar que el anillo A = fm
n
= m; n 2 Z ; n imparg es un dominio de

ideales principales ¿Cuáles son sus elementos irreducibles?

33. Sea f : A �! B un homomor�smo suprayectivo; probar que si A es un
dominio de ideales principales, también lo es B

34. Si C;K son dos cuerpos, probar que todo ideal del producto C � K es
principal

35. Interpretar y demostrar las propiedades del problema (12) en el anillo K[t]
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