Mat II (GIB) - 3/4/2017 Prueba 1 (EC). 45 puntos (= 45% NOTA FINAL)

Apellidos ... ... . . . . . . Nombre ......................
DNI .......................... Grupo .......ccoviiiiiiiiii.. Tiempo 90 minutos

TEST. (20 puntos) Tiempo 30 minutos

= Cada pregunta tiene una sola respuesta correcta. Marque con una cruz, a lo sumo una opcién por pregunta.
Puntuacion: Correcto +2.5 Error -0.5 En blanco 0.

SI NO

a—y

. D Todo subconjunto no vacio de reales tiene supremo que ademas es tnico.

. D Si a,b son irracionales, entonces a? + b es irracional.

[\

. D Si el conjunto A es numerable y el conjunto B es no numerable, entonces A U B es no numerable.

94

b 1
. D Sia,b € R a0 entonces QQC—Li—bQ §§.

) D Si lim f(x) =1 € R, entonces a es un punto de acumulaciéon de Dom(f).

Tr—a
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7. D Si f:[a,b] — R es derivable y tiene un minimo local en xq, entonces f’(x¢) = 0.

Qo

. D Si f'(x) > 0 para todo = de su dominio, entonces f es biyectiva.



Mat II (GIB) - 3/4/2017 Prueba 1 (EC) Problemas. (25 puntos)

Apellidos ... ... . . . . . . Nombre ......................
DNI .......................... Grupo .......ccoviiiiiiiiii.. Tiempo 60 minutos

Comience sus respuestas EN ESTA HOJA.
Respuestas sin justificar recibiran muy poca o ninguna puntuacién.

1. (10 puntos) Considere la funciéon f(z) = ex. Estudie su continuidad y derivabilidad. Halle sus extremos si
los hubiere y clasifiquelos. Construya una representacion grafica.

2. (10 puntos) Sea ahora la funcién

(2) er sixz <0
€Tr) =

g z?sen(l) siz >0
a) (3 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad.

b) (3 puntos) Razone por qué es posible extenderla por continuidad al cero y dé su extension continua
h(x).

¢) (4 puntos) Es jh(z) derivable en R? Y si lo es, jes la funcion h/(z) continua?.

3. (5 puntos) Dé un enunciado riguroso del teorema que dice que “el limite de la suma de funciones es la suma
de los limites” y demuéstrelo.

SOLUCION:

1. Es claro que el dominio de f es Dom(f) = R\{0}, ya que es composicion de i y la funcion exponencial; la
primera tiene ese dominio, y su imagen esta contenida en el dominio de la segunda. Por otro lado, al ser las
funciones componentes continuas y derivables en dicho dominio, también f lo es. Ahora, por ser Dom(f) un
abierto de R, y f derivable en todo su dominio, los extremos, de existir, habran de ser puntos criticos. Pero,

1 1
() = ——exn
f(i')— .’13'26 ’

que no se anula en Dom(f), por lo que no hay extremos. También observamos que la funcion f es decreciente
en cada subintervalo < 0, 0 < x de su dominio. Ademas,

1
T

f'(x) = T5(2+1) = A)Ba).

xT

Claramente, el primer factor A(z) tiene el mismo signo que x y no se anula, mientras que para el segundo

tenemos:
>0 si:c<—%
. 1
erDiz, u
<0 si —53<x<0
>0 s10<ux.
Por tanto, tendremos que
(A(z) < 0OA B(z) >0) s1x<—% = f"(x) <0
(A(z) < 0OA B(z) =0) 8195:—% = f'(z)=0
(A(z) < 0OA B(x) <0) si —%<x<0 = f"(z) >0
(A(z) >0AB(z) >0)si0 <z = f’(z) >0



Asi, como f” es continua para x < 0 ha de haber un punto de inflexion en z =

—%, siendo, por tanto, f
céncava hacia abajo para z < —% y céncava hacia arriba para x > —%.

Estudiemos ahora las asintotas. Comencemos observando que el cambio de variable t = % implica:

r——o00 =1t—0"
rz— 0" =1t —0
r—= 0" =t— 40
Tz — +oo =t—0T.

Puesto que se dan las hipotesis del teorema de composicién del limite, podemos calcular los que nos interesan
de la siguiente forma;:

p 1 p
lim er = lim et =1;
T—>—00 t—0—
1 P
lim e> = lim e = 0;
z—0~ t——o0
lim ez = lim €' = 4o0;
z—07F t——+o0
1 ;
lim ez = lim e =1.
T—r+00 t—0t

Como f(z) — 0, = — 0~, para poder dibujar correctamente la gréfica, estudiemos con qué pendiente lo

hace. Ello significa estudiar lim f'(z) =

, 1 -
lim ——e~, ya que f' es continua para x < 0.
z—0 =0~ T

1

T

e
Calculemos, sin perdida de generalidad lim —. Se trata de una indeterminacion del tipo “%” y dado que se
z—0— T

cumplen las hipoétesis del teorema de L’Hoépital, podemos aplicarlo. Observemos, sin embargo, que al derivar

el numerador siempre obtendremos un factor =2, mientras que al derivar el denominador sé6lo disminuiremos

su exponente en una unidad, con lo que su grado aumentara en cada aplicacién del teorema. Asi, aplicar

L’Hépital, sin més, estard abocado al fracaso. Pero, observemos también que podemos escribir nuestra expre-
1

sibn como lim —*—. Ahora tenemos una indeterminacién del tipo “%” a la que de nuevo podemos aplicar
=07 72

L’Hépital; pero ahora al derivar, las potencias de numerador y denominador podrian compensarse. En efecto,
es asf:

1 2 6 )
, 2 , 3 , 1 . 1
lim *5 = lim —%— = llm —%— =6 lim ex =0.
z—=0- ¢7z  2-0- Lemz 20~ Lo z—0~
x x

Por tanto, lim f'(x) = 0. Ya podemos construir una representacion grafica de f que tendria este aspecto:
z—0~

oy

f
i

I\
‘\‘
X




2. Es claro, a partir de la definicion, que el dominio Dom(g) es de nuevo R\{0}. .

)

Como ¢ coincide con f en (—o0,0), ya sabemos por el ejercicio anterior, que es continua y derivable en
este conjunto. En cuanto al subconjunto (0,+00), la funcién dada es derivable, y por tanto continua,
pues se trata del producto de una funcién derivable, 22, multiplicada por la composicién de funciones
derivables, sen y (%) Asi, g es derivable, y por tanto continua, en su dominio.

Obviamente, 0 ¢ Dom(g), pero es un punto de acumulaciéon de este conjunto, por lo que cabe hablar de
h’r%g(as). Para que g pueda extenderse a = 0 debera de existir dicho limite y para que la extensién h
Tr—r

sea continua en 0 deberemos definir ~A(0) = h’n% g(z). Que el limite existe por la izquierda, ya lo sabemos
r—

del ejercicio anterior, pues
lim g(z) = lim f(z) =0.

x—0~ z—0~

1
El limite por la derecha sera, si existe, lim g(z) = lim z%sen(=). Pero este limite es cero, ya que para
z—07t z—07t x

x>0
0<|g(z)| = |z?*sen(L)| < |2?| = 0, 2 — 0T,

que, por el teorema del “sandwich” implica |g(z)| — 0, x — 07, y por tanto: g(x) — 0, z — 0T. También
podriamos haber razonado que este limite ha de ser cero, ya que se trata del producto de un infinitésimo,
2? = o(z) = o(1),  — 0, por una funcién localmente acotada en cero, sen(L) (de hecho, globalmente
acotada en su dominio).

Puesto que ambos limites existen y coinciden, tendremos finalmente que h’n%) g(z) = 0. Al existir este
xT—r

limite, es posible extender g por continuidad al cero. Asi, la funcién continua h que lo hace es:

o= {2 e

Como h coincide con g en R\{0} y ésta era derivable en ese conjunto, h también lo es. Queda por
h(0 4 &) — h(0)
4]

estudiar el origen. Para que h sea derivable en x = 0 debera de existir %im , es decir,
—0

hemos de estudiar )

para § <0, lim e
_h(0+6) — h(0) 60~ 0
lim =

0—0 1)

52 i
para §d >0, lim ﬂ
§—0+ )

El primer limite es cero, ya que || < 1 = 6% < ||, y entonces, para —1 < § < 0 se tendra:

|
=
Q)

e
)

e
== <

como se vid al final del ejercicio 1. También podriamos haber calculado el limite mediante el teorema
de L’Hoépital, con las mismas salvedades que antes. Asi:

0<

— 0,0 >0,

=

1

. es ;
lim — = lim - =

5—0— 0 0—=0" 75 0—=0— —

El segundo limite es también cero, pudiéndose razonar de manera andloga como lo hicimos antes.

Con todo ello concluimos que la funcién h es derivable en todo R, siendo su derivada

o= {7 e



d) La funcion h' es, explicitamente:

1
(e%) = &% six <0
h'(x) = 0 siz=0

(z2sen(l)) =2zsen(d) —cos(i) siz>0

Puesto que z = 0 es un punto de acumulacién del dominio de i/, para que ésta sea continua en dicho

punto debe de existir el limite h’r% h'(z) y coincidir con el valor A’(0) = 0. Sin embargo, es claro a partir
Tr—r

1

de la expresion explicita de h' anterior, que el limite lim h'(z) no existe, pues la funciéon cos(

) no
z—0t

tiene limite cuando x — 0T.

Asi, la funciéon b’ no es continua en z = 0, y por tanto, no lo es en R. Sin embargo, es facil razonar que
si lo es en R\{0}

3. Existen diversas variantes, mas o menos generales, del teorema referido. Aqui daremos la mas habitual:

Sean A CR, A+# 0 y a € R un punto de acumulacion de A. Sean también f,g: A — R funciones tales que
;132 fle)=FeRy :llgig(x) = G € R. Entonces, la funcion f +g: A — R tiene limite en a, y éste vale
F + G, es decir:

lim (f +g)(z) = F+G.

r—a

Demostracion:

Pueden darse diversas demostraciones de este resultado. Aqui daremos dos.

La primera se basa en el hecho de que lim f(xz) = F € R si y solo si se puede escribir f(z) = F + a(z),
Tr—a

donde a(z) = o(1), x — a, es decir « es un infinitésimo en a. Haciendo lo mismo con g, tendremos que
g(z) = G+ B(x), con B(z) = o(1), z — a. Por tanto,

(f+9)(x) = f(z) +9(x) = F+alz) + G+ B(z) = (F +G) + alz) + Bz) = (F+ G) + (),
siendo y(z) = a(z)+5(z) = o(1), * — a, también un infinitésimo en a. Esto implica il_r)ré(f—l—g)(x) =F+G. 1

Que la suma de dos infintésimos sobre la misma base es de nuevo un infinitésimo podria probarse, si se
desea, modificando trivialmente la demostracion €, que sigue a continuacion.

La segunda serd la clasica demostracion ¢, d. Por ser lim f(z) = F' € R se tiene que:
T—a
Ver >0,30 >0|Ve e A, 0< |z —a| < = |f(zx) — F| <e1.
Analogamente, por ser lim g(z) = G € R se tiene que:
T—a

Veg > 0,302 >0 |V e A, 0< |x—al <= |g(x) — G| <ea.

Dado un ¢ > 0 arbitrario, tomemos un d; que corresponda a €1 = §, y un d2 que corresponda a €2 = 5.
Entonces, definiendo § = min {01, d2}, tendremos que si (x € A) A0 < |z — a| < ¢, se cumplira que

(f +9)@) = (F+G)| = |(f(2) = F) + (9(a) = O)| (@) = Fl + |g(a) ~G| < S+ 5 =< W




