Tema 2:
TEOREMAS ENERGETICOS

Supongamos que las cargas aplicadas al solido crecen,
progresivamente, desde cero hasta su valor final de una manera
continua.

En ese caso, el trabajo W realizado por todas las cargas que actuan
sobre el sélido quedaria almacenado como energia elastica de

deformacion U en el solido y, por tanto:
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ENERGIA INTERNA, ELASTICA O DE DEFORMACION

Trabajo externo y energia de deformacion

La mayoria de los métodos energéticos en el calculo de estructuras se basan en el Principio
de la conservacion de la energia, que establece que el trabajo realizado por las fuerzas
exteriores que actuan sobre un sistema estructural, We, coincide con laenergia de
deformacion que almacena dicho sistema, U..

We = Ui
Trabajo de una fuerza exterior
i P

P o I~ — - -

T“\ - refs dw, = Fas .= [ (5 3y
X —_— ﬂ
i | Energia i S _
v | interna H’E — JF dx _— P 2 . i
/Ui 0 b‘*_(ﬂgl)‘n_ﬁp
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ENERGIA INTERNA, ELASTICA O DE DEFORMACION

El trabajo realizado por las cargas exteriores aplicadas a

un solido es la mitad de la suma del producto de dichas
cargas por los desplazamientos de sus puntos de

aplicacion (en las direccion de las mismas). /

Si entre las cargas aplicadas existiera
algun momento, bastaria con tener en cuenta que:
- donde se dijera fuerza se deberia decir momento
- donde se dijera desplazamiento se deberia decir giro

- donde se expresara trabajo (W=Fd, en el caso de
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

Esfuerzos en barras: criterio de signos

Valor del] 4

M. Flector Cortante
esfuerzo

\J [/

fﬁ} <‘\| ‘ \ —

f—

Energia de deformacidn en unarebanada: una rebanada en una pieza
prismatica o barra, es un segmento de la pieza delimitado por dos secciones
(normales a la directriz de la pieza) y separadas una distancia ds. La
rebanada es el elemento mas pequeiio que se identifica en la barra.
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

DEFORMACION DE UNA REBANADA POR ESFUERZO AXIL
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

DEFORMACION DE UNA REBANADA POR MOMENTO FLECTOR

Ay HIPOTESIS DE NAVIER
M., AG .,
M M o, =—2%—— compresion
3 . AB CB M,
L X M_CG . 2 AG CG 2El,
- o. =——%—— traccion
Z
Y4
- M,AG M
ds 2AB = ¢,,ds = A ds = 2
Ennds = ds 3 ds d@z — Z dS
M,CG EIZ

2CD =g Us = U—Ecds =
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

DEFORMACION DE UNA REBANADA POR ESFUERZO CORTANTE

7ds— "ds donde 7, =—

. | 1 1,
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

DEFORMACION DE UNA REBANADA POR MOMENTO TORSOR
A
y

., d M M
torsion A = 4 =—" >Sdjg=—7"
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

¢, Qué energia interna se almacena en una pieza cargada
en la que aparecen todos los tipos de esfuerzos en todas
las secciones de la pieza?

La variable “s” del integrando indica que los
esfuerzos pueden variar a lo largo de la pieza
en funcion del valor de dicha variables

A
B 2 2 2 >
S(1N? 1 T2 1M? 1M
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

Ejemplo: ¢Podriamos calcular los ya desplazamientos en elementos
estructurales cargados?
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

Ejemplo: ¢Podriamos calcular los va desplazamlentos en elementos
estructurales cargados?

Fz—FT
4 r
% F, =l__*-..'1
7 A B :
F£ F£
7R udiil 7 | 1 2
VA B % A B
Ley de axiles Ley de cortantes
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ENERGIA INTERNA: esfuerzos y desplazamientos

Ejemplo: ¢Podriamos calcular los ya desplazamientos en elementos
estructurales cargados?

_ P2 . F2
p = oz M
7 A B %A B

Ley de axiles Ley de cortantes
A B 7 Loos
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Teoremas energeéticos: Principio de los Trabajos Virtuales

*Trabajo de una fuerza

AZ A2 A2
Ind [nd
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Teoremas energeéticos: Principio de los Trabajos Virtuales

* Trabajo de un par (momento)

dW, = F -dF = Fdr = F%sen(d&)z F%d@
dW, = F - dF = F%dé’
r M
dW =dW, +dW, = 2F Ed@: Frd6 =—rd6 =Mdéo
r
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Teoremas energeéticos: Principio de los Trabajos Virtuales

» Trabajo de un sistema de fuerzas: dado un sistema de fuerzas como el que se
muestra en la figura, el trabajo desarrollado por un sistema de fuerzas aplicado
sobre una particula o cuerpo gue sufre un desplazamiento es igual al trabajo de su
resultante.

dW =dW, +dW, +...+dW_ =
=F-dr+F,-dr +..+ F, -df =

>S5
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Teoremas energeéticos: Principio de los Trabajos Virtuales

* PTV para soélidos rigidos:

Una particula, sistema de fuerzas, desplazamiento virtual &oF
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Teoremas energeéticos: Principio de los Trabajos Virtuales

* PTV para soélidos rigidos:

UN SOLIDO RIGIDO, sistema de fuerzas, movimiento virtual AF

Si un solido rigido esta en equilibrio bajo la accion de un sistema de fuerzas, el trabajo
virtual total de las fuerzas externas que actuan sobre €l es cero para cualquier
desplazamiento virtual del solido”

El principio de los trabajos virtuales es también aplicable a un sistema de solidos rigidos

unidos, si el sistema permanece unido durante el desplazamiento virtual, pues el trabajo
de las fuerzas internas es cero.

I C .
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Teoremas energeéticos: Principio de los Trabajos Virtuales

* PTV para solidos deformables:

desplazamientos virtuales deformaciones virtuales

ol g°

= [[], f, i dvol +[[ f,-aidsup =
Q

= JIL (O'Xé‘x toe +0,E8 FT Y FTGY TT.Y )dVOl =
=U°

Sistemas de barras y elementos unidimensionales

Wo =3 F o, + 3R A j(N&u +TAU, +M,56+M;5p)ds =
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Teoremas energéticos: Teorema de Castigliano

» Coeficientes de influencia:
relacion entre las fuerzas exteriores y las deformaciones

 Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti: d;=d;

«Teoremas de Castigliano aU _ d a_U = F

oF. ' ad, 7

i n
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Teoremas energéticos: Teorema de Castigliano

» Coeficientes de influencia:
relacion entre las fuerzas exteriores y las deformaciones

 Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti: d;=d;

«Teoremas de Castigliano aU — d &_U — Fn
aFI ! 8dn
estructuras
B N 2 T 2 |\/| 2 2
LN LT M 1M
oU .| 2 EA 2 GAC 2 EI 2 Gl
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Teoremas energéticos: Formulas de Navier-Bresse

Zz
A 7 = PB

Giro solido Suma de giros de
rigido las rebanadas Desplazamiento inducido
por los giros de las rebanadas
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Teoremas energeéticos: Formulas de Navier-Bresse

0, =60, + %ds
N |

~
x
x
[
[
[
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Teoremas energéticos: Formulas de Navier-Bresse

' Y B
s
X

Y
T'u B
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Teoremas energeéticos: Formulas de Navier-Bresse

——ds-sena =——dy
F 3 Y

N N

as o — X
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Teoremas energéticos: Formulas de Navier-Bresse

Cartagena99 ‘

www.cartagena99.com no se hace regsponsable de la informaciéon contenida
Articulg 1771 de la Ley de Servicios de la Soced_ad_de Ialn_forma_co y de

Si la informacion contenida en el documen

en el presente docume
omercio Electrénico, de
ecnos-ge L ltercelronadas

2

[EEY
'_\
o
D>

\_.<
==
oc
o
DL
N
o
o
N




Teoremas energeéticos: Formulas de Navier-Bresse

Vg =V, +6,(Xg — d dx j—( —x Ws
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Teoremas energéticos: pieza recta con cargas en su plano

B
M
s 98=9A+_/[de
B T BM
- 0. (x. —x )= [——dx+ [ (x. —
VB VA+ A(XB XA) '[GAC X+‘,|‘;EI (XB X)jx
A B X s =U +I—dx

En Calculo de Estructuras se suele despreciar la contribucion a los
desplazamientos y giros debidos a los esfuerzos axil y cortante.

Esto, de ninguna manera, quiere decir que dichos esfuerzos sean nulos en la
pieza.
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Teoremas energeéticos: pieza recta en su plano

¥ El
B
vB:vA+9A(xB—xA)—j'\ dx+I (x5 —x Hx
A A I
i R
¢ N
A B X Ug=U,+ |—dX

En Calculo de Estructuras se suele despreciar la contribucion a los
desplazamientos y giros debidos a los esfuerzos axil y cortante.

Esto, de ninguna manera, quiere decir que dichos esfuerzos sean nulos en la
pieza.
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

1¢" Teorema de Mohr

-0, :j;.de: M e
AElRE

Directriz sin
deformar

“El angulo girado por
la directriz entre dos
secciones Ay B de una
pieza prismatica recta
de seccidon constante
es igual al area del

Ley de momentos
flectores

diagrama de momentos
flectores entre ambas
secciones dividido

por el producto EF”’
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

20 Teorema de Mohr

_j —x)dx »tB,A:%d(cdg,B)
Y M
Vg =V, +6,(Xg xA)+ja( s = X)dX = Vg =V, +6,(Xs — X, )+ E‘I\B d(cdg, B)

“La distancia, en direccion
perpendicular a la directriz
sin deformar, entre un punto
B’ de la directriz deformada
Directriz deformada a la recta tangente a la

: directriz deformada en otro (A)
Vg es igual al momento estatico

del area de momentos flectores
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

Piezas con puntos angulosos (9
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

Piezas con puntos angulosos

W

C B
4/-]3’:—/
p
A
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

Piezas con puntos angulosos
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

Piezas con puntos angulosos lP’
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

Piezas con puntos angulosos o, 777

d5,5(h d6))cosa

= fdO = f M, ds .

Cartagena99

WWW. cartz%genagg .com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud at R
Articulo 17.1 de la' Ley de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002, “r
Sila mformaClon contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada. '




Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

Piezas con puntos angulosos o, 777

d3,=(h d6))cosa

= fdo= f- fds
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Teoremas energéticos: Teoremas de Mohr

Piezas con puntos angulosos
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Piezas de directriz curva: ARCOS

N=- P cos 6
| T= Pseno
M=- PR cos 6
A
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Piezas de directriz curva: ARCOS

LEYES DE ESFUERZOS

P M =PRcos6

y
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% X
p
T=Psen®b
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Teoremas energeéticos: Cargas térmicas

Deformacion de una rebanada _ _
Alargamiento o acortamiento:

qef? AT, CiiEl."Z ’ AT AT
EE'"+FF'= ads ===
Giro:
d
d0 =" (AT - AT)
C

Barras de directriz curvilinea sometidas a una variacion uniforme de temperatura

(11 . . . .,
El movimiento en una direccion
definida por un vector, del extremo de

(AT) 5 una barra curvill'nea en ménsula se
U . _ P
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS ECNICAS ONLINE
( : rt n LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7
a age a9 9 ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.carta ena99 comuwf\se ha sponszﬁ)le de Ia)lnformagorﬁ: on er%ae | prese C ocumen en | tud .

Articulg 1771 de la Ley de Servi de'la Sociedad de la Informacion y de Co CI Ie tromco de 11 de julio de 2002,

Si la informacion contenlda en el documento es |I|C|ta o lesiona bienes o derechos de un tercero’haganoslo saber y sera retirada.



