CALCULO 1° DEL GRADO DE MATEMATICAS Y DOBLE GRADO MAT-INGINF.
Curso 2013/2014.

Apuntes sobre integracién y calculo de primitivas

1. Algunas primitivas inmediatas (o casi inmediatas)

1 12
1.—/(5m—6) dx:5/(5x—6) dr =22 (57— 6)1 +C.

Nota: Si f(x) = 5z — 6 su derivada es 5. En la primera igualdad multiplicamos y dividimos
por 5. Asi tenemos una integral del tipo

o=
ol

. . 1 l+1 2 3

que es inmediata: [ r2dz = 5 2+ C=-x24C
5+1 3
82 8 8 8 1
2- [ " dr=- [(@P+1)2 3ldr =@+ O = 4+ C.
/(x?’—i—l)? x 3/(37—1—) z=dx 3(az+) + 3(az3+1)+
Nota: Si f(x) = 2% + 1 su derivada es 3z2. La integral queda del tipo
[ @2 @,

. . -2 -1 —1
que es inmediata: /x de =—x" " +C = — + C.
3.- / SNY e = (-1) /(cosat)5 (—senz)dr = E (cosz)™ +C = 1

cos® x 4 4 cost x

Nota: Es de la forma /f(x)_5 f(x)de = —i f(z)™* + C. ;Quiénes son f, f'?.

1
4.- /senx cosx dr = 3 sen’z + C.

Nota: f(z) =senz, f'(x) = cosz, /xdac =L e

. 1 -
5.- /x_i ($‘11+1)_2dx:4/4$_i (x1+1>—2dx:7+c.

Nota: ;s Quiénes son f(x) v f(x)?
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Nota: Una primitiva de cos(f(z)) - f'(z) es sen(f(x)).

1 1
8.- /:c sen® 22 cosz? dr = 3 /(sen:c2)3 -cos(z?) - 2xdr = 3 (sen2?)* + C.

Nota: ;De dénde sale %?

1 1
9.- /:c senz?dx = 3 /senx2-2xdx: —3 cosz® + C.

Nota: ;Quiénes son f(x)y f'(z)?.

3
10.- /sen2a: cos T dr = SeI; * + C.

Nota: Es del tipo /f(x)2 - f(x) da.

11.- /sec:c tanxdaz:—/_se;n‘rdl‘:(cosx)_l%—c.
cos? x

Nota: Ver la nota de 2.
9(@)-g@) 1 PV 2 (e) o) e — (14 o(aP)
12.-/de_2/(1+g()) 29(x) - ¢/ (x) da = (1 + g(2)?)} + C.

Nota: Es del tipo /f(x)_é f'(z) du.

x _ 1 _a2\=2(_ _ 1
13.—/<3_$2)2dx— 2/(3 x?) % (—2x)dx = 5 — +C.

Nota: Es del tipo /f(ac)_2~f'(x) dx.
T 1 -2z 1 9
f'(=z

() = 10 X
o = lo /()] + C.

1
15.-/ og(z +a) d:c:/log(:c+a)
T +a

Nota: ;Quiénes son fy f'7.

1 1 1 [ 22 1 [y oy
/ac <x2—a (a:Q—b)2> der = 2/x2_ad932'/(x —b) " 2xdx

Nota: Es del tipo /

dr =

1 2
T a 5 (log(z +a))” + C.

16.-
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N =

18.- /e“da::

Nota: Es del tipo /ef x)dx = @ 4.

/e“2dm— 2T 4+ C.

1
19.- /etan(3 ?) sec?(3x) de = 3 etan2) 4 o

Nota: Es del tipo anterior. ;Quién es f(x)?. ;De dénde sale el 37.

xeaxQ 1 B 1
20- / 14 ear? du = 2a (1 - eax2) Y2axet™ dr = % log (1 + 6”2) + C.

(a+byvy+I)? 2 > b 21 5

1 1
22.- /x sec? 1% dx = 3 /(secx2)22xdx = itanx2 +C.

Nota: Una primitiva de sec?(f(z)) - f'(x) es tan(f(z)).

2
23.- /\/1 + cotan z cosec? z dr = — /(1+cotanx)% (— cosec?® x) dx = -3 (1+Cotanx)%+0.

Nota: Es del tlpo/f % f'(z) dz.

2
24.- /secxdm =log |1 + tanz| + C.
1+ tanx

Nota: Ver nota de 14. ;Quiénes son f, f'7.
2 3 -1
25.- /x sen(4dz” —7)dx = i cos(4a —7) + C.

Nota: ;De donde sale ﬁ?.

26.- /tan(fg:c) dx = — / cos(llogq:) (—sen(log z)) idw = —log|cos(logz)| + C.
f'(=)
f(x)

Nota: Una primitiva de es log | f(x)|. {Quiénes son f, f'7.

2. Cambio de variable

Integral indefinida:
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ea}
1.- Calcular /14—621’

Usando el cambio de variable
t=e" = dt = e” dx,

obtenemos

v dt
/15621 dx = /H—tQ = arctant + C = arctan(e”) + C.

a
2.- Calcular / yv a2 —y?dy.

0

Sea t = a® — y2. Entonces,

t=a?>—y* = dt = —2ydy. Ademis, {

SIS
I
SIS

Asi,

[ = [ = [t [T a1

1
3.- Calcular / 2°\/1 — 22dz.
0

Poniendo t = 1 — 22, se obtiene

z=0
1

dt =-2xdx vy {x—

De este modo,

1
/ 22V —22dx =
0

1

0 —dt
(x2)2\/1—a:2xd3:—/(1—t)2 tT
1
1
/1—2t+t2
0

w\»—t

I :
dt—/(t§—2t5+t3)dt
2 Jo

_ 8
105

IS
—

N |~ [\DM—‘D\

~
w\oo‘ Tieo

o~
10\01‘ e

~

mw\

4.- Calcular /x‘s (2% — 1) du.

Usamos el cambio de variables ¢t = 22 — 1. De esta forma, dt = 2z dx y

1 1
/xg(x2—1)73dx = /a:Q(a:Q—l)?Sxda:—z/(t+1)t73dt—2/(t74+t73)dt

1 /475 £74\ 1 /(x2 _ 1)\75 (22 1)74N
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Habitualmente se expresa con la notacién siguiente:

/udv:uv—/vdu.

1.- Calcular /we"” dzx.

Tomando

{ U=z ~ du=dx

dv =¢e*dr ~ v =2¢"

} se sigue que /xexda;:xex—/e‘”d:c:afex—ez—i-a

e
2.- Calcular/ x logz dz.
1

Definimos las partes

u=logx ~ du=

d’UZIEdﬂL’ ~> v =

€ x21°¢ cx? 1 e2 x2 e2+1
1 dr = |1 —| = — —dr=——|—| = .
/1:Uogxx [ong]l /1 2.7096 5 [4]1 1

3.- Calcular /log:z:da:.

Asi

Usamos las partes

1
u=logzr ~ du=—dzx
x

dv = dx ~ v==z
De esta forma,
1
/loga:dx:xlogx—/xdx:xlogx—x—i—C.
x

4.- Calcular de igual forma, /arctanx dx, /arc senzdzr.

N
5.- Calcular / z° sen(z?).
0

Hacemos primero el cambio de variable t = 22, y esta integral se convierte en

VT 1 [
/ 20 sena? = 5 / 2 sent dt.
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De nuevo hay que integrar por partes: u = t, dv = costdt y se tiene du = dt, v = sent. De
esta forma

2 2 2

vz T
5 9 T - . T
/0 x° senx —2+<[tsent]0—/0 sentdt)-;—i—()—i—[cost]o—?—z

6.- Calcular /ex senx dz.

Usamos las partes u = senz, dv = e* dx:
/ex senxdr = e” senx — /eJU COS T.
Volvemos a integrar por partes, pero ahora con u = cosz, dv = e* dx:

/ex senxdr = e” senx—/ew cosx = e” senx — e* cosx—/ex sen x dx.

Obsérvese como la integral que queremos calcular aparece de nuevo en el lado derecho. Si la
pasamos al lado izquierdo se obtiene

2 /ez senzdr = e (senz — cosx),

y por tanto
1
/ew senz dr = 5 e’ (senzx — cosx) + C.

4. Funciones racionales. Fracciones simples

Dada una funcién racional (cociente de polinomios)

P(z)
Q(x)

seguiremos el siguiente método para descomponerla en fracciones simples:

(1) Dividir si gr(P) > gr(Q), para obtener

P(z)
Q(x)

= (un polinomio) + con gr(P) < gr(Q).

(1) Factorizar el denominador en factores de la forma

(pr+q)", vy  (az®+br+c)™,
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(1v) Factores cuadraticos. por cada factor de la forma (ax? + bx + ¢)™, la descomposicién
en factores simples debe incluir la suma de m fracciones:
Bix+Cq Box + Cy " n Bpx+C,
(az? +bx+c)  (ax?+br+c¢)?2 7 (ax?+bzr+c)™

Por ejemplo, si N(x) es un polinomio de grado menor que 5, la funcién racional

N(z)
wtart—z—1

tendra una descomposicién en fracciones simples de la forma:

N(x) B N(x) A B C Dz +FE

4ri—z—1 (z—1)(z+1)2(z2+1) x71+$+1+(az+1)2+ 241

Los coeficientes A, B,C, D y E quedaran determinados al conocer N (z).

1
- [ — 4
/x2—5x+6 o

Como 22 +5x + 6 = (v — 3) (z — 2), escribimos

1 _ A B
22—-5x4+6 x—-3 x-—2

Para determinar A y B de forma que la igualdad sea vélida para todo x, multiplicamos esta
ecuacién por el minimo denominador comun, (x — 3) (x — 2), obteniendo la ecuacién

1=A(x—2)+ B(x—3), paratodo z.

Los valores z = 2 y x = 3 en esta ecuacién nos dan B = —1y A = 1, respectivamente. Asi,
1 1 -1 1 -1
/3:2—5x+6 o /<$—3+x—2> o /a:—3 x+/az—2 o
-3
= logl|x — 3| —log|x — 2|+ C =log 362‘—1—0
l’_

/5:p2+20x+6

20- | —4————dx

34222 +x

Como z3 +22? +z =xz(22 + 22 + 1) = z (z + 1)?, se tiene

522 +200+6 A B C

w3 +2224+1 x+x—|—1+(x+1)2

para todo x. Multiplicando por z (x + 1)

52°420x+6=A(x+1)? +Bz(x+1)+Cx, para todo x.
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3 / 22% — 4238 dx_/ A, _B Cz+D)
) (22 —2) (22 +4) x -1 a2+4
Multiplicando por z (x — 1) (22 + 4) e igualando numeradores, tenemos
20 —4r—8=A(x—1) (2> +4)+ Bz (22 +4)+(Cz+ D)z (z—1).

Con z = 0 se obtiene —4 A= -8,y A=2. Con x = 1, se sigue que —10 =5 B, y asi B = —2.
Para calcular C'y D podriamos dar otros dos valores a = y resolver el sistema lineal en C
y D producido. Para ilustrar otro método desarrollamos el miembro derecho de la igualdad
anterior (con A =2y B = —2) llegando a la igualdad de polinomios

203 — 42 -8=Ca® - (C-D+2)2> — Dz —8
de donde C' =2 y D = 4. Finalmente,

203 — 41— 8 2 2 2x+4
dx = i d
/(xz—x)(:zr2+4) v /(x x—1+x2+4> v

/ 2 2 n 2x n 4 d
= i o
x xw—1 2244 244

= 2logl|z| —2log|z — 1| + log(z* + 4) + 2 arctang +C.

4 /8x3+13xd
- ———— aX.
(IIJ‘2+2)2

Incluimos una fraccién simple por cada potencia de (22 + 2):
8z3+ 13z Az+ B L Cz+D
(x242)2 2242 (22 +2)%°
Multiplicando por el minimo comiin denominador, (22 + 2)2, llegamos a la igualdad

82+ 132 = (Az+ B) (2> +2)+ Caz + D.

Desarrollando el miembro derecho y agrupando obtenemos
82° + 132 = A2®> + Ba®> + (2A+C)z+ (2B + D),
yasi A=8, B=0,C =-3y D =0. Por tanto,

823+ 13x 8 -3z 5 3
| G /(x2+2+<m2+2>2> r=dloa@ AR oy TC

A

ar?+bx+c
funcién arcotangente. Para resolverlas se completan cuadrados en el denominador para

escribirlo en la forma (ma +n)? +p, se reescribe como p((%;f")z +1), y finalmente se ajustan

5.- Una variacion de este tipo de integrales es / dx cuyas primitivas son una

las constantes. Veamos un ejemplo para ilustrar el método:

/%dw = /%dﬂ?z% /;qu
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5. Funciones trigonométricas
Vamos a calcular integrales de la forma
/ sen”x cos"xdr y / sec r tan" x dx

con m o n un entero positivo. Las pautas para las primeras son las siguientes:

(1) Si la potencia del seno es positiva e impar:
/senszrl xcos"xdr = /(sen2 z)¥ cos™ x sen z dx
— 2 Nk n
= (1 — cos®x)" cos" x sen z dz.

El cambio de variable ¢ = cosz, dt = — sen x dx convierte al integrando en un polinomio
o una funcién racional:

/sen%+1 x cos" xdx = /(1 — cos? )k cos™ x senz dx = /(1 — ) (1) dt
(11) Sila potencia del coseno es positiva e impar:
/senm zcos?lpdr = /Senm x (cos® z)* cosz dx
= /senm z (1 —sen?z)* cosz da.
Usando el cambio de variable t = senx, dt = cosz dx
/senmx cos® g dx = /senmm (1 —sen®z)* coszdx = /tm (1—t2)*dt,

y queda la integral de un polinomio o de una funcién racional.
(1m1) Si las potencias de ambos son pares y no negativas, usamos las identidades:

1- 2 1 2
sen’z = 1= cos(2z) x)’ cos’z = 2 costez) C;S( z)

2

quedando en el integrando potencias impares de la funciéon coseno.

/sem3 zcostrdr = /(sem2 z) cos’ z senz dr = /(1 — cos® x) cos z sen z dx
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3 2
cos® x (cos® x) cosx _1 2
dr = /da::/ senx) 2 (1 —sen“x) cosxdr
| s sonl 2 (sen )2 ( )

_1 3
= /(sen 2 —sen2 x) cosx dx.

El cambio de variable t = sen x, dt = cosz dx nos lleva a

COS X

\/sen:E

3. /Cos4xdx - / (W)Q dz = / (i + 008(22 ?) 4 COSQfx)) dz

. ., 1+ cos(2a
Utilizamos de nuevo la expresién cos® o = 2(), esta vez para cos?(2x):

1 2 2(2
/cos4acdx = /<4+COS(2 :r)_i_cosi :v)) dzx

_ /[411+COS(22$)+31 (1—1—6(;8(41‘))} o

1 1
= /d$+4/ s(2x) d:L‘—i-@ 4 cos(4z)dx

sen( 2 ) sen 437)

é
t2

2
It dt = —217 + +C:—2sen%x+5sen%a:+(}.

Cﬂ\l\.’)

+C.

3x
3

Para las segundas integrales planteadas, seguiremos el siguiente esquema:

(1) Sila potencia de la secante es positiva y par:
/Sec2 Frtan"zdr = /(sec2 z)F1 tan™ z sec? z dz
= /(1 + tan? 2)*7! tan” x sec? z du;
El cambio de variable ¢ = tanz, dt = sec? x dz proporciona

/sec% x tan" x dx = /(1 + tan? 2)*! tan" 2 sec? x dx = /(1 + )L dt,

y se tiene que hacer una integral de un polinomio o de una funcién racional.

(1) Sila potencia de la tangente es positiva e impar:

[ TR 25 D T S DR DY TR A
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(111) Si no hay secantes y la potencia de la tangente es positiva y par:
/tan% xdr = /tan%_2 z tan® z dr = /tan%_2 z (sec’z — 1) dx

= /tan2k2x sec2xdx—/tan2k2:cdx

2k—-1

t
oA v tan®*2 2 du;
2k —1

y repetir el proceso si es necesario.

(rv) En otro caso, reescribir el integrando en términos de senos y cosenos.

1.- Potencia de la tangente positiva e impar:

tan® x

\/sSecx o

= /(secﬂv)_é tan® z do = /(sec;v)_g tan? z (sec  tan ) dzx
= /(sec x)_% (sec? z — 1) (secz tanz) dz

= / [(sec x)% — (sec x)*%} (secx tanx) dx

[

3
2

= —(secz)2 +2(secx) 2 + C.

3

2.- Potencia de la secante positiva y par:

/sec4(3x) tan®(3x) dr = /se02(3 z) tan®(3z) sec®(3x) dx

3

_ ! /(tan3(3 x) + tan®(3z)) (3 sec?(3z)) dx

_ ! /(1 +tan?(3x)) tan®(3z) (3 sec*(3z)) dx

3
_ é [tan44(3x) N tan6(3x)]

+C.

3.- Potencia par de la tangente:
/tan4xdx = /taan tan® z do = /tan2 z(sec’z — 1) dx

= /taan sech:da;—/taHQxda:

tans x

= - /(secQ:E—l)dx

3

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

11
www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



