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Loégica Curso 2017-18 Semantica en LPO

Ejercicios resueltos - Enunciados

Construir un modelo y un contramodelo de la siguiente féormula sobre el dominio {1,2,3}:

Ix-Q(f(x)) A =3z(VyP(z,y) = Q(f(z)))

Demostrar con medios semanticos que el siguiente razonamiento no es correcto utilizando un
dominio de dos elementos:

{3x(P(x) = Q(xa)), P(a) ,"R(b) , Vx (Q(xa) = R(b)) } F Vx(P(x) > R(x))

examen repesca enero 2017

Demostrar con medios semanticos que el siguiente razonamiento no es correcto utilizando un
dominio de dos elementos:

{P(b), 3x (P(x) A 2Q(xa) ), Vx (P(x) =3y Q(xy) ) } F 3xQ(xX)

eval LPO dicbre 2016

Definir un contramodelo para demostrar que la siguiente relaciéon de consecuencia logica NO se
verifica:

{ Vx (Q(x) = R(x)), Vx (P(x) = R(x)), P(a), Q(b) } F 3Ix(P(x) A Q(x))

examen julio 2017

Analizar si existe o no relacion de consecuencia légica en los siguientes esquemas de
argumentacion utilizando razonamiento semantico:

a) {Vz3xP(x,z),IxP(x,a) } E IxVzP(x,2)
b) {VxP(x) = Q(c) } £ Ix (P(x) = Q(c))

Averiguar si la formula Q(a,b) v Q(c,c) es 0 no consecuencia légica de cada uno de los
siguientes conjuntos:

1)  {3xPx, Vy(P(y)~Qay)) }

2)  {3xPX, vy (P(y)~Q(c0)) }

eval enero 2016

Probar: dxP(x) = Qa) E Vx(P(x)—Q(a))



Construir un modelo y un contramodelo de la siguiente férmula sobre el dominio {1,2,3}:

Ix-Q(f(x)) A -3z(VyP(zy) — Q(f(2)))

Definimos un interpretacion I(D, i()) en el dominio {1,2,3}
Tendremos tres constantes en el lenguaje de primer orden que utlizaremos L={a,b,c}
Definimos la funcion de interpretacion i()
Funcion de interpretacion para las constantes:
i(a)=1, i(b)=2, i(c)=3
Funcion de interpretacidn para las funciones:
i(f(a))=a, i(f(b))=b, i(f(c))=c
Funcion de interpretacion para los predicados:
i(Q(a)) = ,i(Q(b)) = ,i(Q(c))=
i(P(a,a)) = ,i(P(a,b)) =, i(P(a,c)) =
i(P(b,a)) = , i(P(b,b)) =, i(P(b,c)) =

i(P(c,a)) = , i(P(c,b)) =, i(P(c,c)) =

Buscamos un Modelo, una interpretacion que haga verdadera la formula:

i(3x-Q(f(x))) A =3z(VyP(z,y) = Q(f(2)))) =V
Sii

i(3x-Q(f(x))) = V y i(-3z(vyP(z,y) = Q(f(2)))) =V

i(Ix-Q(f(x))) = V sii

=

Q

i(-Q(f(a))) =V sii i(Q(f(a))) =F

o bien

(on

=

i(-Q(f(b))) =V sii i(Q(f(b)))=F

o bien



z=c i(-Q(f(c))) =V sii i(Qlf(c)) =F

i(-3z(vyP(zy) - Q(f(2)) =V sii Az(VyP(z,y) > Q(f(z) = F
z=a  i(VyP(a,y) > Q(f(a))) = F sii
i(vyP(ay)) =V y i(Q(f(a))) =F
i(P(a,a))=V
y i(P(a,b))=V

y i(P(a,c))=V

y
z=b  i(VyP(by) = Q(f(b))) = F sii
i(VyP(by)) =V y i(Q(f(b)) =F
i(P(b,a))=V
y i(P(b,b))=V
y i(P(b,c))=V
y

z=c i(VyP(by) - Q(f(b))) = F sii
i(VyP(cy)) =V y i(Q(f(c)) =F
i(P(c,a))=v
y i(P(c,b))=V

y i(P(c,c))=V

Modelo: i(Q(a)) = F, i(Q(b)) = F,i(Q(c))=F, i(P(a,a)) = V, i(P(a,b)) =V, i(P(a,c)) =V, i(P(b,a)) = V,
i(P(b,b)) =V, i(P(b,c)) =V, i(P(c,a)) = V, i(P(c,b)) =V, i(P(c,c)) =V

Contramodelo

Buscamos un ContraModelo, una interpretacién que haga falsa la formula:



i(3x-Q(f(x)) A =3z(VyP(z,y) > Q(f(z)))) = F
Sii

i(Ax-Q(f(x))) = F o bien i(=3z(YyP(z,y) > Q(f(z))))) = F

i(3z-Q(f(x))) = F sii

z=a i(-Q(f(a))) =F sii i(Q(f(a)))=V

z=b i(-Q(f(b))) =F sii i(Q(f(v))) =V

z=C i(-Q(f(c))) =F sii i(Q(f(c)) =V

Contramodelo: i(Q(f(a))) = V, i(Q(f(b))) = V, i(Q(f(c))) =V



Demostrar con medios semdanticos que el siguiente razonamiento no es correcto utilizando un
dominio de dos elementos:

{3x(P(x) = Q(xa)), P(a) , "R(b) , Vx (Q(xa) = R(b)) } F Vx (P(x) = R(x))

Examen enero 2017

{ x(Px)—Qxa)), P(@), ~R(b), Vx(Q(xa)—=R(b)) } F Vx(P(x)—>R(Xx))
Al A2 A3 A4 B

D = {0,1} I(a)=0, I(b)=1

Buscamos interpretacién [ tal que [(A1) =1(A2)=1(A3)=1(A4)=V y I(B)=F

*) 1(A2) =1(P(a)) =V — | Pp(0)=V

*) 1(A3) =I(-R(b))=V — IR(b)=F —— | Rp(1)=F

) 1(B) =1(Vx (P(x) >R(x))) =F — I(3x~(P(x) > R(x))) =V —I(3x (-P(x) v ~R(x))) =V
para x=b I(-P(b)v-R(b)) =V pues I(-R(b)) =V
) 1(A4) =1(Vx (Q(xa) = R(b)) )=V
como I(R(b))=F I(Vx(Q(xa))=F
para x=a I(Q(a,a))=F |[Qp(0,0)=F

para x=b [(Q(b,a))=F |Qp(1,0) =F

) 1(A1]) =1(3x (P(x) > Q(xa)) )=V
para x=a I(P(@a)—=Q(a,a))=F pues Pp(0)=V y Qp(0,0)=F
debe ser I(P(b) = Q(ba))=V
como Qp(1,0) =F I(P(b))=F Pp(1)=F

= cualquier interpretacién I que cumpla las condiciones anteriores es el contramodelo buscado,
independientemente de cémo sean Rp(1) , Qp(0,0) y Qp(0,0)

Solucion de Andrei:




D={0,1}, i(a)=0, i(b)=1.

Al:i(3x ( P(x) = Q(x,a) ))=Vsii {x/a}i(P(a) — Q(a,a))=V o {x/b}i(P(b) — Q(b,a))=V sii

i(P(a))=F oi(Q(a,a))=V 0 i(P(b))=F o i(Q(b,a))=V Ala o Alb o Alco Ald
A2:i(P(a))=V A2
A3:i(-R(b))=V sii i(R(b))=F A3

A4:i(Vx (Q(x,a) = R(b) ))=Vsii {x/a}i(Q(a,a) = R(b))=V y {x/b} i(Q(b,a) = R(b)) sii

[i(Q(a,a))=F 0 i(R(b))=V] y [i(Q(b,a))=F o i(R(b))=V] [Ad4a o Adb] y [Adc o Add]
B: i(V x ( P(x) =R(x)))=F sii {x/a} i(P(a) =R(a))=F o {x/b}i(P(b) —=R(b))=F sii

[i(P(a))=V y i(R(a))=F] o[i(P(b))=V y i(R(b))=F] [Bay Bb] o [Bcy Bd]
Discusidn: A2 entra en conflicto con Ala; A3 entra en conflicto con A4b y A4d, tenemos ahora:
Al: (Alb o Alc o Ald) con A4:(Ada y Adc) pero Ada entra en conflicto con Alb y Adc con Ald, entonces:
Alc, A2, A3, Ada, Adc: i(P(b))=F, i(P(a))=V, i(R(b))=F, i(Q(a,a))=F, i(Q(b,a))=F

Pero Bc entra en conflicto con Alc, entonces tenemos desde B: i(P(a))=V y i(R(a))=F

Ba es compatible con A2 y podemos definir en la interpretacion de R que i(R(a))=F:

No es consecuencia légica, un contraejemplo que lo demuestra es:

i(P1)={<0>=>V, <1>=>F }

i(Q%)={ <0,0>=>F, <0,1>=>V, <1,0>=>F, <1,1>=>V}

i(RY)={<0>=>F, <1>=>F}



Demostrar con medios semanticos que el siguiente razonamiento no es correcto utilizando un
dominio de dos elementos:

{P(b), 3x (P(x) A "Q(x:a) ), Vx (P(x) =3y Q(xy) ) } F 3x Q(xx)

eval LPO dicbre 2016
D={0,1}, i(a)=0, i(b)=1.

i(3x Q(x,x))=F sii
{x/a}i(Q(a,a))=F
Y ademas,
{x/b}i(Q(b,b))=F
i(P(b))=V
i(3Ix (P(x) A -Q(x,a) ) )=V sii
{x/a}i( P(a) A -Q(a,a) ) = V sii
i(P(a))=V y ademas i(Q(a,a))=F (tras descartar {Q{b;ap}=F abajo)
O bien,
{x/b}i( P(b) A -Q(b,a) )=V
i(P(b))=V y ademas {&@{b;a}=F (descartado mas abajo)
i(Vx (P(x) = Ix Q(x,y)) )=V sii
{x/a}i( P(a) = Ty Q(a,y) )=V sii
iP(a))=F
O bien,
i(AyQ(a,y))=V sii
{x/a} itQfasah)=V
O bien,
{x/b}i(Q(a,b))=V
{x/b}i(P(b) = 3y Q(b)y) )=V
iP(bY)=F
O bien,
i(3yQ(b,y))=V sii
{x/a}i(Q(b,a))=V
O bien,
{x/b} itQtbrbh}=V

No es consecuencia ldgica, el contramodelo que lo demuestra es: Py(0)=V, Pp(1)=V, Qp(0,1)=V,
Qo(1,0)=V, Qp(0,0)=F, Qp(1,1)=F.



Definir un contramodelo para demostrar que la siguiente relaciéon de consecuencia légica NO se
verifica:

{vx(Q(x) » R(x)), vx (P(x) » R(x)), P(a), Q(b) } F 3Ix(P(x)AQ(x))

Examen julio 2017

{ ¥x(Qx) = R(x)), Vx (P(x) = R(x)), P(a), Q(b) } = Ix(P(x) » Qx))

A1 Az Az As B

Buscamos una interpretacion i tal que

Vx (Q(x) — R(x))

Vx (P(x) — R(x) sean V y dx (P(x) AQ(x)) sea F
P(a)

Q(b)

Tomamos como dominio D = {a,b}

1? solucion:

- i(A3)=v — [i(P(a)) =V

- 1(Ag) =V — |iQ((D)) =V

~i(A2) =i(Vx (P(x) = R(X))) = V

i(P(a)) =V

x=a 1i(P(a) > R(@a)=V
— i(R(@))=V

y x=b i(P(b)>R(b)=V — i(P(b)=F ¢ iR(Db)=V (1)
- i(A) =i(Vx Q) = R(x)) =V

Xx=a 1(Q(a) » R(a)) =V se cumple pues i(R(a))=V

Q) =V

y x=b i(Q(b) — R(b)) =V }
— |iR() =V

por tanto, al ser i(R(b))=V, también se cumple (1), yAzesV

- iB) =i(3@x (P(x) A Q(x))) =F

x=a 1(P(a)aQ(a))=F
i(P(a)) =V — |i(Q(a)) =F
y x=b i(P(b)rQ(b))=F
1(Q(b)) =V —— | i(P(b))=F
Hemos encontrado un contramodelo: Ppb={a} Qp={b} Rp={ab}

que ademas es el inico contramodelo



Por supuesto que hay otras formas de hacer este analisis. Si empezamos por hacer falsa la conclusion B:

22 solucion:

- i(A3)=v — |i(P(a)) =V

- 1(Ag) =V — |iQ((D)) =V

- iB) =i(3@x (P(x) A Q(x))) =F

x=a i(P@rQ@)=F  i(P(a)=F6 i(Q@)=F }

como i(P(a))=V 1(Q(a))=F
y x=b i(PGAQ®)=F i(P(b))=F 6 i(Q(b)-F }
como 1(Q(b))=V — | 1(P(b))=F

- i(A) =i(Vx (Qx) = RX)) =V

Xx=a 1(Q(a) » R(a))=V se cumple pues 1(Q(a))=F

y x=b QM) = R(Mb)=V  i(Q(b))=F 6 i(R(b))=V — |iR(b) =V
como 1(Q(b))=V

- 1(A2) =i(Vx (P(x) > R(x))) =V

X=a i(P(a) > R(a))=V i(P(a))=F 6 i(R(a))=V } — [|i(R(a))=V
como i(P(a)))=V

y x=b 1i(P(b)—>R(b)=V se cumple pues i1(P(b))=F

Se obtiene el mismo resultado que en la 1? solucion.



Analizar si existe o no relacion de consecuencia légica en los siguientes esquemas de
argumentacion utilizando razonamiento semdantico:

a) {Vz3axP(x,z), AxP(x,a)} £ IxVzP(x,z)
b) {VxP(x) = Q(c)} E Ix(P(x) = Q(c))

Para comprobar si hay consecuencia logica, comprobamos si existen contramodelos (que hagan
verdaderas las premisas y falsa la conclusion) para cada una de las argumentaciones. Buscamos
contramodelos con dominio D ={a,b,c}

a) {Vz3xP(x,z), AxP(x,a)} E IxVzP(x,z)

Premisas
VzaAxP(x,z) =V
z=a  dxP(x,a) = Vsii

X=a P(a,a)=V

o x=b P(b,a)=V
o X=C P(c,a)=V
y z=b  IxP(x,b) = Vsii

X=a P(a,b)=V

o x=b P(b,b)=V
o X=C P(c,b)=V
y z=c  dxP(x,c) = Vsii

X=a P(a,c)=V
o x=b P(b,c)=V

o x=c)  P(c,c)=V

y dxP(x,a) =V

X=a P(a,a)=V



o x=b P(b,a)=V

o X=C P(c,a)=V

Conclusién
IxVzP(x,z) = F
X=a VzP(a,z) = F sii

z=a P(a,a)=F

o} z=b P(a,b)=F
o} z=C P(a,c)=F
y x=b YzP(b,z) = F sii
z=a P(b,a)=F
0 z=b P(b,b)=F
o} z=C P(b,c)=F
y X=C VzP(c,z) = F sii

z=a P(c,a)=F
o} z=b P(c,b)=F

o} z=C P(c,c)=F

Existe al menos un contramodelo (P(a,a)=V y P(b,b)=V y P(c,c)=V ; P(a,b)=F y P(b,a)=Fy
P(c,a)=F ), luego no hay consecuencia légica.

b) {VxP(x) = Q(c)} F Ix(P(x) = Q(c))

Premisas
VxP(x) = Q(c) = V sii
VxP(x)=F sii
X=a P(a)=F

o x=b P(b)=F



o} X=cC P(c)=F

o Q(c)=V

Conclusién
Ix(P(x) — Q(c)) = F sii
x=a  P(a) = Q(c) = F sii
P(a)=v y Qc)=F
y x=b  P(b) — Q(c) = F sii
P(b)=V y Q(c)=F
y x=c  P(c) = Q(c) = F sii

P(c)=V vy Q(c)=F

Analizamos las opciones:

Q(c)=V en la premisa es incompatible con Q(c)=F que se tiene que cumplir en todas las
opciones de la conclusion.

P(a)=F en la premisa es incompatible con P(a)=V que debe cumplirse en la primera alternativa
de la conclusion. P(b)=F en la premisa es incompatible con P(b)=V que debe cumplirse en la segunda
alternativa de la conclusion. P(c)=F en la premisa es incompatible con P(c)=V que debe cumplirse en
la tercera alternativa de la conclusion.

No es posible encontrar un contramodelo que haga simultaneamente verdaderas las premisas y
falsa la conclusion, luego existe consecuencia logica.



Averiguar sila formula Q(a,b) v Q(c,c) es o no consecuencia légica de cada uno de los siguientes
conjuntos:

1) {3xP(x), Vy(P(y)~Qy))}
2)  {3xPX, vy(P(y)~Qlcq)) }

eval enero 2016
1) Llamamos A1 = Ix P(x)

Az = Vy (P(y) — Q(a,y) )

B = Q(a,b) v Q(c.c)

- Buscamos un contramodelo, es decir i tal que i(Aj)=i1(A2)=V y iB)=F

- Tomamos como dominio D = {1,2,3} , por ejemplo

- i(a)=1 i(b)=2 i(c)=3 por ejemplo

- i(B)=i( Q(ab) v Q(c,c) )=F 1(Q(a,b)) = i(Q(c,c)) =F Qp(1,2)=Qp(3,3) =F

- i(A2) =i( vy (P(y) = Q(a,y)) )=V sii

i(P(a) > Q(a,a))=V  sii  i(P(a))=F 6 iQGa)=V (1)

y i(P(b)— Q@b))=V  sii | iP®)=F | ¢ W

y i(P(©)—Qac))=V sit. i(P(e)=F 0 i(Qa,c)) =V 2

iy

- (A =1i( IxPx))=V sii i(P(a))=V o 1(1’&9’4 6 i(P()=V (3
- para hacer compatibles (1), (2) y (3) elegimos ’ i(P(a))=V y i(Q(a,a)) =V

- los demas valores de i1(Q(X,y)) puedenser V o F = hay unos cuantos contramodelos con ese
dominio y las interpretaciones de a, b y c antes
fijadas

= sec ha encontrado un contramodelo = NO es consecuencia légica



2) Sean A1= 3xP(x)

A2= Vy(P(y) - Q(cc))
B = Q(a,b) v Q(c,c)

- Eneste caso Sl es consecuencia logica:

- Una demostracion con deduccién natural es la siguiente:

1.- 3Ix P(x) premisa

2. vy (P(y) = Q(c,c)) premisa

3.- P(d) elim 1, d constante temporal nueva
4.- P(d) - Q(c,c) elim 3

5.- Q(c,0) modus ponens 3, 4

6.- Q(a,b) v Q(c,c) int v 5

- portanto {A1,A2} — B

- y porel teorema de completud {A1,A2 } E B
- demostracion semantica:

buscamos un contramodelo, i.e, i talque i(Aj)=i(A2)=V y iB)=F

iB)=F i(Q(ab) vQ(cc))=F Qi(a,b) = Qi(c.c) = F
i(A2) =V i(vy (P(y)~Qlcc)) )=V

y=a  i(P@)~Qcc)) =V

y=b  i(P(b)>Q(cc)) =V

y=c i(P(a)=Q(ce)) =V

como Qi(cc)) =F Pi(a) = P1(b) =Pi(c) =F (1)

i(A3)=V i(3IxP(x))=V que no es compatible con (1)

= No hay contramodelo = SI es consecuencia légica.



Probar: IxP(x) > Q(a) E Vx(Px)—Q(a))

IPx)—>Q@) F Vx(P(x)—Q(a))

A B
1) Forma indirecta: buscamos interpretacion! tal que I(A)=V y I(B)=F
I(B)=F I(Vx(P(x)—=Q(a)))=F sii I(P(Q)—=Q(a)) = F paraalguni€L(D)

sii I(P(1))=V paraalgini€L(D) y I1(Q(a))=F
sii Jx P(x) y 1(Q@)=F = i(A)=F

= No es posible encontrar un contramodelo = Sl es consecuencia légica

2) Directamente: sea | interpretacion cualquiera tal que I(A)=V; hay que probar I1(B)=V
I(A) = 1(3x P(x) = Q(a)) =V I(3IxPx))=F 6 I(Q@))=V
lercaso: I(3xP(x))=F I(-3xP(x))=V  I(Vx-P(x))=V
I(-P(i))=V paratodo i€ (D) I(P(i)) =F para todo i€ (D)
I(P(i) > Q(a)) =V paratodo i€ (D) I(B)=V

22caso:  I(Q(a))=V I[(P(i)—=Q(a)) =V paratodo i€ (D) I[(B)=V
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