Teoria de la integral y de la medida (curso 2020-21)
Hoja n° 4 (Integracion y teoremas de convergencia, continuaciéon) SOLUCIONES

1. Sea f(z) = 0 en cada punto del conjunto ternario de Cantor en [0,1]. Sea f(z) = p en cada
intervalo del complementario de longitud 3%, Demostrar que f es medible y calcular [ f(z)dm,
siendo m la medida de Lebesgue.

SOL: El complementario del conjunto de Cantor en [0, 1] viene dado por un abierto de la forma

p—1 . . .. . _
Up 1 U2 I,, ., donde los I, son intervalos abiertos disjuntos cada uno de medida 377. La
funcién f se puede escribir como
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y su integral vale por tanto
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2. Llamemos d;(x) a los digitos del desarrollo decimal 0.d;ds... de un = € (0,1). Decir por qué son
convergentes las siguientes series:

=Y o) = S0
y hallar fol fs fol g , expresandolas como sumas de series. jPor qué son validas esas expresiones?

1 1
SOL: / f(z)dx = g y / g(x)dx = 0, que ya veremos con calma . ..
0 0

3. Sea fon—1 = Xj0,1) fon =X@,2 n=1,2,... Comprobar que se verifica la desigualdad de Fatou
estrictamente.

SOL: Vx € R se tiene liminf, o fn(z) = 0 porque f,(z) = 0 bien si n es par o bien si n es
impar. Por tanto /lim inf f,(x)der =0 < lim inf/fn(x)dx =1.
n—oo n—o0

4. Sean f >0, g > 0 medibles f > g, [ gdu < co. Probar que

[ fdp— [gdu= [(f —g)du

5. Sea (X, A, 1) un espacio con medida. Sea {f,} una sucesién creciente de funciones medibles de
X a [—o0, 4]
filz) < fi(z) < < fu(2) < fapa(z) <00

Ponemos f(z) = lim, o0 fn(z) € (—00, +00].



a) Demostrar que lim,, [ f,(z)dp = [ f(z)dup si fi es integrable.
b) Dar un ejemplo, cuando [ f,(z)du = —oco para todo n, mientras que [ f(z)du = 0. De-
mostrar que limy, [ fn(z)dp = [ f(z)du.

SOL: a) Aplicar el TCM a funciones f, — f1 > 0. b) X = R, p es la medida de Lebesgue, f,
son funciones constantes: f,(z) =—1/n, x € R.

. Sea f, > 0, medible, lim f,, = f, f,, < f Vn. Comprobar que [ fdu =lim [ f,du. (Sugerencia:

Usar el lema de Fatou y que [ fodp < [ fdu)

SOL: Por el Lema de Fatou y las hipétesis, /fd,u = /lim fndp < lim inf/fndu < /fd,u.

Sea g : (X, A, ) — (R, Bg) integrable. Sea {E,} uns sucesién decreciente de conjuntos tal que
N°E, = 0 . Probar que lim, o fEn gdp =0

SOL: Usar TCD con f, = gxg, y funcién dominante F' = |g|.

. Sea f: R — [0,00) medible y f € L'(m). Sea F : R — R definida mediante F(z) = [*__ f(t)dm.

Probar que F(z) es continua. (Sugerencia: Usar teoremas de convergencia)

Probar que dados z1 < z2 < x3 < ... numeros reales, se tiene
S 1P (@) = Fao)| < [ |7ldm.
k

SOL: La continuidad se deduce del TCD de la forma siguiente: fijamos z y elegimos {z, }, una
sucesion convergente a x, supongamos ademads que 2z, < x,Vn. Definimos f,.(y) = f(y¥)X(z,.2) (%)

(es decir, fr(y) = f(y) si zn <y <xy fn(y) =0 en el resto. Entonces

lim |F(z,) — F(z)| < h_}m/ | fldm = li_>m /|fn|dm:(),

n—00

porque limy,, o fn(y) =0,y y las f,, estdn dominadas por la funcién integrable |f|.

. Sea pu(X) < 0o . Sean {f,} una sucesién de funciones de L'(1), con f,(x) — f(z) uniforme-

mente. Demostrar que f € L'(u) y que [ fodp — [ fdu . (Sugerencia: Estudiar la sucesién
en(®) = fu(z) — f(z), escribir f(z) = fu(2) — (fu(z) — f(2)).

10.

Sea A = [0,1] N Q , entonces A = {aj,as,...,a,...}. Definimos f, : [0,1] — R mediante:
fo(z) = 1siz € {ai,a9,...,an} y fu(z) = 0 en los demds casos. Probar que f, es integrable
Riemann, hallar f(x) = lim,_ o fn(x) y estudiar si f(z) es integrable Riemann.

SOL: f es la funcién de Dirichlet, luego no es integrable Riemann.

11.

. > dx
Demostrar que lim — =1
n—oo fq (1 + %)nxg
Sugerencia: Usar que paran > 1 (1+2)" > %.
1

SOL: Definimos f,(x) = ﬁ Se tiene lim,,_,o fn(z) = e7*, Vo > 0. Sea por otro lado
L+ 2)man

1 .
iz sior<l1
Fay={ """
ol si 1<z




Entonces, F' es integrable y f,(x) < F(x),sin > 2. Por el TCD, lim,_, fooo fndx
00 g
=J, € der = 1.

12.

nr —1
(zlogn + 1)(1 + nx2logn)’
1
1
embargo lim / fo(x)dr = —.
n—oo 0

2
—1 nr
zlogn+1 + (nlogn)z2+1 )

Sea fn(z) = x € (0,1]. Comprobar que lim,_ frn(z) = 0y sin

(Sugerencia: fp,(z) =

SOL: Con la sugerencia, podemos encontrar una primitiva de forma directa que nos da

1 1 1 241 log(zl D!
lim fo(x)dz = lim <Og[(n201gn)x + 1] _ Og(:clogn+ ))
0 ogn ogn

n—00 n—oo
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Esto no contradice el TCD porque no existe funcién “dominante” que permita usarlo.

13.

o0

Calcular lim %dm, estudiando los casos a <0, a =0, a > 0.
n—oo [, 14+ n?zx
., Qué teoremas de convergencia son aplicables ? SOL: Sea f,(x) = 1—1-% Se tiene
n’x
limy, 00 fn(z) = 0,Vz > 0. Definimos F(z) = 1%2 Entonces, F' es integrable en (a,00) si

o0

a>0y fu(x) < F(zx), Yn. Por el TCD, ILm fndzr =0sia>0.

Sin embargo, dado cualquier € > 0 el cambio de variable y = nz nos da

€ n ne 1
/ ———d / 5dy = arctan(ne) — g, si n— oo.
0 0

1+ n2z2 T 1+y
oo T o0
Por simetria, lo mismo ocurre en (—e¢,0). Por tanto lim fondr = — y lim / fndx = T,
n—oo Jq 2 n—oo J,
sia < 0.
< 1 2
14. Calcular lim et x.
n—oo Jo (14 22)"
1+ nz? . . .
SOL: Sea f,(z) = m Se tiene limy, o0 frn(z) = 0,Vz > 0. Definimos
x

1 sioz<1
F(:c):{

4 0§ 1<z
x

Entonces, F' es integrable y f,(z) < F(z), si n > 2 (porque, por el desarrollo del binomio de
o

Newton, (1 + 22)" > 1+ nz? + w:ﬁ). Por el TCD, lim / fndz = 0.

n—oo 0

15.

En cada uno de los siguientes casos, demostrar que lim, fol fn(x)dx =0.

_ nxlogx o om/r
(a) fn(z) = W’ (b) fu(z) = 11 nZg2
n>/°x nPx” logx .
(c) falz) = m; (d) fu(x) = T nZa? r>0,p<min(2,1+7).



SOL: a) TCD, usando que 1+ T < %, para z,n € R;
d) Supongamos que p < 2. Para aplicar TCD, ponemos y = n y le damos todos los valores reales
n (0,00). Aplicando el Célculo, vemos que

yP _
sup ——— < C(p)z~P
y>18 1+ y22? — (7)

(se alcanza en y =, /ﬁx_l). Luego fn(z) < g(z) := C(p)z~P*" log(z), y esta funcién may-
orante es integrable si p < min(2,1 + r). Los apartados b) y c) se hacen de la misma forma.

16.

L /ogax 2 > 1 2
Demostrar que . 1—» d.’E = 2 nzz: m = ? .

SOL: Utilizando la versién de TCM para series, obtenemos que

1
log x n+1
/0<1—x> Z/ logac (n+1)z" dw—2zn+1

La dltima igualdad se obtiene integrando por partes dos veces.




