DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
Analisis de Variable Real. Curso 13—14.

La integral de Riemann. Hoja 8

156 Sea f : [a,b] — R acotada. Si p,q son particiones de [a,b] y p es mds fina que q, probar que
S(f,p) < S(f,q). Para ello, suponer primero que p tiene un punto mds que q y luego proceder por

induccion.
157 Dar un ejemplo de una funcion en [0, 1] tal que |f| es integrable Riemann y f no lo es.
158 Dar un ejemplo de una funcion f(t) > 0 integrable Riemann en [0,1] y tal que % no lo es.

159 Sea f : [a,b] — IR acotada. Probar que f es integrable Riemann si y sélo si para todo € > 0
existen p1,pa particiones de [a,b] tales que

0<S(f,p1) —s(f,p2) <e

160 Sea f : [a,b] = IR acotada y supongamos que {pN}F_, es una sucesion de particiones de [a,b]

tal que
(0<)S(f,pn) —s(fspn) = 0 con N — oo.

Probar que f es integrable Riemann y que
b
[ #yae= i S(fpw) = tim s(f,p)
a N—oo N—oo

161 Sea f : [a,b] — R integrable Riemann, ty € (a,b) y A € R. Definimos g(t) = {Q(t)’ i 7 io
) =l

Probar usando particiones que g es integrable Riemann y que ffg(t) dt = fff(t
Por induccion tratar el caso en que modificamos f en un conjunto finito de puntos.

162 Sea f : [a,b] — IR integrable Riemann. Definimos la parte positiva y la parte negativa de f como

pr = OOl gy VOIS0

Probar
i) () >0, f~(t ) >0, para todo t € la,b] y son mtegmbles Riemann.

10 = 770~ (0 10 = 140+ (0, 7°0)-7(0) =0 por po £
iii) [ f(&)dt = [} fH@) dt— [ f@)dt y [ 1fI(8)dt = [} fH@)dt+ [} f () dt

i) f2 = ( ) +(f)'

163 Sea f :[a,b] = R continua tal que f(t) > 0 para todo t € [a,b] y supongamos que

ch
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165 Calcular las derivadas de las funciones fab(t) f(r)dr, f;(t) f(r)ydry fb(t r)dr, supuesto que f
es continua y a(t), b(t) son derivables.

a+L

166 Si f : IR — IR es continua y L periodica, probar que f f(t)dt no depende de a € R.

167 Si f : [—a,a] — IR es par e integrable Riemann, probar que ffa f(t)dt = 2f0 t)dt, de dos
maneras distintas: usando particiones y usando un cambio de variable.
De la misma manera si f : [—a,a] — IR es impar, probar que ffa f(t)dt =0.

168 Sea f :[a,b] — [0,00) continua y M = sup{f(t), t € [a,b]}. Probar que

1

h’m f” dt "=

n—oo

169 Sea L(x ff % dt para x > 0.

i) Usando propzedades de la integral de Riemann probar que L es continua, derivable, estrictamente
creciente, L(x) — oo cuando x — oo, L(x) — —oo cuando x — 01, L(1) = 0.

it) Probar que L(xy) = L(x) + L(y), L(z") = nL(z), n € IN, L(z") = rL(x), r € @ L(2Y) = yL(z),
y € R.

iii) Concluir que la inversa de L, L™' : R — (0,00) es derivable, verifica L= (t 4+ s) = L=Y(t)L~1(s)
y usar el Problema 143 para probar que L=1(t) = e'. Concluir que L(x) = In(z) para x > 0.

) Probar que L'(z) = L y que por tanto L(z) = In(z) para z > 0.

170 Sea f una funcidn derivable tal que f'(t) = b(t)f(t), t € R, donde b(t) una funcidn continua en
R.

Usando las herramientas del Problema 144 probar que si f(0) = A, entonces f(t) = AeP® para
cierta funcion B(t) relacionada con b(t) y con B(0) = 0.

171 Calcular las siguientes primitivas:

logt

b) i

T
a ——dx —dt c tgrsec’zdx
) / V14 22 ) / g

d)/senzlog(cosz)dz e)/wdx f)/arctg\/ﬂdu

Senxr — Cosx

s _ 2s
g)/x\/a2—$2dx h)/e?)eds z)/ ! dt

1+ e at+b

j)/secGZdz k)/ <ﬁ+ \}5>de l)/(2t+1)8dt

r ~ L1
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S)/232—3s+2 y

v)/logtdt

t
—dt
q)/t2—4t+1

x
t)/cos%dx

424 — 2
w [ CETCET

x)/t(logt)th y)/x2 sen xdx z)/amebxdm

a) / V22— 2dz B) / £21/12 — 1dt \/xljdx
5)/@@ \/3;7@ qﬁ)/\/l%gdt
A)/z2\/1+7dz ,u)/3xx2dx y)/mczt

172 Calcular las siguientes integrales definidas

a) /13 (x4 2° 4 2°) dx b) /10 (2% 4 725) dz c) /F x cos(x) dx

—-13 —10 -7
™ a w/2
2 8
d) /Wx sen(z) dx e) /ax sen(z) dx f) /Wﬂ(cos(x)—ksen(x))dx

173 Probar que faoo f(t)dt es convergente si y sdlo si para todo € > 0 existe tg > a tal que para todos

z,y > tog se tiene
y
/ () dt’ <e
x

174 Supongamos que fo t) dt es convergente.

i) Probar que si existe hmtﬁoo f(t) = c entonces ¢ = 0.

i) Dar un ejemplo en el que [;° f(t)dt converge pero no ewiste im0 f(t).

i11) Probar si es cierto, o dar un contraejemplo, que si ademds f > 0 entonces limy_,o f(t) = 0.

175 FEstudiar la convergencia de las integrales impropias

)/OO d )/oo 2 g )/OO d )/OO 1 d )/ Ins
i senxdr, i e ) cos w ——dx
i , 1 , | ycosydy, =L (ESp
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log(1 24— cos(t
i) / 1/2 dt x) / — (24t )dt, xi) / dt, xii) / :c2 — 1 i dr,  xiii)
/ ¥ sen( dw, xw)/ In(z) sen( da?, xv)/ sen(w da:, xm’)/ P (1—2)" Vdx,  avii)
:c 0 T .

/ F wviii) /0 (In(t))* dt

177 FEstudiar la convergencia de las series

> _ 2. In’(n)
ko ,Bk’

n=1

178 i) Calcular como funcion de s

= /OO f(t)e st dt
0

para f(t) =1, f(t)=t, f(t) =17, f(t) = e, f(t) = cos(bt), f(t) = sen(bt).

La funcion F(s) se llama Transformada de Laplace de la funcion f(t).
ii) Probar que si f es integrable Riemann en todo intervalo acotado de [0,00) y verifica |f(t)] < Me*
para t > 0, entonces su transformada de Laplace esta bien definida para s > a.

179 Para s > 0, definimos la Funcién Gamma de Euler como I'(s) = [ t" te " dt.
i) Demuestra que T'(s) converge para todo s > 0.
it) Demuestra que I'(s + 1) = sI'(s) para s > 0 y concluye que I'(n + 1) = n! paran € IN.
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