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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS. Hoja de problemas 1

. Se consideran en R? los dos ejes OX y OY. Sea V = {1, 09, 0x, oy}, donde ¢ es la aplicacién identidad

en R?; 0g, ox v oy son las simetrias respecto al origen, y respecto a los ejes OX y OY, respectivamente.
Demostrad que (V,0) es un grupo, donde o es la composicién de aplicaciones. Hallad la tabla de (V,0),
llamado el grupo de Klein.

. En el intervalo G = (—1,1) de la recta real se define la siguiente operacién: Yo,y € G = xy = <L, ;Es

14y
(G, *) un grupo?

. Halla los inversos de los siguientes elementos, cada uno en su grupo correspondiente.

(a) 11 en U(Z/237);
(b) 5 en U(Z/31Z).

. Sea G un grupo. Demostrad que las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) G es abeliano;
(b) Va,b € G (ab)? = a?b?;
(c) Va,b € G (ab)~t =a tb7L.

(i)¢ El producto directo de grupos ciclicos es ciclico?; (ii) halla todos los elementos del grupo Ss x Z/2Z;
(iii) Halla los elementos de orden 9 del grupo Sz x Z/3Z.

Demostrad que si un grupo G tiene un nimero par de elementos entonces hay al menos uno, distinto del
neutro que es su propio inverso.

Demostrad que para que un subconjunto distinto del vacio de un grupo finito sea subgrupo basta que sea
cerrado para la operacion. Vale lo mismo para grupos infinitos?

. Seaa € Gyola)=r.

i) Si j € Z es relativamente primo con r entonces a y a/ generan el mismo subgrupo, en particular
o(a?) =r.
ii) Si j divide a r (i.e., si 7 = j.d) entonces o(a’) = d.

r

. Si o(a) = r, entonces o(a*) = med(rmy - En particular o(a®) divide a o(a).

Sio(a) =1, o(b) = sy med(r,s) = 1 entonces < a > N < b >= {e} (la interseccién de los subgrupos
generados es el subgrupo trivial).

Halla el orden de cada elemento de Z/67Z y compara con el problema ?7.

(Grupo de cuaterniones) Calculad los elementos y la tabla de multiplicacién del subgrupo G de GLy(C)

. 0 1 0 i
generado por las matrices A = (1 0> y B= <z O> .

(a) (Presentaciéon)Demuestra que o(A) = o(B) = 4; A> = B?, y BA = AB3.
(b) Demuestra que G = {1, B, B?, B3, A, AB, AB? AB3}, y tiene 8 elementos.

(c) Observa que se puede calcular la operacién de grupo G x G — G con los datos de (a).

(Diédrico de orden 4) Sea (H,-) el subgrupo de GLy(R) generado por A = <_01 (1)>y B= (_01 é)

(a) (presentaciéon)Demuestra que o(A) =2, o(B) = 4, BA = AB3.
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(b) Demuestra que G = {1, B, B?, B3, A, AB, AB%, AB3} y que tiene 8 elementos.
c serva que se puede calcular la operacién de grupo G x G — G con los datos de (a).
Ob d lcular 1 ién d GxG—=G los d d

Sean A = (1,2) y B = (1,2,3) en S3. Demuestra que lo generan y halla la presentacién de S3 en término
de propiedades de A y B (como en los ejemplos anteriores).

Sea G el subgrupo de C* generado por A = ¢ . Halla la presentacién de G en términos de A.

Sean z y g elementos de un grupo G. Demostrad que para todo n € N, (z~!gz)" = 2~ 1¢"z. Deducid que
gy £ 'gx tienen el mismo orden.

Sea G abeliano. Si o(a) = r, o(b) = s y mcd(r, s) = 1, entonces o(ab) = rs (Sug: Si (ab)’ = e se deduce,
de @’ = b77, que o(a’) es un divisor comtin de r y de s (ver ??) luego o(a’) = 1, y por tanto a/ = e).

Sea G un grupo abeliano y n € N no nulo. ;Es G, = {z € G : o(z) divide a n} un subgrupo de G?
;,Ocurre lo mismo si G no es abeliano?

Encontrad un grupo G y elementos a,b € G tales que o(a) y o(b) sean coprimos pero o(ab) # o(a)o(b).

Hallar el reticulo de los subgrupos de los siguientes grupos:
a) el grupo de cuaterniones (problema ?7).

b) el grupo Z/27 x 7./27Z;

c) el grupo Z/47Z;

Un grupo G tiene subgrupos H y K. Encontrar todos los posibles 6rdenes de H N K cuando:
a) [H| = 16 y |K| = 20:
b) |[H|=|K|=7

1

Demostrad que un grupo G es abeliano si y solamente si f : G — G, f(x) = ™" es un automorfismo.

Hallar las clases a la derecha y las clases a la izquierda del subgrupo K = {(1),(12)} en S3. Comprobar
si se verifica que o K = Ko para todo o € S3.

El siguiente subconjunto de Sy es un subgrupo, llamado el cuarto grupo alternado:

Ay ={(1),(12)(34),(13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}.

a) Repetir el problema ?? para S = {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)} < Ay.

b) Definir un isomorfismo entre S y el grupo de Klein del ejercicio ?7.

(1) :=Id; 0 = (a1,a2,...,ar)0(a;) = aj+1, o(ag) = a1 y o(a) = a, Va € {ai,...,ax})

Comprobar si las clases a la izquierda coinciden con las clases a la derecha para los siguientes subgrupos
i) H; = {0,3} en Z/6Z;

i) He = {(1),(123), (132)} en Ss;

iii) Hs = {(1),(12)} en Ss.

Dado el grupo S3 y el subgrupo K = {(1),(12)} de S3. Hallar KL cuando:

a) L ={(1), (13)};

b) L ={(1),(12)};

c) L ={(13),(23),(123)}.
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Con la notacién de ejercicio anterior. Hallar el niimero de elementos del conjunto KL en los casos en que
L sea subgrupo de S3.

Sea GG un grupo abeliano de orden pg con con p y ¢ primos distintos. Demostrad que G es ciclico.

Se define f : D3 — {1, —1} mediante: f(g) = 1 si g es una rotacién y f(g) = —1 si g es una simetria.
Demostrad que f es un homomorfismo de grupos.

Calcula los conjuntos Hom(Z, D3), Hom(Z/4Z, D3).
Sea G un grupo de orden 8. Probad que o bien G es ciclico o a* = 1, para cada a € G

Sea H un subgrupo de K, y K un subgrupo de un grupo G ;Qué 6rdenes puede tener K si |[H| =4y
|G| = 247

Sea G un grupo. Suponed que existe un tnico a € G de orden 2. Demostrad que a € Z(G).
Calcula Z(G) para el grupo en el Problema ?7.

Sea C el grupo aditivo de los complejos. Sean J = {a+bi:a,b € Z} y H = {2a+3bi : a,b € Z} subgrupos
de C. Demostrar que el indice de H en J es 6.

Encontrad el niimero de generadores de los grupos ciclicos de 6rdenes 6,8,12 y 60.

Encontrad el nimero de elementos de cada uno de los grupos ciclicos indicados:
i) El subgrupo de Z/30Z generado por el 25.
146

ii) El subgrupo de C* generado por Nk

iii) El subgrupo de C* generado por 1 + 4.

Para cada uno de los siguientes grupos encontrad todos sus subgrupos y elaborad el reticulo correspondi-
ente: Z, Z/127,; y 7/8Z.

Encontrad todos los érdenes de los subgrupos de Z/6Z, Z/8Z, Z/12Z, y Z/1TZ.

. Verdadero o falso?

i) Todo grupo ciclico es abeliano.

ii) Todo grupo abeliano es ciclico.

iii) El grupo aditivo Q es ciclico.

iv) Todo elemento de todo grupo ciclico genera el grupo.

v) Existe al menos un grupo no abeliano para cada orden > 0.
vi) Todo grupo de orden < 4 es ciclico.

vii) Todos los generadores de Z/20Z son primos.

viii) Todo grupo ciclico de orden > 2 tiene al menos dos generadores distintos.
Sean p y ¢ nimeros primos. Encontrad el nimero de generadores del grupo Z/pqZ.

Mostrad que en un grupo ciclico finito G de orden n, la ecuaciéon ™ = e tiene exactamente m soluciones
para cada m que divida a n ;Qué ocurre si 1 < m < n y m no divide a n?

El subgrupo de Q/Z generado por las clases de % y de % es isomorfo a Z/27 x Z/5Z.

Sea GG un grupo abeliano y sean H y K subgrupos ciclicos finitos con |H| =r y |K| = s. Demostrad que
si r y s son coprimos, entonces GG contiene un subgrupo ciclico cuyo orden es rs.

Hallad los grupos de automorfismos de los siguientes grupos: Z/12Z, Z/5Z y 7Z./8Z. {Son isomorfos?



