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0 TEMAS DE REPASO 1

0 Temas de Repaso

0.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 0.1 Encontrar la ecuacion de la recta en el plano euclideo que pasa por los puntos (1,2) y
(—1,3) en las formas: general, paramétrica, vectorial y normal. Dar su pendiente, su vector director y su
vector normal.

Ejercicio 0.2 Encontrar la ecuacion de la recta en el espacio euclideo que pasa por los puntos (1,1,0)
y (=2,0,1) en las formas: general, paramétrica, vectorial y normal. Dar su pendiente, su vector director
y dos vectores normales.

Ejercicio 0.3 Encontrar la ecuacion del plano en el espacio euclideo que pasa por los puntos (1,1,1),
(—=1,-1,1) y (0,1, —1) en las formas: general, paramétrica, vectorial y normal. Dar dos vectores contenidos
en el plano y un vector normal al mismo.

Ejercicio 0.4 En los siguientes casos, encontrar una ecuacion de la recta que pasa a través del punto
P con vector director d, en forma wectorial y en forma paramétrica.

a) P=(-4,4) , d=[1,1] en R? b) P=(0,0,0) , d=[1,-1,4] en R®

Ejercicio 0.5 En los siguientes casos, encontrar una ecuacion de la recta que pasa a través del punto
P con vectores normales 71 y 72, en forma normal y en forma general.

iy = [ 2] en R?
b) P=(-3,51), iy =[1,-1,5], Ao =[1,2,3] en R?

Ejercicio 0.6 Sea la recta ¢ que pasa a través del punto @ = (1,—1,1) y tiene por vector director
d = [2,3,—1]. Para cada uno de los siguientes planos P determinar si £ y P son secantes en un punto
(perpendiculares o no) o paralelos (contenida la recta en el plano o no).

a) P:2x4+3y—z=1 b) P:rox—y—z=1 c) P: 8x—2y—10z=3

Ejercicio 0.7 Elegir un método apropiado, (reduccion, sustitucion, igualacion o Cramer), para resolver
el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

+

+
+ z,y,2z € R

8 8 8
I
O N~

z
z
z

AN

Ejercicio 0.8 Analizar el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro m € R,
dando las soluciones en los casos compatibles.

mr+y = 1
2r+y =1

0.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 0.9 En los siguientes casos, encontrar la ecuaciéon pedida con los datos dados.

a) Ec. del plano en forma normal y general. Datos: P =(0,1,0) , @ =[3,2,1].

b) Ec. vectorial y paramétrica del plano. Datos: P = (6,—4,-3) , «=[0,1,1] , ¥=[-1,1,1]
c) Ec. general del plano Datos: P=(1,-1,1), Q@ =(4,0,2) , R=(0,1,-1)
d) Ec. paramétrica y vectorial de la recta en R?. Datos:y =3z —1

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL



1 NUMEROS COMPLEJOS 2

Ejercicio 0.10 Sea el plano M de ecuaciéon 4x—y+5z = 0. Para los casos del Ejercicio 0.6, determinar
si M y P son paralelos, perpendiculares o ninguna de las dos cosas.

Ejercicio 0.11 En el siguiente sistema de R® determinar la ecuacion de la recta en forma paramétrica,
solucién de la intersecciéon de los siguientes planos.

-1
5

3x+2y+ =z
3r—y+4z

Ejercicio 0.12 Determinar si las siguientes rectas de R® se intersectan, y en caso afirmativo, encontrar
el o los puntos de interseccion.

[-1,2,1]

— —+ t[172,*1] [I, 72}:[33
=[2,2,0] + b) { y

s[—1,1,0]

Ejercicio 0.13 Determinar, en caso de que exista, la intersecciéon de las siguientes rectas con el plano
t+y+z=1en R

a) { T—y+z

T—Yy—2z

0

) B B = Lot o { bRl

Ejercicio 0.14 Analizar el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro m € IR,
dando las soluciones en los casos compatibles.

mr+y+z = 2
r+y+z = 1
—2y+z = 0

1 Numeros Complejos

1.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 1.1 Efectuar las siguientes operaciones con niameros complejos, simplificando el resultado.

1424
1—14

a)  [(1-2) = (=1+9](2+17) b) T+3i+2i+1 c) + (-t

Ejercicio 1.2 ;Cuanto ha de valer € R para que (2 + xi)? sea imaginario puro?

Ejercicio 1.3 Representar graficamente en el plano complejo los siguientes conceptos de los nimeros
imaginarios:

a) Conjugado, opuesto e inverso de z = a + bi

b) Conjugado, opuesto e inverso de z = py

Ejercicio 1.4 Simplificar las siguientes expresiones de niimeros complejos, mostrando el resultado final
en las formas: binémica a + ib, polar py, trigonométrica p(cos@ + isen ) y exponencial pe'.

a) (1+4)% b) 1+V3: c) lp—1—e /4

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL



1 NUMEROS COMPLEJOS 3

Ejercicio 1.5  Calcular el modulo, argumento, argumento principal y conjugado de los siguientes
nimeros complejos:

a) 2 b) —3-iV3 c) 2z d) 3%
Ejercicio 1.6 Determinar todos los nimeros reales x,y que satisfacen:
1 ) .
a) x4y =x—iy b) x4y = |z + iy| c) 1+Z.=xezy
—1

Ejercicio 1.7 Para cualquier z,w € C con z = py, demostrar las siguientes propiedades.

a) |zw| = |z||w| b) z+tw=z+4+w c) iz=perz

Ejercicio 1.8 En caso de ser posible, encontrar y representar graficamente en el plano complejo los
z € C que satisfacen:

a) z<1 b) 2] <1 c) z+z=1 d) 1+e* =i

Ejercicio 1.9 Determinar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) =1 b) 22+2z:—1+% c) logz=e+im

1.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1.10 Efectuar las siguientes operaciones con numeros complejos, simplificando el resultado.

(—=3i)2 (1 — 2:%)

212 c) (Q+i)(1+4+4)/(1+4)

a) 14+i+(—i+1)(3—2i)(1+30) b)

Ejercicio 1.11 Hallar dos ntimeros complejos tales que su suma sea 1444, su cociente sea un imaginario
puro y siendo —1 la parte real del complejo del numerador en dicho cociente.

Ejercicio 1.12 Encontrar el polinomio de segundo grado P(z) = 322 + bz + ¢ cuyas raices son 5 = 2i.

Ejercicio 1.13 Representar graficamente en el plano complejo el resultado de la suma, resta,
multiplicaciéon y division de los ntimeros complejos:

zi=a1+bii=pg
22:0,24—()27;:/604

Ejercicio 1.14  Simplificar las siguientes expresiones de nimeros complejos, mostrando el resultado
final en las formas: binémica a + ib, polar py, trigonométrica p(cos@ + isenf) y exponencial pe'.

, 1 14
a) 1+i+i®+i® b) (1+¢\/§)(—§—%) c) i} d) 1“.

—1
e) 48 f)  1+1p+1, g)  i+e™  h)  em(1—e /3
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2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 4

Ejercicio 1.15  Calcular el médulo, argumento, argumento principal y conjugado de los siguientes
nimeros complejos:

a) 1 b) 2 ¢) 36 d)  —4eomi/4

e) —3+iV3 f) (1414) g)  (—1—4)* h) 2

Sl

Ejercicio 1.16 Determinar todos los niimeros reales x,y que satisfacen:

T +ay
T — 1y

a) (zv+iy)? = (z —iy)? b) |z +iy| = |z — iy c) =z —iy d) "t =1

Ejercicio 1.17 Para cualquier z,w € C, con z = py, demostrar las siguientes propiedades.

a) ZW=zw b) —z=poinx
_ z _ 1
Q) #l- . (£0) ) = )

Ejercicio 1.18 En caso de ser posible, encontrar y representar graficamente en el plano complejo los
z € C que satisfacen:

SRS
I
~

a) 24+z>1 b) |z 4+ >3 c)

Ejercicio 1.19 Esbozar en el plano complejo la siguiente funciéon compleja de variable real.

2(t) =t te]0,2n]

Ejercicio 1.20 Determinar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) F-i=1 b) (1+i)2+iz+1-i=0 c) =1 d) cosz=i

2 Sistemas de Ecuaciones Lineales

2.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 2.1 Encontrar un ejemplo numérico de los siguientes sistemas de ecuaciones en R:
a) Tres planos con interseccién comin en un tnico punto.
b) Tres planos que tengan una recta de intersecciéon comun.
c) Tres planos que se intersectan a pares, sin ningin punto coman.
d) Tres planos, siendo dos paralelos y uno secante a ambos.

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL



2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 5

Ejercicio 2.2 Obtener las soluciones de los siguientes sistemas en R", identificando: el espacio donde
se encuentra, la dimensién y tipo del objeto geométrico que representa cada una de las ecuaciones del
sistema y dimensién y tipo del objeto geométrico que representa la solucion.

r—y = 1 9 2t -y = 1 3
a) vty = 2} en R b) vy = 2} en R
r+y—2z = 1
c) =2 en R* d) r—y+z—w = 1 en R*
z = 0

Ejercicio 2.3 Resolver los siguientes sistemas triangulares utilizando el método de sustitucion hacia
atras.

r+y+z = -1 .
a) —y+z = 2 > enRR? b) {x—'_zyji_i _ 8}eDJRS c) {r+y—2z=1}enR®
= 1

z

Ejercicio 2.4 Utilizar operaciones elementales de fila para reducir las siguientes matrices a una forma
escalonada equivalente y a su forma escalonada reducida equivalente.

4 3 0 0 1 3 5
a) [ 5 1 ] b) 011 c) 5 -2
1 1 1 2 4

Ejercicio 2.5 Encontrar la operacién elemental de fila que deshace cada una de las siguientes
operaciones elementales de fila.

Ejercicio 2.6 Comprobar que las matrices reales A y B dadas son equivalentes por filas, demostrando
que poseen la misma matriz escalonada reducida equivalente y encontrar una secuencia de operaciones
elementales de fila que convierta A en B.

1 2 3 -1
a-la il e[ ]
Ejercicio 2.7 Dadas las siguientes matrices ampliadas, determinar por inspeccion, (calculos simples de

cabeza), si un sistema lineal con la matriz ampliada dada, tiene solucién tnica (compatible determinado),
un namero infinito de soluciones (compatible indeterminado) o no tiene solucién (incompatible).

00 1|2 3 -2 0 1| 1 1 2 3 4]0
a)| 0 1 3|1 b)|1 2 -3 1|-1 |5 6 7 8|0
10 11 2 4 -6 2| 0 9 10 11 120

Ejercicio 2.8 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales reales mediante el método de
Gauss y mediante el método de Gauss-Jordan.

- 1 — 32 — 2x3 = 0
a) _zi vz (1) } en R? b) -z + 2w + a3 = 0 enR’
y = 221 4+ 4wy 4+ 6x3 = 0
B 2r + s = 3
o THWodAbw = 21 n, d 4 + s = 7 p enR?
—r—52+tw = 0 2r + 5s = -1

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL



2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 6

Ejercicio 2.9 Utilizando el método de Gauss, analizar el siguiente sistema de ecuaciones lineales en
funcién del parametro k£ € R, encontrando las soluciones en los casos compatibles.

r + y + kz = 1
r + ky + 2z = 1 en R?
kx + y + =z = =2

2.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 2.10 Encontrar un ejemplo numérico de los siguientes sistemas de ecuaciones en R>:
a) Dos planos paralelos y una recta secante a ellos.
b) Dos rectas paralelas y otra recta secante a las dos primeras.
c¢) Dos planos y una recta con interseccién comin en un punto.
d) Dos planos y una recta con interseccién comtn en una recta.

Ejercicio 2.11 Un sistema con més ecuaciones que incoégnitas se denomina sobredeterminado,
mientras que uno con més incognitas que ecuaciones se denomina infradeterminado. ;Existen
sistemas sobredeterminados y/o infradeterminados compatibles determinados? Razonar las respuestas
y proporcionar si es posible un ejemplo en cada caso.

Ejercicio 2.12 Determinar el tipo (rectas, planos o hiperplanos) y dimension de las posibles soluciones
de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales reales, (z, y, z y w representan incognitas y el resto
constantes).

anxr+biy+ciz = dy 3 ax+biy+ciz = di 4
a) { asr +boy +coz = do en R b) ast +boy +coz = do en R
z+y = 1
z+y = 0 rrytztw =1
c) a5 + bsy d en R? d) r+cey+z+w = k en R*
3 3y = d3 _
asx + by = dy 20 +y + z+ sw 0

Ejercicio 2.13 Obtener las soluciones de los siguientes sistemas en R", identificando el tipo de solucién
(punto, recta, plano o hiperplano), su dimensién y la dimension del espacio donde se encuentra.

rT+y+z =
T—y—z
Ty —To—w3 = 1 5 o
a) T+ To 4+ 23 = 2} en R b) 3x+z+g _

rT—y—22 = -—

en R3

— o rR OO

|
o

T+y
) rt+y+z+w=2 en R* d) z+y = 1 en R*
r+y+z—w = 0

Ejercicio 2.14 Utilizar operaciones elementales de fila para reducir las siguientes matrices a una forma
escalonada equivalente y a su forma escalonada reducida equivalente.

3 -2 -1 -2 -4 7
a) g _‘11 _2 g b) 2 -1 -1 c) -3 -6 10
4 -3 -1 1 2 -3

Ejercicio 2.15 Descubrir cual es el error en la siguiente demostracion de que toda matriz con al menos
dos filas Fy y Fb, es equivalente por filas a una matriz con una fila de ceros.

“Realizar F, = F| + Fy y F» = F5 + Fy. Ahora las filas 1 y 2 son iguales. Realizando F, = F; — F} se
obtiene una fila de ceros”.

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL



2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 7
Ejercicio 2.16 Determinar todas las posibles formas escalonadas equivalentes y escalonadas reducidas
equivalentes de las matrices 3 x 3 no nulas.
Ejercicio 2.17 Sea un sistema de ecuaciones lineales formado por una matriz de coeficientes 3 x 5
que tiene tres columnas pivote en su forma escalonada equivalente. Razonar si dicho sistema puede ser
compatible.
Ejercicio 2.18 Determinar si los siguientes sistemas son incompatibles o compatibles (determinados o
indeterminados), aplicando para ello el teorema de Rouché-Frébenius o del rango.
[0 0 0]1 1 0 3 -4 0]1 0 0 1]|-3
a) 0 0 0|1 b) 0 0 0 02 c) 0 1 0f-2
1 0 0 0]1 015 0 13 1 0 0]-1
1 2 3] 1 2 1 3 5]0
1 00 0 001 —-1/0
D o1 1] 1 © o000 30 f) [2000f1]
| 0 0 1]-1 100 0 0]1
Ejercicio 2.19 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales reales mediante el método de
Gauss y mediante el método de Gauss-Jordan.
x — y + z =0 —x1 4+ 3x0 — 23 +4x4 = 0
a) - + 3y + =z =5 en R? b) 21 — 619 + 13 — 214 = -3 en R*
3x + y 4+ Tz = 2 Ty —3xg +4x3 —8xy = 2
PR
. _ _ 3 —a — = 3
©) §+2y732_72 en R d) 3¢ + 3 + 3¢ = o (R
4 - a — b 4+ ¢ = —4
wo o+ T+ 2y + ozo= 1 V2r+y+2z = 1
e) v i ; z e z 7(1) en R* f) V2y =32z = —v/2 3 enR?

Ejercicio 2.20 Utilizando el método de Gauss, analizar los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
en funcién del parametro k € R, encontrando las soluciones en los casos compatibles.

r + ky
a){kx+y

1 2
1} en R

b)

Tz -
Tz +
2w —

8

2y

+ 3z = 2
y + 2z =k en R?
y + 4z = k2

PJHO
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3 ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicio 2.21 Razonar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. (Por razonar se entiende
citar teoremas, resultados apropiados, proporcionar contraejemplos en el caso falso, etc.)

1. Si una matriz B se obtiene de otra matriz A mediante operaciones elementales de fila, entonces A
puede obtenerse de B mediante operaciones elementales de fila.

2. Si las matrices ampliadas de dos sistemas de ecuaciones son equivalentes por filas, entonces los dos
sistemas tienen el mismo conjunto de soluciones.

3. Cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas tiene como maximo n soluciones.

4. Siun sistema de ecuaciones lineales tiene dos soluciones diferentes, entonces tiene infinitas soluciones
diferentes.

5. Si una solucion de un sistema de ecuaciones lineales no tiene variables libres (parametros) entonces
tiene una tnica solucion.

6. Si todas las columnas de la matriz de coeficientes de un sistema compatible son columnas pivote,
entonces la solucién del sistema es tnica.

7. Un sistema de ecuaciones lineales tiene infinitas soluciones si y sélo si al menos una columna en la
matriz de coeficientes no contiene una posicién pivote.

8. Un sistema compatible de ecuaciones lineales tiene infinitas soluciones si y s6lo si al menos una
columna en la matriz de coeficientes no contiene una posicién pivote.

9. Un sistema incompatible de ecuaciones lineales tiene, algunas veces, una tnica solucién.
10. Una matriz 5 x 7 no puede tener una posicion pivote en cada fila.

11. Una matriz 6 x 5 no puede tener una posicion pivote en cada fila.

3 Espacios Vectoriales

3.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 3.1 En los siguientes apartados, encontrar si existen dos vectores linealmente dependientes
y otros dos linealmente independientes del conjunto de vectores U = {u, ¥,w} C R".

a) @=[1,0], 7=[-1,0], @=[2,00 e R®. b)) @=][1,0,0], 7=[1,1,0], @ =[0,1,0] € R

Ejercicio 3.2 En los siguientes casos, determinar si el conjunto de vectores U es un conjunto generador
del correspondiente espacio R"™. Determinar su rango y especificar cual de ellos es ademés una base de
dicho espacio.

a) U={[1,0],[-1,0]} ¢ R%
b) U ={[1,0],[-1,0],[-2,0],[1,-1]} C R%.
c) U={[1,1,1],[1,1,-1],[1,0,0]} c R?

Ejercicio 3.3 Justificar de forma razonada porqué el espacio vectorial R® no es un subespacio vectorial
de R*. Dar ejemplos, si existen, de subespacios vectoriales de R* de dimensiones 0, 1, 2, 3 y 4.

Ejercicio 3.4 Determinar si los siguientes sistemas de vectores S; son subespacios vectoriales bien
definidos de los correspondientes espacios R" dados.

a) S;={[0,0],[1,0],[0,1]} de R? b) So={r+y+z=1}de R’ c) S3={x; =0} deR*

I = t xr1+x9 = 0
d) Sy={ zo=t+s p deR*  (t, s parametros) e) Ss5={ z1+x3 = 0 p deR*
Ir3 = 0 I3 = 0

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL



3 ESPACIOS VECTORIALES 9

Ejercicio 3.5 En los siguientes subespacios vectoriales S; de IR", encontrar un vector linealmente
dependiente y un vector linealmente independiente, un conjunto generador, una base y el rango del
sistema.

4 -0 T t+s
a) 51:{331 2= }EIR4 b) So=4¢ vy —t eR? cont,seR

Xr1 — Ig = 0 . _ O

Ejercicio 3.6 En R?, encontrar la proyeccion ortogonal de @ sobre @, proy;(¥), dibujando el resultado.

i=1,-1,-1] ; 7=[1,1,1]

Ejercicio 3.7 Utilizando el concepto de proyeccién ortogonal, determinar la distancia que hay entre
los siguientes objetos geométricos.

x 1 0 T 0 0
a) Dos rectas paralelas: ¢, : |y | = 0] +s|1 ; ly: |y | = 1{+t]2
z 1 0 z -1 0

b) Punto A = (0,0,0) y el plano: x — 2y + 2z = 1.

3.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 3.8 En los siguientes sistemas de vectores S; de R™ y siempre que sea posible, encontrar un
vector linealmente dependiente, un vector linealmente independiente, un conjunto generador y una base
de Sz

a) S;={[1,0,1],[1,1,1]} e R? b) S, ={[1,0,1,-1],[1,1,1,1],[1,3,1,5]} ¢ R*

_ . _ 3 _ -2 =0 4
O Si={lewdistyte= R @) si={burme) {07070 Aew

Ejercicio 3.9  Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o
independientes, calculando su rango.

a) S1= {[1,3],[—1,2]}
b) Sy = {[1,3,2],[1,2,—1],[1,5,8]}
C) S3 = {[1,0, 1,1, 1}, [0,—1, 1, -1, 1], [1, 1,0,2,0], [3,2, 1,5, 1}}

Ejercicio 3.10 Encontrar los subespacios vectoriales generados por los sistemas de vectores del
Ejercicio 3.9.

Ejercicio 3.11 Encontrar, en caso de ser posible, un conjunto generador y una base (ambos distintos)
de los siguientes sistemas de vectores.

a) z71:y+1:z+26
2 -1 2

b) t+y—2=0 en R’

n R?

c) z+y—2=0 enRR®

Ejercicio 3.12 En los siguientes casos determinar: |||, un vector unitario en la direccion de @, el valor
de @ - U y la distancia d(@, ¥):

a) ﬁ:{_;], a:mem2 b)

SIS
\

[1,v2,V3,0]
[4v _\/Z 07 _5] } © IR4
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Ejercicio 3.13 Encontrar el angulo entre los vectores de @, 7 € R"™ en los siguientes casos:

2 1
a) ﬁma[_” b) = | -1, 5= |2
1 1

Ejercicio 3.14  Encontrar todos los posibles valores del escalar & € R que hacen que los vectores
7=[k,1,1] y @=[-1,1,k* de R? sean ortogonales.

Ejercicio 3.15 Encontrar la proyeccion ortogonal de ¥ sobre i, proy;(?), dibujando el resultado si es
posible.

1 2

N T R ) I S T R s

a) U_[—l}’u_{—l}e]}{ b) U= =1 eR
-1 -2

Ejercicio 3.16 ;Bajo qué condiciones se cumple lo siguiente para los vectores @ y ¥ en R* 6 R>?

a) [+ = [lal + [|v]] b) fla 4l = [lall - |7l

Ejercicio 3.17  Supongamos que sabemos que 4 - ¥ = 4 - w. jEsto implica que ¥ = wW? Si es asi,
proporcionar una demostracion que sea valida en IR"™; de otra forma, ofrecer un contraejemplo (es decir,
un conjunto especifico de vectores @, ¥ y w para los cuales @ - ¥ = @ - @ pero ¥ # w).

Ejercicio 3.18 Utilizando el concepto de proyeccion ortogonal, determinar la distancia que hay entre
los siguientes objetos geométricos.

a) Punto Q@ = (0,1,0) y larecta £: [x,y,2] =[1,1,1] +¢[-1,0,1].

T 1 -1 x 2 1
b) Dos rectas paralelas: ¢ : [y]:{l}+s[ 1} ; ly [y}:[1}+t[—1}

c) Punto Q = (2,2,2) yel plano M : z+y— 2 =0.

d) Dos planos paralelos: M; : 2z 4+y—2z=1 ; Mo 204y —22=0.

Ejercicio 3.19 Demostrar las siguientes expresiones V @, v € R™ :
a) 17+ 7 + 1 — 52 = 20| + 2|17
b) |[i+7|=|g—7|| < u LT
c) Un vector @ es ortogonal a @ — proy;(%) , con @ # 0.

d) proy;(7 — proy;(#)) =0
4 Matrices

4.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 4.1 En caso de ser posible, calcular los siguientes productos matriciales:

o [0052 w e e en)[a ]

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL
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Ejercicio 4.2 Encontrar un ejemplo de una matriz no nula Asys tal que, A2 = Ogyo.

1 a
Ejercicio 4.3 Dados los vectores u= | 2 | yv =
3 ¢

a) Calcular u”v, vTu, uwv® y vu?.

b) Siu,v € R", jcual es la relacion entre uTv y vTu? ;Y entre uv? y vu®?

Ejercicio 4.4 Dadas dos matrices invertibles A, B € R"*", determinar si las siguientes férmulas son
ciertas o falsas.

a) (I-A)(I+A)=1-A4? b) (A+ B)?= A?+2AB+ B?

173 —2/3 2/3

= 3 T — . : . 2 . 49
2/3 2/3 1/3 | Verificar que AA 1. ;Es A invertible? ;Por qué?

Ejercicio 4.5 Sea A

Ejercicio 4.6 Utilizando las propiedades de los determinantes, evaluar por inspecciéon el valor de los
siguientes determinantes, explicando su razonamiento.

1 1 1 3 1 0 0 0 1 2 3 —4
a) 3 0 -2 b) 0 -2 5 ) 0 2 d) 1 -3 =2
2 2 2 0 0 4 3 —1 4 —1 5 2
1 2 3 1 0 0 0 02 0 O 1 0 1 0
0 010 -3 0 00 01 01
e)?éi B 10100 8) 000 4 h) 111 0 0
0 0 01 00 10 0 0 1 1
Ejercicio 4.7 Sabiendo que A, B € R™™" y que |A| = 3 y |B| = —2, encontrar los determinantes
indicados en los siguientes casos:
a) |AB]| b) |B71A| c) |24 d) [3B7T]

Ejercicio 4.8 Utilizar el método de Gauss para encontrar, en caso de que exista, el determinante y la
inversa de la siguiente matriz.

== =
W DN =
D W =

Ejercicio 4.9 Determinar bases para fil(A), col(A) y ker(A).

1 1 -3
0 2 1
A= 1 2 1
1 -1 —4

Ejercicio 4.10 Determinar si b esta en col(A) y si i estd en fil(A).

S ER TR )
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Ejercicio 4.11 Encontrar una base para el espacio generado por el siguiente sistema de vectores.

1 —1 0
“1|, | of,| 1
0 1 —1

4.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 4.12 En caso de ser posible, calcular los siguientes productos matriciales

1 12 3 1 2 3
a) 0 1 [321 b) [1 0 -1]|2 1 c) [1 2 3]]2
1—1—2 2 13 11 1
a b c][0] 10 1 12 1 2 3
d [0 0 1]|d e f]|]1 e) -1 10 -2 1 [1 5 3}
g h k][0 111 11

2

Ejercicio 4.13 Dada la matriz A = [ 1

AB = 02x32-

—6 .
3 }7 encontrar todas las matrices reales Bsys, tal que

Ejercicio 4.14 Sean el vector columna estandar e; € R™ y una matriz genérica A € R™*". Describir
el resultado de los productos siguientes:

a) Ae; b) elA c) elAe;

Ejercicio 4.15 Dadas dos matrices invertibles A, B € R"*", determinar cual de las siguientes formulas
son ciertas o falsas.

a) A? esinvertible y (A2)~1 = (A71)2 e) ABB'A-l=1
b) A+ Besinvertibley (A+B)"t=A"1+ B! f) ABA'=B
c) (A-B)(A+B)=A%- g) (ABA 1) =A4B3A"!
d ([+AI+AH=2I+A+A1 h) A7!'Besinvertibley (A™'B)"!=B~!4
a b ¢
Ejercicio 4.16 Sabiendo el valor del siguiente determinante, d e f|=4
g h i
encontrar el valor de los siguientes determinantes.
2a 2b 2c 3a —-b 2c d e f
a) d e f b) | 3d —e 2f c) |a b c
g h 1 3g —h 2 g h i
a+g b+h c+i 2¢c b a a b c
d) d e f e) 2f e d f) 2d—3g 2e—3h 2f—3i
g h i 2i h g g h i

Ejercicio 4.17 Utilizar el método de Gauss para encontrar, en caso de que exista, el determinante y
la inversa de las siguientes matrices.

R S

a) 111 b) |3 1 2 c) d)
1o o > 3 1 3210 00 1 2
432 1 0025

PJHO
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Ejercicio 4.18 Se dice que dos matrices A y B son equivalentes por filas y se representa por A ~ B,
si una se puede obtener de la otra a través de un nimero finito de operaciones elementales de fila.
Dadas las matrices A, xpn ¥ Bnxp, explicar por qué si [A|B] ~ --- ~ [I|X] entonces X = A1 B.

Ejercicio 4.19 En los siguientes casos donde todas las matrices son invertibles, resolver la ecuaciéon
matricial dada para X simplificando el resultado.

a) XA2=A"1 b) AXB=(BA)? c¢) (A'X)"l=AB24)"! d) ABXA B l=I+A

Ejercicio 4.20 Determinar en los siguiente casos, bases para fil(A), col(A) y ker(A).

1 1 -3
1 0 -1 0 2 1
a) A= { 111 ] by A4=11 5
1 -1 —4
Ejercicio 4.21 Determinar si b esta en col(A) y si i esta en fil(A).
1 1 -3 . 1
A=10 2 1 ; b= |1 ; w=[2 4 5|
1 -1 —4 0
Ejercicio 4.22 En los siguientes casos, determinar si los vectores dados forman una base del
correspondiente espacio K.
17 [1] [o] 1] [ 1] [ 1]
a) |[1], 1], K=R? b) |-1], 50, | -3], K=R?
| 0] | 1] | 1] | 3] | 1] | 1]
(1] [1] [1] [o [ 1] [ o] [ o] [-1
1 1 0 1 4 -1 1 0 0 4
C) 1 ) 0 I 1 I 1 I ]I{ - ]R' d) 0 I 0 ) _1 I 1 ) ]I( - R
0] [1] |1] 1 . 0] [—-1] | 1] 0

Ejercicio 4.23 Encontrar una base para el espacio generado por el siguiente sistema de vectores.

1 1 0 2
—10, (2|, 1], |1
1 0 1 2

Ejercicio 4.24 Determinar los siguientes conceptos relativos a la siguiente matriz:

1 0
1 -1
1 -1
1 -1 -

o O O =
e e

a) Rango y determinante de A.

b

Bases del espacio fila y columna.

d

)
)
c¢) Espacio fila en su forma vectorial y espacio columna en su forma general.
) Base del espacio nulo.

)

e) Nucleo y nulidad de A.
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Ejercicio 4.25

a) Sea A = [¢) Ca @5 4] una matriz 3 X 4, con columnas ¢i, Ca, C3, C4, ¥ S€a

B =

O O =
o = O
O O
— O O

una matriz equivalente por filas de A. jForman las filas de B una base del espacio fila de A7

b) Proporcionar una posible base del espacio columna de la matriz A del apartado anterior.

5 Transformaciones Lineales

5.1 Ejercicios de Clase
Ejercicio 5.1 Definir el concepto de transformacion lineal.

Ejercicio 5.2 Justificar si las siguientes funciones 7 : R* — R? son transformaciones lineales o no.

y1 = 2x9 Y1 = 2x3 Y1 = T2 — I3
a) Y2 = x2+2 b) Y2 = 33 c) Y2 = X173
y3 = 2x3 Y3 = @1 Y3 = T1— T2

Ejercicio 5.3 Encontrar la matriz asociada a las siguientes transformaciones lineales T : R" —— R™.

o o(])-[7] v (D)

x t—y+z x x4+ z
c) T Yy :{2x+y32} d) T y =|y+=z
Z Z r+y

Ejercicio 5.4 A partir de las propiedades mostradas, encontrar la matriz asociada a las siguientes
transformaciones lineales.

1 0 0
a) T|]o0 :{ﬂ Tl |1 :[g} . Tl1|o :[_m
0 0 1
1 4 z1
b) T([ﬁ;]>=$1 2| +x2 |5 c) T =10 + a2y + -+ ap¥y ; U € R™
3 6 "

Ejercicio 5.5 Encontrar, en caso de que exista, la transformacion inversa de la siguiente TL.

y1. = x1 + 219
Y2 = T1 + T2

PJHO EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL
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Ejercicio 5.6 Dadas las transformaciones lineales S(%) = Ay y T(¥) = BZ, calcular la matriz asociada
a la transformaciéon SoT.

r(n))=[n7x] ; s([ml)=12]

Ejercicio 5.7 Encontrar el espacio dominio, el espacio imagen, la imagen, el nticleo, la nulidad y el
rango de la transformacion lineal T'(¥) = A% definida a través de la siguiente matriz asociada. Comprobar
con estos datos que se cumple el teorema del rango de las transformaciones lineales.

Ejercicio 5.8 Determinar si las siguientes transformaciones lineales son inyectivas y/o sobreyectivas y
en base a eso decidir cuales son isomorfismos.

T —2y
a) T R2—TR: , T(|%])=|%*"Y b) T:R2—R> , T(|“|)=|32+y
y T+ 2y Y 4y

Ejercicio 5.9 Esquematizar la forma del circunferencia unidad bajo la transformacién lineal:

T(f)[g g]f

Ejercicio 5.10 Encontrar la matriz asociada a las siguientes transformaciones lineales de R? a R
a) Proyeccion ortogonal de un vector cualquiera sobre la recta y = —3z.
b) Reflexion de un vector cualquiera sobre la recta y = 2.

c) Proyeccion ortogonal de un vector cualquiera sobre la recta y = —3z seguida de una eflexion sobre
la recta y = 2z.

Ejercicio 5.11 Encontrar la matriz asociada a las siguientes transformaciones lineales de R?® a R?.
a) Proyeccion ortogonal de un vector sobre el plano z = = + 2y.

b) Reflexion de un vector sobre el plano z = x — y.

5.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 5.12 Clasificar las siguientes funciones reales f : R" — RR™ como escalares o vectoriales y
de una o de varias variables.

a) f(z)=2? ; TeR
b)  f(x) =[] ; reR?
c) flzy)=lr+yz—y2?] ; zyeR
d) f(z,y)=z+y ; Ty eR
e) flz,y)=1[z-ylyl ; z,y €R
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Ejercicio 5.13 Demostrar que las siguientes transformaciones 7' : R? — R? no son lineales.

o (G-l e (D)= (]
o G-l e (GD-BR]

Ejercicio 5.14 Encontrar, en caso de que exista, la transformacion inversa de las siguientes TL.

a) y1 = 2x17 + 3x9 b) Yy = T1 + 29
y2 = 06x1 + 912 y2 = 4z + 99

Ejercicio 5.15 Una agencia de espionaje capta las coordenadas codificadas (89, 52) y (88, 53). Sabiendo
que pertenecen a las coordenadas reales (5,42) y (6,41) respectivamente, y que el codigo de codificacion
es una transformacion lineal, determinar la clave de la codificacion (matriz de la transformacion).

Ejercicio 5.16 Dadas las transformaciones lineales S(¢) = Ay'y T(Z) = B, calcular la matriz asociada
a la transformacion S oT.

a) (x| ot 229 g [ y1 ] _ [y + 3y2

T2 =31 + T2 ’ | Y2 | | Y1 — Y2

ro [ 41+ 3y2

wor(|n]) =12 s([])=

? ! L2 Ly — e
o] o ] _

1+ Ty — X3 Y1 dy1 — 2y

T = S =

c) 2 [2:1:1—:1:24—963] ’ ( Y2 ) —Y1+ Y2
_mg - h - -
[21 ] S [y -y ]

2

o el =[] s((u]) = ww

| 23 o | —Y1 + Y2 |

Ejercicio 5.17 Encontrar el espacio dominio, el espacio imagen, el niicleo, la imagen, la nulidad y el
rango de las transformaciones lineales T'(Z) = AZ definidas a través de las siguientes matrices asociadas.
En base a los resultados determinar si las TL son inyectivas, biyectivas y/o sobreyectivas.

L1 11 1 2 3 4
a) A_{12 3} b) A=|1 2 c) A=|0 1 2 3
1 3 000 1

Ejercicio 5.18 Dadas las transformaciones lineales S : Z — Y y T : X — Z, dar razonamientos lo6gicos
para demostrar las siguientes afirmaciones:

a) Si SoT es sobreyectiva, también lo sera S.
b) Si dim X > dim Z, entonces T no puede ser inyectiva.

¢) Sidim X < dim Z, entonces T no puede ser sobreyectiva.

Ejercicio 5.19 Si Ry denota una rotacion (con respecto al origen) en un angulo 6, demostrar que
Ry oRg = Royp.
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Ejercicio 5.20 Encontrar la matriz asociada a las siguientes transformaciones lineales de R? a R?.

a) Amplifica un vector de entrada & = [x1, 23] por un factor 2 en la componente x; y por un factor 3
en la componente 5.

b) Proyeccion ortogonal de un vector sobre la recta y = —x.
c) Reflexion de un vector sobre la recta y = —z.

d) Reflexion de un vector sobre la recta y = x, seguida por una rotacion de 30° en la direccion contraria
a las agujas del reloj, seguida de una reflexion en la recta y = —zx.

Ejercicio 5.21 Encontrar la matriz asociada a las siguientes transformaciones lineales de R® a R.
a) Proyeccion ortogonal sobre el plano XY

b) Reflexion en el plano y = z.

Ejercicio 5.22 Find the matrix associated to the following linear transformations from R> to R3.
a) Orthogonal projection over the plane XY

b) Reflection on the plane y = z.

6 Bases

6.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 6.1 Encontrar bases de los siguientes subespacios vectoriales:

a) W:{z+y=0}CR?

b) W:{z—-y+2=0}CR?

c) Wi{e4+y+2z=0z—y—2=0} CR?

d) W =gen([1,1,0,1], [-1,0,1,1], [-1,-1,1,1]) C R*

Ejercicio 6.2 Completar con los vectores necesarios para transformar el sistema de vectores:
S= {[17 07070]» [17 L _170]» [07 L, _170]» [07 0,0, 1]}
en una base de R*.

Ejercicio 6.3 Encontrar una base de R* de forma que un vector esté en la recta {z—y+2z = 0, 20—2z =
0} y otros dos en el plano x + y + z = 0.

Ejercicio 6.4 Dado el vector Z = [2,3] y las bases de R*:
1 0 1 1
s{L Y el )

a) Encontrar los vectores de coordenadas [Z]g v [Z]c.

Se pide:

b) Encontrar la matriz de cambio de base de B a C, P p.

c) Utilizar el resultado del apartado b) para calcular [Z]¢ y comparar el resultado con el obtenido en
el apartado a).

d) Encontrar la matriz de cambio de base de C a B, Pg.c-

e) Utilizar los resultado del apartado d) para calcular [Z]g y comparar el resultado con el obtenido en
el apartado a).
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Ejercicio 6.5 Sea B = {ii, iy, i3, @4} una base de R*. Se definen los vectores:

—

1 = U1 + s — Us ; Ug = U +tUs+1uy U3 = U +Us + Uz Uy = —1Uy + Us + Uy
a) Probar que B = {0y, ¥, 73, U4} es una base de R?.

b) Determinar si B” = {0, Wy, s, Ws} es una base de R*, siendo:

— — — — —

S L, - R o LS
Wy =V +vV2 ; W2 =Us—Ug ; 3=U] —U3 ; W4 =Us+ 20310
¢) Encontrar, en caso de ser posible, una combinacion lineal de los vectores de B” = {w, W, W3, W4}
que genere una base de R*.

d) Encontrar las coordenadas en la base B’ de un vector § que tiene por coordenadas [1,0,0,1] en la
base B.

6.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 6.6 Encontrar bases de los siguientes subespacios vectoriales:

a) W:{z=2ty=t 2=0} CR?

b) W:{z+y—2=0}CR?

) W:{x1+ngx4:(),z27x5:0,1:3:0}§1R6

d) W =gen([1,0,0,1], [1,~1,-1,0], [0,1,1,1], [0,~1,0,0], [0,0,1,1]) C R?

¢]

Ejercicio 6.7 Probar las siguientes afirmaciones:
a) Los vectores B = {[2,1,1], [1,3,1], [~2,1,3]} forman una base de R?.

b) Los vectores C = {[1,1,0,0], [1,0,1,0], [1,0,0,1]} forman una base del subespacio vectorial
W:{xy — a9 — 23 — 24 =0} de R*.

c) Los vectores D = {[1,1,1,0], [1,0,0,1]} no forman una base del subespacio vectorial W :
{1 — 29 —24 =0, 29 — x5 — x4 = 0} de R*.

Ejercicio 6.8 Completar el conjunto:
S={[1,1,-1,1], [1,1,0,1], [1,2,1,1]}
para formar una base de R?.

Ejercicio 6.9 Encontrar una base de R* de forma que haya exactamente un tnico vector perteneciente
al subespacio W = {[z1, 22,23, 24] 1 ©1 — 22+ 235 — 24 =0} C R

Ejercicio 6.10 Dado el vector ¥ = [1,1,2,1] respecto de la base candnica de R*, encontrar el vector
de coordenadas de ¥ en la base B = {[1,0,1,0],[1,-1,0,0],[1,0,—1,0],[1,0,0,1]}.

Ejercicio 6.11 Sean B = {iy, iy, i3}y C = {01, ¥, U3} dos bases de R? tales que:

U1 = U1 — U3
Uy = Uy + Uz
3 =1 — Ua

a) Sea el vector @ € R® que en la base C tiene coordenadas @ = [1,2,3]. Calcular sus coordenadas en
la base B.

a) Sea el vector 5 € R® que en la base B tiene coordenadas @ = [1,2, 3]. Calcular sus coordenadas en
la base C.
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Ejercicio 6.12 Dado el vector & = [1,0, —1] y las bases de R>:

1 0 0 1 0 0
B={lol|,[1],]o0 oe={|1|,[1],]o0
1 0 1 1 1 1

Se pide:
(1) Encontrar los vectores de coordenadas [Z]p y [Z]c-
(2) Encontrar la matriz de cambio de base de B a C, Peep.

(3) Utilizar el resultado del apartado (2) para calcular []¢ y comparar el resultado con el obtenido en
el apartado (1).

(4) Encontrar la matriz de cambio de base de C a B, P« c.

(5) Utilizar los resultado del apartado (4) para calcular [Z]p y comparar el resultado con el obtenido
en el apartado (1).

Ejercicio 6.13 Encontrar el vector de coordenadas de la solucién del siguiente SEL, respecto de la
base B = {[-1,-2,-1,2],[0,2,1, —1]}.

\
=

rT+y—z+w
—r—zZ—w

|
=

7 Ortogonalidad

7.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 7.1 Determinar cuéles de los siguientes conjuntos de vectores son ortogonales.

5 1 3 -3 2 1
a) 31,0 -2].] 1 b) 1, 4],] -1
1 1 -1 2 1 2

Ejercicio 7.2 Encontrar una base, una base ortogonal y una base ortonormal, (las tres distintias), del
subespacio W C K™ siguiente:

:{x+y—r = c R

r—y+z+r =

N
Il

S Ne 8
oo

Ejercicio 7.3 En los siguientes casos, determinar si la base B de R" es ortogonal o no y expresar el
vector ¥ € R™ como combinacién lineal de los vectores de la base B, obteniendo el correspondiente vector
de coordenadas [Z]g.

a) B={[1,1],[2,3]}, i=[-2-3] € R?
b) B ={[1,0,0,1],[1,0,0,-1],[0,1,1,0],[0, —1,1,0]}, #=1[1,1,0,0] € R?
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Ejercicio 7.4 Encontrar una base para el complemento ortogonal W= de los siguientes subespacios
reales:

T
. T| o . ) z+y+2z=0
a) W—{[y} D 2z y—O} b) W= Z '{a:—y—ZZO

Ejercicio 7.5 Encontrar una base del ker(A”) y de Im(A), dibujando la interpretacion geométrica de
la formula (Im(A))+ = ker(AT) en los siguientes casos:

1 1
a) A:[?}‘H b) A= |1 2
1 3

Ejercicio 7.6 Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la secuencia de vectores dadas en los siguientes
casos, para encontrar un sistema ortogonal de vectores.

R CR(HAH) .

Ejercicio 7.7 Determinar la descomposicion ortogonal de ¢’ con respecto al subespacio W.

[N}
S O = =
SO O
O = O

U= [4,-2,3], W = gen([1,2,1],[1,-1,1])

Ejercicio 7.8 Encontrar la factorizacion QR de las siguientes matrices, teniendo en cuenta lo realizado
en el Ejercicio 7.6.

7.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 7.9 Determinar cuéles de los siguientes conjuntos de vectores son ortogonales.

2 -2 —4 1 0 1 -1
4 -1 2
3 1 —6 0 -1 1 0
a) _? ) g Y ; b) _2 ) _1 Y 2 * C) _1 ? 1 Y 1 Y 1
4 0 7 1 1 0 2

Ejercicio 7.10 En los siguientes casos, determinar si la base B de R"™ es ortogonal o no y expresar el
vector £ € R™ como combinacion lineal de los vectores de la base B, obteniendo el correspondiente vector
de coordenadas [Z]g.

a) B={[1,0,—1],[1,2,1],[1,-1,1]}, Z=[1,1,1] € R%.
b) B={[1,-1,-1],[1,-1,1],[1,1,1]}, &=1[6,0,5 € R’.
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Ejercicio 7.11 En los siguientes casos determinar si la matriz dada es ortogonal y en caso afirmativo
comprobar que su transpuesta coincide con su inversa.

. VB 13 [ _2/3 2/5
o [ Do) w [ a] 9 a- o s

1/2 —1/2 12 1/2
. cos@serzlg —cosz —;en2g /2 12 1/2 -1/2
) Cs:ne senO — cos iize e) -1/2  1/2  1/2  1)2

/2 1/2 -1/2  1/2

Ejercicio 7.12 In the following cases determine if the given matrix is orthogonal and if so, check that
its transposed is its inverse.

0 1 1VE 13 B 1/2 _2/3 2/5

o [0 [a W] o - e e
9 1/2 —-1/2 1/2 1/2

d) . aciesgg 7;:;812 —cogﬂszlelng e) Y2 12z -1
sond 0 s 0 —1/2 1/2 1/2 1/2

12 1/2 -1/2  1)2

Ejercicio 7.13 Determinar si puede existir una transformacion lineal ortogonal T : R® — R?® que
verifique:

2 3 -3 2
T|3|=10 y T| 2|=1-3
0 2 0 0

Ejercicio 7.14 Encontrar una base cualquiera, una base ortogonal y una base ortonormal del subespacio
W de R* formado por todos los vectores ortogonales a 7 = 1,1,1,1] € R*.

Ejercicio 7.15 Encontrar una base para el complemento ortogonal W+ de los siguientes subespacios
reales:

o 1 5
v 2 6
a) W= y| rr—y—z= . b) W =gen 3l |7
L~ 4 8
[z x| r=t—s
C) W = Y rx=t, y=—t, z=3t ). d) W = Y : y=—-t+s ;Vt,seR
k2 z | z=23t—2s

Ejercicio 7.16  En los siguientes casos encontrar bases para los subespacios fil(A), col(A), ker(A) y
ker(AT) y verificar que todo vector de fil(A) es ortogonal a todo vector de ker(A) y que todo vector de
col(A) es ortogonal a todo vector de ker(AT).

1 -1 3 1 1 -1 0 2
5 2 1 2 0 2 4 4
a) A= o | b) A=) o 5 5 01
1 -1 1 3 -1 3 45
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Ejercicio 7.17 En los siguientes casos, encontrar la proyecciéon ortogonal del vector ¥ en el subespacio
W CR"™.
a) 7 =[49,49,49], W = gen([2,3, 6], [3,—6,2]) C R®.
b) 7=9,9,9,9], W = gen([2,2,1,0},[~2,2,0,1)) ¢ R*,
Ejercicio 7.18 En los siguientes casos, determinar la descomposicion ortogonal de ¥ con respecto al
subespacio W.
a) U= [27_2]7 W:gen([la?’])'
b) v=1[4,-2,3], W =gen([1,2,1]).
c) v=12,1,5,3], W =gen([1,-1,1,0],[0,1,1,1]).
Ejercicio 7.19 Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la secuencia de vectores dadas en los siguientes
casos, para encontrar un sistema ortogonal de vectores.
[4] [ 25 0 [ 1 0 2] [3] [5 i 2
a) (0], Of,]|-2 b) —-11,]3 c) [0f,|4],]|6 d)2 .
3 —25 0 1 3 0 0 7
L 2] | -2
(17 [ 1 2 17 [1] [ o (17 [0 1
1 9 3 1 0 2 7 7 8
1] | 3 | 6 1 1] 1] [-1 7] |7 6

Ejercicio 7.20 Encontrar la factorizacion QR de las siguientes matrices, teniendo en cuenta lo realizado
en el problema anterior.

4 25 0 1.0 3 2 3 5 Z 2
a) 0 0 -2 b) -1 3 2 ) 0 4 6 d) 9 .
3 =25 0 1 3 4 0 0 7
L L 2 -2
[ 1 1 (2 4 11 0 [1 0 1
1 9 3 4 1 0 2 7T 7 8
° |1 -5 B 1o 2 8 110 1| ™ |12
|1 3 | 6 13 1 1 -1 | 7 7 6
Ejercicio 7.21 Encontrar la factorizacion QR de las siguientes matrices M
1 1 1 1 1 1 1 3 4
2 3 5
171 -1 -1 111 -1 -1 1 0 5
a) M=311 .1 1 O b) M=511 1 1 —1]|o o
1 1 -1 1 1 -1 -1 0 0
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8 Miminos Cuadrados

8.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 8.1 Encontrar la mejor aproximaciéon del vector ¢ [1,2,3] en el subespacio vectorial

W:{z+y—2=0, 2—y—2=0}de R®.

Ejercicio 8.2 Hallar el vector perteneciente al subespacio de R* generado por los vectores:
S ={[1,0,-1,0], [0,1,-1,0], [-1,0,0,0]}

que esta més cerca del vector v = [1,1,1,1].

Ejercicio 8.3  Encontrar la soluciéon de minimos cuadrados § de los siguientes sistemas AZ¥ = b,
realizando, en caso de ser posible, una interpretacion grafica del mismo y calculando el error ||b — AS]|.

=3

Ejercicio 8.4 Utilizar la siguiente factorizacion QR de la matriz A para encontrar una solucién por
minimos cuadrados de AZ = b.

10 . 1
a) A=[0 1], b=|1
0 0 1

1 3
2 6

b) A:[

2 1 2/3  1/3 - ) 2
A=|2 0|, Q=12/3 —2/3 |, R:[O 1}, b=| 3
11 /3 2/3 -1

Ejercicio 8.5 En los siguientes casos, realizar el ajuste por minimos cuadrados del conjunto de datos
P a la funciéon f(t), con a, b y ¢ constantes a determinar. Calcular el error del ajuste y realizar una
interpretacion grafica de la solucion.

a) P={(0,0),(0,1,(1,1)},  f(t)=a+bt.

b) P= {(070)7(07 1)7(171)}’ f(t) = a+ bt 4 ct?
C) P = {(0’0)7(0’ 1)7(171)}7 f(t) =bt.

d) P = {(0a0)7(0’ 1)7(171)}7 f(t) = a.

Ejercicio 8.6  Realizar el ajuste por minimos cuadrados de los siguientes datos a la funcién z
a + bx + cy?, calculando el error del mismo.

|y |z
0|01
1701
01110
1111
8.2 Ejercicios Propuestos
Ejercicio 8.7 Encontrar la mejor aproximacion del vector ¥ = [1,0,1,0] en el siguiente subespacio
vectorial de R*:
r1=t+s
W rxo=1t—35
Ir3 = t
Ty = 28

PJHO
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Ejercicio 8.8 Encontrar la solucién de minimos cuadrados § de los siguientes sistemas Ax = b calcular
el error ||b — AS]|. En caso de ser posible, dar una interpretacion grafica del problema.

a) A= {} . ], F— [1} b) A= {1 | }, b= [_1} o) A= [1 b }, 5o [_1}

1 1] [t 1 1]t 1 0 1] o
d A=|1 1|, b=]1 e) A=|1 11, b=]1 f) A=|1 1 1|, b=]0
10 0 11 1 0 -1 0 1

Ejercicio 8.9 Encontrar la solucién de minimos cuadrados de los siguientes sistemas de ecuaciones

lineales incompatibles, utilizando la factorizacion QR y comprobar que se obtiene el mismo resultado
utilizando las ecuaciones normales.

10 . 1 101 !
a) A=|0 1], b=| 0 b) A=|0 1 1], b=|1
10 1 00 1 1

Ejercicio 8.10 En los siguientes casos, realizar el ajuste por minimos cuadrados del conjunto de datos
a la funcion dada, siendo a, b y ¢ constantes a determinar. Calcular el error del ajuste y realizar una
interpretacion gréafica de la solucion.

0[1]—1]—-1 . B 2
2 folof1] 1 ]-1 s f)=a+bt+ct
z|0|7w/2 | 7| —7 ’ B
g y|0|m/2 7| -7 i y=a+bsen(z)+ ccos(x)

;Y =ar+by

9 Autovalores y Autovectores

9.1 Ejercicios de Clase

Ejercicio 9.1 Mostrar que ¥ = [1,0,—1] es un autovector de la siguiente matriz A y encontrar el
autovalor asociado.

1 -1 0
A= 1 11
-1 1 0
Ejercicio 9.2 Mostrar que A = 2 es un autovalor de la siguiente matriz A y encontrar un autovector

asociado al mismo.

A:

—_ = =
—_ = =

1
1
0

Ejercicio 9.3 Encontrar los autovalores, autovectores y autoespacios asociados de la siguiente matriz.

_ 1 -1 . 2x2
A_{_l 1} ; AeR
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Ejercicio 9.4 Dada la siguiente matriz:

1 11
A=1]11 11
1 1 1

Calcular:
a) El polinomio y la ecuacion caracteristica de A.

b) Los autovalores de A.

¢) Una base de cada uno de los autoespacios de A.

e) Una diagonalizaciéon de A, en caso de ser posible.

f

)
)
d) La multiplicidad algebraica y la multiplicidad geométrica de cada autovalor.
)
) Una diagonalizaciéon ortogonal de A, en caso de ser posible.

Ejercicio 9.5 Dada la siguiente diagonalizacion de la matriz A, listar sus autovalores y bases de los
autoespacios correspondientes.

1/8 1/8 1/8 1 3 3 3 6
—~1/4  3/4 —1/4 2 0 2 2 1 0|=|0 -2 0
5/8 —3/8 —3/8 331 3 0

Ejercicio 9.6 Determinar si la siguiente matriz es diagonalizable y, si lo es, encontrar una matriz
invertible P y una matriz diagonal D tal que P~'AP = D.

A:

OO W
S W=
w = o

Ejercicio 9.7 Sea el vector © € R? y la matriz A € R**? con autovectores ¥; y ¥, y autovalores
asociados A1 y Ao, dados por:

- 5 . 1 . 1 1
x:[l} ; 012[1} ; Uzz[l} ; )\125 ;o A2 =2

a) Encontrar el valor de A7,
b) Encontrar A*Z y determinar su valor cuando k — oo.

c) Encontrar el valor de A0,

Ejercicio 9.8 Con los siguientes datos, encontrar una matriz A con autovalores A1 y A2, y autovectores
asociados ¥ y s.

AM=-1 1 A=2 Ulz[ﬂ ; 1722[_1}
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9.2 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 9.9 En los siguientes casos, mostrar que ¥ es un autovector de A y encontrar el autovalor
correspondiente.

30 0 2 01 -1 2
d A=|01 —2|, d=|-1| e A=|11 1], 5=|-1
10 1 1 1 2 -1

Ejercicio 9.10 En los siguientes casos, mostrar que A es un autovalor de A y encontrar un autovector
asociado al mismo.

2 2 0 4 0 4
a) A_{2 1}, A=3 b) A_[ ! 5}, A=1 ¢ A_[l 5], A=14
10 2 31 -1
d A=|-11 1], A=-1 e A=|11 1|, rx=2
2 0 1 42 0

Ejercicio 9.11  En los siguientes casos, encontrar los autovalores y autovectores asociados de las
siguientes matrices A € R**?.

L1 11 1
a) A_[ll} b) A=| 1 1 1
1 1 1

Ejercicio 9.12 En los siguientes casos, los vectores unitarios Z € R? y sus imagenes AZ bajo la accion
de una matriz A € R?*? se dibujan uno a continuacién del otro. Estimar, utilizando una regla métrica,
los autovectores y autovalores de A a partir de cada una de las autoimdgenes siguientes y dar un ejemplo
numérico de una posible matriz A con este comportamiento.

5 T T T —7

o
WS

S ==

Y

a)“ 1] N N? §
i =
7
:1 1 T B Looo7 0 L6667

S ’ 2 —1 1) 1
3 [ T . ]

2 i ]

1 B \\\\\\VFW//// ]

0 s =

d)_l B N N
N ;

-3 L ]
—10 -8 8 10
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Ejercicio 9.13  En los siguientes casos, demostrar de alguna forma que A y B no son matrices
semejantes.

2 1 4 1 00
a) A:[gﬂ,B:HH b) A=|0 2 3|, B=| -1 4 0
0 0 4 2 3 4
Ejercicio 9.14 En los siguientes casos, encontrar:
1. El polinomio caracteristico de A.
2. Los autovalores de A.
3. Una base de cada uno de los autoespacios de A.
4. La multiplicidad algebraica y la multiplicidad geométrica de cada autovalor.
1 3 T 1 10 1 01
a) A= 9 6 b) A= 1 0 c) A=|0 -2 1 d A=|0 11
L 0 0 3 110
1 2 0] 1 0 2 4 0 1
e) A=| -1 -1 1 fy A=|3 -1 3 g) A= 2 3 2
0 1 1] 2 01 -1 0 2
LERY e
h)A:—?j? D A=l g0 14| P 4510031
0 01 1 0 0 0 2
1 0 0 O 4 0 1 0
01 0 O 0 4 11
k) A= 113 0 D A= 0 01 2
-2 1 2 -1 0 0 30

Ejercicio 9.15 En los siguientes casos se muestra una diagonalizacion de la matriz A en la forma
P~'AP = D. Listar los autovalores de A asi como las bases de los autoespacios correspondientes.

o [l Rl

1/6 1/6 1/6 11 1 31 0 2.0 0
b) 12 —1/2 —1/2 00 1 1 -1 1|=]|00 0
1/3  1/3 —2/3 110 2 ~1 00 —1

Ejercicio 9.16 En los siguientes casos determinar si A es diagonalizable y, si lo es, encontrar una
matriz invertible P y una matriz diagonal D tal que P~1AP = D.

i 10
a) gg b)[j’ﬂ c) 2 21

i 13 0 1

0 T
d) -1 01 e) 00 3 0 £) 00 -2 0

L L0 000 1 00 0 -2
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Ejercicio 9.17 Sea el vector Z € R® y la matriz A € R**® con autovectores ¥y, U y U3 y autovalores
asociados A1, A2 y A3, dados por:

1 1 1 1 1
T=|1| 5 th=|0| 5 o= 1| ;3 Ga=|1| ; M=—2 ; d=5; A3=1
0 1 3 3

a) Encontrar A%0F.

b) Encontrar A*Z y determinar su valor cuando k — oc.

Ejercicio 9.18 Sabiendo que: A% = (PDP~')(PDP~')= PD(P~'P)DP~! = PD?P!
Calcular la potencia indicada de la siguientes matriz.

1 1 1 72002
0 -1 0
0o 0 -1

Ejercicio 9.19  En los siguientes casos, determinar todos los valores k € IR para los cuales A es
diagonalizable.

10k 11k
a) A:HH b) A:H H c) A:Hé] d 01 0| e |1 1%
00 1 11k

Ejercicio 9.20 Diagonalizar ortogonalmente las matrices A siguientes y encontrar una matriz ortogonal
Q y una matriz diagonal D tales que QT AQ = D.

4 1 1 2
a) A_[M] b) A_[ﬁ 0}
SR

c) A= 01 0 d A=
10 1 001 1
001 1

Ejercicio 9.21 Con los siguientes datos, encontrar una matriz simétrica A € R**? con autovalores A
v Ao y autovectores ortogonales asociados Uy y Us.

o 1 R -2
A=3 5 A=-3 ; 1[2} ; 2[ 1}
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10 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

10.1 Ejercicios de Clase

Teoria Basica

Ejercicio 10.1 Determinar si las siguientes ecuaciones diferenciales son EDO o EDP, su orden y grado
y si son lineales o no.

dv\° 4’y d*y dy
a) 6<dt> Tv = 15t° + 3t + 10 ) 7u3 5xdx2+6dm Ty =0
¢) (1—a)y" —4zy +5y=cosz d) YW -y +6yy’ =0
9z (92\° o*f ofof
— — = f T == =
e) ox * (8y) sen(zy) ) oxdy  Ox Oy 0

Ejercicio 10.2 Determinar si las siguientes funciones son soluciones de la EDO dada, sabiendo que
c; € R.

a) y=ce* +cpe®” ; y' =5y +6y=0
b) 3e* =2e3% +¢; ; y = e3* 2
2 2 ,_ 2ty
c) T H2ytay’=a ; y:m
d y= e /I e’ dt ; y =1-2xy
0

Ejercicio 10.3 Resolver las siguientes EDO mediante el método de separaciéon de variables:
a) o =y’ b) ¥ dz + 22ydy = 0

/

c) (y+1)dz =2zydy d) 2%yy =e¥

Ejercicio 10.4 Resolver los siguientes PVI encontrando la solucién general y particular del problema.

dzx dy 1
a) at v b) dr  cos(y)
£(0) =4 y(1) = 0

SEDO y EDO de Orden Superior

Ejercicio 10.5 Determinar si las siguientes funciones son soluciones del SEDO dado, sabiendo que

CZ‘EIR,.

~

C]t

x = cost = r=c r=Y
? { —sent { e <) y=cet 5y =2
y= vy = z = clecrt 2 =zy
Ejercicio 10.6 Encontrar un SEDO equivalente a las siguientes EDO de orden n.
a) y// 4 y/ o 2y =0 b) y/// o y// + 2y/ + 5y —eT L —1 C) y(4) + y// o 2y =0
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Ejercicio 10.7 Clasificar los siguientes SEDO1 como lineales, homogéneos, auténomos y/o con
coeficientes constantes.

I __ (42
a) {x’:x+y+1 b) ;:Y Lo +ysent 4t o) {x’:2x—y
!/ __ 2 - I
Y =2at+y Y ts y=z+y
Ejercicio 10.8 Encontrar la solucién general de los siguientes sistemas.
[ .
a) {x’:x b) {x’:—3x+2y o) x,:iy 2y
y/:_2y y/:—4$+3y Z/:_Z

Ejercicio 10.9 Encontrar una matriz A € R?*? tal que el sistema dZ/dt = AT tenga como solucion:

. 22t 4 33t
Z(t) = 3e2t | 4¢3t

Ejercicio 10.10 Sea A € R™*" y k un escalar. Dados los dos sistemas siguientes:

i) - az () U= (At kL7

o=
Demostrar que si Z(¢) es una solucién del sistema (7), entonces #(t) = e**x(t) es una solucién del sistema

(ii).

Ejercicio 10.11 Encontrar la solucién general y particular de los siguientes sistemas, esbozando las
correspondientes curvas integrales.

(R A UETEECE PR SRR
o[BG3 S]]

Ejercicio 10.12  Resolver los siguientes problemas de valores iniciales y de contorno, esbozando la
solucion.

Py . dy
y(1)=1

y(0)=1, y(1)=0
d%z dx

y(0) =0, ¥'(0) = -3
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Sistemas Dinamicos y Estabilidad

Ejercicio 10.13 Dados los autovalores y autovectores asociados a los SEDOCB del Ejercicio 10.11:

)\1 =-1 5 171 = [1,2} )\1 = N ’171 = []., 1]
a) { Ao =-2 ; o =][L3] b) v

c) { A=-2(doble) ; T=1[1,0] d {A=-3+i ; 7=[1%i

Se pide:

1. Determinar la estabilidad del sistema, clasificAndolo en: asintoticamente estable, uniformemente
estable o inestable.

2. Determinar el tipo de puntos criticos.

3. Esbozar el plano de fases del sistema, indicando las separatrices.
Ejercicio 10.14 Resolver el problema de valor inicial:
dz p —q |- . 1
dt_[q p ]x ’ xo_[o]

donde p,q € R con g # 0. Clasificar el sistema y determinar el tipo de puntos criticos para los casos p
positivo, cero y negativo.

Ejercicio 10.15 Determinar la estabilidad y el tipo de puntos criticos de los siguientes sistemas,
teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el problema anterior.

dx 1 2. d;l:_ —4 -3 |,
) dt_{—2 1}:6 b) dt_{ 3 —4}’3

dx 0 2. dr. [0 0],
°) dt‘[Q 0}”” d) dt_[() o}x

Ejercicio 10.16 Sea una matriz A € R?*2 no invertible con dos autovalores distintos A = 0 v A2 < 0.
Si los autovectores asociados tienen las direcciones indicadas en el siguiente grafico, esquematizar el plano
de fase correspondiente al sistema dindmico dZ/dt = AZ, indicando la forma y comportamiento de las
trayectorias a tiempos grandes.

T2

| 5

Ejercicio 10.17 Demostrar que si un sistema d/dt = AZ es estable, entonces el sistema d/dt = A~1%
también es estable.

Ejercicio 10.18 En cada uno de estos casos, encontrar un ejemplo de un SEDOCB con las siguientes
caracteristicas.

a) Sistema asintoticamente estable donde las trayectorias de su plano fasico son rectas.

b) Sistema uniformemente estable donde las trayectorias de su plano fasico son rectas con pendiente
2.

c¢) Sistema cuya solucion es:
x = —cret + coet
y = 2ciet — 3cge™t
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10.2 Ejercicios Propuestos

Teoria Basica

Ejercicio 10.19 Determinar si las siguientes ecuaciones diferenciales son EDO o EDP, su orden y grado
y si son lineales o no.

dv Bz \° 0?2 0z
6— — Tv =15t + 3t + 10 b | —bwz—— + 6y~ —Tyz =0
a) at Y ot ) (8x23y> xzayQ + oy ar  V*
d? d
c) (1+12)d—;;+x£ +y?=¢° d) e'z” +2'logt = cost
e) @—i-@—usenmcos f) = 0 + 22 oz 2— e*
ox? 0y 4 Oxdy 4 oy) 4

Ejercicio 10.20 Determinar si las siguientes funciones son soluciones de la EDO dada, sabiendo que
¢ € R.

t

c1€
P=—— . PP=P1-P

a) P2 , (1-p)
b) —2z%y+yi=1 i 2xy dr+ (2% —y) dy =0

2 z 2
c) y=e” (cl+/ et dt) oy +2xy=1

0
o2
_ Coa -

d) ay=logy+3 B

Ejercicio 10.21 Resolver las siguientes EDO mediante el método de separaciéon de variables:
a) (24z)y =y b) 3ydz = 2xdy

c) coszcosydx + senzsenydy =0 d) 2%dz+y(x—1)dy=0

Ejercicio 10.22 Resolver los siguientes PVI encontrando la solucion general y particular del problema.

de - dx 5
2 dtiz o dtix (con k #1) 0 dt71+x
z(0) =1 z(0) =1 z(0) =0

Ejercicio 10.23 Encontrar una ecuacion diferencial de la forma dx/dt = kx cuya solucion sea z(t) = 3.

SEDO y EDO de Orden Superior

Ejercicio 10.24 Determinar si las siguientes funciones son soluciones del SEDO dado, sabiendo que
¢ € R.

a) r=1+t+1? _ =y b) U = COSZ + senx ) u =
y=1+2¢ ’ y =2 v = COST — sen & ’ v =—u
) { r=3(t+0t { ¥ =1/y Q) { r=(1-ce)d { t! = (eafer)ay
y=(@t+o® 7 Ly =1/(2) y=coe ColY =2
Y1 = cre " 4 cge®® Y1 = —y1+3y2 — 3ys
e) Y2 = c1e”" 4 coe” 4 cze® Yy = —2y1 + 4y2 — 3ys
ys = cre” " + coe” Y5 = —2y1 +2y2 — Y3
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Ejercicio 10.25 Encontrar un SEDO equivalente a las siguientes EDO de orden n.

a) Y +4y=0 b) Y-y 2y —2y=u o) yW -3y +2y=0

Ejercicio 10.26  Clasificar los siguientes SEDO1 como lineales, homogéneos, auténomos y/o con
coeficientes constantes.

=1 ¥=2+y—2 /
=({t+1)x
a) y =t b) y =2z +2y c) { f 2
o o= Yy =t +t+ 1)y
/ 2
P22 2 T =t"r+ty ;_
d) { m,:i Tyt e) Yy =ysent — t2z f) {x/_i;;Qg
y =y Y y = y

Ejercicio 10.27 Encontrar la solucién general de los siguientes sistemas.

' =4r -3y — 7z

' =x—-3z ' =—6x+ 4y ,
=6z — 5y —8
? { y' =2 b { y' = -8z + 06y ) T

= —Z

Ejercicio 10.28 Sea A € R™*" y k un escalar. Dados los dos sistemas siguientes:
J g

LodF dy
(4) AZ (i4) i

dr _ kAT
dt 4

Demostrar que si Z(t) es una solucion del sistema (i), entonces %(t) = x(kt) es una solucion del sistema

Ejercicio 10.29 Encontrar la solucién general y particular de los siguientes sistemas, esbozando las
correspondientes curvas integrales.

G CET AR FV R TN
o CZ::;) gf f(o)::g: d) ‘flf::_; j]f(t),f(o):[”
e) ‘Z:;if7f(o):g f) Z::ég}f;f(m:[é]

o G-[itreso-[4] g[8 d]e -]

Ejercicio 10.30 Resolver los siguientes problemas de valores iniciales y de contorno.

a) {f’—5f:0 b) {f”+f=0

f(0)=1 f0)=1, f(x/2) =1
2"+ 22 +x =0 =0
c) { 2(0) =1, 2'(0) =0 d) { z(o =0, y(1)=1
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Sistemas Dinamicos y Estabilidad

Ejercicio 10.31 Dados los autovalores y autovectores asociados a los SEDOCB del Ejercicio 10.29:

)\1 = 3 '[71 = [1,0] )\1 = —]. 3 171 = [1,1]
a) {)\2:2 W = [1,1] b) Xo=—6 ; @ =[-32
)\12 ; 1712[1,1] _ . o .
) { Moo= 2 ¢ B =[-2,3] d) {A=-1+2 ; 7=[1,=£i
Ar=0 ; 771:[_271] _ R T A
e) { No=5 ¢ B =19 f) { A=1(doble) ; @ =][1,0], ¥» =[0,1]
g) { A=1(doble) ; #=10,1] h)y {A=+42i ; ¥=[+2
Se pide:

1. Determinar la estabilidad del sistema, clasificAndolo en: asint6ticamente estable, uniformemente
estable o inestable.

2. Determinar el tipo de puntos criticos.

3. Esbozar el campo de direccién del sistema, calculando las separatrices y dibujando algunas

trayectorias.

Ejercicio 10.32 En los siguientes sistemas, determinar los valores a, b,k € R, segiin los casos, que
hacen del origen un punto critico estable.

dx 0 11, dr. | -1 k|
S P A L
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SOLUCIONES

0 Temas de Repaso

Ejercicio 0.1 general: x + 2y = 5, paramétrica: {x = 5 — 2t,y = t}, vectorial: [z,y] = [5,0] + t[—2, 1],
normal: [1,2] - ([z,y] — [5,0]) = 0. Pendiente= —1/2, vector director = [—2, 1] y vector normal = [1,2].

Ejercicio 0.2 vectorial: [z,y, 2] = [1,1,0] 4+ ¢[3,1, —1], paramétrica: {x = 1 + 3t,y = 1 + ¢,z = —t},
general: {x +3z = 1,y + z = 1}, normal: {[z,y,2] — [1,0,0]) = 0,[0,1,1] - ([x,y,2] — [0,1,0]) = 0}.
Pendiente= —1/+/10, vector director = [3,1, —1] y vectores normales: 7i; = [1,0, 3], 7ia = [0, 1, 1].

+ 2t — 2s}, vectorial:

Ejercicio 0.3  general: 2z — 2y — z = —1, paramétrica: { = t,y = s,z = 1
0. Dos vectores contenidos
1].

[z,y, 2] = [0,0,1]4+¢[1,0, 2]+s[0, 1, —2], normal: [2, —2, —1]-([z, y, 2] —[1, 1,1

2
] =
en el plano: @ = [1,0,2] y ¢ = [0, 1, —2]. Vector normal al plano: 7 = [2, -2, —

Ejercicio 0.4 a) vectorial: [z,y] = [—4,4] + ¢[1, 1], paramétrica: {x = —4 + ¢,y = 4+ t}. b) vectorial:
[x,y, z] = t[l, —1,4], paramétrica: {x =t,y = —t, z = 4t}.

Ejercicio 0.5 a) normal: [3,2]-([z,y]—[0,0]) = 0, general: 3x+2y = 0. b) normal: {[1, —1,5]-([z,y, 2] —
[-3,5,1]) =0,[1,2,3] - ([z,y, 2] — [-3,5,1]) = 0}, general: {x —y + 5z = =3,z + 2y + 3z = 10}.

Ejercicio 0.6 a) Perpendiculares. b) paralelos con £ contenida en P. ¢) Secantes en un punto, no
perpendiculares.

Ejercicio 0.7 {z=1,y=-1,2=2}.

Ejercicio 0.8 Sim # 2 el sist. es compatible y determinado, con sol. {x =0,y = 1} y si m = 2 el sist.
es compatible e indeterminado, con infinitas soluciones {x =t,y = 1 — 2¢}.

Ejercicio 0.9 a) [3,2,1] - ([z,y,2] —[0,1,0]) =0, 3z +2y+z = 2. b) [x,y,2] = [6,—4,—3] +t[0,1,1] +
s-1L,1,1],{e =6—s,y=—4+t+s2z=-3+t+s}.c)de—5y—Tz=2.d) {x =t,y=—-1+3t},
Ejercicio 0.10 a) Perpendiculares. b) Perpendiculares. ¢) Ninguna.

Ejercicio 0.11 {zx=t,y=-1—t,z=1—t}.

Ejercicio 0.12 a) Rectas secantes en el punto [0,4,0]. b) Rectas no secantes.

Ejercicio 0.13 a) [3/2,1/2,-1]. b) [1,0,0]. ¢ ) [-1/2,-3/2,3].

Ejercicio 0.14 Si m = 1 sistema incompatible. Si m # 1 sistema compatible y determinado con
solucion: {x =1/(m — 1),y = (m —2)/[3(m — 1)],z = (2m —4)/[3(m — 1)}.

1 Numeros Complejos

Ejercicio 1.1 a) 7—4i. b) 2+1i.¢) —1/2 +1.
Ejercicio 1.2 x = +2.

Ejercicio 1.3
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Ejercicio 1.4 a) —2'0 = 219 = 21%cos(m) + isen(m)] = 2'%'™. b) 1+ i3 = 2,3 = 2[cos(n/3) +
isen(m/3)] = 2"/, ¢) —(2+v2)/2+i(2+V2)/2 = (1 + V2)3,/4 = (1 + V2)[cos(3m/4) + isen(37/4)]
= (14 v/2)e3m/4,

Ejercicio 1.5 a) |z| = 2, arg(z) = 2km, Arg(z) = 0, z = 2. b) |z| = V10, arg(z) =
—5m/6+42km, Arg(z) = —5m/6, z = —3+iV3. ¢) 2| = 2, arg(z) = n/3+2km, Arg(z) =7/3, 2=2_,3.
d) |z| =3, arg(z) =7 — 5+ 2km, Arg(z) =7 —5, Z=35_r.

Ejercicio 1.6 a)VzeR, y=0.b)x >0, y=0.¢c)x=1, y=n/2+ 2kn con k € Z.

Ejercicio 1.7

Ejercicio 1.8 a) No es posible. b) Interior de la circunferencia con centro en el origen y radio 1. ¢)
Recta vertical z = § + iy, Vy € R. d) Afijo (log2/2,37/4).

Ejercicio 1.9 a) {z1 = -1, 2o =1, z3 =14, 24 = —i}. b) {z1 = (-1414)/2, 20 = (-3 —1)/2}. ¢)
z = €.

Ejercicio 1.10 a) 17—1i.b) (-9/4)(3+14).¢c) 1 — .
Ejercicio 1.11  z; = —1+ (2F V2)i, 20 = 2+ (2 £/2)i.
Ejercicio 1.12  P(x) = 22 — 10x + 29.

Ejercicio 1.13

Ejercicio 1.14  a) 0. b) 1 — iv/3 = 24,3 = 2[cos(21/3) + isen(2r/3)] = 2e2™/3. ¢) —i = 1_, /9
= [cos(—m/2) + isen(—m/2)] = e ™/2. d) i = 1,5 = [cos(m/2) + isen(m/2)] = e™/2. ) 1 —i =
V2_./4 = V2[cos(—m/4) + isen(—m/4)] = V2e7™/4 £) 1 = 15 = [cos(0) + isen(0)] = €. g) 2 =
20 = 2[cos(0) + isen(0)] = 2¢e%. h) § + % =1./6 = [cos(m/6) + isen(r/6)] = e™/6.

Ejercicio 1.15 a) |z| =1, arg(z) = 2km, arg(z) =0, 2= 1. b) |z| = 2, arg(z) = 7/2+2k7, Arg(z) =
/2, Z = =2i. c) |z| = 3, arg(z) = 117/6 + 2knm, Arg(z) = —n/6, Z = 3,s6. d) |2| = 4, arg(z) =
7/4+2kn, Arg(z) = m/4, Z = 4e /% e) |z| = 2V/3, arg(z) = 57/642kw, Arg(z) = 57/6, 2 = —3—i\/3.
f) |z| =1, arg(z) = 7/4 + 2km, Arg(z) =n/4, z = %(1 —1). g) |z| =4, arg(z) = 7 + 2kw, Arg(z) =
7, Z=—4. h) |z| =2, arg(z) = =5 + 2km, Arg(z) =27 —5, z = 2¢°.

Ejercicio 1.16 a) {r =0, Yy e R} 6 {y =0, Vo € R}. b) {Vz,y € R}. ¢) {y =0, =1} ¢
{x=-1/2, y=+v3/2}.d) {x =0, y = (2k + 1)7 con k € Z}.

Ejercicio 1.17

Ejercicio 1.18 a) No es posible. b) Exterior de la circunferencia con centro (0, —¢) y radio 3. ¢) Recta
z =z —ix, Vr € R — {0}.

Ejercicio 1.19  Es una espiral.

Ejercicio 1.20  a) {z = le/ir/zo, Z2 = 1{]@977/207 z3 = 1\0/517#/20, 24 = 1{]@257#20, 25 = 1{)/5337r/20}_
b) {z1 = (1+14)/2, z2 = -1 —i}. ¢) {z = —i/3}. d) {1 = (7/2 + 2k7) + ilog(—1 + V/2), 2z =
(—m/2 + 2km) +ilog(1 + V2)}.

2 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejercicio 2.1 a){e+y+z=1L,z—y+2=0,2=0}.b) {z+y+z=1Lz—y+2=0,2z+2y=1}.
J){z+ty+z=lx—y+2=022+22=3} d){z+y+z=Lz—y+z=2,2—y+z=0}
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Ejercicio 2.2 a) {z = 3/2,y = 1/2}, punto (dim=0) en espacio de dim=2. b) {x = -1,y = =3,z = t},
recta (dim=1) en espacio de dim=3. ¢) {x =2,y =,z = s,w = r}, hiperplano de dim=3 en espacio de
dim=4.d) {z =0,y =1+¢,2z =t,w = —2}, recta (dim=1) en espacio de dim=4.

Ejercicio 2.3 a){zr=-1, y=-1, z2=1}b){z =-2t, y=t, z=t}h. c){z =t y=3s, 2 =
—1+1t+s}.
1
10

Ejercicio 2.5 a) F; <> F;. b) 1 F;. ¢) F; — kF}.

— =
=)

9 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0
Ejercicio 2.4 a) [ 0 } b) (0o 1 1|,[0 1 0f.¢)|0 1],]0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

Ejercicio 2.6 Por ejemplo la secuencia: Fp — 3F7, %FQ, Fy —2F,, —F5, Fs + 3Fy, Fy < Fb.
Ejercicio 2.7 a) Sol. tnica. (S.C.D.) b) No tiene solucién. (S.I.) ¢) Infinitas soluciones (S.C.L.).

Ejercicio 2.8 a) {x =1,y = —-2}.b) {a; = —t,20 = —t, x5 =t}.c) {x = —=ba+0, y = 1+4a—303, z =
a,w=p}d) {r=2s=-1}

Ejercicio 2.9 Para k = 1 sistema incompatible. Para k = —2 sistema compatible indeterminado,
{x =1+t,y =tz =t} Para k # {1, —2} sistema compatible determinado, {x = —2k/(1 — k),y =
(1= k)2 = 1/(1 = k)}.

Ejercicio 2.10 a) Por ejemplo, los planos paralelos {x +y + 2z =0, x +y+ z = 1} y la recta secante
a ambos {x —y = 0, z = 0}. El sistema estaria formado por las cuatro ecuaciones anteriores. b) Por
ejemplo, los dos rectas paralelas {x —y =0, t — 2 =0} y {x —y = 1, z — z = 0}, la recta secante a
ambas {y = 0, z = 0}. El sistema estaria formado por las seis ecuaciones anteriores. ¢) Por ejemplo, los
planos secantes {x + y + 2z =0, 2 +y — 2 = 0} y la recta secante en el punto comtn {y = 0, z = 0}.
El sistema estaria formado por las cuatro ecuaciones anteriores. d) Por ejemplo, los planos secantes
{r+y+2=0, x+y—2z =0}y larecta secante en la recta comtn {z+y =0, z = 0}. El sistema estaria
formado por las cuatro ecuaciones anteriores.

Ejercicio 2.11  Los sistemas sobredeterminados si pueden ser compatibles determinados, pero los
infradeterminados no.

Ejercicio 2.12 a) Plano (dim=2) o recta (dim=1). b) hiperplano (dim=3) o plano (dim=2). ¢) No
tiene solucion. d) Plano (dim=2) o recta (dim=1).

Ejercicio 2.13 a) {z; = «, ©2 = 3o — 4, ©3 = 3 — 2, x4 = [, x5 = ~}, hiperplano de
dim=3 en espacio de dim=5. b) {x = 0, y = —1, z = 1}, punto (dim=0) en espacio de dim=3. c)
{x=t, y=s, z=r, w=2—1t—s—r}, hiperplano de dim=3 en espacio de dim=4. d) El sistema no
tiene solucién.

1 =1 0
Ejercicio 2.14 a) é_i _; _g} [(1) (1) 15; _12;; b) 0o 1 -1,
0 0 0
1 0 -1 1 2 -3 1 20
01 -1].¢)|0 0 1/],]00 1
00 0 00 0 000

Ejercicio 2.15 La primera operacion F| = F;+F» da un resultado distinto que la segunda Fj = F|+F5.

Ejercicio 2.16 Representando por x cualquier nimero y por y cualquier ntmero distinto de

[y 2z 2 0 vy =z 0 0 y [y 2z 2]

cero. Formas escalonadas equivalentes: 0 0 0|, 0 0 0|, 0 0 0|, 0y = |,

10 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0

[y = = 0 y = Yy T (1 2 ]

0 0 v |,[]0 0 v |, 0 y =« |.Formas escalonadas reducidas equivalentes: | O 0 0 [,

10 0 0 0 0 O 0 0 y | L0 0 0 |
(1 0 2 1 00
01 =z |,[0 10
L0 0 0 0 0 1
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Ejercicio 2.17  Si, compatible indeterminado (dos parametros libres).

Ejercicio 2.18 a) Incompatible. b) Incompatible. ¢) Compatible determinado. d) Compatible
determinado. e) Incompatible. f) Compatible indeterminado.

Ejercicio 2.19 a) Incompatible. b) {1 = —2+43s, 2 = s, 23 =1+2t, zgy =t}. c) {xz =1, y =
2, 2=3}.d) {a= -3, b=2, c=1}. e) Incompatible. f) {x = /2, y = —1, z = 0}.

Ejercicio 2.20 a) Si k = —1 sist. incompatible. Si k = 1 compatible indeterminado, {x = 1—t, y = t)}.
Si k # 41 compatible determinado, {x = 1/(1+ k), y = 1/(1 +k)}. b) Para k = {2, —1} el sistema es
compatible indeterminado, con soluciones: {x = (24+2k—5t)/3, y = (k—2+2t)/3, z =1t}. Sik # {2, -1}
el sistema es incompatible.

Ejercicio 2.21 1. Verdadero. 2. Verdadero. 3. Falso. 4. Verdadero. 5. Verdadero. 6. Verdadero. 7.
Falso. 8. Verdadero. 9. Falso. 10. Falso. 11. Verdadero.

3 Espacios Vectoriales

Ejercicio 3.1 a) Por ejemplo, linealmente dependientes [6,0] y [—4,0], y linelmente independientes
[0,1] ¥ [2,3]. a) Por ejemplo, linealmente dependientes [1,2,0] y [—2,3,0], y linelmente independientes
1,1,1] y [-1,1,-2].

Ejercicio 3.2 a) No es un conjunto generador ni base de R?, rang=1. b) Si es un conjunto generador
de R? pero no una base del mismo, rang=2. c) Si es un conjunto generador y una base de R?, rang=3.

Ejercicio 3.3 R® ¢ R’ dim 0 = {[0,0,0,0]}. dim 1 = {z, =¢, 2o =, 23 = —t, 24 = 0}. dim 2 =
{r1=1t+s, ¥ =2t, 23 = —t+2s, x4 =0}. dim 3= {a; =t+s+r, 20 =2t—s, x3 = —t+2s, x4 =7}.
dim 4 = R*%.

Ejercicio 3.4 a) No. b) No. ¢) Si. d) No. e) Si.

Ejercicio 3.5 a) V. Lin. Dep= [0,0,1,1], V. Lin. Indep= [1,1,0,0],
Conj. Gen= {[0,0,1,0],[0,0,0,1],[0,0,1, 1]}, Base={[0,0,1,0],[0,0,0,1]}, Rango=2. b) V. Lin. Dep=
[1,1,0], V. Lin. Indep= [1, 1, 1], Conj. Gen= {][1,1,0],[1, -1, 0]}, Base={][1,1,0],[1, —1, 0]}, Rango=2.

Ejercicio 3.6 [-1/3, 1/3, 1/3].
Ejercicio 3.7 a)d=1.b)d=1/3.

Ejercicio 3.8 a) V. Lin. Dep: [1,0,1], V. Lin. Indep: [1,0,2], Conj. Gen: {[1,0,1],[1,1,1],[0,1,0]},
Base: {[1,0,1],[1,1,1]}. b) V. Lin. Dep: [1,1,1,1], V. Lin. Indep: [1,0,2,0], Conj. Gen:
{[1,0,1, —1], [1,1,1,1] [1,3,1,5]}, Base: {[1,0,1,—1],[1,1,1,1]}. ¢) No se puede calcular por no ser
S3 un subespacio vectorial. d) V. Lin. Dep: [1,1,—2,1], V. Lin. Indep: [1,0,0,0], Conj. Gen:
{[Loa 717 ”’ [Oa 17 7170]7 [1» 17 *23 1]}7 Base:{[l’ov al]v [07 17 *170]}'

Ejercicio 3.9 a) Linealmente independiente, rang=2. b) Linealmente independiente, rang=3. c)
Linealmente independiente, rang=2.

Ejercicio 3.10 a) R%2. b) R®. ¢) {z1 =t, 20 = —s,a3 =t + 5,04 =t — 8,25 = t + 5}.

Ejercicio 3.11
a) No es posible al no ser un subespacio vectorial. b) Conj. Gen: {[1,0,1],[0,1,1],[1,—1,0]}, Base:
{[1,0,1],[0,1,1]}. ¢) Conj. Gen: {[1,0,1,0,0],[1,0,1,1,1],[1,0,1,1,0],[1,0,1,0,1],[1,0,1, —1, —1]}, Base:
{[1,0,1,0,0],[1,0,1,1,1},[1,0,171,0],[1,0,1,0, 1]}.

1 2 1 V2
Ejercicio 3.12 a) /5, {7 —} -1, v/17. b) V6, [ 2o s

2, V/45.

s\%

)

5257
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Ejercicio 3.13 a) 3w/4. b) arccos (5/6) ~ 0.59.
Ejercicio 3.14 Ninguno.
Ejercicio 3.15 a) [2,-2]. b) 3[1,-1,1,—1]

Ejercicio 3.16 a) Vectores con la misma direccion y sentido. b) Vectores con la misma direccion y
sentido contrario.

Ejercicio 3.17 No. Un contraejemplo: 4@ = [1,2], v =[1,—-1] y @ = [-1,0].
Ejercicio 3.18 a) d=+/2.b) d=+/2/2.¢c) d=2v3/3.d) d=1/3.

Ejercicio 3.19  a) Usar |@|?> = @ - @ y simplificar. b) Usar ||i@|| = V@ -@ y comprobar que para

ser iguales necesitan ser ortogonales. ¢) Calcular @ - [ — proy;(¥)] usando proy;(v) = 1_{1_},1? c) Usar
a-U
L u-U
proy(7) = ——1.
a-U
4 Matrices
4 6 3 2
Ejercicio 4.1 a) [ 3 4 ] b) No se puede calcular. ¢) | 0 0
6 4
s . 1 1
Ejercicio 4.2 a) Por ejemplo, A = [ 1 1 }
a b ¢ a 2a 3a
Ejercicio 4.3 a) uTv=vTu=a+2b+3c, wv? = | 2a 2b 2c [,vul = | b 2b 3b |.b) En
3a 3b 3c ¢ 2c¢ 3¢

ambos casos uno es el transpuesto del otro, pero en el primero al ser escalares los resultados, coinciden.
Ejercicio 4.4 a) Cierta. b) Falsa.

Ejercicio 4.5 Una matriz es invertible si tiene inversa por la izquierda y por la derecha: AA™! =
A~'A = I. La matriz del problema no lo cumple, por tanto no es invertible.

Ejercicio 4.6 a) 0. b) -24. ¢) -15.d) 0. e) 0. f) -1. g) -24. h) 0.

Ejercicio 4.7 a) -6. b) -3/2. ¢) 3%2". d) —2%3"™.

3 -3 1
Ejercicio 4.8 [A|=1,A"'=| -3 5 -2
1 -2 1

Ejercicio 4.9 Bg = {[1,1,-3],[0,1,4],[0,0,1]}, B, = {[1,0,1,1],[1,2,2, =1],[-3,1,1 — 4]}, Base del

nicleo no existe.
Ejercicio 4.10 b € col(A), @ € fil(A).

Ejercicio 4.11 B = {[1,-1,0],[0,—1,1]}.

-1 1 0 -1 -2 =3
Ejercicio 4.12 a) 5 3 4(.b)[0 1].¢)10.d)h.e)| -2 —4 —6
-6 -2 —4 -4 -8 12
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3t 3s

Ejercicio 4.13 B:[ P } i t,seR.

Ejercicio 4.14 a) Columna j-ésima de A. b) Fila j-ésima de A. ¢) Elemento a;; de A.
Ejercicio 4.15 a) Cierto. b) Falso. ¢) Falso. d) Cierto. e) Cierto. f) Falso. g) Cierto. h) Cierto.

Ejercicio 4.16 a) 2*4. b) -6*4. c) -4. d) 4. e) -2*4. f) 2*4.

0 0 -1
Ejercicio 4.17 a) |A| = -1, A™! = 1 1 2].b) |4 =0, A7 no existe. ¢) |[A] = 1,
-1 0 -1

ATl = d) [A]=1,A471 =

N = O
N = OO
— o o O

1
-2
1 -
0 _
Ejercicio 4.18 X =A"'B

Ejercicio 4.19 a) A=2. b) A~Y(BA)?B~!.c) AB=2.d) (AB)"'BA+ A.

Ejercicio 4.20  a) B,y = {[1,0,~1], [0,1,2]}, Beoya) = {[L 1], 0.1}, Byeyray = {[1.~2.1]}. b)
Bﬁl(A) = {[1, 1, —3}, [0,0, 1], [O7 1,4]}, BCOI(A) = {[1,0, 1, 1], [1,2,2, —1], [—3, 1,1, —4]}7 /HBker(A)'

Ejercicio 4.21 a) Si. b) No.
Ejercicio 4.22 a) Si. b) No. ¢) Si. d) No.
Ejercicio 4.23  Por ejemplo, B = {[1,-1,1],[1,2,0],[0,1,1]}.

Ejercicio 4.24 a) rang(A) = 3, |4 = 0. b) By = {f1r 10 1],
[001 =1 1],[0 0 0 1]} Begyay ={[1 00 0], [1 1 1 1], [1 1 1 —1]}.
c)fil(A): [ 21 @2 w3 a4 ] =t1[1 1 0 1]+t[0 1 —1 1]+t5[0 0 0 1], col(A):
xg—xgzO.d)Bker(A)z{[—l 1 1 0]} e)ker(A): {zy = —t,wo =t,23 =t,x4 =0}, nul(4) = 1.

Ejercicio 4.25 a) Si. b) Beoliay = {¢1,Ca,C4}.

5 Transformaciones Lineales

Ejercicio 5.1 Una TL es una funcién vectorial de varias variables, lineal en todas sus variables, de la
forma: T:R" - R™ ; §=T(Z) = Az

Ejercicio 5.2 a) No. b) Si. ¢) No.

0 -1
Ejercicio 5.3 a) A = {1 1], by A= |1 2| ¢ A= [1 -1 1]. d)
. 2 1 -3
3 —4
1 01
A=]10 1 1
110
1 4
Ejercicio 5.4 a) A= r6 -3 .b) B=|2 5 |.¢) C=[t - ]
1 9 17 3 6
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Ejercicio 5.5 {z1 = —y1 +2y2; 22 = y1 — ¥2}

s 2 =2
Ejercicio 5.6 [ 1 1 }

Ejercicio 5.7 Esp. Dom= R? Esp. Im=R? Im(T) = {t { :1,) } + s [ i ] 1Vt s € ]R} =
R?, ker(T) = { [ 8 } }, nul(7T) = 0, rang(T) = 2.
Ejercicio 5.8 a) Inyectiva, sobreyectiva e isomorfismo. b) Inyectiva, no sobreyectiva. No es

isomorfismo.

Ejercicio 5.9  Elipse con semieje mayor 5¢; y semieje menor 2é5.

C e 1 =3 -3 4 -3 -1
Ejercicio 5.10 a)Azllo[3 9}1))14:%[ 4 3}C)A:110[ 9 3]'

5 -2 1 11 1
Ejercicio 5.11 a)A=%| -2 2 2 |.b)A=2|1 1 -1
1 25 1 -1 1

Ejercicio 5.12  a) Funcién escalar real de variable real. b) Funcién escalar real de varias variables
reales. ¢) Funcién vectorial real de varias variables reales. d) Funcién escalar real de varias variables
reales. e) Funcion vectorial real de varias variables reales.

Ejercicio 5.13 En todos estos casos se puede demostrar por ejemplo, comprobando que ninguna
cumple la propiedad de multiplicacion por un escalar: T'(kZ) = kT ().

Ejercicio 5.14  a) No invertible. b) {z1 = 9y1 — 2y, 2 = —4y1 + y2}.

Ejercicio 5.15 A= [ L2 }

2 1
-3 1 1 0 1
Ejercicio 5.16 a){i i)]b) 1 2 c){(l) _g g}d) 1 4 -1
11 -1 0 -1
1
Ejercicio 5.17 a) ker(T) = t| =2 |:VteR ), Im(T) =
1
{t [ i ] +s [ ; ] Vi, s € ]R}, nul(7) = 1, rang(7T) = 2. No inyectiva, si sobreyectiva, no biyectiva.
0 1
b) ker(T) = {[0}}, Im(T) = ¢¢t| 1 |+s| 2| :¥t,seRy, nul(T) = 0, rang(T) =
1 3
1
2. Si inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. c¢) ker(T) = <t _f VteRp, Im(T) =
0
1 2 4
r| 0| +s| 1| +t| 3 |:¥rsteR,, nul(T) =1, rang(T) = 3. No inyectiva, si sobreyectiva,
0 0 1

no biyectiva.

Ejercicio 5.18 a) Si (SoT): X — Y es sobreyectiva, debe abarcar todo Y y esto obliga a que S sea
también sobreyectiva. b) Inyectiva significa que elementos distintos del dominio tienen imagenes distintas,
pero si la dimensiéon del dominio es mayor que la dimension de la imagen, por ejemplo 7 : R* — R?, no
se puede cumplir, ya que hay mas elementos en el dominio que en la imagen (al contrario si podria ser).
c) Sobreyectiva significa que todo elemento de la imagen es imagen de algtn elemento del domino. Si la
dimension de la imagen es mayor que la dimensién del dominio, elementos distintos de la imagen tendrian
que tener elementos iguales del dominio, pero por definicion, eso NO es una funcion (transformacion
lineal). Por tanto es imposible.
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Ejercicio 5.19 Teniendo en cuenta que R, = cosa msena }, realizar la composiciéon de TL,
sen a cos o
R, o Rg, y simplificar las expresiones trigonométricas resultantes.
Ejercicio 5.20 a) 20 c) /2 =172 d) 0 -1 e) i -bo-l
J : 0 3| —12 12 | 1 o |"¥r| 1 1|
Ejercicio 5.21
100 100
Ejercicio 5.22 a) [ 0 1 0 |.b) | 0 0 1
0 0 0 0 10

6 Bases

Ejercicio 6.1 a) B = {[1,-1]}. b) B =
{I:]" ]"0’1]’ [07 1’ 1’2]7 [0’07 172]}'

{[1,1,0], [~1,0,1]}. ¢) B = {[0,-1,1]}. d) B =

Ejercicio 6.2  Por ejemplo, B = {[1,0,0,0], [1,1,-1,0], [0,0,1,0], [0,0,0,1]}.

Ejercicio 6.3 B = {[1,2,1], [1,0,-1], [1,-2,1]}

s e i s 1 1/2 1 1
Ejercicio 6.4 a) [Z]g = [2,1], [Z]c =[5/2,-1/2]. b) Pecp = [ 0 _1§2 ] d) Pgc = [ 0 —9 }
Ejercicio 6.5 b) No es una base de R*. ¢) No es posible. d) [5]s = [1/2,1,-1/2,0].

a) B={2,1,0]}. b) B={[-1,1,0],

Ejercicio 6.6 [
1,0,0

1,0,1]}. ¢) B=1{[1,0,0,1,0,0], [-1,1,0,0,1,0],
[0,0,0,0,0,1]}. d) B={[1,0,0,1], [0,1,1,1], [0,— ]

}.

Ejercicio 6.7 a) Comprobar que son linealmente independientes. b) Comprobar que la dimension de
W es 3 y verificar que los vectores pertenecen al subespacio. ¢) Comprobar que la dimension de W es 2,
pero que no todos los vectores pertenecen al subespacio.

Ejercicio 6.8
Ejercicio 6.9
Ejercicio 6.10

Ejercicio 6.11

Ejercicio 6.12

Anadir por ejemplo el vector [1,0,0,0].
Por ejemplo, B = {]1,1,0,0], [1,0,0,0], [0,0,1,0], [0,0,0,1]}.
[ =[3/2,—1,—-1/2,1].

a) [@]s = [4,—1,1]. b) [@]c = [0,3,1].

(1) [#ls = [1,0,-2], [Tlc = [1,-1,-1]. (2) Peen = - . (4)

==
= = O
_ O O

1 00
Pgee=|1 1 0
01 1

Ejercicio 6.13

[Z]g = t[1,2] + s[1,1].

7 Ortogonalidad

PJHO
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Ejercicio 7.1 a) No. b) Si.

Ejercicio 7.2 B = {[1,0,-2,1], [0,1,0,1]}, B, = {[0,1,0,1], [2,-1,-4,1]}, Bo, =
Ejercicio 7.3 a) No. & = —,, [Z]g = [0,—1]. b) Si. = 10| + 10, + 305 — 304, (@] = 3[1,1,1,—1].

Ejercicio 7.4 a) B={[-2,1]}. b) B={[1,0,0],[0,1,1]}.

Ejercicio 7.5 a) Bker(AT) = {[-3,2]}, Bimay = {[2.3]}. b) Bker(AT) = {[1, =2,1]}. Bimeay =
{12,1,0], [-1,0,1]}.

Ejercicio 7.6  a) {[2,1,-2]}. b) {[1,2], [2,-1]}. <) {[1,0,0,0], [0,1,0,0], [0,0,1,0]}.

Ejercicio 7.7 ¥ =+ wt =[7/2,-2,7/2] +[1/2,0,—1/2].

1/v5  2/V5 5/V5 3/V5

2/3
Ejercicio 7.8 a)Q:[ 1/3|,R=3.b) Q = 2/V5 _1/\/5],}%:{ 0 1/\/5]

—2/3

Ejercicio 7.9  a) Ortogonal. b) No Ortogonal. ¢) No Ortogonal.

Ejercicio 7.10 a) Si. & = (2/3)v: + (1/3)¥s, [Z]g = [0,2/3,1/3]. b) No. ¥ = (1/2)0; + (5/2)v> + 375,
(%]l =[1/2,5/2,3].

Ejercicio 7.11
Ejercicio 7.12 a) Si. b) No. ¢) No. d) Si. e) Si.

Ejercicio 7.13 No, ya que las transformaciones lineales ortogonales conservan la ortogonalidad de los
vectores de entrada.

Ejercicio 7.14  Por ejemplo:
B = {[1,0,0,-1],[0,1,0,-1],[0,0,1,-1]}, B, = {[1,0,0,-1],[-1,2,—1,-1],[-1,0,2,—-1]}, Bon =
{[1/v2,0,0,1/v2],[-1/V7,2/V7,-1/VT,-1/V7],[-1/V6,0,2/V6,~1/V6]}.

Ejercicio 7.15 a) B={[1,-1,-1]}. b) B={[2,-4,2,0],[2,-1,-4,3]}. ¢) B={[1,1,0],[0,3,1]}.
d) B={[1,1,0]}.

Ejercicio 7.16  a) fil(A) = {[1,0,1],]0,1,~2]}, col(4) = {[1 5,0,~1],[~1,2,1,~1]}, ker(4) =
{[~1,2,1]}, ker(AT) = {[5,~1,7,0],[-3, 2 7]} b) fil(A) = {[1,0,—1,-2,0],[0,1,0,2,0],[0,0,0,0,1]},
col(4) = {[1, C31[1,0,2, 1), [2,4. 1,5}, ker(A) = {[2,-2,0,1,0],[1,0.1,0,0]}, ker(AT) —
{[-5,-3,4 3]}

Ejercicio 7.17  a) proyy, (¢) = [19,39,64]. b) proyy, (¢) = [8,12,5,1].

Ejercicio 7.18 a) ¥ = [-2/5,—6/5] + [12/5,—-4/5]. b) ¥ = [1/2,1,1/2] + [7/2,-3,5/2]. c)
7=1[21,5,3] +[0,0,0,0].

Bercicio .19 ) {[4,03],3,0,~41,[0, =20}, b) {[L,=1L,1],[0,1,1], [2.1,~1]}. ©) {[1,0,0],[0,1,0)
[O 0 1]} d) {[5 4ﬂ27 ]a[ 2a2757 4]} e) {[ ) 31;1]’[7131777 1]} f) {[2 3 0 6] [ a 71]} g)
{[Llal ]-] [ 171]7[1717_1 _1]} h) {[]-a ) 77]a[_1a0717 ] [0,1,0, 1}}
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4/5  3/5 0 5 50
Ejercicio 7.20 a) Q = [ 0 0 -1|, R = [0 35 O]. b) Q@ =
3/5 —4/5 0 0 0 2
1/V3 0 2/V6 V3 0 5/V3 100 2 3 5
—1/v3 1/v/2 1/V6 |, R= 0 6/v2 G/ﬂ].d)Q:[O 1 0],3: 046}
1/vV3 1/vV/2 —1/V6 0 0 4/V6 00 1 00 7
5/7 —2/7 1/2 —1/10 )
47 2)7 (77 |12 7/10 (2 4 B
D Q=147 5/7’R_{0 7}'6)62_ 1/2 —7/10 ’R_[om_'f)Q_
2/7 —4)7 1/2  2/10
[ 2/7 0 /2 1/2  1/2 o 1 17
3/7 —2/3 7 14 /2 —-1/2  1/2 _ B
0 2/3’R:[0 3]'g)Q: 12 —1/2 12 |0 B = gé’f'h)Q—
| 6/7  1/3 /2 1/2 —1/2 d
[ 1/10 —1/v/2 0
7/10 0 1/V2 R 18 &g 18
/10 1/v2 0|’ 0 0 3
| 7/10 0 —1/v2
/2 12 1/2 . /2 1/2
S 1/2 —1/2 —1/2 12 =12
Ejercicio 7.21 a) Q = 12 12 172 | R = 8 —61 ? ] b) Q = 12 —1/2 |
/2 1/2 —1/2 /2 1/2

[SAN \V]
[

8 Miminos Cuadrados

Ejercicio 8.1  [2,0,2].

Ejercicio 8.2 [1,1,1,0].

Ejercicio 8.3 a) [z,y] = [1,1],e=1. b) [z,y] = [1 — 3t,], e = 2V/5.
Ejercicio 8.4 §=[5/3,-2].

Ejercicio 8.5 a)a=1/2,b=1/2 eror = 1/v/2. b)a=1/2,b=1/2—-5,¢c=3s, Vs € R,
error = 1/v/2. ¢) b= 1, error = 1. d) a = 2/3, error = v/6/3.

Ejercicio 8.6 a=3/4, b=1/2, ¢=—1/2, error = /5/2.
Ejercicio 8.7 1/6[5,3,4,2].

Ejercicio 8.8 a) #=1[1,0,e=0.b) Z=t[-1,1],e=+v2.¢) T = [t —s,t,5], e = /2. d) T = [0, 1],
e=0.e)T=[l—tt],e=0.f) Z=1[0,-2/3,1/3], e = v/3/3.

1/vV2 0 1 00
Ejercicio 89 a)Q = | 0 1 ,R:[?H,f:[@,o}. b.Q=I=]01 0],
1/vV2 0 0 0 1

R=A=

O O =
o = O
==

],5[0,0,1}.

Ejercicio 8.10 a)a=0,b=1/2,c¢=1/2,e=+2. b)a=0,b=7/2,c=0,e=7mv2. c)a= —1/5,
b= —2/5e=(2/15)/5.
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9 Autovalores y Autovectores
Ejercicio 9.1 A =1.
Ejercicio 9.2 ¢ =1[1,1,0].

Ejercicio 9.3 {\ =0, &1 = t[1,1], Eo = {{1,1]}}, {\ = 2, & = t[~1,1], Es = {[-1,1]}}.

Ejercicio 9.4 1) p(A) = 1= X2 =31 —-X) +2, p(A) = 0. (2) {Mi2 = 0,A3 = 3}. (3)

Ey ={[-1,1,0], [-1,0,1]}, B35 ={[1,1,1]}. (4) M2 ={MA =2, MG =2}, A3 ={MA=1, MG =1}.
0 0 O -1 -1 1 0 0 O

(5) A=PAP', D={0 00|, P=| 1 0 1]|.(6)A=QAQ, D=0 0 0],
0 0 3 0 11 0 0 3

-1/vV/2 —1/v6 1/V/3
Q=1 1/vV2 —-1/V6 1/V3
0 2/vV6 1/V3
Ejercicio 9.5 X ={6,—2 (doble)}, Fs = {[3,2,3]}, E_» ={][0,1,-1],[1,0,—1]}.
Ejercicio 9.6 No diagonalizable.
Ejercicio 9.7 a) [3x219+279 3%210 — 279 ~ [3%210 3%210]. b) AFF = 21F[1, —1] + 3% 2¥[1,1]. Si

. 2—101 + 299 _2—101 +299
k— o0 AFZ — [00,00]. b) A0 = [ _9-101 4 999 9-101 4 999

Co _ | 12 =3/2
Ejercicio 9.8 A= { _3/2 1/2 }

Ejercicio 9.9 a)A=3.b)A=-3.¢c) A=3.d) A=3.e) A=0.
Ejercicio 9.10 a) ¥ =[2,1]. b) ¥=[4,1]. c) ¥ =[4,4].d) 7=[1,1,—1]. e) ¥=[0,1,1].

Ejercicio 9.11 a) {)\1 = 0, 171 = [—1,”}, {/\2 = 2, '[72 = [1,1]} b) {)\1 = 0, '[71 = [0,—1,1]}, {)\2 =
1, v = [-1,-1,1]}, {N3=2,05 =[1,1,0]}.
Ejercicio 9.12 a) A\ =3, 71 =[1,0], \a =4, ¥, =[0,1], A =

52:[—171],14:[3;; 3;;}0) /H{)\,ﬁ},A:[_; ”.d)A:g,v:[Lu,A:[g ‘ﬂ

2 0 -
0 3:|~b))\13,’01[1,1},>\20,

Ejercicio 9.13  a) For example, the characteristic polynomial of A is A> — 5\ + 1 but the one of B is
A2 —2)\ + 1. b) For example, the eigenvalues of A are 2 and 4 and the ones of B are 1 and 4.
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Ejercicio 9.14

a) p(A) =X —=7x\, A ={0,7}, Eo = {[-3,1]}, Er = {[1,2]}, mq, = my =1 en los dos autovalores.

b) p(A) = A2 — 2\ + 1, A = {1(doble)}, By = {[1,—1]}, mq =2, m, = 1.

c) p(A) = =N +2X2 +5X -6, A = {—2,1,3}, E_» = {[1,-3,0]}, E1 = {[1,0,0]}, E5 = {[1,2,10]},
m, =mg =1en los tres autovalores.

d) p(A) = 1 =N =X=2), A ={1,2,-1}, By = {[1,-1,0]}, B2 = {[1,1,1]}, E_1 = {[1,1,-2]},
mq = mg = 1 en los tres autovalores.

e) p(A) = =23+ 22 X = {0,1}, By = {[2,-1,1]}, B1 = {[1,0,1]}, [\ = 0,m, = 2,m, = 1],
A=1,m,=my=1].

£) p(\) = (1 4+ N)(=A2 + X +3), A = {~1(doble),3}, E_; = {[-1,0,1],[0,1,0]}, Ez = {[2,3,2]},
A=—-1,mg=my=2], [ A=3,m, =my =1].

g) p(\) = —A3 +9X\% — 27\ + 27), X\ = {3(triple)}, B3 = {[-1,0,1],[0,
h) p(A) = (2= A)((1 = \)? — 1), A = {2(doble),0}, By = {1,
A=2,m, =my=2], [ A=0,m, =my =1].

i) p(A) = A — 6A% +9A2 + 4\ — 12, A = {—1,2(doble),3}, E_1 = {[0,0,-2,1]}, B> = {[1,—-1,0,0]},
E;={[0,0,2,-1]}, [A=—-1,mg=myg =1], A =2,mq =2,my = 1], [\ = 3,mq, =m, =1].

DN = 2-XN1-=-XNB-=XN2-X), A = {2(doble),1,3}, E; = {[1,0,0,0],[0,—-1,1,-1]}, By =
{[1,-1,0,0]}, B3 ={[3,2,1,0]}, A =2,mq =myg =2],  A=1,mqg =my =1], A =3,m, =my =1].

k) p(A) = M —4X34+2X2 440 -3, A = {—1, 1(doble), 3}, E_1 = {[0,0,0,1]}, By = {[-2,0,1,3],[—2,2,0,3]},
E3 ={[0,0,2,1]}, A= —1,ms =mg = 1], [ A=1,mqg =mg = 2|, [A =3, mq =my = 1].

1) p(A) = (4 = X)2(\%2 — X\ —6), A = {4(doble), 3, -2}, E4 = {[1,0,0,0],[0,1,0,0]}, E3 = {[-1,-2,1,1]},
E_5={[2,5,—-12,18]}, A =4, mg =my =2], A =3,mg =myg = 1], [A = =2, mq =m, =1].

1
0

Ejercicio 9.15  a) A = {4,3}, B, = {[LL1]}, B5 = {[1.2]}. b) A = {2,0,-1}, B, = {[3,1,2]},
Eo={[1,-1,0]}, E_; = {[0,1,~1]}.

Ejercicio 9.16 a) Diagonalizable, P = [ i :} }7 D = [ (7) g ] b) No diagonalizable. ¢) No
1 0 0 -1
. . . . . . . . 01 0 0
diagonalizable. d) No diagonalizable. €) No diagonalizable. f) Diagonalizable, P = 001 o0l
0 0 O 1

O O O N

O O N O
|

O N OO

N O OO

Ejercicio 9.17  a) [2,2 — 1/3%0,2] ~ [2,2,2]. b) Si k es par: A% = [2,2 — 1/3% 2]. Si k es impar:
AbF=12-2/3k2-1/3%2]. Si k — 00 AFZ — [2,2,2].

100
Ejercicio 9.18 0 1 0.
0 0 1

Ejercicio 9.19 a)VkeR.b) k=0.c) VkeR.d) k=0.¢e) Vk € R.

. V2 1/V2 [5 0 [2/v6 13
Ejercicio 9.20 a) Q [1/\@ _1/\/5}7 D = {0 3]' b) @ = [1/\/§ —2/\/6],
5 0 ~1/vV2 0 1/V2 2.0 0
D:{O_l].c)Q: o 1 o0 |, D = 01 0. d @ =
V2 0 1/V2 000
V2 0 —-1/vV2 0 2.0 0 0
1/vV2 0 1/v2 0 p—|0 200
0 1/V2 0 —1/vV2 1”7 |0 00 0
0 1/V2 0 1/v2 00 0 0

c . | -9/5 12/5
Ejercicio 9.21 A= { 12/5  9/5 }
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10 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Ejercicio 10.1 a) EDO, orden 1, grado 5, no lineal. b) EDO, orden 3, grado 1, lineal. ¢) EDO, orden
2, grado 1, lineal. d) EDO, orden 4, grado 1, no lineal. €) EDP, orden 1, grado 2, lineal. f) EDP, orden
2, grado 1, no lineal.

Ejercicio 10.2 a) Si. b) Si. ¢) No. d) Si.

Ejercicio 10.3 a) y = —2/(z% + ¢). b) (1/2)exp(y?) = —1/x + c. ¢) 2[y — log(y + 1)] = log(cz). d)
1+yev=at+ec

Ejercicio 10.4 a) = (t +¢)?/4, c =4. b) y = arcsen(z + ¢), c = —1.
Ejercicio 10.5 a) Si. b) No.

Ejercicio 10.6  y; = y Y. a) {y| = v, vb = —y2 + 2y} b) {yi = v, ¥4 = v3, vh =
ys —2y2 —Sy1 + e +x—1}.¢) {yy =v2, Yy = Y3, Y5 =Va, Yy = —Yy3 +2u1}.

Ejercicio 10.7 a) No lineal, no homogéneo, no auténomo y no de coef. ctes. b) Lineal, no homogéneo,
no auténomo y no de coef. ctes. ¢) Lineal, homogéneo, auténomo y de coef. ctes.

Ejercicio 10.8 a) {zr = ciel, y = ce 2} b) {z = cie! + et y = 2c1e! + et} ©)

{z =crel + e, y=coe™t, 2 =czet}.
N 11 -6
Ejercicio 10.9 A= { 12 —6 }
Ejercicio 10.10
XY
2
Ejercicio 10.11  a) {z = cie™! + e, y = 2cie™! +3coe 2}, 01 =1, 2 = 0. . b)

X,y

1

{x=c1+c2e®, y=rc1 —c2e?}, c1 =1/2, c5 = 1/2. .¢) {x = (c1 +cat)e 2, y = coe™ 2},

t

X,y
cg=1c=1 |, f .d) {z = (crcost + casent)e ™3t y = (—cisent + cacost)e 3t} ¢ = 0,

t

XY
=1
t
y
Ejercicio 10.12 a) y = ce 2. ¢ = &% e; .b) y = 1% 4 2757 ¢
v 1 t
o = 1/(1 —e™ ). 1 .¢) x = e'(crcost + cagsent), ¢ = 0, ca = 1.

1 t

y
r=c]+ Cge_?’t, cit=—-1,co=1. ’7
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Ejercicio 10.13 a) Sistema asintoticamente estable. Punto critico de tipo nodo. Tiene

Y]
)
dos separatrices. %1 / /x. b) Sistema inestable. Infinitos puntos criticos. Tiene s6lo una
N

. \\ 1, . .. - . .
separatriz. K 5. €) Sistema asintoticamente estable. Su punto critico es un nodo impropio

degenerado. Tiene s6lo una separatriz. <. d) Sistema asintoticamente estable. Su punto critico

M
— )
es una espiral. No tiene separatrices. -

Ejercicio 10.14 p > 0 espiral inestable, p = 0 centro uniformemente estable y p < 0 espiral
asintoticamente estable.

Ejercicio 10.15  a) Espiral inestable. b) Espiral asintoticamente estable. ¢) Centro uniformemente
estable. d) Todos los puntos del plano fasico son puntos criticos uniformemente estables.

Ejercicio 10.16 Las trayectorias son rectas paralelas a ¥s con direcciéon hacia los infinitos puntos
/ 1
criticos situados en ;. 7// / .

Ejercicio 10.17 Los autovalores de la matriz inversa son los inversos de los autovalores de la original.

Ejercicio 10.18 a) Por ejemplo: {2/ = —2z, v = —2y}. b) Por ejemplo: {z' =2 —y, y' =22 — 2y}.
c) {/ =5z +2y, vy =12z — by}.

Ejercicio 10.19 a) EDO, orden 1, grado 1, lineal. b) EDP, orden 3, grado 2, lineal. ¢) EDO, orden 2,
grado 1, no lineal. d) EDO, orden 2, grado 1, no lineal. €) EDP, orden 2, grado 1, lineal. f) EDP, orden
2, grado 1, no lineal.

Ejercicio 10.20 a) Si. b) No. ¢) Si. d) No.

Ejercicio 10.21 a) —1/y% = log(zx +2) +c. b) y = ca®? ¢) cosy = csenz. d) —y?/2 =
22/2 + 2 +log(x — 1) +c.

Ejercicio 10.22 a)z=ce!,c=1.b) (1—k)z'*=t+c,c=1—k.c) z=tan(t+c), c=7/4
Ejercicio 10.23 2’ = zlog3.
Ejercicio 10.24 a) Si. b) Si. ¢) Si. d) No. e) Si.

Ejercicio 10.25 y; =y V. a) {y} = yo, ¥4 = —4y1}. b) {y} = v2, vh = y3, ¥4 = y3 — 2y +2y1 +}.
c) {1 =v2 yo=¥3, Y3 =y, ¥y = 3y3 — 2y1}.

Ejercicio 10.26  a) Lineal, no homogéneo, no auténomo y no de coef. ctes. b) No lineal, homogéneo,
auténomo y no de coef. ctes. ¢) Lineal, homogéneo, no auténomo y no de coef. ctes. d) No lineal, no
homogéneo, no auténomo y no de coef. ctes. e€) Lineal, homogéneo, no auténomo y no de coef. ctes. f)
Lineal, homogéneo, auténomo y de coef. ctes.
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Ejercicio 10.27 a) {z = cie!, y = c2e7?'}. b) {2 = cret + e, y = 2cie! + cze7t} ©)
{r =cret + cae™, y=coe™t, 2 = cze™t}.

Ejercicio 10.28

X,y Y,
/
Ejercicio 10.29 a) {z = cie! + c2e?, y = c2e?}, 1 =0, co = 1. | .b) {z = cre7t —
t
X,y
5
3coe 0 y=cre t+2c0e7 6} ) = 3,00 = 1. .c) {z=cre3 —2cpe7 2, y = c1e3 +3coe 2},
t
X,y
c1=2,¢c=1. 5 .d) {z = (c1cost + casent)e™t, y = (—cysent + cacost)e™t}, ¢ = 1,

t

X,Y]| X,y
o = 1. ce) {x = —2c1 + e, y = 1 +2c2e%}, ¢ = 1, 0 = 2. 5/ . f)

t t

X,y

{z =crel, y=coel}, c1 =1, 0 =2. , .8) {z =coel, y=(c1 +eat)el}, 1 = -1, c0 = 1.
1
t
X,Y| X,y
L .h) {& =cysent — cacost, y = —cycost+2cysent}, ¢ = —1,¢cp=1. 2
1 t -1 t
f
Ejercicio 10.30 a) f = ce®. ¢ = 1. .b) f = cisent 4+ cocost, ¢; = 1, cg = 1.
X

Y|

N ) x=ce 1+ cat), e =1, 0 = —1. i z d)z=c1+cat, 1 =0, 0 = 1.
n/2

t

X

N
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Ejercicio 10.31  a) Sistema inestable. Punto critico de tipo nodo con dos separatrices.&m.
< i
b) Sistema asintoticamente estable. Punto critico de tipo nodo con dos separatrices. % C)
>~

7

Sistema inestable. Punto critico de tipo punto silla con dos separatrices.> \\i d) Sistema

( /4\
asintéticamente estable. Punto critico de tipo espiral sin separatrices. % e) Sistema inestable.
=)

y

/,

Infinitos puntos criticos con una separatriz. /

propio degenerado con dos separatrices.

impropio degenerado con una separatriz. / /

de tipo centro sin separatrices. r

Ejercicio 10.32 a) a,b<0.b) |k <1.

. f) Sistema inestable. Punto critico de tipo nodo

<. g) Sistema inestable. Punto critico de tipo nodo

<. h) Sistema uniformemente estable. Punto critico

PJHO
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