1. APLICACIONES LINEALES

1. Estudiar si las siguientes aplicaciones son lineales:

a) f:R2 2R3, f(z,y) = (x+y,y,x — 2y). Si es lineal.

b) f : R? - R, f(x,5) = xy. No es lineal. Basta observar que
f(2(1,1)) = f(2,2) =4, que es distinto de 2f(1,1) = 2.

c) f:R? = R3 f(x,y) = (x +1,2y,z + y). No es lineal. Basta
observar que f(0,0) # (0,0,0).

d) f:R3—= R2 f(x,y,2) = (z,y + ). Si es lineal.

e) f:R? = R, f(x,y) = |x — y|. No es lineal. Basta observar que
f(—=1(1,0)) = 1 es distinto de —f(1,0) = —1.

f) f:R3 = Ro[t], f(z,v,2) = (y + 2)t2 + (x + y)t + 2. Si es lineal.

g) [ Muxn(R) = Mysn(R), f(A) = AT. Si es lineal. Se tiene
que f((A+ B)) = (A+B)" = A+ BT = f(A) + f(B) y
fAA) = (AT = AT = \f(A).

Los resultados no probados se dejan como tarea para el alumno.
2. Dadas f y g de R3 en R3, f(x1,29,23) = (v1,22,21 + T2 — 23) ¥

g(x1,x2,23) = (221,22 — 1, 23), ver si son lineales y, en ese caso, hallar
el nicleo y la imagen.

La aplicacion f es lineal. La comprobacion se deja como ejercicio para
el alumno. La aplicacion g no es lineal (g(0,0,0) # (0,0,0)).

Ker(f)={x cR3: f(z) =0} =

= {(z1,22,23) 1 21 = 0,29 = 0,21 + 22 — x3 = 0}

Dicho de otro modo, Ker(f) es el subespacio vectorial de R? de ecua-
ciones cartesianas

:1:1:0
Ker(f)=4 22=0
T1+x0—23=0

Al resolver, resulta Ker(f) = {(0,0,0)}. Por otro lado, Im(f) =
L(f(B)), siendo B cualquier base del espacio de partida R3, por ejem-

nlo 1a hase candanica  Asi-
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2 1 APLICACIONES LINEALES

3. Determinar la dimension y bases de Ker(f) e Im(f) para las siguientes
aplicaciones lineales:

a) f(xy,x9,x3) = (221,21 + 22, 323).

Se tiene
2.1‘1 = 0
Ker(f) = r1+z2 = 0
3:E3 = 0

Dicho de otro modo, Ker(f) = {(0,0,0)}, conlo que dim(Ker(f)) =
0 y no hay base. Por otro lado, si B, es la base canénica de R?,

Im(f) = L((f(Bc)) = L(<2a 1, 0)7 (07 170)7 (0707 1)) =R%.

Para llegar a esta conclusion habria bastado aplicar la férmula de
las dimensiones para aplicaciones lineales, que permite concluir
que dim(Im(f)) = 3. Una base de Im(f) es cualquier base de
R3, por ejemplo la canénica.

b) f(z1,22) = (221 + x2, 21 — 2292, T2).
Calculemos Ker(f):

201 +x2 = 0
Ker(f)=¢ z1—2x2 = 0
i) =0

de modo que Ker(f) ={(0,0)} y dim(Ker(f))=0.
Por otro lado,

Im(f) = L(f(Bc)) = L((27 170)7 (17 —2, 1))

con lo que dim(Im(f)) = 2y una base suya es B,y = {(2,1,0),(1,-2,1)}

c) f(xr, w2, x3) = (v1, 22,21 + T2 — x3).

Se tiene
z1 =0

Ker(f)=¢ x2=0
T1+x9—23=0

de modo que Ker(f) = {(0,0,0)} y dim(Ker(f)) = 0, por lo
que no hay base. Si aplicamos la formula de las dimensiones para
aplicaciones lineales, 3 = dim(Ker(f))+dim(Im(f)), de manera
que dim(Im(f)) = 3y, por tanto, Im(f) = R3.
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Pasando a ecuaciones paramétricas queda

.%'1:)\
To = A
Ker(f) = ﬂUzz—M
T4 =20

Por tanto, dim(Ker(f)) = 2 y una base es

BKer(f) = {(17 1,0,0),(0,0,-1, 2)}
La dimensiéon de la imagen de f es dim(Im(f)) = dim(R*) —
dim(Ker(f)) = 4 —2 = 2. Al estar Im(f) contenida en R2
resulta Im(f) = R?. Una base puede ser By, (s = {(1,0), (0,1)}.

4. Sea f : R* = R? el homomorfismo definido por

1 -1 0 0
A= < 1 0 1 2 )
y sea W el subespacio de R? definido por x1 — 29 = 0. Hallar las
ecuaciones de f~1(W).

El subespacio vectorial f~1(W) se define como

W) ={z = (z,y,2,t) eR*: f(z) e W} = {z € R : AT € W},

esto es,

V) ={(z,y,z,t) eER*: (x —y,x + 2+ 2t) e W} =

= {(z,y,2,t) ER 1z —y — (z + 2+ 2t) = 0}
La ecuacién cartesiana de f~1(W) es:
W) ={y+z+2t=0}
5. Sea f : R* = R3 definida por

/—1 1 -1 2\
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4 1 APLICACIONES LINEALES

Téngase en cuenta que f(W) = L(f(Bw)), siendo By, una base del
subespacio W. El primer paso serd obtener By .

— 1‘1*‘%2:0 CL‘1*ZL‘2:0
Sl Fretra=0 2294+ 24 =0

Al pasar a paramétricas,

T1 = —gH

1132:*%#
W = o5 = A

Ty =

de modo que una base de W es By = {(—1,-1,0,2),(0,0,1,0)}.

Concluimos
f(W) = L(f(_17 _17072)7f(0707 170)) =
— L((4,0,—4), (=1,0,1)) = L((~1,0,1))

Las ecuaciones paramétricas son

yr=—A
JW)=4q y2=0
Y3 = A

Obtengamos las ecuaciones cartesianas. Sea (y1,%2,y3) € f(W). En-

tonces
1—p ( -1 0 1 >
Yyt Y2 Y3

se escoge -1 como menor no nulo de orden maximo y se extiende a dos
menores de orden 2 nulos que dan lugar a las ecuaciones:

_Jun+tys=0
sy ={ nty

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



La matriz asociada a la aplicacion lineal f respecto de las bases B y
B’ es:

a1 2L

Dado un vector z € R3, con coordenadas Xp = (1, z2, 23) respecto de
la base By, dada su imagen f(Z) = y con coordenadas Yp' = (y1,¥2)
respecto de B’, se tiene la ecuacién matricial

m (1 2 1 .
y ) -\ -1 0 -2 2

T3

A esta expresion se la llama ecuacion matricial de f respecto de las
bases By B'.

Las ecuaciones de f son

{ Y1 = T1 + 219 + T3
Y2 = —x1 — 273

Por otro lado, dado que las columnas de la matriz A son las coorde-
nadas de un sistema de generadores de Im(f) , entonces dim(Im(f)) =
r(A) = 2. En consecuencia, Im(f) = R?. Por la férmula de las dimen-
siones para aplicaciones lineales, dim(Ker(f)) =3 —2 = 1. El homo-
morfismo f es un epimorfismo y no es un monomorfismo ni, por tanto,
un isomorfismo.

7. Sea la aplicacion f : F — F, con E y F' de dimensiones 3 y 4 res-
pectivamente, definida de la siguiente forma: f(e2) = —e} + €}, — €/,
fles) =€) +e—eh+e) yer € Ker(f). Hallar dimension y una base
para Ker(f) y para Im(f).

Calculemos la matriz A = M (f, B, B'), siendo B = {ej,ez2,e3} y B’ =
{€],€h, es, ey} bases de E y F respectivamente.

0 -1 1
0 1 1
A= 0 0 -1
0 -1 1

Entonces

dim(Im(f)) =r(A) =2 dim(Ker(f)) = dim(E)—dim(Im(f)) =1
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6 1 APLICACIONES LINEALES

Falta ahora determinar una base de Ker(f).

—T2+2x3 =
To + T3 =
T3 =
—T9 +x3 =

Ker(f) =

o o o o

Pasando a paramétricas

Por consiguiente, una base es Bg.,ry = {e1} (téngase en cuenta que
(1,0,0) son las coordenadas de e; respecto de B).

8. Seala aplicacion f : R? — R* definida de la siguiente forma: f(2, —1) =
(1,0,—1,3) y f(4,1) = (2,—2,3,1). Calcular:

a) La matriz asociada respecto de las bases canonicas.

b) Las ecuaciones de I'm(f).
Resolvamos a).

7,0 = 1 (§ (-1 + (4.0)) = 7 (@~ + (1)

(F(2,~1) + F(4,1)) = é(u,o, C13) 4+ (2,-2,3,1)) =

(1 -112
- \27 3’3’3

[N

Por otro lado,

1

F0.1) = 1 (3 (2214 @4.1)) = 37 (=262, -1) + (0.1)

= % (—2f(2,-1)+ f(4,1)) = é(—Q(l,O, -1,3) +(2,-2,3,1)) =
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1/2 0
| -1/3 —2/3
A=1 13 53
2/3 —5/3

Esta matriz también se puede hallar observando que

M(f,B., B.) = M(f, B, B.)M(B,, B)

siendo B la base B = {(2,—1),(4,1)}. Se tiene

1 2
0 -2
3 1

o=t = (4 1) - (1)

So6lo queda multiplicar las dos matrices:

1/2 0
M(f, B, B;) = M(f, B, B,)M (B, B) = _53 _iﬁ
2/3 —5/3

Resolvamos el apartado b). Se tiene Im(f) = L((1,0,-1,3),(2,—-2,3,1)),
de manera que una base suya es la formada por estos dos vectores. Las
ecuaciones paramétricas son

Y1 =A+2p
_ ) 2="2u
Im(f) = vs = — A+ 3
ys =3\ +p

Determinemos las ecuaciones cartesianas de I'm(f). Sea (y1,y2, Y3, y4) €

Im(f). Entonces
1 0 -1 3
2=r 2 -2 3 1
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8 1 APLICACIONES LINEALES

9. Sea la aplicacion f : R? — R? definida de la siguiente forma: f(zie; +
Toeg + wzez) = (2 + x3)er + (v1 + z3)ex + (x2 — x1)es.

a
b

) Calcular la expresion analitica.
)

c¢) Calcular las ecuaciones de Ker(f) e Im(f).
)
)

Encontrar los vectores invariantes.

d) Hallar una base de Ker(f) y ampliarla a R3.

e) Hallar la expresion analitica respecto de esta tultima base.

Resolvamos a). La matriz A = M (f, B, B) con B = {e1,e2,e3} es

0 11
A= 1 01
-1 10
La expresion analitica es
Y1 = T2+23
Y2 = T1+T3
Y3 = —T1+ T2

Resolvamos b). Los vectores invariantes, Invar(f), son aquellos Z tales
que Z = f(z). Es facil probar que Invar(f) tiene estructura de subes-
pacio vectorial de R3.

Invar(f) ={z : Az = z}

T = T2 + X3 Ty —x9 —23 =20
Invar(f)=¢ ze=x1+2x3 ~ z1—224+23=0 ~
x3 = —r1 + X2 —r1+x2—23=0
.’El—I‘Q—CL‘g:O
~Y
x3:0

Si se pasa a paramétricas y se obtiene una base, resulta Invar(f) =
L((1,1,0)) (con coordenadas respecto de B), esto es, la recta engen-
drada por el vector e; 4 ey es una recta invariante (la imagen de cada
vector es él mismo).
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Las ecuaciones paramétricas son

xrT = -
Ker(f)=4¢ z2 = =\
r3 = A

Por otro lado,

Im(f)=L((0,1,-1),(1,0,1),(1,1,0)) = L((0,1,—1),(1,0,1))

Es claro que Bry,(5) = {(0,1, 1), (1,0,1)}, de modo que las ecuaciones
paramétricas son
h=p
Im(f)=4 y2=

Para obtener las ecuaciones implicitas, consideramos un vector y €
Im(f) con coordenadas (y1,y2,y3) respecto de la base B. Entonces

1 0 1
2=r 0 1 -1
Y1 Y2 Y3

por lo que la ecuacién cartesiana es Im(f) = {—y1 + y2 +y3 = 0}.

Resolvamos el apartado d). Una base de Ker(f) es Bye,(r) = {(—1,—-1,1)},
con coordenadas respecto de B, esto es, Byep(r) = {—e1—ea+es}. Para
extenderlo a una base de R3 basta escoger otros dos vectores que, junto

al primero, sean base; por ejemplo, Brs = {(—1-—1,1),(0,1,0),(0,0,1)},
con coordenadas respecto de B, de manera que Bps = {—e; — ea +

€3, €2, €3}

Estudiemos el apartado e). Sabemos que

f(—€1 —eo + 63) =0= O(—61 —eo + 63) + Oeg + Oes

f(eg) =e] +e3 = —1(—61 —e9 + 63) — leg + 2e3

f(eg) =e1 +ey= —1(—61 —e9 + 63) + Oes + leg

De manera que la matriz asociada a f respecto a esta base es

0 -1 -1
M=|10 -1 0
0 2 1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



10 1 APLICACIONES LINEALES
10. Sea la aplicacion f : R? — R? dada por f(1,0,1) = (0,1), £(0,0, 1) =
(1,1), f(2,1,1) = (1,0)

a) Hallar la matriz de f respecto de las bases canonicas.

b) Hallar la matriz de f respecto de las bases
B; ={(1,0,1),(0,0,-1),(2,1,1)} y By = {(0,1),(1,0)}.
c¢) Hallar ecuaciones y dimension de Ker(f) e Im(f).

Resolvamos el apartado a). Se tiene

f(1,0,0) = f((1,0,1) 4+ (0,0,—-1)) = f(1,0,1) + £(0,0,—1) =
=(0,1)+(1,1) = (1,2).

f£(0,1,0) = f((2,1,1) — 2(1,0,1) — (0,0, -1)) =
= f(2,1,1) — 2f(1,0,1) — f(0,0,—1) = (0, —3).

£(0,0,1) = f(=(0,0,-1)) = (=1, -1).

De modo que, si B, y B, son las bases canénicas de R? y R? respecti-
vamente, la matriz A = M(f, B., B.) es

1 0 -1
A= ( 2 -3 —1 )
Resolvamos el apartado b). La matriz M(f, B, B2) es

M(fthBQ):((l) i (1)>

Veamos el apartado ¢). Para determinar las ecuaciones de Ker(f) y de
Im(f) basta considerar la matriz

1 0 -1
A‘(2 -3 —1)

Como Im(f) = L((1,2), (0, —3), (—1,1)) = R2, dim(Im(f)) = 2.
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11. Sea la aplicacion f : R? — R? tal que

— N O =
— N = O
SE N

Se pide :

a) Calcular "a" para que f sea inyectiva.

b) Si f no es inyectiva, hallar f(L;), siendo L; el subespacio de
ecuaciones 2xy; —x3 = 0.

¢) Sea Ly el subespacio de ecuaciones x1 + o — x4 = 0, 321 + 322 —
x3 — x4 = 0y f no inyectiva. Hallar una base de Lo N f(L1) y de
Lo+ f(Ll).

Resolvamos a). Se tiene

f inyectiva <= dim(Ker(f)) =0 <= dim(Im(f)) =r(F)=3

Por otro lado,
1 0 2 1 1 0 2 1
r(F)=r{ 01 2 1 ]|—---—=101 2 1
1 1 4 a 0 00 a—-2

De manera que f es inyectiva si y s6lo si a # 2.

Resolvamos b). Tenemos a = 2. Al pasar L; a paramétricas y obtener
una base, resulta Br, = {(1,0,2),(0,1,0)}. Por consiguiente,

f(L1) = L(f(1,0,2), f(0,1,0)) = L((3,2,10,5),(0,1,2,1))

Fl calculo de las ecuaciones cartesianas es una tarea rutinaria, dando
como resultado

—2r1 —2x9+23 = 0
1+ xo — X3 = 0

f(Ll)E{

Resolvamos el apartado c¢). Tenemos a = 2. Las ecuaciones de Lo son

(o1t go—as = 0
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12 1 APLICACIONES LINEALES

Las ecuaciones cartesianas de Ly unidas a las de f(L1) dan lugar a

xr1+ X9 — X4 =

z3 + 2z 8 nitrz—ry =0
_ ) —T3 4 = B _
Lyn f(L1) = 9wy — 2wt s = 0 $x3+2x4 = 8
x|+ xo — I3 =0 4 -
Pasando a paramétricas,
Tr1 = —)\
o Ty = A
Lgﬂf(Ll)— 333:0
Ty = 0

Una base es Br,nfr,) = {(=1,1,0,0)}.

Obtengamos ahora una base para

Lo+ f(Ly) = L((3,2,10,5),(0,1,2,1),(-1,1,0,0),(1,0,2,1)}

Escalonando la matriz

1 0 2 1 102 1
11 0 0 012 1
012 1|7 lo121
3 2 10 5 02 4 2

se tiene una base de Ly + f(L1), Br,4 ) = 1(1,0,2,1),(0,1,2,1)}.

12. Sea la aplicacion f : Ro[z] — Ralz], definida por f(p(z)) = p'(z).
Hallar la matriz asociada (con respecto a la base B = {1,z,2?}), ecua-
ciones, Ker(f), Im(f) . Determinar si es un monomorfismo, epimor-
fismo, isomorfismo.

Como
f@) =0 = 01+0-2+0-2?
fzy =1 = 1-140-2+0-22
f(z?) = 22 = 0-14+2-24+0-22

la matriz F' = M(f, B, B) es

F=

o O O

1
0
0

o N O
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Como r(F') = 2, se tiene que dim(Im(f)) = 2, de modo que f no es epi-
morfismo. Por otro lado, dim(Ker(f)) = dim(Ra[x]) — dim(Im(f)) =
3—2=1, con lo que f tampoco es un monomorfismo.

:L‘QZO

Ker(f) = { 95 = 0

Resulta Ker(f) = L((1,0,0)) con coordenadas respecto de B, esto es,
Ker(f) = L(1) = {polinomios constantes}.

Obsérvese que Im(f) = L((1,0,0),(0,2,0)) con coordenadas respecto
de B, esto es, Im(f) = L({1,2z}). Las ecuaciones paramétricas son

y1=A
Im(f)=q v2=2p
y3 =0

y las implicitas
Im(f) = {ys = 0}

13. Sean

By ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y By = {(1,-1,1),(-1,1,1),(1,1,-1)}

bases de R3. Sean B, la base canénica y

By ={(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,0,1),(1,1,1,0)}
bases de R%.

a) ;(Qué vector de R? tiene, respecto a la base Bj, coordenadas
(1,2,—1) y cuales son éstas respecto a B}?

b) Calcular las matrices de cambio de base de By en B] y de B, en
Bs.

¢) Siendo f el homomorfismo caracterizado por f(1,1,0) = (1,1,0,0),
f(1,0,1) =(1,0,1,0) y f(0,1,1) = (0,0,1, 1), hallar la matriz de
f respecto de By y Be, respecto de By y Ba, respecto de B} y B,
y respecto de B} y Ba.

Resolvamos el apartado a). Buscamos un vector = tal que sus coorde-
nadas respecto_de la base By sean Xr. = (1.2.—1). Fsto quiere decir
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14 1 APLICACIONES LINEALES

Buscamos ahora las coordenadas de Z respecto de Bf, X p;- Teéngase
en cuenta que Xp = M (B, B))Xp,. La matriz M (B, By) es

1 -1 1\ " 12 0 1/2
MBLB) = -1 1 1 =1 0o 1/2 1/2
1 1 -1 1/2 1/2 0

En consecuencia,

/2 0 1/2 3 2
XB£(0 1/2 1/2)(0)(1/2)
1/2 1/2 0 1 3/2

Resolvamos el apartado b). Determinemos P = M (By, B}). Téngase
en cuenta que M(B1, B}) = M(B., B})M (B, B..). Como

110 /2 0 1/2
MB,B)Y=|10 1] yMB,B)=| 0 1/2 1/2
01 1 1/2 1/2 0

se tiene que

12 0 1/2 110 12 1 1/2
P=MB,B)=| 0 1/2 1/2 101 |=(1/2 172 1
1/2 1/2 0 011 1 1/2 1/2

Falta calcular la matriz Q = M (B, B2). Se tendra

Q = M(BchZ) - M(BQ,BC)_I =

— = O
_= == O
— O =
O = =

1/3 —2/3 1/3 1/3
-2/3 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 -2/3 1/3
/3 1/3 1/3 —2/3

Resolvamos el apartado ¢). La matriz F = M(f. B:1. B.) es
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Determinemos ahora G = M(f, By, B2). Resulta

~1/3 2/3  2/3
~1/3 -1/3 2/3
2/3 —1/3 —1/3
2/3  2/3 —1/3

G = M(B,, B)M(f, By, B,) = QF =

Hallemos H = M(f, B}, B.). Como M (f, B}, B.) = M(f, By, B.)M (B}, By) =
FP~! resulta

1 -1 1
| -2 —12 32
H= 1 1 -1

~1/2 3/2 -1/2

Tan solo queda calcular I = M (f, B}, B2) = M(B., B2)M(f, B}, B.) =
QH. Se tendré

5/6 5/6 —T7/6

—2/3 4/3 -2/3

—2/3 —2/3 4/3

5/6 —7/6 5/6

14. Sea la aplicacion f : Mayo(R) — R? definida por

f((‘c‘ Z)) = (a,a+b+¢,0)

a) Probar que f es lineal y hallar su matriz respecto de las bases
candnicas.

b) Obtener las bases, dimension y ecuaciones implicitas de Ker(f)

e Im(f).

Resolvamos el apartado a). La demostracion de la linealidad de f es
rutinaria y se deja como ejercicio para el alumno. La matriz asociada
a f respecto de las bases canoénicas es

1 00
F=1|111
000

o O O

Estudiemos b). Comenzamos con el calculo de las dimensiones.
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16 1 APLICACIONES LINEALES

Una base para Im(f) se obtiene a partir de las columnas de F"

Bim(p) = {(1,1,0),(0,1,0)}

La ecuacién implicita es
Im(f) ={ys =0}
Las ecuaciones implicitas del niicleo son
0 N { T
0 To + T3

Una base es Brer(r) = {(0,-1,0),(0,0,1)}

r1
1+ x2 + T3

[
o

Ker(f) = {
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