CALCULO PARA LA INGENIERIA 1

PROBLEMAS RESUELTOS

Tema 3 Derivacion de funciones de varias variables

3.1 Derivadas vy diferenciales de funciones de varias variables

e 1. Derivadas parciales de primer orden.

e 2. Diferencial total y calculo aproximado.

e 3. Derivadas parciales y diferenciales de 6rdenes superiores.

4. Derivada direccional y vector gradiente.

5. Derivada de la funcién compuesta.

e 6. Derivada de funciones implicitas.

3.2 Plano tangente y recta normal a una superficie

3.3 Extremos de una funcién de varias variables

e 1. Condiciones suficientes para la existencia de extremos locales.

e 2. Extremos condicionados.

e 3. Extremos absolutos en regiones compactas.

3.1 Derivadas y diferenciales de funciones de varias variables
3.1.1. Derivadas parciales de primer orden. Se llama derivada parcial de una funcién z=#1x, ¥} con
respecto a la variable independiente x al siguiente limite, si existe y es finito:

Az Flx+Ax, yl—Flx y)
111

ZZ_y

ax Ax—n Ax

=fx|{x:.}":]

calculado suponiendo 3 constante.

Se llama derivada parcial de una funcién z= #x, ¥ con respecto a la variable independiente y al
siguiente limite, si existe y es finito:

9z _ . Juy+ayi-fixy)
—=lim

8y ap-u Ay

=7z y)



calculado suponiendo x constante.

Para calcular las derivadas parciales son validas las reglas y formulas de derivacion ordinarias. Basta
considerar que todas las variables son constantes (son ndmeros), salvo aquella respecto de la que
estamos derivando.

Volver al comienzo de la pagina

1. Halla, aplicando la definicion, las derivadas parciales de la funcién fl[x, y)=x2y3

Solucion:

Considerando 3 como una constante, tenemos:

33 23
& im fix"‘;?sy:'—f'{x;y:':lim (x+h)ly —x'y
9% a0 h PR i

3

—lim (2" + " )= 2ny
L]

Considerando x como una constante, tenemos:

2 K 3 3
8y k- k Fid &

=lim (3x2y2+3x2y}'3+x2 y3ll=3x2 yﬂ
k=0
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., . . a3 3
2 Dada la funcién z definida por z=x"—3y*+ Sxy+x— 2y +5 Halla a—iy i
Solucioén:

. dz
Considerando y como una constante, tenemos: E=3xj+5y+1

dz

Considerando x como una constante, tenemos: 3y =—fv+ix—2 .
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3. Dada la funcién z definida por (*+y*1e™*” Halla 9z, Bz
. por z=lx"4+¥")g axy 3y
Solucion:

0z . —ay o3, 2 -y 2 By Ay
a——.?xe +I[x + v )I[—ye ]—I[.Z’x—x y—y );3

x

dz

a—=2ye_” F(x P —xe =2y -2 - e .
-z
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4. Dada la funcion f definida por  #1{x, v, z)=exp I{x3y4 zjj . Halla sus derivadas parciales en el punto P
(1,1,1).



Solucion:

Podemos elegir entre aplicar la definicién de derivada en el punto P(1, 1, 1). o lo que es mas fécil,
calculamos las derivadas parciales y en ellas sustituimos.

af PR .4 5 af T o 1 4 5
E=E (3x°y 27) — E“’LU:LE (3x*y z )h“]=32

£=ex1y.f|{4x3y3zj:l — ﬂI{l,l, 1)

Ay e
3y 3y [¢"7 (4x3y3zj:l][1,1,1]=4e

af PR 34 4 af T o 34 4
== [y 2] — 5(1,1,1)=[£‘ (27 )z 311,1,1]=5‘3
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5. Calcula las derivadas, en el punto P(0, 0), de la funcion f definida por:

Flayl= xﬁ?yz si [z »)=(0,0)

] gi lx »)=10,0)

Solucion:

En este caso es mas conveniente aplicar la definicion de derivada en el punto P(0, 0). ya que si
calculamos las derivadas parciales y en ellas sustituimos, nos encontramos con una indeterminacion.

A0
85 Flo+k,0)— £{0,0) Fla, 0= 7{0,0) ;f+0"_0
=2 (0,0)=lim i L —lim i L it —T
ax P h P h A—1 A
0k
af Flo0+k) - Flo,0 Flo k- £o,0) 02+£‘_D
—{0,0)=lim : L ifn S L i) —
gy k=10 k k=0 k k=0 k
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6. Prueba que la funcion f definida por  #(x, y)=3x" ' — 121"+ 2x y° satisface la ecuacion:

Solucion:

Hallamos las derivadas parciales.



£=§xy4—?2x5+2y5 : £=12x2y3+10xy4
2x &

Sustituimos las expresiones halladas en el primer miembro de la ecuacion y operamos:

x—+yﬂ=x|:§xy4—?2xj+2y5:l+y(f2x2y3+1[]zy4:l=—>
¥

=182y =Tt 1z xy =6 (0 y = 1+ 207 =6 Flx )
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3.1.2. Diferencial total y célculo aproximado. Se llama incremento total de una funcién z=_j#{x, y) en
unpunto P(x, v) aladiferencia A z=F{x+Ax y+A y)—Flx y) donde Axy 4 yson
incrementos arbitrarios de los argumentos.

Se llama diferencial total de la funcion z=_#{x, ) ala siguiente expresion (si la funcion es

. . z Z . - . . ., . -
diferenciable) dz=a—dx+a—dy (si la funcion no es diferenciable esta expresion no tiene ningun
& Y

significado).

Una funcién se dice que es diferenciable en el punto PI{x} y:l si el siguiente limite existe y es cero.

Az—d

(&4 Ap)—[0,0f 1,,'f_".x2+f_"._;u‘2
Condiciones necesarias de diferenciabilidad:
e Silafuncién z=f|{x; y:l es diferenciable en un punto, entonces es continua en ese punto.

e Silafuncién z=f|[x; yj es diferenciable es un punto, entonces existen las derivadas parciales
F.y fy en ese punto.

(los reciprocos de estos teoremas no son ciertos).

Condiciones suficientes de diferenciabilidad: Si las derivadas parciales son continuas en un punto,
entonces la funcion es diferenciable en ese punto, pero si las derivadas parciales no son continuas,
entonces no podemos asegurar nada.

Célculos aproximados: La diferencial de una funcién se puede puede utilizar como aproximacion del
incremento.

Azmdz = Fla+tdAzny+Av)= flx vi+dz
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7. Calcula la diferencial total de la siguiente funcion: fl[x, ;u]=2'x sen },-_3;;2 };2

Solucién:



Hallamos las derivadas parciales:
£=2 semy—ﬁxyz ; ﬂ=.2x cos y—ﬁxgy
dx 2y
Por consiguiente:
f f 2 2
df = .:1’ —df =(2gen y— iy dr + 2x cos y—6ix” y )y
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8. estudia la continuidad y diferenciabilidad de la siguiente funcién el el origen.

F (5 )= i (3 10,00y £(0,0)=0
Al

Solucién:
La funcién es continua y diferenciable en todo el plano, salvo, quizas, en el origen.

a) Continuidad:

lim flny)= lim ——ee= lim x—iee=0-dc.=0=7(0,0)
[ »)=1[0,0] 2 1=00.0) v x" 43" [&pI=0.00 x4y

luego la funcién es continua en el punto (D,D) , Y por consiguiente en todo el plano.

b) Diferenciabilidad:

Hallamos las derivadas parciales en el origen aplicando la definicion:

3ﬂ0,0)=1im jI{D+Ez,D)—fI{D,D)=hml .I{D+£2:ID —0)=0
dx  a-n A r=n B {04k 40
3ﬂ0,0)=11m FL0,0+k1—F10,0) lim l( .U|{D+.3Cj 2—0]=D
gy k- k B0 & O+{04k)
De donde,de ser diferenciable, su diferencial deberia ser
4F(0,0)= f fc:’y Doz +0dy =10
Ax ay
hallamos el incremento de la funcién en el origen:
) kil
AF10,0)=Fl0+504+k)— 710, 0=Fh k)—0=m— —
vh i

calculamos el limite que nos dice si es diferenciable:



ad -0
. Af—df _ Vi . Hic . hmh o
lim _ = lim _ = lim —= lim R =
(rrI-00 B4 E-00 R R BR=0) BTHET E-0) BT bR T4m

Luego el limite no esta definido, por depender de #:2 , y por lo tanto la funcion no es diferenciable en el
origen.
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9. Estudia la continuidad y diferenciabilidad de la funcién:

Flayl= xﬁ?yz si [z »)=(0,0)

a gi lx »)=10,0)

Solucioén:
La funcién es continua y diferenciable en todo el plano, salvo quizas, en el origen.

a) Continuidad en el origen:

lim  flzny)= lim ——m=lim s 7 (122)

[ »)—[0,0) [#2=[0,00 X"+ z-0 Jr2+m2x2 1 +m:4
luego el limite no existe, y por tanto la funcién no es continua en el origen.
b) Diferenciabilidad en el origen:

Al no ser continua, la funcidn no es diferenciable en el origen. No es necesario hacer el limite
correspondiente. Si lo intentamos podemos comprobar que dicho limite no existe.

(en esta funcién existen las derivadas parciales en el origen (son ambas iguales a cero), y sin embargo es
dicontinua en el origen y por lo tanto no es diferenciable).
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10. Estudia la continuidad y diferenciabilidad de la funcion: Tf(x} )= ,k-'xj+},-:"

Solucion:
a) Continuidad. La funcién es continua en todo el plano por ser una funcién elemental.

b) Diferenciabilidad: Hallamos las derivadas parciales.

'3_,{_ x "E?f_ ¥
RS AP R

gue son continuas en todo IR* salvo quizas en el punto P(0, 0).



Para estudiar la diferenciabilidad en el origen hallamos las derivadas parciales

Ax P h Fz—-ﬂE

21 0,0)=tim LS00 ;) 4

gue es un limite no existente, pues por la derecha vale +1 y por la izquierda -1. Entonces siendo la
existencia de las derivadas parciales una condicion necesaria para la diferenciabilidad concluimos que la
funcion no es diferenciable en el origen, siendo diferenciable en el resto del plano por ser las derivadas
parciales continuas.
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11. Estudia la continuidad y diferenciabilidad de la funcion: #{x, y)=g ¥+

Solucion:

Hallamos las derivadas parciales:

—[x"+2")

df Y- B F
—_—=— | ———
3, xg 3y v

gue son funciones continuas, luego f es diferenciable, y por tanto continua en IR* .
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12 Estima y 207°+ 1 08+ 105" .
Solucién:

Tomamos la funcién j'l[x, ¥, Zj: »'-X2+}32+ z2 y como punto cercano en el que conocemos los valores

de la funcion Plixu, yu,zufl=|:2, 2,11, donde }'(2 2, 1)=y2*+2°+1%=9=73 y los valores de los
incrementos son: h= 0'01, k=-0'02, r=0'05.

Las derivadas parciales son:

2

fx(X;jf;Z)= o 7 2—’_){)‘(2,2,1)=§
VI Y =2

(5 3 2) m e s 7, (22, 1)=2

¥ \.:X2+_JJ2+ZE proase 3

) 1

fx(x«‘yf Z)= o 5 2—?fxl[2,2,1)=§
VI ¥tz

de donde, haciendo & zmd z | es decir, Z=2z,+dz  tenemos:

—_

»’zfﬂﬁf@82+ffﬂ52=3+%ﬂfﬂf —%ﬂ’ﬂ2+;—ﬂ’ﬂ5=3’ﬂf
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3.1.3. Derivadas parciales y diferenciales de drdenes superiores. Se llaman derivadas parciales de
segundo orden de la funcion z = f(x,y) a las derivadas parciales de las derivadas parciales de primer
orden.

Se usan las siguientes notaciones:

8,8z, &z, L3 3z, ¥z,
ax(axj 3 .frxx(?.}?:]1 a(aj_ayax_fw(x:yj
3,9z, &z , B Bz, Bz
Eiﬂj_axay_f”( ’yj’ay'{ayj T A% p)

(se empieza derivando por la variable que estd mas cerca de la funcion)

Si las derivadas parciales son continuas, entonces las derivadas cruzadas son iguales.

&z _ 7z
dydx dxdy

Igual se definen las derivadas parciales de tercer orden y de 6rdenes superiores.

Si las derivadas parciales son continuas entonces no dependen del orden en que se realicen, sino del
numero de veces que se derive respecto de cada una de las variables (aunque el resultado final sea igual,
el calculo puede resultar mas complicado en un orden que en otro).

fxxy:f;g.-x

Diferenciales de 6rdenes superiores: Se llama diferencial de segundo orden de una funcién a la
diferencial de su diferencial total:

#z Fz 2
o v+ —
fxdy v 3y 4

Az 2
A z=dlde)=gx®+2
( ) A

Analogamente se define la diferencial de tercer orden.

3 Fz 3 &z 3 &z a2 &z .3
d z= dx+3 adn” dv+3 —dx dy"+——=dy
Ax Ay Axdy Ay
Se siguen unas reglas parecidas a las potencias:
dn2=[idx+idy3 z

ax gy
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13. Calcula las derivadas parciales segunda de la funcién: #x, y:l=gg;g|{xzy:l

Solucion:



Hallamos las derivadas parciales:

ﬂ=2 xvcos(x y); ﬂ=:c2|:-::-s (x* y)
dx 2y

Derivando repetidamente obtenemos:

a"f_g 3 12 3 Bzf 3 3 2
—== yoos| 2 yl—dx" v men(x” v =2xcosix” y1—2x" yeen(x y)
2x dxdy

2

&t =Zrcos(x° y)—2%" yeen(x' y) —f=—x senx )
dydx &y
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14. Halla las derivadas parciales de tercer orden de la funcion: #{x, yl=x"+2xy" — 3

Solucion:

Hallamos las derivadas parciales de primer orden:

Sl yi=2x+2y" (% p)=dy -3
Hallamos las derivadas parciales de segundo orden:
Fulmy)=2; flnyl=Fuy)=% f,lxy)=%—ty
Hallamos las derivadas parciales de tercer orden:
Faal® 21=0 Fonln p1=0; 7o x yi=4; F(x y)=—6

Volver al comienzo de la Pagina

15. Halla 4*z de la funcion : z=sex xsen v

Solucion:

Hallamos las derivadas parciales de primer orden:

Z,=COSXSEN Y. Z,=5eNXC05 Y
Hallamos las derivadas parciales de segundo orden:

= aaR Aeed ¥ : ny=2yx=EOSXEOSJF : Z},J_,=—S€.’3XS€.’3JF

Con lo cual:



d* z=—gen xsen ycix2+2 Lo XCos Vdx dv —sen xSk yd_}fg
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3.1.4. Derivada direccional y vector gradiente. Se llaman derivadas direccional de la funcién z = f(x,y)
en un punto P(x,y) en el sentido del vector 35— 3~ el siguiente limite si existe y es finito:

9z _ . SX)-FP)
Vo ox_p X

Para calcular este limite se toma el vector unitario I de la direccion del vector 3% (dividiéndolo por su
moédulo). Llamamos t a la longitud del vector P_:}f, es decir g=|P_:&’| ,con lo cual P:Y=zﬁ , de donde
X=P+¢i ,yel limite se reduce a la Gnica variable t

8z SL-FP) . (P+i1)- f(P)
Vo ox-r |PX| =10 £

Si la funcion f(x, y) es diferenciable, entonces la derivada direccional se calcula por la férmula:

(es decir la suma de los productos de las parciales por las componentes del vector unitario)

Si la funcion es de tres variables z=f(x, y, z) la derivada direccional se calcula de manera anéloga:

8f_3f ,Bf L 38f

+—=—u
At g

(Las parciales habra que calcularlas en el punto correspondiente. Las componentes del vector unitario
coinciden con los cosenos directores del vector director. Si la funcién no es diferenciable esta formula no
es valida y hay que calcular el limite anterior).

Se llama gradiente de una funcién z = f(x, y) en un punto P(X, y) al vector que sale del punto P y sus
componentes son las derivadas parciales de la funciéon en dicho punto

gmciz=vz=|{g—i,§—;:l

Si la funcion es diferenciable entonces la derivada direccional se puede obtener como el producto
escalar del gradiente por el vector unitario de direccion. (Si la funcion no es diferenciable entonces este
producto no tiene sentido y hay que acudir a la definicion).

dz d=z gz dz dz =
?=E”1+@”2=(E=$:‘(”1,“23=v2'u

El gradiente indica el sentido de crecimiento mas rapido de una funcién en un punto dado. La derivada
direccional tiene su valor maximo en el sentido del gradiente y coincide con su médulo:

-

(32) gradzl=vz,7+z,)

mMan



Si la funcion es de tres variables u = f(X,y,z) el gradiente se define de forma analoga:

af a7 3

d p— p—
grad /=N f (ax’ay’az
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2 2
16. Calcula, aplicando la definicién, la derivada direccional de la funcion f(x; .J”:'=-T +3i%7" enel punto P
(1,2) en la direccién que apunta hacia el origen.

Solucion:

Hallamos el vector unitario de direccion y el punto genérico X.

$=F0=(-1,-2) - =5 - borq=l—=.=2)
V= B ’ V= H va | v
Y= Ptea=(1——= 2- 2
v v

}(Xj=(1—i_jg+3(l—i_j(2—2—‘t_jg

N 5 3 5 N 5

Operando y simplificando obtenemos:

D, £(1.2)=lim LRI -] 38
: , =0 £ V5
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2 2
17. Calcula, usando las derivadas parciales, la derivada direccional de la funcion f':-’fa .J’:'=x +37" en
el punto P(1,2) en la direccion que apunta hacia el origen.

Solucion:

Hallamos el vector unitario de direccion.

I T L~ v -1 =2
v=P0=(-1,-2) = [=v5 - H=]$|'=(—E=—_§':'
ks LY

Hallamos las derivadas parciales en el punto P(1, 2).

fx=2'x+3y2 — fx(1,2:|=[2'x+3y2][13]=14



7=t = £,(1.2)=[607];=12

Hallamos el producto escalar:

~ - -1 -2, -38
.12 = =114 12| —— | =
2 S11.2)=V fu=(14, 3(\,-5’»-53 =
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2, .3
18. Calcula, usando las derivadas parciales, la derivada direccional de la funcién f'[x; yj=x +Y enel
punto P(1,1) en el sentido del vector que forma un angulo de 60° con el sentido positivo del eje OX.

Solucion:

Hallamos el vector unitario de direccion.

3
¥
7

[l e

n=(cosa sena)=|

Hallamos las derivadas parciales en el punto P(1, 1).
Fo=2x = FL1=2 f,=0y > £,(11)=2
Hallamos el producto escalar:

1 \,'§ -

Dy F(1,1)=V £5=(2.2)( ,;—33=2§+2?=1+v3
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19. Calcula, aplicando la definicion, la derivada direccional de la funcion  #{x )=y z en el punto P(1,0,
-1) en el sentido del vector % =i+ j+k .

Solucion:

Hallamos el vector unitario de direccion y el punto genérico X.

— . ¥ 1 1
+= 1,1,1 — _F= 3 — u=+=—-——,——
v ( j |v| v ¥ |['«3 V3 w3)
- i i
X=P+iti=(l+—=, == —1 + =]
Vi w3 vE



Operando y simplificando obtenemos:

Dy £(1,2)=tim LEHEIZSED gy 2y Lipy gL
=0 4 =0 va w3 V3 V3
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20. Dada la funcién

2

flay)=] T o )#(00)
O vy

0 g [xy)=[(00)

e (a) Estudia la continuidad y diferenciabilidad en el punto (0,0).

e (b) Calcula la derivada direccional en (0,0) segtn el vector ¥=[1,1) , el vector z=[1,0]y el
vector ¥#=(0,1] .

Solucion:

(a) Continuidad en (0,0).

2
X

2
. . ¥y .
im flzy)= lm —=—= lm ¥
[ap1—[00) (apl=[op) X"+ [(a=[0p) X +¥

=0 Ac.=0=£(0,0)

luego la funcién es continua en (0,0) por coincidir el valor de la funcién con el valor del limite.
(b) Diferenciabilidad en (0,0)

Hallamos las derivadas parciales en (0,0), aplicando la definicion:

2o,
2
X L] -33 =0 "33
0k 0
2
E(D,U]=lﬂn fl{ﬂ,ﬁc)—fli[],[])=mn O+ k& _0
Y E—n Lo E—n i
luego, de ser diferenciable, el candidato a diferencial es df(0,0)=0
Hallamos el incremento de la funcién en (0,0).
2.7(0.0)= 7 (k) £(0,0)=
B4k

Calculamos el limite correspondiente:



Mk

—_—]
AF_d I 2
lirm —f f= lirny —;3 tE = lim Wk =—

(RE~00) Vi 4+ RE=00) P+ RE-00 (P P+

hallamos el limite mediante rectas k=mh

3 3
e i B mh i B 1

_ Cbm P
ret (Bt B R e B re0 BB (1t v T4 Pz~uE|-~;(1+m2]3

gue no estéa definido por depender de m. Luego la funcién no es diferenciable en (0,0).

(b) Derivadas direccionales:

Al no ser la funcién diferenciable no es valida la expresion .DH f=v 1 y nos vemos obligado a aplicar
la definicion de derivada direccional:

v TR MR LA O S
Vector $=(1,1} mad¥=y1+1=v2 — E=pg=(—=—=,luego:
H LR
£
2 .
2 '*2:4_'3
L
Dﬂf(g,gj=]jm f':ms[:]:'+£u:l—f|{[j,[j:|=. 5 9 _ 1
=0 t = £ 242

Vector 5i=(1,0) — D, £(0,0)=D. £(0,0=0
Vector #w=(0.1] — Difl[U,D]=Dyfl[D,D)=D
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3.1.5. Derivada de la funcién compuesta. Sea z=f#1Ix ] donde x=x{z), y=y(z)

Entonces la derivada de la funcién compuesta z= #[x[ ],y {z]] se puede calcular: o bien haciendo la
sustitucién, o bien, aplicando la siguiente formula:

dz dzdr dzdy

Si z=#x y),donde y=xy(x],entonces la derivada total de z respecto de x se puede calcular: 0
bien haciendo la sustitucion, o bien, aplicando la siguiente formula:

Si z=#lx v],donde x=x(s ), y=y(s £ entonces las derivadas parciales se pueden calcular
mediante las siguientes formula:



s dxds By ds Br dxdr dydr
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iz
21. Dada la funcion z=x*y — * donde x=sent y—p' Halla " cuando t=0

Solucion:

Tenemos:

dy

dzr dzdx 9Oz 3 t
——— (2 i+(x'=2
T i i (2xy)cost+(x"—2y)e

Para t=0 resulta x=0 e y=1 con lo cual
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3.1.6. Derivada de funciones implicitas. La derivada de la funcién implicita y =y x) definida mediante
la ecuacion F(x,, y:I=D puede calcularse: o bien despejando la 'y , o bien, mediante la siguiente formula:

7
_}:’=—F—” , siempre que £, #0

¥

Las derivadas de orden superior de una funcién implicita se pueden calcular mediante la derivacién
sucesiva de la formula anterior, considerando y como funcién de x.

Las derivadas parciales de una funcién implicita de dos variables z= f{x, ¥ definida mediante la
ecuacion Flz, v, z)=0 puede calcularse mediante las férmulas:

-5 —-F
8z _Ta. Bz T , siempre que #,#0

Teorema de existencia:

Dada la ecuacién Fl[x, yj=0 . Si el punto Iixu, yuj cumple la ecuacion Flixu, yD)=U , la funcion F
tiene derivadas parciales continuas en un entorno de Iix,], yuj y Fyl[x,:,, yuj#ﬂ entonces la ecuacion
Fx y)=0 define una funcion explicita y=y{x] en un entorno de x; con Y= x;)

Dada la ecuacién F(x, ¥, z)=0 Siel punto (xu,yu,zuj cumple la ecuacion Fl{xu, yu,ZD)=U la
funcién F tiene derivadas parciales continuas en un entorno de I:xu,y,],zu:l y Fxl[xu,yu,zu:l%ﬂ entonces
la ecuacion Fix, y, z =0 define una funcién explicita z=_#(x. ] en un entorno de dicho punto.
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22. Calculay', siendo y* 4y — Sy— x* 4 4=0)

Solucién:
Tenemos: F(z, y)=y 4y =Sy —x"+4
hallamos las derivadas parciales:
= ) 2
F=—Ix, F,=3"+ly-5

Por lo tanto:
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23. Calcula 9z 9z siendo 3x* ft s 5=0
. u — —, I — —_— =
. y 7y xz—x"y z +3yz

Solucion:
Tenemos: F(x y zl=3x"z—x y +2z°+3y z =5
hallamos las derivadas parciales:
F=txz—2n" F,=—2x"y+3z; F,=3x"+6"+3
Por lo tanto:

2z _Fx_ —ﬁxz+2:@f2 _ 5'2=—Fy ¥ 3z

dx  Fy _3x2+|§zz+3y Ay F, _3x2+§zz+3y
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24. Demuestra que la ecuacion z*+ y*=2 define en un entorno del punto (1, 1) una funcion y=y{x}
Calculay'(1l) e y"(2)

Solucién:
a) Existencia de la funcion explicita:
Consideramos la funcion:  #(x, y, z)=x"+ y*—2 tenemos:

F{1,1)=0

F es diferenciable con continuidad en |R* y por lo tanto en un entorno de (1, 1)



F,=2y — F,(1,1)=2%0

Luego, de acuerdo con el teorema de existencia de funciones implicitas existe 3=y x) en un entorno de
1con y(1)=1

b) Célculo de y'(1)

Derivamos la ecuacion x2+y2=2 teniendo en cuenta que y es funcién de x y =y x|
—-x

Zx+2y y'=0 — y'=— — sustituyendo ¥'[1)=—1
¥

c¢) Célculo de y"(1)

Derivando la ecuacion 2x+2y y'=10 se tiene.

r2
242(y a2y im0 =y =TIL o e

Este caso particular también se podia haber resuelto despejando '};:i »-'2_;;2 y eligiendo el signo + ya
que y(1j=1
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25. Calcula dz en la ecuacion xE=x+y+=

Solucién:
Consideramos la funcién: Fix v, zl=xnz—x—y—z
Hallamos las derivadas parciales
Fo=yz—1 F,=xz—-1 F=ny—1

Con lo cual

Con lo que resulta:

dz:ﬁdﬁa_zdy:(l—ﬁldﬁil—ﬂldy
2x & =1
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3.2 Plano tangente y recta normal a una superficie

Se llama plano tangente a una superficie en un punto P de la misma, al plano que contiene todas las
tangentes a las curvas trazadas sobre la superficie por el punto P.



Se llama recta normal a una superficie a la recta que pasa por un punto P y es perpendicular al plano
tangente.

Si la superficie esta definida de manera implicita por la ecuacion F(x,y,z)=0, entonces la ecuacion del
plano tangente en un punto Plixu,yu, Zuj de la superficie viene definido por la ecuacion:

(5 (r=m+(52) -3 +(52) (-2}

y la recta normal por:

=% ¥Y¥—Yo I
a5 a5
aij (ayJP (az)P

(

Si la ecuacion de la superficie esta definida de manera explicita z =f(X,y) entonces la ecuacion del
plano tangente en el punto P(xu,yu, ZD) viene definida por:

Az gz
z—zU=I:E:IP|{x—xuj+|{$jp|{}’_}’u:'

y la ecuacién de la recta normal:

TE YT Ve I
8z dz -1
E

La ecuacion del plano tangente se puede utilizar para calcular el valor aproximado de una funcion.
Graficamente significa medir el valor de la funcién sobre el plano tangente y no sobre la
superficie.
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26. Halla la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie de ecuacion
2, .4
z=x"+y —Zxy+iv-2

en el punto P(1,2,3).

Solucion:

Hallamos las derivadas parciales:

22 _3x-2y; 2202242
2x &

En el punto P(1,2,3) las derivadas parciales son:

g8z -2 9z _4
x |s 2y |e



Luego la ecuacioén del plano tangente en el punto P(1,2,3) es:
z—3==2(x—1)1+4({y—2), o bien, simplificando z=—2x+ 4y —3
y la ecuacién de la recta normal es:

x—1 y—2=z—3
-2 4 -1
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27. Halla la ecuacion del plano tangente y de la recta normal al hiperboloide de ecuacion
F-I2x =2 —12=0

en el punto P(1,-1,4).

Solucion:
Consideramos la funcion #(x, y, zl=z"—2x* = 23" — 12
Hallamos las derivadas parciales:
Fxl[x,y,z l=—dx Fyl[x,y,z J=—dy; Fx(x,y,z =2z
En el punto P(1,-1,4) las derivadas parciales son:
Fxlil,— 1.4=—4; Fy(l,— 1.4)=4; Fx[l,— 14)=28
Luego la ecuacion del plano tangente en el punto P(1,-1,4) es:
—4{x—11+4{y+1)+8(z—4)=0, o bien, simplificando x— y— 2z +6=0
y la ecuacién de la recta normal es:

x—=1 y+1 =z—4
—4 4 8

nota: El vector gradiente %/ F=(—4 4.8 puede simplificarse por el vector ¥#={—1,1,2]
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28. Halla las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie xj +Qy2+ 323= 21 que sean paralelos al
plano x+ 4y+ fiz=0 .

Solucién:

Consideramos la funcion Rz, y, z )= x +2y3+ 38— 21



Hallamos las derivadas parciales:
Flayz)=2x ; F lxyzl=dy; F (xyz)=6z

El vector gradiente FF=I:2x,, 4y, ﬁz:l es perpendicular a la superficie en el punto de tangenciay, por

—+

tanto, sera paralelo al vector normal al plano dado #=(1,4,6) luego sus componentes seran
proporcionales:

2x 4y fiz
—_—_—=£ — = =
Tw e LT amme

Despejando X, y, y z en funcion de t y sustituyendo en la ecuacién de la superficie resulta ==+ . Luego
los puntos de tangencia son P(1,2,2) y Q(-1,-2,-2), y el gradiente: %/ 71,2, 21=(2.8,12)y
VFPi-1,-2,-2)=(-2,-8,-12]
Por consiguiente las ecuaciones de los planos tangentes son:
2(x—11+8(y—2)+12{z—2)=0, o bien, simplificando x + 4y+ fiz=21y

—2{x+1)=8(y+21—-12{z+2)=0, o bien, simplificando x + 4y+ fiz=—21
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29. Dada la superficie z=x "~ se pide:

(a) Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto P(2,1,2).

(b) Usar el plano tangente para obtener una aproximacioén del valor de la funcion en el punto Q(1' 9, 1'
02).

Solucion:

L _ dz dz
(a) La ecuacion del plano tangente viene dada por: z—zu=(—j (x—xuj+(—] (y—yuj
8x'p 8y s

Hallamos las derivadas parciales:

02  y-z ay—12 gz 2 ap-2
—=g" +xygl‘ ;—a =x"g"

2x ¥

En el punto P(2, 1) las derivadas parciales son:

9z | _hi21e=142=3 | 22| 244
x |s 2y Is

Luego la ecuacion del plano tangente es:
z—2=3x-21+4({y—1) — z=3x+4y—35

(b) z{i79,1702)=3-1'9+4-7°02—8=/"78
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3.3 Extremos de una funcién de varias variables.
3.3.1. Condiciones suficientes para la existencia de extremos locales.

Definicion. Una funcién z= #(x,») tiene un maximo (minimo) en un punto P(xn yn:l si el valor de la
funcion en este punto es mayor (menor) que su valor en cualquier otro punto X(x,y) de algin entono de P.

Condiciones necesarias de extremo. Si una funcion diferenciable z= 7 (x,y] alcanza un extremo en el

punto PI[J:IJ ynj entonces sus derivadas parciales de primer orden en este punto son iguales a cero, 0
sea:

&
E(XU,}JU:I=D ; ﬁ(‘YU,yn:‘:D

Los puntos en los que las derivadas parciales son iguales a cero se llaman puntos criticos o estacionarios.
No todo punto critico es un punto extremo.

Condiciones suficientes para la existencia de extremos.

(a) Caso de dos variables. Sea Plixn,y,]) un punto critico de una funcién z= #{x,»] con las

derivadas parciales de segundo orden continuas en P, y sea HI[JrIJ J”u) el determinante de su matriz
hessiana, entonces:

i & 7 2% ] Hl[xu,yuj f}“l[xu,yuj fipo
25 'Ixu, nj _EJ X8y '[xu, 5"’0:I POSIEve Positivo Minime
H I[xu, yuj= 2 P o2 = pogifive  negafivo Maxima
ﬁ(xu, J"n) —EII X, yuj negaiive 7 Funto silia
REA i cere ¢ Ddda

Es decir, si el hessiano es positivo hay extremo (el tipo nos lo da fmlixn yu:l , Si es negativa maximo y si

es positiva minimo). Si el hessiano es negativo no hay extremo. Y si el hessiano es cero hay duda (que
habra que resolver por otro método)

(b) Caso de tres o mas variables. Calculamos los siguientes determinantes:

Py S S I
e O I A s I
n o S o Fu

I. Sitodos los determinantes tienen signo positivo, entonces la funcién tiene un minimo en
Plxg vy

ii. Silos determinantes tienen signo alterno (comenzando con un valor negativo fmlixu yn:l*:[] ),
entonces la funcion tiene un maximo en P(xn yn:l

iii. En cualquier otro caso hay duda.
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30. Halla los extremos de la funcion = #ix, y:l=x2+y2+xy—3x—§y+1

Solucién:

(a) Calculamos las derivadas parciales de primer orden.

£=2x+}f—3 ; £=x+2‘y—6
dx Jy

Los puntos criticos se obtienen igualando a cero las derivadas parciales.

2x+y—3=10
x+dy—6h=1

y resolviendo el sistema obtenemos x=0, y=3. Luego P(0,3) es el tnico punto critico de la funcién.

Hallamos la matriz hessiana de f en P(0,3).

B (AP I R B |z 1
- o f:: [1 2] H(D’Bj_[l 2]

Con lo cual tenemos H(0,3)=+3 luego hay extremo y como fMI[D,3)=+2 se trata de un minimo.

El valor de la funcién en el minimo es f(0,3)=-8.
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31. Halla los extremos de la funcion  #ix, yj=x2+y4

Solucién:

(a) Calculamos las derivadas parciales de primer orden.

Los puntos criticos se obtienen igualando a cero las derivadas parciales.

2x=0
4y =0

y resolviendo el sistema obtenemos x=0, y=0. Luego P(0,0) es el Unico punto critico de la funcién.

Hallamos la matriz hessiana de f en P(0,0).



B [ R I RO R HER
"= Fa [0 f.zf] Hm’m_[ﬂ 0]

Con lo cual tenemos H(0,0)=0 luego hay duda.

Para determinar la naturaleza del punto critico hay que acudir a otros criterios, en este caso basta
observar la funcion para ver que se trata de un minimo ya que

Flx vi=x'+yt=0=7{0.0), ¥z y)eR?

El valor de la funcion en el minimo es f(0,0) = 0.
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32. Halla los extremos de la funcion  #(x, y, z)=—x"— y* 4 2*

Solucion:

(a) Calculamos las derivadas parciales de primer orden.

RGNS S NN A

2x & v Y 2z
Los puntos criticos se obtienen igualando a cero las derivadas parciales.

—2x=0
—2y=0
2z=I)

y resolviendo el sistema obtenemos x=0, y=0, z=0. Luego P(0,0,0) es el Unico punto critico de la funcién.

Hallamos la matriz hessiana de f en P(0,0,0).

Fuw o Fal |-2 0 0 -2 0 0
Hel f, F, Fe|7| 0 -2 0| = H{pool=| 0 -2 0
7. fﬂ o 0 no 2 0 oz

Con lo cual tenemos los siguientes determinantes:

P -2 0 0
£1=—2;x_ﬂ.2=[ ; 2]=+4;K_".3= 0 -2 0|=+8
0 0 2

Con lo cual ni son todos positivos ni de signos alternos, luego hay duda.

Para determinar la naturaleza del punto critico hay que acudir a otros criterios, en este caso basta
observar la funcién para ver que se trata de un punto silla  #(x, y] =i };2+23:_= 0= 7(0,0,0) para



los puntos del tipo (0,0,2)y f(x, y)=—x"—y*+z°=0=7(0,0,0) para los puntos del tipo (x.y,0).

Observacion: Un punto silla no significa que la gréfica tenga necesariamente la forma de una “silla de
montar”, sino simplemente que cerca del punto critico la funcién toma valores superiores y otros inferiores
al valor que toma en dicho punto.
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3.3.2. Extremos condicionados.

Planteamiento geométrico. Supongamos una superficie, definida por la funcion z=f|{x,,y:l , Y sobre
esta superficie tracemos una curva, definida por la ecuacion g(x,y)=0 . Se trata de encontrar los maximos
y minimos de esta curva espacial.

Planteamiento analitico. Se trata de hacer maxima o minima una funcion f(X,y) sujeta a una restriccion g
(x,y)=0.

Reduccion a una variable: Teéricamente el problema se puede resolver despejando y en la ecuacion g

(x,y)=0: y=h(x) y sustituyendo en f(X,y) = f(x,h(x)) = k(X) , con lo cual el problema se reduce a calcular
un méximo o un minimo de una sola variable.

El problema se presenta cuando no es practico o no es posible despejar una de las variables en la
ecuacion g(x,y)=0.

Método de los multiplicadores de Lagrange. Los extremos de la funcion f(X,y) condicionados por la
restriccién g(x,y)=0, se producen en los puntos criticos de la funcion de Lagrange:

L(I, y,ﬂj=f(x,y)+hg(x, .}?)

Condiciones necesarias de extremo. Las condiciones necesarias del extremo de una funciéon de
Lagrange vienen dadas por el sistema de ecuaciones.

]
gL
e JAx o yltag,(x y]=0
X
arn

: EEJ{}'{L}’)*‘AE}'{LJ’):U

a1

—_— . =0
E (%, ¥)

L

Para resolver el sistema, eliminamos A de las dos primeras ecuaciones y el resultado lo sustituimos en la
tercera (procurando no perder soluciones con las simplificaciones).

Condiciones suficientes para la existencia de extremos.

(a) Caso de dos variables. Sea Pl[xn yuj un punto critico de la funcién de Lagrange Ll[x, y,h:l ,
obtenido para un valor concreto A=A, . Formamos la funcion de Lagrange para ese 4=,

Ll{x«' Hi "lllu:]=f|:xz y:|+hug|{x1.y:l
Para estudiar su naturaleza podemos seguir dos caminos:

(a-1) Método de la diferencial segunda: El problema de la existencia y el caracter del extremo



condicional se resuelve averiguando el signo de la segunda diferencial de la funcién de Lagrange
(particularizada para A=4#, )

A Lix .y A )=32—L.:£x2+2
IR Rl 2 xdy 3y

a condicion de que: g,dx+g,dy=0

Si %7 =0 la funcién tiene un minimo condicionado, y si 47 <( la funcidn tiene un maximo
condicionado.

(a-2) Método del Hessiano: Hallamos el hessiano de la funcion de Lagrange
Lix, »a)=Flx y1+A,g(x »¥) enel punto critico correspondiente, y s6lo podemos concluir en
el caso de que sea positivo.

L 0=k £ dicianal
Hlxg, )= L%, 7, ijlixn,yn:l -0 { ol Fg ) =0 = hay minimo condiciona

Lrw‘l[xn, yn:l Lwl[xn,ynj LMIIJ:B ,yD){Uqﬂzaymdximamndicmmaf

Es decir, si el hessiano es positivo hay extremo (el tipo nos lo da fmlixn yu:l , Si es negativa maximo y si
es positiva minimo). En los demas casos hay duda (que habra que resolver por otro método)

(b) Caso de tres o més variables (caso general). Calculamos los siguientes determinantes (con las
derivadas evaluadas en P{x, ¥, ):

0z, g, =
0 g, &g Ty
* L L L
f=lg, L, L,|: &= St et el PO A
g L ij Ey LJ‘* L.w' L,uaf
¢ > . gx sz ny sz

i. Sitodos los determinantes tienen signo negativo, entonces la funcién tiene un minimo condicionado
en Plixn,yn:l

ii. Silos determinantes tienen signo alterno (comenzando con un valor positivo ), entonces la funcion
tiene un méaximo condicionado en P{x; »)

iii. Sitodos los f_"-k#[:' pero no se cumplen ninguna de las dos condiciones anteriores, entonces la
funcién no posee extremo condicionado en P(xn yu:l

iv. Sialgan £,=0 hay duda.

Reduccién a dos variables: Los extremos de la funcion f(x,y,z) , condicionados por la restriccion g
(x,y,2) = 0, pueden reducirse a un extremo de dos variables en aquellos casos en que sea posible
despejar una de las variable de la ecuacion g(x,y,z) = 0.

Extremos condicionados con varias ligaduras: Los extremos de la funcion f(x,y,z) ,
condicionados por las restricciones g(x,y,z) = 0y h(x,y,z) = 0, se producen en los puntos criticos
de la funcién de Lagrange:



Liz yzl=Fx p z)+Aglx pz)+dhix 3 2)
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33. Halla los extremos de la funcion f(x,y,z) , condicionados por la recta x - y = 0.

Solucion:
Formamos la funcién de Lagrange: L(x,y; Al=xy+aAlx— ¥

Calculamos las derivadas parciales de primer orden de la funcion L.

Los puntos criticos se obtienen igualando a cero las derivadas parciales.

+ 4

=
I
P e

—a
—-¥

PER

y resolviendo el sistema obtenemos x = y=aA=10. Luego P(0,0) es el Gnico punto critico de la funcién.
Para estudiar su naturaleza investigamos en el punto P(0,0) la segunda diferencial de la funcién L(x,y;0).
d* L=2dxdy

vinculamos los diferenciales a partir de la ecuacion g(x,y)=0, lo que nos da dx-dy = 0, de donde dx = dy,
con lo que resulta:

d*L=2(dx =0

Es decir, la segunda diferencial, mediante la restriccion, se ha convertido en una forma cuadratica definida
positiva, y por lo tanto el punto P(0,0) es un minimo condicionado.
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34. Halla los extremos de la funcion fl[x,y:l=xg+y2 bajo la restriccion x +y = 1.

Solucién:
Formamos la funcion de Lagrange: I{x,y; ﬁj=x2+f+ﬁ|{x+y— 1]

Para hallar los puntos criticos componemos el sistema:



L.=2x+a=0
Ly52y+ﬁ=[]
L=x+y—-1=0

De las dos primeras ecuaciones obtenemos x =y , y sustituyendo en la tercera resulta x =y =%z, con lo
cual, el unico punto critico es P( %2, ¥2) , obtenido para A=-1

Para estudiar su naturaleza formamos la funcion de Lagrange correspondiente:
Lixys—1=x"4+y" —x—y+1
hallamos sus derivadas parciales segunda: L,=2, L, =2, L =0 con lo cual:

| 20000 2000 [2 o]_,, .
HL(D,D]—[LH(U,DJ LFEU,GJ] [o 2] 4=0y I (0,0)=2=0

luego la funcidn presenta un minimo condicionado en el punto P( Y%, %2).
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35. Halla los extremos de la funcién #(x,y.z )=xyx bajo la restriccion Xx+y+z = 3,(siendo x, y, z
positivos)

Solucion:
Formamos la funcién de Lagrange: L{zy:Al=xyz+Alx+y+z-3)

Para hallar los puntos criticos componemos el sistema:

L =yz+A=0
LyExz+.-i=|:l
L =xy+a=0
L=x+y+z-3=0

De las tres primeras ecuaciones obtenemos x =y = z, y sustituyendo en la terceraresultax=y=z=1,
con lo cual, el unico punto critico es P( 1,1,1) , obtenido para A=-1

Para estudiar su naturaleza formamos la sucesion de determinantes:

0z s 0011 011
A=lg, L, L,|=1]1 0 z| = 4,Z{1,1)=]1 0 1[|=2=0
g, L, L, 1 z 0 110



0 g & & 001 1 1 0011 1
g, L, L, L 10 z ¥ 1 011
] e A - A,4(1,1,1)= =—3=<0
g, L, L, L, 1 z 0 x 1101
g, L Lﬂ L 1 » x 0 1 1 1 0

Luego al ser de signos alternos, comenzando por un positivo, se trata de un maximo
condicionado, cuyo valor es:

f(1,1,1) = 1.
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3.3.3. Extremos absolutos en regiones compactas.
Para hallar los extremos de la funcion z= # (x,3) sobre un dominio D cerrado es necesario:

1. Determinar los pintos criticos de la funcién en el interior del dominio.

Sa=0 Plz, yIeD
£,~0

2. Determinamos los puntos criticos de la funcion condicionados por la linea que constituye la frontera
del dominio.

a) Si la frontera viene definida por una ecuacién g(x,y) = 0 aplicamos los multiplicadores de
Lagrange

Lix, pa)=Flxyl+agiz y)

b) Si la frontera viene definida por una poligonal, elegimos las esquinas y los puntos criticos en
cada trozo.

3. Sustituimos todos los puntos criticos hallados en la funcion f, y entre todos los valores obtenidos
escogemos el maximo y el minimo.
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36. Halla los extremos de la funcion ¢ (xy)=x*+3y* enelcirculo x*—2x 4 y*—3=0

Solucién:

Localizamos el circulo expresandolo en forma candénica I[x -1 jg +y34_: 4 , luego se trata del circulo C
con centro en el punto C(1,0) y radio 2.

a) Determinamos los puntos criticos de la funcion situados dentro del circulo.



f,=2x=0 x=ﬂ}plm,a:|ec
F,=2y=0[ =0

b) Determinamos los puntos criticos de la funcién condicionados por el contorno del circulo.
Lix, y;hj=x2+3y2+hl[xz—2x+y2—3:l
tenemos que resolver el sistema:

Lx52x+2xh—2h=[]
L=0y+2yA=0
L=x'=2x+y*=3=0

3 15, 54 315, 54
Fl-10)=0, f(30)=1, Sl= 1I|'Tj=T fl[E_E'T)_T

luego el minimo absoluto esta en el punto £, (0,01 y el maximo en los puntos P4|[_, 1\'11_5) y
3 15
Pl — =
g 27 V4 )
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37. Halla los extremos de la funcién fl[x, y:l=x2+y2 en el recinto limitado por las rectas:

y=1-x;y=1+x;y=-1-x;y=-1+Xx

Solucion:

Localizamos la regién. Se trata de un cuadrilatero de vértices P (1,0}, 2,(0,1), P,(-1,0),
Pl*lil:l,—l)

a) Determinamos los puntos criticos de la funcién situados dentro del cuadrilatero.

f}‘EQI=U I=D} PS(D,D)ED
nyE‘y=U y=0

b) Determinamos los puntos criticos de la funcién condicionados por el contorno del cuadrilatero,
analizando cada lado por separado.



y_1=x +y }f i (1-xF=2x"-2x+1 Flx)=4r—2=0 — P (1/2,1/2)
.J"_l= +y }f —x+ 1+x:l =2+ 2x+1 o Flxl=dx+2=0 — P¢(_1f2=1"‘2)
if }f 1—zP=22"+2x+1 S Flxl=dx+2=0 - F,(-1/2,-1/2)

2 ]
Flaoy)=x "L oo (1P 2r = 2x 41 Flx)=dz—2=0 - P,(1/2,-1/2)
y=—1+x

¢) comparamos el valor de la funcién en cada uno de los puntos criticos y resulta que el minimo absoluto
esta en el punto del interior del dominio P.{0,0] y el maximo en los puntos del contorno 1,0} ,

P,(01), 2,(-1,00y P,(0,—1)
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