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Examen Final de Algebra 1 de Julio de 2020

Problema 1A
Sea U; = Lin{(2,1,1,0),(0,1,-1,0)} € R* y Uy = Lin{(2,-1,1,1),(0,—1,-1,1)} C R%. Encuentre las ecua-

ciones intrinsecas y una base de un subespacio vectorial U C R* tal que (U; N Us) @ Uz = R*.

Una forma sencilla de calcular la interseccién (U; N Uz) es hallar las ecuaciones intrinsecas de Uy y Us:
U = {(z1,20,23,24) €ERY; 2 —29 —23 =0, 24 =0},
Uy = {(x1,20,23,24) ERY; 21 + 29 —23 =0, 21 — a3 — 24 = 0}.
Su interseccién es el subespacio de soluciones del sistema obtenido anadiendo las ecuaciones de U; a las de Us:
T —2o—23=0,24=0, x1+22—23=0,21 —23 —24 =0,

a saber
U1 n U2 = Lin{(l,O, 1,0)} .

Hay infinitos subespacios Us cuya suma con U; N Uy es directa y da lugar al espacio vectorial R*. La férmula
de Grassmann nos dice que que estos subespacios Us son todos tridimensionales. Asi que cualquier conjunto de
tres vectores S C R?* que verifique estas dos condiciones

1. (1,0,1,0)¢ Sy
2. SU{(1,0,1,0)} es un conjunto libre,

nos proporciona una solucién aceptable, a saber Us = Lin(S). Algunos ejemplos sencillos entre estas infinitas
posibilidades son:

U = {(a1,22,23,21) € R 3 = 0} = Lin{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,0, 1)},
US = {(z1,22,23,24) € R*; 23 = 0} = Lin{(0,0, 1,0), (0,1, 0,0), (0,0,0,1)}.

Otra solucién en la que es corriente pensar es U§ = (U N Us)t:

(Ul n UQ)J_ = {($17x27z37714) € R4 T+ a3 = 0} = LiIl{(LO, _170)7 (07 17070)7 (0707 07 1)}
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Problema 1B

Sea U; = Lin{(0,2,1,1),(0,0,1,-1)} ¢ R* y Uy = Lin{(1,2,-1,1),(1,0,—1,-1)} C R*. Encuentre las ecua-
ciones intrinsecas y una base de un subespacio vectorial Uz C R* tal que (U; NUs) @ Uz = R*.

Una forma sencilla de calcular la interseccién (U; N Us) es hallar las ecuaciones intrinsecas de Uy y Us:
U = {(z1,22,23,24) € RY: 21 =0, 20 — 23 — a4 = 0},
Uy = {(I1,$2,$3,1‘4) S R4; Tot+ax3—x4 =0, — 2o +x4 = O}
Su interseccién es el subespacio de soluciones del sistema obtenido afiadiendo las ecuaciones de Uy a las de Us:
1 =0,29—23—24=0,204+23—24=0,21 —290+24 =0

a saber
U1 N U2 = Lin{(O, 1,0, 1)} .

Hay infinitos subespacios Us cuya suma con U; N Us es directa y da lugar al espacio vectorial R%. La férmula
de Grassmann nos dice que que estos subespacios Us son todos tridimensionales. Asi que cualquier conjunto de
tres vectores S C R* que verifique estas dos condiciones

L (1,0,1,00¢ Sy
2. SU{(1,0,1,0)} es un conjunto libre,

nos proporciona una solucién aceptable, a saber Us = Lin(S). Algunos ejemplos sencillos entre estas infinitas
posibilidades son:

Uy = {(xl,xg,azg,m4)€R4;x4:0}:Lin{(1,0,070),(071,0,0),(0,0,1,0)},
US = {(x1,29,23,24) € R*; 25 = 0} = Lin{(1,0,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)}.

Otra solucién en la que es corriente pensar es U = (U N Uz)*:

(Ul N U?)l = {(I15x27x3vx4) € ]R4a To+ a4 = O} = Lln{(()? 1507 _1)7 (1707070)7 (0507 1a0)}
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Problema 1C

Sea U; = Lin{(1,0,2,1),(-1,0,0,1)} ¢ R* y U, = Lin{(1,1,2,-1),(-1,1,0,—-1)} C R*. Encuentre las ecua-
ciones intrinsecas y una base de un subespacio vectorial Uz C R* tal que (U; NUs) @ Uz = R*.

Una forma sencilla de calcular la interseccién (U; N Us) es hallar las ecuaciones intrinsecas de Uy y Us:
Uu, = {($1,$2,13,I4)ER4;$1—$3—|—$4:0,$2:O},
Uy = {(I1,$2,$3,1‘4) S R4; r1—x3—x4 =0, +29 — 23 = O}
Su interseccién es el subespacio de soluciones del sistema obtenido afiadiendo las ecuaciones de Uy a las de Us:
1 —x3+x4=0,20=0,21 —23—24=0,21+20—23=0

a saber
U1 N U2 = Lin{(l, 07 1, 0)} .

Hay infinitos subespacios Us cuya suma con U; N Us es directa v da lugar al espacio vectorial R%. La férmula
de Grassmann nos dice que que estos subespacios Us son todos tridimensionales. Asi que cualquier conjunto de
tres vectores S C R* que verifique estas dos condiciones

L (1,0,1,00¢ Sy
2. SU{(1,0,1,0)} es un conjunto libre,

nos proporciona una solucién aceptable, a saber Us = Lin(S). Algunos ejemplos sencillos entre estas infinitas
posibilidades son:

Us = {(x1,22,23,24) € R4; x3 = 0} = Lin{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)},
U: = {(x1,29,23,24) € R*; 21 = 0} = Lin{(0,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1)}.

Otra solucién en la que es corriente pensar es U = (U N Uz)*t:

(U1 NU)* = {(z1, 2, 23,24) € R*; 21 + 23 = 0} = Lin{(1,0, —1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)}.
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Problema 1D

Sea U; = Lin{(1,1,0,2),(1,-1,0,0)} C R* y Uy = Lin{(-1,1,1,2),(-1,—1,1,0)} C R*. Encuentre las ecua-
ciones intrinsecas y una base de un subespacio vectorial Uz C R* tal que (U; NUs) @ Uz = R*.

Una forma sencilla de calcular la interseccién (U; N Us) es hallar las ecuaciones intrinsecas de Uy y Us:
U = {(z1,20,23,24) ER*; 1 + 290 —24 =0, 23 =0},
Uy = {(x1,72,73,24) ERY; 2y — 29 + 24 =0, x5 + 23 — 4 = 0}.
Su interseccién es el subespacio de soluciones del sistema obtenido afiadiendo las ecuaciones de Uy a las de Us:
r1+axy—x4=0,23=0,21 —22+24=0,204+23—24=0,

a saber
U1 N U2 = Lin{(O, 1,0, 1)} .

Hay infinitos subespacios Us cuya suma con U; N Us es directa v da lugar al espacio vectorial R%. La férmula
de Grassmann nos dice que que estos subespacios Us son todos tridimensionales. Asi que cualquier conjunto de
tres vectores S C R* que verifique estas dos condiciones

L (1,0,1,00¢ Sy
2. SU{(1,0,1,0)} es un conjunto libre,

nos proporciona una solucién aceptable, a saber Us = Lin(S). Algunos ejemplos sencillos entre estas infinitas
posibilidades son:

Uy = {(xl,xg,azg,m4)€R4;x4:0}:Lin{(1,0,070),(071,0,0),(0,0,1,0)},
US = {(x1,29,23,24) € R*; 25 = 0} = Lin{(1,0,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)}.

Otra solucién en la que es corriente pensar es U = (U N Uz)*t:

(Ul N U?)l = {(I15x27x3vx4) € ]R4a To+ a4 = O} = Lln{(()? 1507 _1)7 (1707070)7 (0507 1a0)}

4
Descarga la app de Wuolah desde tu store favorita

Reservados todos los derechos.
No se permite la explotacion econémica ni la transformacién de esta obra. Queda permitida la impresion en su totalidad.


https://wlh.es/O8bU0Ucg5FaE26Pnn4VED

il T -

2

Descarga la APP de Wuolah.

Ya disponible para el movil y la tablet.
Escuela Técnica Superior de PR
Ingenieria P o App Store

Universidad de Sevilla

Ver mis op

Continta di

& —

Problema 2A
Sea la forma cuadratica en R*

405416_arts_esce

2 2 2 2
ues2016juny.pdf Q(z1, 2,3, x4) = 7 + 325 + x5 + 207 — 8x122 + 162223 ,

en la base candnica. Hallar:

Top de tugi a) La matriz asociada a @ en la base candnica.

b) Una nueva base de R* en la que @ se reduzca a suma o resta de cuadrados.
Q ¢) La relacién entre las matrices de @ en la base candnica y la base nueva.
- 7CR

d) El rango y la signatura de Q.

—+< Rocia ~ A
@ La matriz de la forma cuadratica, Q, es Q(z1, x2, x3,24) en términos de la matriz de la forma @ como
R pony ) 1 -40 0
~| = ~ -4 3 8 0
_a— Q(I17$2:$371’4) = (z17ac271:3,x4)Q xj , Q= 0 8 1 0
@ 4 0 00 2

Inicio
Puesto que la base de partida es la base candnica, la base nueva estd formada por las columnas de la matriz
de cambio de base P. Ante este cambio de base, Q se transforma por congruencia Q — PTQP:

T Z1 Z1
) z2 T A z2
N =P Q(1, 72,73, 74) = (21, 22, 23, 24) P* QP

r3 23 23
Ty Z4 Z4

En este caso, la forma candnica resulta ser:

1 0 0 0

~ 0 1 0 0
PTQP = 001 ol Q(w1, 0, w3,24) = 27 + 25 + 25 — 25 -

00 0 -1

Por tanto, el rango de @ es 4, su signatura es 2, y sus indices de inercia son (3,1).

Hay infinitos cambios de base que llevan la forma cuadrética a su forma candnica. Una forma particularmente
sencilla de alcanzarla es completar cuadrados. Por ejemplo, si completamos los cuadrados en el orden natural
(primero 21 y luego z2) obtenemos

3 3 4
CEE 0
2 2 s /13 1
2 0 S4/= 0 —
Qz1, 22,23, 74) = [v1 — 4I2]2+ \/ng +[\/§x4] —|V13zy — 8 z3| , P = By V13
13 V13 13
0 I 0 0
1
0 0 7 0

Ahora bien, si completamos primero el cuadrado correspondiente a x; y a continuacion el de x3 obtenemos otra
solucion correcta

4
100 7=
. 2 2 00 0 -

Q(z1, 2, T3, 74) = [11 — 4x2]2+[123 + 8x2]2+ [\/5334} — [\/773:2} , P= _787
01 0 2%

7

1
0 0 7 0

Por supuesto, cualquier otra matriz de cambio de base P; que también alcance la forma candnica nos propor-
cionara una respuesta igualmente correcta al problema.
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Problema 2B

Sea la forma cuadratica en R*
Q(x1, T2, x3,14) = QI% + 1‘5 + 31% + zz — 8xox3 + 161324 ,

en la base candnica. Hallar:

a) La matriz asociada a @ en la base canénica.

b) Una nueva base de R? en la que Q se reduzca a suma o resta de cuadrados.
c¢) La relacién entre las matrices de @ en la base canénica y la base nueva.

d) El rango y la signatura de Q.

La matriz de la forma cuadrética, Q, es Q(z1,x2, 3, z4) en términos de la matriz de la forma ) como

1 2 0 0 0

~ ~ 0 1 -4 0

Q(x1a$27x37x4) = (‘Thx%x?ﬁx‘l)Q iz ) Q = 0 —4 3 8
T4 0 0 8 1

Puesto que la base de partida es la base candnica, la base nueva estd formada por las columnas de la matriz
de cambio de base P. Ante este cambio de base, @ se transforma por congruencia @ — PTQP:

T z1 Z1
€2 z2 T A %)
=P , o Q(w1, 22, 3,14) = (21, 22, 23, 24) P~ QP
x3 z3 Z3
Ta z4 z4

En este caso, la forma candnica resulta ser:

2

0
~ 0
PTQP = 1 o Qar,wo,w3,w4) = 27 + 25 + 23 — 23 .
0

O O = O
— o O O

1
0
0
0 _
Por tanto, el rango de @ es 4, su signatura es 2, y sus indices de inercia son (3,1).

Hay infinitos cambios de base que llevan la forma cuadratica a su forma candnica. Una forma particularmente

sencilla de alcanzarla es completar cuadrados. Si completamos primero el cuadrado correspondiente a zs, y a
continuacion el de z3 obtenemos

1
7 0 0 0
32 13 4
2 , [ 71 R O b mVT UE
Q(le,wg,x37x4) = [\/5:81] —|—[$2 — 41’3] + — X4 —|:\/ 1833 — —=x4| , PL= 0 0 3 13 1
13 V13 1B3\V7 Vs
0 0 B0

Ahora bien, si completamos primero el cuadrado correspondiente a zo y a continuacién el de x4 obtenemos otra
solucion correcta

1
7

V]

0

2 2 2 2 0

Q(x1, T2, T3, 74) = [\/53?1} +[xe — 4das]” + (x4 + 8uxs]” — [\/7733‘3} , Py= 0
1

o o = O

0
0
0

5
E‘m:} 3

Por supuesto, cualquier otra matriz de cambio de base P3 que también alcance la forma candénica nos proporciona
una respuesta igualmente correcta al problema.
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Problema 2C

Sea la forma cuadratica en R*
Q(x1, T2, x3,14) = m% + 21‘5 + 1‘% + 312 + 16x174 — 8T3T4 .

en la base candnica. Hallar:

a) La matriz asociada a @ en la base canénica.

b) Una nueva base de R? en la que Q se reduzca a suma o resta de cuadrados.
c¢) La relacién entre las matrices de @ en la base canénica y la base nueva.

d) El rango y la signatura de Q.

La matriz de la forma cuadrética, Q, es Q(z1,x2, 3, z4) en términos de la matriz de la forma ) como

1 1 0 0 8

~ ~ 0 2 0 0

Q(l’1,l’2,$3,$4) = (xl,w27$3,$4)Q iz ) Q = 0 0 1 —4
T4 8 0 —4 3

Puesto que la base de partida es la base candnica, la base nueva estd formada por las columnas de la matriz
de cambio de base P. Ante este cambio de base, @ se transforma por congruencia @ — PTQP:

T z1 Z1
€2 z2 T A %)
=P , o Q(w1, 22, 3,14) = (21, 22, 23, 24) P~ QP
x3 z3 Z3
Ta z4 z4

En este caso, la forma candnica resulta ser:

2

PTQP = ) Q(lel,xQ,x37£C4) = Z% +Z% +Z§ — 2y -
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0
0
1
0

O O = O
— o O O

1
0
0
0 _
Por tanto, el rango de @ es 4, su signatura es 2, y sus indices de inercia son (3,1).

Hay infinitos cambios de base que llevan la forma cuadratica a su forma candnica. Una forma particularmente
sencilla de alcanzarla es completar cuadrados:

-8
1 0 0 Wiid

) ) 0 55 0 0

Q(x1, 2, T3, 74) = [11 + 8z4}2+ [\@1:2} +[zs — 4354]27 [\/77.@4} , P= 4
0 0 1 Wiz

T

0 0 0 L

Por supuesto, cualquier otra matriz de cambio de base P, que también alcance la forma canénica nos propor-
cionara una respuesta igualmente correcta al problema.
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Problema 2D

Sea la forma cuadratica en R*
Q(x1, T2, x3,14) = m% + 21‘5 + 1‘% + 312 — 8x1x4 + 162374 .

en la base candnica. Hallar:

a) La matriz asociada a @ en la base candnica.

b) Una nueva base de R? en la que Q se reduzca a suma o resta de cuadrados.
c¢) La relacién entre las matrices de @) en la base canénica y la base nueva.

d) El rango y la signatura de Q.

La matriz de la forma cuadrética, Q, es Q(z1,x2, 3, z4) en términos de la matriz de la forma ) como

= ~ 0 2 0 0
Q(l’1,l’2,$3,$4) = (xl,w27$3,$4)Q iz ) Q = 00 1 ]
T4 -4 0 8 3

Puesto que la base de partida es la base candnica, la base nueva estd formada por las columnas de la matriz
de cambio de base P. Ante este cambio de base, @ se transforma por congruencia @ — PTQP:

T z1 Z1
€2 zZ2 T A %)
=P , o Q(w1, 22, 3,14) = (21, 22, 23, 24) P~ QP
x3 z3 Z3
Ta z4 z4

En este caso, la forma candnica resulta ser:

2

0
~ 0
PTQP = 1 s Qar,wo,w3,w4) = 27 + 25 + 25 — 23 .
0

O O = O
— o O O

1
0
0
0 _
Por tanto, el rango de @ es 4, su signatura es 2, y sus indices de inercia son (3,1).

Hay infinitos cambios de base que llevan la forma cuadratica a su forma candnica. Una forma particularmente
sencilla de alcanzarla es completar cuadrados:

4

VT
0

=8

VT
1

V7T

0
1

Y]

Q(CE17$2,JJ3,1'4) = [$1 — 41?4}2 + [\@132}2 + [1‘3 + 81‘4]2 - [\/ﬁ.’ﬂ4:|2 5 P =

o O O =
(= = ]

0
0

Por supuesto, cualquier otra matriz de cambio de base P, que también alcance la forma canénica nos propor-
cionara una respuesta igualmente correcta al problema.
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Problema 3A
Consideremos el subespacio de C*
W = {(z1,22,23) € C3: (1 =121 + (1 4+ 1)wy — (1 +i)z3 =0} .
Se pide:
1. Una base ortonormal de W y W=,
2. Hallar la matriz representativa en la base canénica de los proyectores ortogonales sobre W y W,

3. Descomponer el vector v = (1,2,0) como v = vi+vi,convyeWyvy € W

Antes de comenzar, simplifiquemos la ecuacién de W dividiendo ambos miembros por —(1 + 1):
il’l — X2+ 3 :0,
que, como todas las ecuaciones lineales y homogéneas, puede escribirse como una condicién de ortogonalidad,
<(7i7 -1, 1)‘(1‘1,12,$3)> =iry —xe+23=0.
Tras esta observacién resulta inmediato proceder:

1. Hay infinitas base ortonormales de W (por el contrario, para W+ la eleccién es tinica salvo fase). Una
posibilidad aceptable es

W= Lm{%, (i’;’;) } . Wt = Lm{%} ,

2. En la base canénica de C3, la matriz asociada al proyector ortogonal sobre W+ es

1 —i 1 1 i —i
My = 3 -1 1(G,-1,1)= 3 —i 1 -1
1 i -1 1
El proyector sobre W es
2 i

1 1
My =1~y = ¢ i 21
12

3. Tenemos

1\ (22 1\ (12
Ow (2] == (4+i ), 1. |2)==(2-1],
0 23 o] 3\-24i

que podemos escribir v = 1(2 2,4 +1,2—1i), vi = $(1+2,2 —i, -2 +1).
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Problema 3B
Consideremos el subespacio de C3
W = {(21,22,25) € C*: (1+1i)az; — (1 —i)z2 + (1 —i)zz = 0} .
Se pide:
1. Una base ortonormal de W y W+,
2. Hallar la matriz representativa en la base canénica de los proyectores ortogonales sobre Wy W,

3. Descomponer el vector v = (i,1,0) como v=v|+v ,convj € Wy v, € wt.

Antes de comenzar, simplifiquemos la ecuacién de W dividiendo ambos miembros por (1 — i):
izy —x2 +23=0,
que, como todas las ecuaciones lineales y homogéneas, puede escribirse como una condicién de ortogonalidad,
<(—i, -1, 1)|($1, $2,$3)> =iry —22+23=0.
Tras esta observacion resulta inmediato proceder:

1. Hay infinitas base ortonormales de W (por el contrario, para W= la eleccién es tinica salvo fase). Una
posibilidad aceptable es

o CEL0 GLOY g (LY

2. En la base canénica de C3, la matriz asociada al proyector ortogonal sobre W+ es

Reservados todos los derechos.
No se permite la explotacion econémica ni la transformacién de esta obra. Queda permitida la impresion en su totalidad.

L L[ 1 i i
My.=g| -1 JG-L)=g( - 1 -1

1 i —1 1
El proyector sobre W es

2 —i i

Oy =1-Mp.=-| i 2 1

—-i 1 2

3. Tenemos

i 1 i i 1 2i
Iw (1] = 3 1], My |1] = 3 2
0 2 0 -2

que podemos escribir v = £(i,1,2), vi = 5(2i,2, -2).
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Problema 3C
Consideremos el subespacio de C3
W = {(z1,22,23) € C*: (142i)zy — (2 —i)za + (2 —i)z3 =0} .
Se pide:
1. Una base ortonormal de W y W+,
2. Hallar la matriz representativa en la base canénica de los proyectores ortogonales sobre Wy W+,

3. Descomponer el vector v = (—i,0,1) como v=v|+v ,convj € Wy v, € wt.

Antes de comenzar, simplifiquemos la ecuacién de W dividiendo ambos miembros por (2 — i):
izy —x2 +23=0,
que, como todas las ecuaciones lineales y homogéneas, puede escribirse como una condicién de ortogonalidad,
<(—i, -1, 1)|($1, $2,$3)> =iry —22+23=0.
Tras esta observacion resulta inmediato proceder:

1. Hay infinitas base ortonormales de W (por el contrario, para W= la eleccién es tinica salvo fase). Una
posibilidad aceptable es

o CEL0 GLOY g (LY

2. En la base canénica de C3, la matriz asociada al proyector ortogonal sobre W+ es

Reservados todos los derechos.
No se permite la explotacion econémica ni la transformacién de esta obra. Queda permitida la impresion en su totalidad.

L L[ 1 i i
My.=g| -1 JG-L)=g( - 1 -1

1 i -1 1
El proyector sobre W es
2 —i i
Oy =1-Ily. =< i 21
-1 1 2
3. Tenemos
—i 1 (1 —i —2i
HW 0 =3 2 5 le 0 = — -2
1 1 1 2

que podemos escribir v = 3(—i,2,1), vi = £(—2i,-2,2).
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Problema 3D
Consideremos el subespacio de C3
W = {(z1,22,23) € C*: (1 —2i)z1 + (2+1)z2 — (2+1)z5 =0} .
Se pide:
1. Una base ortonormal de W y W+,
2. Hallar la matriz representativa en la base canénica de los proyectores ortogonales sobre Wy W,

3. Descomponer el vector v = (1,0,i) como v=v|+v ,convycWyv, € wt.

Antes de comenzar, simplifiquemos la ecuacién de W dividiendo ambos miembros por —(2 + i):
izy —x2 +23=0,
que, como todas las ecuaciones lineales y homogéneas, puede escribirse como una condicién de ortogonalidad,
<(—i, -1, 1)|($1, $2,$3)> =iry —22+23=0.
Tras esta observacion resulta inmediato proceder:

1. Hay infinitas base ortonormales de W (por el contrario, para W= la eleccién es tinica salvo fase). Una
posibilidad aceptable es

o CEL0 LY g (LY

2. En la base canénica de C3, la matriz asociada al proyector ortogonal sobre W+ es

Reservados todos los derechos.
No se permite la explotacion econémica ni la transformacién de esta obra. Queda permitida la impresion en su totalidad.

1 —i 1 1 i —i
Iy. = 3 -1 13G-1,1)= 3 - 1 -1
1 i —1 1
El proyector sobre W es

2 —i i

Oy =1-Mp.=-| i 2 1

—-i 1 2

3. Tenemos
1 1 1 1 1 2

Iy 0 =3 2.i , My e 0 =3 —2i

que podemos escribir v = $(1,2i,1), v = $(2, —2i,2i).
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Problema 4A
Sea el subespacio lineal de C*

W = {(z1, 22, 23,24) €EC*: z1 + 24 =0, 25 —iz3 =0}.
Se pide:

1. Matriz representativa en la base candnica de los proyectores ortogonales sobre W y sobre su complemento
ortogonal TV,

2. Matriz representativa en la base canénica de los operadores f € L(C*) que cumplan las siguientes condi-
ciones:

Descarga la APP de Wuolah.

Las dos condiciones que definen W pueden escribirse como condiciones de ortogonalidad:
0= +24=((1,0,0,1)|(z1, 22, 73, 24)) , 0=m2—izz=((0,1,1,0)|(21,22,23,24)),

, . . £(1,0,0,1) (0,1,i,0
asf que podemos dar directamente una base ortonormal de Wt: Wt = Lln{ %, %} . Tras esta obser-

vacion, el problema se resuelve de manera directa.

1.
1 0 10 01
R 1] o0 1|1 ) 1101 —i o0
My = S| o [@O0D+5 5 JOL=L0=c 0 ¢ | ¢ |
1 0 10 1
1 00 -1
R R 1 0 1 i 0
My = 1 =Ty =3 0 i1 0
-1 00 1

2. La condicién fo f =1 nos dice que el espectro de f verifica oy C {1, —1}. En efecto, sea v un autovector
y A su correspondiente autovalor:!

V=1(v) = (fo )¥) = F(F(V) = FOW) = Af(v) = N — M =1.

Por otro lado, al ser f = f! sabemos que f es diagonalizable y que sus subespacios propios son ortogonales
entre si. Sean gh—1 ¥y gr——1 las multiplicidades geométricas de los dos autovalores posibles. La condicién
Tr f = 0 = ga=1 — gr=—1, implica que f tiene dos subespacios propios bidimensionales (y ortogonales
entre si). Como, por hipétesis, W es uno de los dos subespacios propios, el otro subespacio propio ha de
ser W+, Por tanto, los dos operadores que cumplen las condiciones pedidas son

=Ty —Ty y fo=-f1,

y sus matrices representativas en la base candnica son

0 0 0 -1
s 0 0 o0 .
fi=y -y = 0 - 0 o y f2=-h
-1 0 0 0

1Una forma equivalente de demostrarlo es observar que el operador f es, a la vez, autoadjunto y unitario.
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Problema 4B

Sea el subespacio lineal de C*
W= {("11'1,1’2,{173,1’4) € (C4 DX+ xy = O’ To +1I3 — O} .
Se pide:

1. Matriz representativa en la base canénica de los proyectores ortogonales sobre W y sobre su complemento
ortogonal W+,

2. Matriz representativa en la base canénica de los operadores f € L(C*) que cumplan las siguientes condi-
ciones:
a) f es autoadjunto (f = fT),
b) W es subespacio propio de f,
) Tr f=0,
)

Su cuadrado es el operador identidad (es decir, fo f =1).

Cc

d

Las dos condiciones que definen W pueden escribirse como condiciones de ortogonalidad:

O=z +24 = ((1,070,1)|(x17x2,x3,x4)> ; 0=z +ixg = ((O,1,—170)\(931,xg,x37x4)>,

as{ que podemos dar directamente una base ortonormal de Wt: Wt = Lin{%v %} Tras esta
observacion, el problema se resuelve de manera directa.
1.
1 0 1 0 0 1
. 110 1 1 . 110 1 10
le = 5 0 (1,0,0,1)+§ _1 (0,171,0) = 5 0 _1 1 0 ;
1 0 1 0 0 1
10 0 -1
- - 1 01 -1 0
My = 1 =Ty =3 0i 1 0
-1 0 0 1

2. La condicién fo f =1 nos dice que el espectro de f verifica oy C {1, —1}. En efecto, sea v un autovector
y A su correspondiente autovalor:?

v=1(v) = (fo )(v) = fF(f(v)) = fAV) = Af(v) = \v = N =1.

Por otro lado, al ser f = fT sabemos que f es diagonalizable y que sus subespacios propios son ortogonales
entre si. Sean ga—1 y gr=—1 las multiplicidades geométricas de los dos autovalores posibles. La condicién
Tr f =0 = gr=1 — gr=—1, implica que f tiene dos subespacios propios bidimensionales (y ortogonales
entre s{). Como, por hipdtesis, W es uno de los dos subespacios propios, el otro subespacio propio ha de
ser W. Por tanto, los dos operadores que cumplen las condiciones pedidas son

fi=lw —Ilys vy fo=—f1,

y sus matrices representativas en la base candnica son

fi=Tw — Ty =

—oc oo
o oo
|
o

2Una forma equivalente de demostrarlo es observar que el operador f es, a la vez, autoadjunto y unitario.
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Problema 4C

Sea el subespacio lineal de C*
W= {("11'1,1’2,{173,1’4) € (C4 A R ] O’ To — i$3 — O} .
Se pide:

1. Matriz representativa en la base canénica de los proyectores ortogonales sobre W y sobre su complemento
ortogonal W+,

2. Matriz representativa en la base canénica de los operadores f € L(C*) que cumplan las siguientes condi-
ciones:
a) f es autoadjunto (f = fT),
b) W es subespacio propio de f,
) Tr f=0,
)

Su cuadrado es el operador identidad (es decir, fo f =1).

Cc

d

Las dos condiciones que definen W pueden escribirse como condiciones de ortogonalidad:
0=u1z1 —xz4 ={(1,0,0,=1)|(z1, x2,x3,24)) , 0=uz9—izg={(0,1,i,0)|(z1,22,x3,24)),

as{ que podemos dar directamente una base ortonormal de Wt: Wt = Lin{%7 (0’\1/’%’0) } Tras esta

observacion, el problema se resuelve de manera directa.

1.
1 0 10 0 -1
N 1 0 1 1 0 1 —i 0
le = 5 0 (170,07 71) + 5 i (07 1, 170) = — O i 1 0 N
-1 0 -1 0 0 1
1 0 01
. - 110 1 10
Mw = 1=Twe=519 5 1
1 0 01

2. La condicién f o f =1 nos dice que el espectro de f verifica oy C {1, —1}. En efecto, sea v un autovector
y A su correspondiente autovalor:3

v=1(v) = (fo )(v) = f(f(v)) = fAV) = Af(v) = \v = N =1.

Por otro lado, al ser f = fT sabemos que f es diagonalizable y que sus subespacios propios son ortogonales
entre si. Sean ga=1 y gr=—1 las multiplicidades geométricas de los dos autovalores posibles. La condicién
Tr f =0 = gr=1 — gr=—1, implica que f tiene dos subespacios propios bidimensionales (y ortogonales
entre s{). Como, por hipdtesis, W es uno de los dos subespacios propios, el otro subespacio propio ha de
ser W, Por tanto, los dos operadores que cumplen las condiciones pedidas son

fi=HOw —1Ilys y fo=-f1,
y sus matrices representativas en la base candénica son

0
0

—i

=Ty —Ty. =

= O OO
S o = O
S OO

o

o

I

I

=

—

3Una forma equivalente de demostrarlo es observar que el operador f es, a la vez, autoadjunto y unitario.
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Problema 4D

Sea el subespacio lineal de C*
W= {("11'1,1’2,{173,1’4) € (C4 A R ] O’ To +l$3 — O} .
Se pide:

1. Matriz representativa en la base canénica de los proyectores ortogonales sobre W y sobre su complemento
ortogonal W+,

2. Matriz representativa en la base canénica de los operadores f € L(C*) que cumplan las siguientes condi-
ciones:
a) f es autoadjunto (f = fT),
b) W es subespacio propio de f,
c) Tr f=0,
)

d) Su cuadrado es el operador identidad (es decir, fo f =1).

Las dos condiciones que definen W pueden escribirse como condiciones de ortogonalidad:
O=z —24 = ((1,070,—1)\(x17:c27x3,x4)) , 0=z +izg = ((071,—i,0)|($1,a:2,x37:c4)>,
{ i 1.yl 1) (1,0,0,-1) (0,1,-i,0)
asi que podemos dar directamente una base ortonormal de W--: W- = Lin BV, Il O Tras esta

observacion, el problema se resuelve de manera directa.

1.
My = 3 o |00 =D+5 | 5 [(0,110)=3 0 —i 1 o |-
-1 0 -1 0 0 1
1 0 01
. . 1 01 -1 0
HW = 1 - ij_ 75 0 i 1 0
1 0 01

2. La condicién f o f =1 nos dice que el espectro de f verifica oy C {1, —1}. En efecto, sea v un autovector
y A su correspondiente autovalor:*

v=1(v) = (fo )(v) = f(f(v)) = fAV) = Af(v) = \v = N =1.

Por otro lado, al ser f = fT sabemos que f es diagonalizable y que sus subespacios propios son ortogonales
entre si. Sean ga=1 y gr=—1 las multiplicidades geométricas de los dos autovalores posibles. La condicién
Tr f =0 = gr=1 — gr=—1, implica que f tiene dos subespacios propios bidimensionales (y ortogonales
entre s{). Como, por hipdtesis, W es uno de los dos subespacios propios, el otro subespacio propio ha de
ser W, Por tanto, los dos operadores que cumplen las condiciones pedidas son

fi=llw -1y vy fo=—-f1,

y sus matrices representativas en la base candénica son

0 0 0 1
N 00 -0 .
fi=IIy —Ily. = 0i 0 0 y fo=-hf1
1 0 0 0

4Una forma equivalente de demostrarlo es observar que el operador f es, a la vez, autoadjunto y unitario.
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Las soluciones de las cuatro variantes del Problema 5 son casi idénticas. Comencemos por recordar los enunciados.

Problema 5A
Considere la siguiente afirmacion:
Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Si un operador lineal f € L(V') verifica
(i) Kernel(f?)=Imagen(f?), donde f>=fo f,y
(i) Dimensién[Kernel(f)]<Dimensién(V),

entonces f no es diagonalizable.

Si es cierta, demuéstrela. Si es falsa, proporcione un contraejemplo.

Problema 5B

Considere la siguiente afirmacién:

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Si un operador lineal f € L(V) verifica
(i) Kernel(f?)=Imagen(f?), donde f?=fofy fi=fofof,y
(ii) Dimensién[Kernel(f)]<Dimensién(V),

entonces f no es diagonalizable.

Si es cierta, demuéstrela. Si es falsa, proporcione un contraejemplo.

Problema 5C

Considere la siguiente afirmacién:

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Si un operador lineal f € L(V) verifica
(i) Kernel(f?)=Imagen(f*), donde f2=fofy fl=fofofof,y
(i) Dimensién[Kernel(f)]<Dimensién(V),

entonces f no es diagonalizable.

Si es cierta, demuéstrela. Si es falsa, proporcione un contraejemplo.

Problema 5D
Considere la siguiente afirmacion:

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Si un operador lineal f € L(V') verifica

(i) Kernel(f?)=Imagen(f°), donde f2=fofy fo=fofofofof,y
(ii) Dimensién[Kernel(f)]<Dimensién(V),

entonces f no es diagonalizable.

Si es cierta, demuéstrela. Si es falsa, proporcione un contraejemplo.
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En todos los casos la afirmacién es verdadera. Llamemos f* a la composicién de f consigo mismo k veces (por
ejemplo f2 = f o fo f). La demostracién se agiliza utilizandos estas definiciones.

Definicién 1: el operador fo € L(V') definido por fo(v) =0 Vv € V se denomina operador nulo.

Definicién 2: Sea k > 1 un entero. Un operador g € L(V) se dice nilpotente de orden k si g* = fo
k—1
pero g" 7" # fo.

Tenemos el siguiente

Lema 1: sean n, m > 0 dos enteros positivos. Si f € L(V) verifica Kernel(f™)=Imagen(f"), entonces
f es nilpotente de orden k, con k < n + m.
Demostracién: es inmediato ver que f"™™ = fo: Vv € V frtm(v) = f*(f™(v)) =0.

Por lo tanto, el operador considerado en las cuatro versiones del problema es nilpotente, pero tenemos cuatro
cotas superiores diferentes al orden de nilpotencia:

EA<4, KB <5 EC<6ykP <7

Obsérvese que es imposible que f sea el operador nulo fo por la segunda hipdtesis de cada uno de los cuatro
enunciados, a saber: Dimensién[Kernel(f)]<Dimensién(V'). En este punto es relevante el siguiente

Lema 2: Sea f € L(V) nilpotente de orden k. El espectro de f, o, cumple oy C {0}.°
Demostraciéon: Sea A un autovalor de f y v un autovector correspondiente a A. Tenemos que

0= fo(v) = f¥(v) = \'v. = A\¥ = 0 (porque v # 0, al ser autovector) = A =0.
Asi pues, para que el operador fuese diagonalizable seria imprescindible que el subespacio propio fuese
Vi=o = Kernel(f) =V,

lo que es imposible (porque contradice la segunda hipdtesis de cada uno de los cuatro enunciados).

5En realidad o5 = {0}, pero no necesitamos demostrar esta afirmacién (que es ligeramente més fuerte que el Lema 2).
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