Estadistica I, tercero del grado en Matematicas, UAM, 2017-2018
Examen parcial 1, 3-11-2017

1. (2 puntos) Sea X una variable aleatoria con E(X) = 0, E(X?) = 1 y E(X?) = 0. Nom-
bramos a los dos siguientes momentos como E(X*) = a y E(X®) = b. Sea (X1,...,X,) una
muestra aleatoria de X de tamano n, y sea X la media muestral asociada.

a) Escribe, en términos de los momentos de X y del tamartio de la muestra, E[Y5]

b) Escribe, en términos de los momentos de X y del tamafio de la muestra,

E[(X - E(X))’]
V(X)5/2

by BIE-ECO?] b
n4’ V(Y)g,/z - n3/2

2. (2puntos) Sea X = (X7, ..., X,,)" un vector aleatorio que sigue una distribucién N (0, I,,x,)-
Aqui, 0 denota el vector n-dimensional de ceros, e I,,x,, la matriz identidad de esas dimensiones.

Definimos un vector aleatorio Z = (Z1,...,Z,)" como sigue:
Zl = Xla
Zy = X1 — Xo,

Z3 = X1 — X3,

anl = Xl - anla
Zp = X1 — Xn.
Justifica por qué Z sigue una normal multidimensional, y calcula sus pardmetros (vector de
medias y matriz de varianzas/covarianzas).

El vector Z se puede escribir como Z = BX, donde B es una matriz n x n invertible. Por tan-
to, Z sigue una normal n-dimensional con vector de medias 0 y matriz de varianzas/covarianzas
dada por

V(Zy) =1, V(Z;)=2 parai=2,...,n; cov(Z;, Z;) =1 parai#j.

3. (2 puntos) Sea (X1,...,X100) una muestra aleatoria de una variable X ~ N (u,0?), con
w=07y o?=4. Calcula o
P(1/2<|X|<1,2< 8% <4)

(la coma significa que suceden ambos sucesos a la vez; puedes dejar escritas las respuestas en
términos de @, la funcién de distribucién de la normal estdndar, y/o de la funcién de distribucién
de una x?2).

Aplicando el teorema de Fisher-Cochran y la simetria de la normal estandar,
P(1/2 <[X|<1,2<8%<4) =2(0(5) — ®(5/2)) - (Fyz,(99) — Fyz,(99/2)).

Aqui, ® denota la funcién de distribucion de la normal estdndar, y Fxgg, la funcién de distri-
bucién de una x? con 99 grados de libertad.



4. (2 puntos) Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

6+ 1) siz € 0,1];
f(x;0) =
0 en el resto de los casos.
El parametro 6 es positivo.
Se dispone de una muestra (x1,...,219) de tamafio 10 en la que la suma Z}il x; vale 7'y

el producto Hgl x; vale 1/€5.
a) Halla la estimacién de € por el método de momentos.
b) Halla la estimacién de @ por el método de maxima verosimilitud.

La estimacién por momentos es § = 4/3. La estimacién por mdxima verosimilitud es § = 1.
Aspecto de la funcién de verosimilitud:
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5. (2 puntos) Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

[ 2/0 sizel0,0/2,
f(%e)_{ 0 en otro caso,

con parametro # > 0. Consideramos el siguiente estimador para muestras de X de tamano n:
T(Xq1,...,Xn) =2 méx(Xq,...,X,).

Halla el sesgo de T' como estimador de 6.

El sesgo es




