DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
Dobles Grados de Matematicas y Fisica y Matematicas e Informatica.
Analisis de Variable Real. Curso 12-13.
Examen Final. 26 de Junio de 2013

e La duracién del examen serd de 2 horas por cada parte
e Los alumnos que presenten toda la asignatura deberan obtener una nota minima de 4 puntos en
cada una de las partes.

PRIMER PARCIAL

1 (2,5 puntos) i) Sea A un subconjunto infinito de [a,b] C IR. Probar que A tiene algun punto de
acumulacion en |a, b].
ii) Si {xp}n es una sucesion en [a,b] C R, demuestra que existe alguna subsucesion convergente en

[a,b].

2 (2,5 puntos) Sea f : R — IR tal que para toda sucesion convergente x, — xo Se tiene que
f(n) = (o).

i) Sea C C IR un conjunto no vacio y cerrado. Probar que f~1(C) = {x € R, f(x) € C} es cerrado.
ii) Sea A C IR un conjunto no vacio y abierto. Probar que f~'(A) = {x € R, f(x) € A} es abierto.

3 (3 puntos) Sean a,, b, numeros positivos tales que lim,_,, ZTTLL =c¢ > 0. Probar que
i) Silimy, 00 an = a entonces limy, o0 by =
ii) Si Y ap converge entonces by, tambien.
iii) Si > an converge entonces Y. ah con p > 1 tambien. ;Y si 0 <p < 17.

i) Comparar los radios de convergencia de las series de potencias Y anx™ y > bpa™.

o0
4 (2 puntos) Estudia para que x € IR converge la serie Z 2"(1+ g)_712(1 +22)", donde a € R es
n
n=1
un pardametro.

SEGUNDO PARCIAL

5 (3 puntos) i) Demuestra que toda funcion f : [a,b] — IR continua es integrable Riemann

ii) Demuestra que si f : [a,b] — IR es continua excepto en un numero finito de puntos, entonces es
integrable Riemann

i11) Enuncia los Teoremas de Bolzano, Role y del Valor Medio.

6 (2 puntos) i) Sea f : R — IR continua tal que lim, 1~ f(x) = —00. Probar que f alcanza un
mdximo absoluto en IR.
i1) Encuentra el rectangulo de mayor drea que se puede inscribir en un disco de radio R.

7 (2 puntos) Sea f:(0,00) = R
i) Probar que si f es mondtona decreciente entonces para todos 0 < s < t < oo se tiene

1
t—s

/S f)dr < 1)

ii) Reciprocamente, si f € C1(0,00) y verifica la condicion integral del apartado i), probar que f es
mondtona decreciente.

8 (3 puntos) i) Estudia la convergencia de fol/Z m dt con a,b > 0.

x
i1) Encuentra justificadamente un desarrollo en serie de potencias de x de la funcion F(x) = / e ds,
0

r € R.



