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Instrucciones:

e En cada pregunta de test s6lo una de las tres afirmaciones es cierta. Debe responderse a), b) o
¢) en el recuadro correspondiente o bien dejar el recuadro en blanco.

Calificacién de cada pregunta de test: acierto= +1, fallo= — 0’5 y blanco= 0.
Calificacién de las definiciones: sobre 1 punto; y de los ejercicios: sobre 3 puntos.

Tiempo total del examen: 4 horas (Dos horas cada parte y partes separadas por un descanso).
No esta permitido el uso de ningin tipo de dispositivo electrénico a lo largo de todo el examen.
Las fechas de publicacién de notas y de revisién estan en el tablon y en Moodle.

Justificar todas las respuestas en los 10 ejercicios y los 4 problemas.

TEST (20%)

La estructura deductivapV g —tVr, p Ar = t verifica que:

a) Es correcta.

b) Es incorrecta y un contraejemplo es V(p) =0, V(q) =V (r)=1y V(t) =0.

¢) Es incorrecta y un contraejemplo es V(p) =V (q) =V (r) =1y V(t) = 0.

La féormula =VaP(z) V Q(z) verifica que:

a) Es abierta y tiene como conectivo principal —.

b) Es abierta y tiene como conectivo principal V.

c) Es cerrada y tiene como conectivo principal V.

El conjunto de férmulas {p — ¢, ¢ — r, =(p V r)} verifica que:
a) Es satisfactible y V(p) = V(q) = V(r
b) Es satisfactible y V(p) =V (q) = V(r

c) Es insatisfactible.

) = 0 es un modelo.
)

=1 es un modelo.

Dada la funcién recursiva f : LISTp(N) — N tal que

0 si L =]
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La siguiente definiciéon incompleta de una funcién recursiva f : N — N verifica que:

si...
f(n)=49 14 f(n—2) sinesparyn>2
f(n—1) sin esimparyn > a

a) No se puede completar.

b) Se puede completar si a = 3, anadiendo una regla basica que determine el
valor de f(1).

¢) Se puede completar si a = 1, aniadiendo una regla bésica que determine el
valor de f(0).

En un concurso de cine participan 4 peliculas espanolas, 5 francesas y 3 italianas. ;Cuantas
clasificaciones distintas pueden darse atendiendo solo a la nacionalidad de las peliculas?

!
2) 12! b) 415! 3! c) 12! A
41.5!. 3l

El diagrama de Hasse del conjunto {2" | n > 1} U {6} con de la relacién de divisibilidad es:
¢s ¢s ¢s
4

b) i4 ®6 c) i/.(s C
2 2

£
*—0—0—
A O

N

El conjunto Z; es igual a:

a) {-3,-1,1,2,5,6,38}
b) {73, =1,1,2,5,7, 35} B
c) {0,1,2,-3,4,5,6}
Sea GG un bosque con 20 vértices y 12 aristas. Entonces se verifica:
a) G puede tener més de 8 componentes conexas.
b) G tiene exactamente 8 componentes conexas. B

¢) G puede tener menos de 8 componentes conexas.
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DEFINICIONES (10%)

1. Definir féormula contingente.

Una férmula es contingente si tiene modelos y tiene también no modelos.

2. Definir regla recursiva de una funciéon recursiva f : A — B.

En una deficién recursiva de f : A — B, una regla es recursiva si para evaluar el valor de f en
un elemento del dominio A utiliza el valor de la propia funcién f en al menos otro elemento de

A.

3. Obtener el desarrollo de (a + b)™ usando el binomio de Newton.

=3 ()

k=0

4. Enunciar la propiedad antisimétrica de una relaciéon R sobre un conjunto A.

La relacién R sobre el conjunto A es antisimétrica si para todo a,b € A tales que a Rby bRa
se verifica que a = b.

5. Enunciar la férmula de Euler para grafos simples.
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EJERCICIOS (30%)

1. Se consideran las férmulas F' = —=(pV (¢V p) <> —p) y G =p A —p — p.
a) Usar equivalencias elementales para simplificar F'y G.

b) Usar las simplificaciones obtenidas en a) para decidir si F' = G.

a) Simplificamos las férmulas:
G=1 1l —=p=-1LVp=sTVp=,T
donde: (1): AN-A=1,(2: A—-B=-AVB,3):-L=T,4): TVA=T
F = ~((pVp)Vqge-p)=s(pVage-p)=r=(((pVaeA-p)V(=pVaq Ap))

= ~((pA=p)V(gA=D)V((=pA=g) Ap)) =0 =((LV(gA=p)V (=g (=pAp))
=10 ~((gA=p)V(mgANL))=1((gA-p) VL) =12-(gANp) =13pVq

donde: (5): conmutativa-asociativa, (6): AVA= A, (7): A+ -B=(AAN-B)V(-AAB),
(8): distributiva y ley de Morgan, (9): A A=A = 1 y conmutativa-asociativa, (10):
LVA=Ay-ANA=1,(11): AnL=1 (12): Av L =A, (13): ley de Morgan

b) De los resultados obtenidos en a) se concluye que F' # G pues pV —q # T.

2. Usar el dominio D = {reptiles} para formalizar el siguiente razonamiento en légica de
predicados:

P, =Los camaleones se mimetizan.

P, = Hay reptiles que son divertidos, pero no el lagarto Juancho.

= Entonces, hay reptiles divertidos que comen insectos.

Sobre el dominio {reptiles} definimos los siguientes predicados:
1. C(x) = x es un camaledn
2. M(z) = z se mimetiza
3. D(z) = z es divertido
4. I(z) = x come insectos

Y consideramos la siguiente constante: a =lagarto Juancho

Entonces la formalizacién del razonamiento queda del siguiente modo:

P =Vz(C(x) = M(x))
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3. Utilizar el método del tableau para probar que la formula F' no es una tautologia. Construir
una interpretacion sobre el dominio D = {d;, ds } que lo pruebe.

F=Vz(VyP(y) = Q(x) VVyS(y))

Hacemos el tableau de —F' para encontrar un no modelo de F':

WV (VyP(y) — Q) VVyS(y)) (1)
\
Jz-(VyP(y) — Q(x) VVyS(y)) (2, instanciamos 3y se coloca en 3)
\
~(VyP(y) — Q(a) VVyS(y)) (3)
\

VyP(y)
|
~(Q(a) VVyS(y)) (4)
|
~Q(a)
|
—VyS(y) ()
Jy—-S(y) (6, instanciamos 3y se coloca a continuacion)
ot
P(a) (7, instanciamos VyP(y) en a)
P(b) (8, instanciamos VyP(y) en b)

El tableau es abierto pues tiene una rama abierta, por tanto —F tiene modelos (F tiene no modelos). Para
obtener una interpretacion que sea no modelo de F' nos fijamos en la rama abierta del tableau, identificando a
con di y b con ds:

P,Q,S:D — {0,1} talesque P(dy)=1 P(dy) =1
Q(d1) =0 Qdy) =061
S(d1)=061 S(d2) =0

4. Se considera la siguiente sucesién de figuras:

e
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5. Probar por induccién que f(n) = g(n) Vn > 1, siendo

)2 sin=1 _an
f<n)_{3f(n—1)—|—2n—3 sin > 2 v g =3-n

Paso base (n =1): f(1) = 2 (regla bésica) y g(1) = 3! —1 =2, luego f(1) = g(1).

Paso de induccién: Sean > 1 tal que f(n) = g(n) (H.I:). Hay que probar que f(n+1) = g(n+1).
Como n + 1 > 2, para evaluar f(n + 1) se usa la regla recursiva:

fin+1) = 3f(n)+2(n+1)—3=3f(n)+2n—1=gs 39(n)+2n—1
= 33" "—n)+2n—1=3""-3n+2n—-1=3""—(n+1)=g(n+1)

Por lo tanto queda probado que f(n) = g(n) para todo n > 1.

6. Se quieren formar numeros de 3 cifras distintas con los digitos {1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9}.
a) ;Cuéntos tienen por lo menos una cifra impar?

b) ;Cuéntos empiezan por una cifra impar o acaban por una cifra par?

a) Se puede resolver usando el principio del complementario.
X = { nimeros de 3 cifras distintas con los digitos 1..9 }
A = {ntmeros de X con al menos una cifra impar }
A°¢ = {nimeros de X con ninguna cifra impar }
= { nimeros de X con todas sus cifras pares }

El orden en que se eligen las 3 cifras para formar nimeros es relevante (234 # 342) y como
las cifras deben ser distintas no hay repeticiéon. Por tanto:

|Al =V (4,3) =4-3-2

IX|=V(9,3)=9-8-7

Luego |A| = |X| — |A|=9-8-7T—4-3-2=1504 —24 =480

b) I = {ntmeros de X que empiezan por una cifra impar }
P = {ntmeros de X que acaban por una cifra par }

Lo que se pide es |I U P|, que se puede obtener usando el principio de inclusién-exclusién
(1) y el de multiplicacién (2):

HUP| =q) U[+|P|=[INP|l=@25-V(82)+4-V(82)=5-4-V(7,1)
— 5.8-744-8-7—5-4-7=280+ 224 — 140 = 364

Los pasos que hemos aplicado en el principio de multiplicacién son los siguientes:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



7. Cuatro amigos van a cenar a una pizzeria en la que hay 7 tipos distintos de pizza. Si cada
uno de ellos toma exactamente una pizza, jcuantos pedidos diferentes pueden hacerse en estas
dos situaciones?

a) Uno de los amigos se encarga de pedir en la barra las pizzas de todos.

b) El camarero toma nota y debe recordar qué ha pedido cada uno.

a) Se trata de hacer selecciones de tamano 4 del conjunto de las 7 pizzas y, en este caso,
no importa el orden (el que pide indica inicamente el nimero de pizzas de cada tipo que
tienen que servir en la mesa) y pueden repetirse (varios amigos pueden pedir la misma
pizza). Por tanto son combinaciones con repeticién:

1 10!
CR(7,4) = PR(10,6,4) — (60> _ 6'—‘2,

b) En este caso importa el orden (las pizzas estdn asociadas biyectivamente al conjunto de
amigos) y se trata por tanto de variaciones con repeticion:

VR(7,4) =T

8. Sea la siguiente relacion de equivalencia sobre el conjunto A de palabras de 4 bits:
a1a2a304 Rb1b2b3b4 e g — Az = bQ — bg
a) Describir todas las clases de equivalencia de R y dar el cardinal de cada una de ellas.

b) Obtener el conjunto cociente A/R y su cardinal.

a) Cada una de las clases de equivalencia de R esta asociada a un valor de ay —as y, dado que
as v az son bits, hay exactamente tres clases de equivalencia: las asociadas a los valores
—1,0y 1.

Asociada a —1: [0010] = {0010, 0011, 1010, 1011 } con cardinal 4.
Asociada a 1: [0100] = {0100, 0101, 1100, 1101 } con cardinal 4.
Asociada a 0: [0000] = {0000, 0001, 1000, 1001, 0110, 0111, 1110, 1111 } con cardinal 8.

b) A la vista del apartado a) tenemos:

A/R = {[0010], [0100], [0000] } v su cardinal ~ |A/R| =3
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9. Construir dos grafos bipartitos de 6 vértices y 6 aristas que no sean isomorfos. Probar que
los grafos dados cumplen lo que se exige.
La solucion a este problema no es tinica. Una de las posibles seria:

b C A B Cc

C, f € c D E F
Cs hemos estudiado que es bipartito. G también lo es porque los vértices se pueden separar
en dos conjuntos V; = {A,B,C} vy Vo = {D, E, F'} tales que en ninguno de ellos existen dos
vértices adyacentes y cumplen V; NV, = ().

Ademas, Cs % G porque tienen distinta secuencia de grados: Sec(Cs) = [2,2,2,2,2,2] y
Sec(G) =[3,2,2,2,2,1].

10. En el grafo ponderado G de la figura calcular las distancias del vértice a al resto de los
vértices y el correspondiente arbol de caminos minimos, usando el algoritmo de Dijkstra.

Aplicamos el algoritmo de Dijkstra desde el vértice a y, en cada paso, obtenemos la distancia
de a a uno de los vértices del grafo y una arista del arbol de caminos minimos.

alblc|d|e]|f |caminos b C
- | 5| e 2 |af
5o |oc| 3 afe !
41517 afeb o 1 2 d
517 afec
6 afecd 2 1
dav)| 0| 4|5(|6 |32

El la dltima fila de la tabla estan las distancias de a a cualquier vértice y en la figura de la
derecha el arbol de caminos minimos desde a.
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PROBLEMA 1 (12%)

Demostrar, mediante reglas de inferencia, que la siguiente estructura deductiva es correcta:
pAt—qVr, sVt—-r, (p—q) =71 uVt = uV-w
Supongamos, por reduccién al absurdo, que se verifica —(u V —w):

—(uV-w) = “uA-—w Eq. ley de Morgan)

pAt, pAt—qVTr = qVr MP)

Simplificacion)
SD)

Simplificacién)

PADq = —q
g, gVr = r

(
U\ -Cmw = (Simplificacion)
—~u, uVt =t (SD)
t = sVt (Adicion)
sVt, sVt—-r = - (MP)
o (p=a) = = (=9 (MT)
—(p—4q) = pA—q (Eq.)
PATqg = p (Simplificacion)
p,t = pAt (Combinacién)
(
(
(
(

r, or = rA-r
rA-r = L (Eq.)

Como se llega a contradicciéon, queda probado que la estructura deductiva es correcta.
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PROBLEMA 2 (12%)

Se considera f : LISTp(N) x N — LIST(N) definida de manera explicita para listas de longitud
mayor o igual que 2 por:

o _ cee 1 >
Fwn . anlm) = [[z1,22], ..., [Tn_1, Tn), 21 + -+ - + 2, + M s?nes Par,n_2
[[z1, 22, .., [Tn—2,Tp-1],21 + -+ Tp_1 +m] sin esimpar,n >3
a) (6 puntos) Dar una definicién recursiva de f que incluya listas de cualquier longitud.

b) (8 puntos) Evaluar, usando la definicién recursiva propuesta, f([1,3,5,7,9],2) y calcular
el arbol de dependencia T¢([1,3,5,7,9],2).

¢) (1 punto) Describir qué devuelve f(L,0) para cualquier lista L, segin la definicién recur-
siva propuesta en a).

a)
[m)] si LONG(L) <1
f(L,m) =19 [[CAB(L),CAB(RESTO(L))]] |
f(RESTO(RESTO(L)),m+ CAB(L)+ CAB(RESTO(L))) e.o.c.
b)
f([1’3757 7, 9]72) —RR [[173” || f([57779]76)
=rr [[L3J] | 5,711 1 £([9],18)
=re [[L3J] | [[5:71] [ [18]
= (L35, 7], 18]
= [[1,3],[5,7],18]

¢) Si L =[] o L es una lista con longitud 1, f(L,0) = [0].
Si L es una lista de Jongitud mavor o igual que 2:
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PROBLEMA 3 (6%)

Se considera el conjunto A = { z129x324 | 1,29 € {a,b,c,d} vy x3,24 € {0,1} } v la siguiente
relacion de orden R sobre A
T1202%3%Ts Ry1yaysys <= 102 <ppx YiY2, T3 S Y3 Y Ta < Ya
donde <jgyx representa el orden del diccionario.
a) (1,5 puntos) Probar que R es una relacién de orden parcial.
b) (2,5 puntos) Probar que (A, R) tiene méximo y minimo.

¢) (6 puntos) Dado el conjunto M = {ab01, bal0, ball, cb10, dall, dbll}, obtener el dia-
grama de Hasse de (M, R) y sus elementos notables.

a) R es de orden parcial porque tiene elementos no comparables. Por ejemplo: aa01 R aal0
porque 1 = x4 L y4 = 0y aal0 Raa0l porque 1 = x5 £ y3 = 0.

b) En (A, R) se verifica que aa00 es el minimo, porque para todo y1y2y3ys € A se cumple
que aa00 R y1y2y3ys, ya que aa <ppx Y1y2 para cualquier y,ys, 0 < y3 para cualquier ys
y 0 < y4 para cualquier yy.
También se verifica que dd11 es el maxino, porque para todo r1x.x314 € A se cumple que
r1x9w3x4 Rdd11, ya que x11x9 <ppx dd para cualquier iz, v3 < 1 para cualquier xs y
xry < 1 para cualquier xy.

¢) Estudiamos las relaciones que se dan entre los elementos de M:

ab01l es mas pequeno que ball, dall y dbll

bal0 es mas pequeno que ball, ¢bl0, dall y dbll
ball es mas pequeno que dall y dbll

cb10 es mas pequeno que dall y dbll

dall es mas pequeno que dbll

De estas relaciones se obtiene el diagrama de Hasse de la figura

® dbll
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A la vista del diagrama de Hasse, los elemento notables de (M, R) son:

Minimales: ab01 y balO

Minimo no hay, por tener mas de un minimal
Maximales: dbl1
Maximo dbl11, por ser el tinico maximal en un conjunto finito
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UPM Examen final

Légica y Matematica Discreta 14/1/2019

PROBLEMA 4 (10%)

El grafo de la figura representa las poblaciones (vértices) y carreteras (aristas) de una Comarca
y los pesos de las aristas indican las distancias en km entre las poblaciones correspondientes a
sus vértices extremos.

1. (1,5 puntos) El organizador de un rally quiere disenar un circuito que pase por cada una
de las carreteras exactamente una vez, ;puede hacerlo? En caso afirmativo indicar cémo.
En caso negativo indicar si existe un trazado para la carrera en el que la salida y la meta
no coincidan (nota: si existe no hace falta calcularlo).

El circuito que se pide en este caso es un circuito euleriano. Como el grafo es conexo,
para saber si existe dicho circuito, basta analizar los grados de los vértices. Se tiene
que g(i) = 5, g(q) = 3 y el resto de los vértices tienen grado par. Entonces, el grafo
no es euleriano y, por tanto, no existe el circuito que piden. Sin embargo, el grafo es
semieuleriano y admite un recorrido con extremos en los vértices ¢ y ¢, que se corresponde
con el trazado de la carrera con salida y meta distintos.

2. (3,5 puntos) Si el organizador del rally quisiese disefiar un circuito que pasase por cada
una de las poblaciones de la Comarca exactamente una vez, jpodria hacerlo? En caso
afirmativo dar un ejemplo de circuito que empiece en a.
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que 2, ademds incluye todos los vértices del grafo. Por tanto, para comprobar si existe
el ciclo hamiltoniano basta ver si se pueden anadir aristas que unan todas las cadenas
definidas por las aristas rojas en un ciclo. En este caso si se puede hacer y las aristas
anadidas estdn marcadas en color azul. El ciclo (circuito para la carrera) obtenido es el
siguiente:

a,b,c,d,m,p,q,k,r,e,j,1,h,q, f,a

3. (5 puntos) En el presupuesto del proximo ano se quiere incluir una partida para ensanchar
algunas carreteras de la Comarca, de forma que se pueda ir de cualquier poblacién a
cualquier otra usando exclusivamente las nuevas vias.

(i) Si el coste del ensanche es de 1 millén de euros por km, ;cuél serd el valor minimo
de la partida correspondiente del presupuesto?

La solucién 6ptima se obtiene ensanchando las carreteras correspodientes a un arbol
recubridor de peso minimo. Usando el algoritmo de Kruskal se obtiene el arbol
anterior (aristas azules) que tiene peso w(7) = 44. Luego el valor de la partida
presupuestaria debe ser 44 millones de euros.

(7i) Resulta que el coste minimo obtenido en (i) excede en 2 millones de euros el pre-
supuesto disponible para esta partida. Entonces, con el objetivo de ajustarse al
presupuesto, la empresa adjudicataria ofrece un precio especial de P millones de eu-
ros por el ensanche de la carretera gf. ;Cudl serd el mayor valor de P con el que se
consigue ese objetivo?

Para rebajar el coste del proyecto, ajustando inicamente el peso de la arista ¢gf, hay
que incluir esta arista en el arbol recubridor de peso minimo. Para ello debe tener un
peso menor o igual al de la arista de mayor peso del ciclo que se genera al anadirla
al arbol anterior, o sea w(gf) < 5. Como ademéds queremos reducir el peso del drbol
en 2 milliones de euros, el peso w(gf) deberd ser de 3 millones de euros (en el arbol
se suprimiria una arista de peso 5 en dicho ciclo, por ejemplo af -arista en color azul
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