UC3M
Matematicas para la Economia

Examen Final, 26/06/2014 RESUELTO

Dados los parametros a,b € R, se considera el sistema lineal

r -2y +z +2t = 10
2z =3y +4z -2t = 20
x -y +Haz +bt = 20

(a) (6 puntos) Discutir el sistema segun los valores de los parretros a y b.

(b) (4 puntos) Resolver el sistema cuando a =3y b= 1.

Solucion:

(a) Realizamos transformaciones elementales sobre la matriz ampliada del sistema

1 -2 1 2 |10
2 -3 4 202 |,
1 =1 a b |20

hasta encontrar la matriz escalonada equivalente.

1 =2 1 2|10\ f2n /1 -2 1 2 |10 1 -2 1 2 |10
9 34 2020 |5 (o 1 2 6|0 |0 1 2 6o
1 -1 a b |20 0 1 a—1 b—2]10 0 0 a—3 b+4|10

Notemos que el rango de la matriz ampliada es siempre 3, independientemente de los valores de a y de b. Asi,
tenemos dos casos:

e Sila ultima fila de la matriz del sistema, A, es de ceros, lo que sucede cuando a = 3 y b = —4, entonces
el rango de la matriz A es 2, por lo que el sistema es incompatible.

e Sila ultima fila de A es distinta de 0, lo que sucede cuando a # 3 0 b # —4, entonces el rango de la matriz
del sistema y el de la ampliada coinciden, por lo que el sistema es compatible indeterminado, puesto que
el rango es 3, menor que el nimero de variables.

(b) Cuando a =3y b =1, el sistema es compatible indeterminado. Sea z = X el pardmetro. El sistema escalonado
equivalente es

x -2y +2t = 10—A
y —6t = —=2)
5t = 10

Las soluciones son (z =30 — 5\, y =12 — 2,z = \,t = 2).
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Dados z,y € R, no simultaneamente nulos, se considera la matriz A de la forma

a=(r v

(a) (5 puntos) Determine para qué valores de = y de y existe la inversa de A y hallela cuando sea posible.

(b) (5 puntos) Determine si existen matrices A de la forma definida més arriba que verifican

« (10
AA—(O 1).

En caso de que existan, héllelas.

Solucion:

(a) El determinante de A es |A| = y? — 22, que es diferente de 0 sii 2 # 32, lo que es equivalente a  # y y
x # —y. Luego A tiene inversa sii x —y # 0y = + y # 0. En este caso, la inversa es

1 -xr =y
y2 _ x2 y x :
T Y r -y 22 +9y?  —2xy 1 0
AAt - = =
-y —x Yy —x —2xy 2?4+ y? 0 1

2?4yt =1,

(b) Notar que
sii

2zy = 0.

Las soluciones son (x =0,y = +1) y (y = 0,z = £1). Hay 4 matrices solucién:

(Ao) (V) G a) (0 )
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Se considera la funcién

X . .
m, Sll’<07
—, siz >0.

z+1

(a) (5 puntos) Estudiar la continuidad de f en R (no sélo en el punto z = 0) y hallar todas sus asintotas.

(b) (5 puntos) Hallar todos los puntos criticos de f y determinar los extremos locales de f.

Solucion:

(a) La funcién es continua en x # 0, ya que estd dada por funciones racionales cuyo denominador no se anula,
pues 1+2 > 0six >0y 1+ 22 es siempre positivo. En 2 = 0 la funcién no es continua, pues f(0) = 1, pero
lim,_,g- f(x) = 0. De hecho, no existe el limite de f en x = 0. En cuanto a las asintotas, carece de verticales,
por la razon expuesta mas arriba. Dado que

lim f(z) =0,
T——00
y = 0 es asintota horizontal en x = —oo. Por otra parte, como el grado del numerador es una unidad mayor

que el del denominador de f cuando x > 0, es claro que presenta una asintota oblicua en x = +o0o. Para
hallarla, calculamos

2 1— 2 _
hmM:l’ lim f(m)—l-x:limx+x+ )
T—o0 I T—>00 T—00 x+1

luego y = x es asintota oblicula en x = +o0.

(b) Dado que la funcién no es continua en x = 0, tampoco es derivable en ese punto, luego = 0 es punto critico.
Si x # 0, entonces f es derivable, con derivada

1— 22
() —
f (l’) - (1+$2)2
cuando z < 0y
2
b X+ 2
cuando = > 0. En el primer caso, f/(z) = 0 sii = £1, pero tenemos que descartar x = 1. En el segundo caso,
f'(z) =0sii z =0 o x = —2. Ninguna de las dos son posibilidades vdlidas. Resumiendo, los puntos criticos
de f son z =0y x = —1. Para saber el cardcter de x = —1, notamos que f’ < 0 a la izquierda y f' > 0 a la
derecha de —1 (z < 0), luego © = —1 es un minimo local. En cuanto a x =0, f(0) =1 > 0 = lim,_,o- f(z) v

f' > 0 ala derecha de 0; quiere esto decir que la funcién es creciente en (0, 00). En consecuencia, x = 0 no es
extremo de f.
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(a) (5 puntos) Calcular

V22442 . e*® —cosx
lim —————, lim ——M—.
z—0 xQ z—0 T

(b) (5 puntos) Calcular

1
/xe“”_ldx, / 3x(z? — 2x)dx.
0

Solucion:

(a) El primer limite es una indeterminacién de la forma %. Multiplicando numerador y denominador por v/2z2 + 4+

2 y tomando limites encontramos
222 1

lim =_.
220 p2(\/222 +4+2) 2

El segundo limite es la misma forma indeterminada. Aplicando la regla de L’hospital llegamos a

26T 4 sing
lim ——— =
z—0 1

(b) Tomando partes u = x y dv = e*~!dx, tal que du = dr y v = e*~!, la primera integral se transforma en
/xem_ldx =uv — /vdu =ge ! — /em_ldx =ge® et 4 C.

La segunda integral es inmediata

1 1 1
/ 3z(2? — 2z)dx = / 323dr — / 62%dr =
0 0 0

Ao
IS

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

atagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



Matematicas para la Economia
Examen Final, 26/06/2014 Pégina 5 de 6

Se considera la funcién f(z) = 922 — 3.

(a) (6 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f asi como los intervalos de concavidad
y convexidad de f.

(b) (4 puntos) Hallar los extremos locales y globales de f en el intervalo I = [—1,9].

Solucion:

(a) f es un polinomio, luego podemos derivar f tantas veces como necesitemos.

f'(x) = 18z — 322,
" (x) =18 — 6.

La derivada se anula en 2 = 0 y en & = 6, es negativa en (—oo,0) U (6, 00) y positiva en (0,6). Por tanto, f es
decreciente en (—o0,0) U (6,00) y creciente en (0,6). La derivada segunda se anula en z = 3, que es un punto
de inflexién, puesto que f” > 0 en (—00,3) y f” < 0 en (3,00). En consecuencia, f es convexa en (—o0,3) y
es concava en (3, 00).

(b) Por el apartado anterior, x = 0 y = 6 son los tnico puntos criticos de f, los cuales pertenecen al intervalo
I. También, por el signo de f’ estudiado en ese apartado, sabemos que x = 0 es un minimo local y x = 6 es
un maximo local. Ademds, por el Teorema de Weierstrass, la funcén alcanza extremos globales en I. Para
hallarlos, evaluamos la funcién en los posibles candidatos:

f(=1)=9+1=10,
f(0) =0,
f(6) =9(6%) — 6% = 62(9 — 6) = 108,
f(9)=9(9")-9*=9°-9°=0.
Luego, x = 6 es maximo global e f en I, x = 0y x = 9 son minimos globales de f en [ y z = —1 es un
méximo local de f en I, ya que —1 es un punto del intervalo (—o0,0), donde f es decreciente por el apartado

aanterior.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



Matematicas para la Economia
Examen Final, 26/06/2014 Pégina 6 de 6

[6]

(a) (6 puntos) Hallar la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) = we®~!

este resultado, dar un valor aproximado a f(1.1).

en el punto x = 1. Utilizando

(b) (4 puntos) Probar que la ecuacién z* + 22 — x — 2 = 0 tiene alguna solucién positiva.

Solucién:
(a) Notar que f(1) =1,y de f'(z) = (1 + x)e*~!, tenemos f/(1) = 2. La recta tangente es
y—f()=fDz-1)=y—-1=2x—-1)=y=2z—1.
Para aproximar f(1.1), utilizamos el valor dado por la recta tangente en el punto de abcisa x = 1.1. Tenemos
fl) ~2(1.1)—1=1.2.
Esto es lo mismo que utilizar f(1.1) = f(1) + f/(1)(1.1 — 1).

(b) La funcién f(x) = 2* 4+ 2% — 2 — 2 es continua en toda la recta real, pues es un polinomio. Calculamos algunos
valores que creemos significativos:

) =-1=—2 <0,
£(2) =16 > 0.

Luego, por el Teorema de Bolzano, f admite una raiz en el intervalo (1,2), ya que f(1)f(2) < 0y f es continua.
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