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Instrucciones:

En cada pregunta de test, una y sélo una de las afirmaciones a), b) y ¢) es cierta.
Calificacién del test: acierto= +1, fallo= — 0’5 y blanco= 0.

Calificacién de las definiciones: sobre 1 punto cada una.

Calificacién de los ejercicios: sobre 3 puntos cada uno.

Tiempo para esta parte del examen: 2 horas.

No se permite el uso de calculadoras.

Las fechas de publicacién de notas y de revisién estéan en el tablon y en Moodle.

TEST 20 %

Si la variable proposicional p formaliza el enunciado “tengo dinero” y q “voy al cine’, entonces
la formalizacién del enunciado “cuando tengo dinero voy al cine’ es:

B

a) ¢ — p. b) p—q. c) q < p.

El arbol estructural de la férmula —p V (¢ <> s) es

—pV (q <> s) —pV(q ¢ s) %
a —_ —/ A
| /\ b) /N D qg s
Lo |
5 s
Sea n > 3. Son eulerianos los grafos
a) P,. b) @, para n impar. ¢) K,, para n impar. C
Sia €5 en Zg entonces a puede ser
a) 13. b) 14. c) 15. B

La férmula — 3z (P(x) A —Q(x)) es equivalente a:

a) Vr <P(m) v@(@). b) Va (P(x) = Q(@). ¢) Iz (P(m) /\Q(m)). B




Se construyen todas las palabras que se pueden escribir permutando las letras de la palabra
MARCO. ;Cuél es la probabilidad de elegir una palabra que empiece por consonante?

3.4l 3.9 3 A
a)

Sea P(n) una propiedad sobre el nimero natural n de la que se sabe que P(3) es cierta y para
todo n > 8, si P(n) es cierta entonces también lo es P(n + 1).
En esas condiciones, se puede garantizar que

a) P(n) es cierta para todo n > 8.
b) P(n) es cierta para todo n > 3. C
c) P(n) es cierta en n = 3.
El conjunto de salida de la funcién recursiva PLANA : LIST(Z) — {0, 1} definida como
1 si LONG(L) =0
PLANA(L) = 4 0 si LONG(L) > 0y LISTA(CAB(L)) = 1
PLANA(RESTO(L)) en otro caso
es
a) {[]}.
b) {[]} U {listas de enteros que no son planas}. C
c) {[]} U {listas de enteros cuya cabeza es una lista}.
Se consideran los grafos Cg, Q)3 y K44, con peso 1 en las aristas. Se verifica que
a) todos admiten un arbol generador de peso minimo 7.
b) todos admiten un &rbol generador de peso minimo 8. A
c) Cs y @3 admiten un arbol generador de peso minimo 7, pero Ky 4 no.
La tabla de la derecha recoge la distancia a b c d e
entre cada par de vértices de un grafo conexo. alo 1 3 4 2
b1 0 4 2 5
c|3 40 31
dl4 2 3 05
el2 5150
Se verifica que:
a) hay dos medianas que son los vértices a y c.
b) hay una tnica mediana, que es el vértice a. B

¢) hay una unica mediana, que es el vértice d.
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DEFINICIONES 10%

1. Definir férmulas equivalentes.
Aquéllas que tienen exactamente los mismos modelos (o los mismos no modelos).
2. Definir regla basica en una funcién recursiva f : A — B.

Aquélla que define la imagen de un elemento a € A, f(a), de manera explicita, es decir,
sin depender de los valores de f en otros elementos de A.

3. Aplicar el Binomio de Newton para desarrollar la expresién (a + b)™.

n __ n n1.0 n n—I1 n n—212 n n—I1 n Orn
(a—irb)—(o)ab—ir(l)a b+(2)a b+...+(n_1>ab +(n)ab

4. Enunciar la propiedad antisimétrica de una relacién binaria R definida en un conjunto A.

La relacién R es antisimétrica si para todo par de elementos a,b € A se verifica que:

aRby bRa = a =0

5. Definir grafo regular.

Es un grafo en el que todos los vértices tienen el mismo grado.



EJERCICIOS 30%

Ejercicio 1. Demostrar que la siguiente estructura deductiva no es correcta y dar un con-
traejemplo.
q—1rVs, rVn-g<r s = p— sV g

Usamos el método del tableau para probar que es incorrecta y construir un contraejemplo.

P: g—rvs Ve
|

Py: rVvV-og<«r—s /6
|

—Q : ﬁ(p—>|sVﬂQ) i

p
|
(s V 2 . . .,
(s | 9 v Como el tableau de las premisas junto con la negacién
- de la conclusion es abierto, la estructura deductiva es
s
| incorrecta y un contraejemplo se obtiene haciendo ver-
g /3 daderos todos los literales de la rama abierta que ha
| quedado:
q
/\ J— — — J—
7 VIR v(p) =v(g) =v(r) =1, v(s) =0
- /\
r s
/\
TV /T A(rVg)
| |
S -8
T
r —q

Ejercicio 2.  Probar la siguiente equivalencia (p V ¢) A =(t A =¢ — p) = L, indicando la
equivalencia elemental usada en cada paso.

—
1=
=

(pVaq)A=(tA—g— p)

(va) A ((En-ga-p) £ DPonde
(A ((EA=g) A=p)) V(g A ((EA—g) A-p)) 2 (;) ;é?? = ANB
(A (~pAEA=)) V(A ((nant) A-p)) 2 23; C;Sn;u?azja
((p A =p) A (EA ﬂq)) v ((q A-q) A (EAp)) 2 (4) Asociativa
<J_/\(t/\—|q)> (J_/\(t/\p) © (5) AN-A = 1
IRV (6) ANL = 1
(7) AVA = A

4



Ejercicio 3. Formalizar el siguiente razonamiento en logica de predicados con el dominio
D = { personas }:

Las personas que abusan del caté padecen de insomnio. Cristina duerme mas que Esperanza.
También hay personas que duermen mas que Cristina. Cristina abusa del caté pero Esperanza
no. Por tanto, Esperanza no sufre insomnio.

Tomando los siguientes simbolos de predicados y constantes, la formalizacion queda asi:

P(x): x abusa del café Vo (P(x) — Q(x))
Q(z) : z padece de insomnio R(a,b)
R(z,y): x duerme més que y Jz R(x,a)
a : Cristina P(a) A —P(b)
b: Esperanza =Q(b)

Ejercicio 4. Dadas la férmula F' = Vx((P(:U) AQ(z)) vV ﬁR(x)> y la interpretacién I con

dominio D = {d,d,d3} y las funciones booleanas P, @, R parcialmente definidas como sigue,
completar su definicion para que, en cada caso, I sea

a) un modelo de F:

P(dy) =0 Qdi) =1 R(d,) =0
P P(dz) =0 Q Q(d2) =0 R R(dy) =0
P(d3) =0 Q(d3) =0 R(ds) =0
b) un no modelo de F":
P(dy) =1 Qdy) =1 R(dy) =1
P P(dy) =1 Q Q(d2) =0 R R(d») =1
P(ds) =1 Q(ds) =0 R(ds) =1
¢) un no modelo distinto del dado en b)
P P(dy) =0 Q@ Q(dy) =0 R: ¢ R(dy) =1
P(ds) =1 Q(ds) =0 R(ds) =0



Ejercicio 5. Sea f: IN* — N la funcién definida recursivamente como

sin=1 (RB)
fn) =47 (%) +5n sin>1ypar (RR1)
3f(n—1)+ f(n—2) en otrocaso (RR2)

Evaluar f(6) siguiendo el esquema recursivo y hallar el arbol de dependencia T%(6).

16) = F)+5-6

F3) = @)+ 1)

FQ) = F1)+5-2 R &
i) = 3
f2) = 4+5.2=14 , 1
f(3) = 3-14+4=146

F(6) = 46+5-6 =76

Ejercicio 6.  Probar por induccién que f(n) = g(n) para todo natural n > 0 siendo
f,9: IN — IN las funciones definidas por
2 sin=0 (RBI1)
fn) =43 sin=1 (RB2) y gn)=2"+1
3f(n—1)—2f(n—2) sin>2 (RR)

Paso base: » Paran=0: f(O)R:B12, g(0)=2°+1=1+1=2. Luego f(0) = g(0).

= Paran=1: f(1) =3, 9(1) =2' + 1 =2+ 1 =3. Luego f(1) = g(1).

Paso inductivo: Sea n > 0 y supongamoslo cierto para n y para n + 1, es decir,

fln+1)=gn+1) y f(n)=g(n)  (HL)

Entonces, para n + 2:

) =i 1) =20 () =
= 3g(n+1)—2g(n) =

= 327 41) =227 4+1) = 3(2-2"+1) —2(2"+1) =
= 6-2"+3-2-2" -2 =
= 4-2"+1 =2"2 41 = g(n+2)

también es cierto.

Por el principio de induccién, la igualdad es cierta para todo n > 0.



Ejercicio 7. La clase de Maria y Fernando consta de 25 alumnos. Se quieren elegir comités
de 5 personas. ;Cuantos comités se pueden formar si al menos uno de los miembros debe ser o
bien Maria o bien Fernando?

Sean A y B los siguientes conjuntos:

A = {Comités de 5 personas en los que estd Marfa}

B = {Comités de 5 personas en los que estd Fernando}

Entonces lo que se pide es el cardinal de AUB. Una forma de calcular dicho cardinal es mediante
el complementario: los comités buscados son todos salvo aquellos en los que no estan ni Fernando
ni Maria. Si optamos por esta segunda via, debemos calcular el cardinal de dos conjuntos

= Todos los comités de 5 personas: son selecciones no ordenadas de 5 elementos de un
conjunto de 25, es decir, combinaciones de 5 elementos de un conjunto de 25: hay (255).

= Todos los comités de 5 personas en los que no estdn ni Maria ni Fernando: son todas
las selecciones no ordenadas de 5 elementos de un conjunto de 23 (excluimos a Maria y
Fernando). Por tanto, son combinaciones de 5 elementos de un conjunto de 23: hay (253).

Total:
2 2 25! 23! 25-24-23-22-21 23-22-21-20-1
Yo (By o ® 23 25242 _ S TRRIRY
5 5 51201 5118l 5-4-3-2 5-4-3-2
Otra forma: para obtener el cardinal de A U B, como los conjuntos A y B no son disjuntos,
usamos el principio de inclusién-exclusion y se tiene |AU B| = |A|+|B| — |AN BJ. En este caso:

= Todos los comités de 5 personas en los que esta Maria: consideramos que Maria estd en el
comité y, para completar, debemos realizar una seleccion no ordenada de 4 elementos de

un conjunto de 24. Por tanto, hay tantas formas como combinaciones de 4 elementos de

un conjunto de 24: hay (244). De manera analoga se calcula el cardinal de los comités en

los que esta Fernando.

= Todos los comités de 5 personas en los que estan Maria y Fernando: son todas las seleccio-
nes no ordenadas de 3 elementos de un conjunto de 23 (ya incluimos a Marfa y Fernando).
Por tanto, son combinaciones de 3 elementos de un conjunto de 23: hay (233)

24\ (23 241 23l 231
AUB| = A+ Bl - |AnBl=2- () = () =2 2o 22 _(1p_1). 2
[AVB]=[Al+[B] - AN B (4) (3) 00 3200 - 27 Y g

Ejercicio 8. Enel conjunto A = {1,2,3,...,98,99}, se considera la relacion de equivalencia
TRy <= la suma de las cifras de x es igual a la suma de las cifras de y
a) Describir la clase 40 y enumerar todos sus elementos.
b) Dar una clase de equivalencia que tenga 6 elementos.

c¢) Dar, razonadamente, una clase de equivalencia que conste de un solo elemento.

a) 40 = {z € A/la suma de las cifras de z sead} = {04, 13,22, 31,40}
b) 5 = {05, 14, 23,32, 41, 50}

c) En el conjunto A, la suma méxima que puede darse es 18, que se consigue con el nimero
99, de manera tnica. Luego 99 = {99}.



Ejercicio 9. Dar dos arboles recubridores, T7 v T, del grafo de la figura tales que no sean
isomorfos entre si. Justificar por qué no lo son.

Ty y Ty son dos arboles recubridores del grafo dado porque son subgrafos del grafo, son
arboles y tienen todos los vértices del grafo.

No son isomorfos porque T} es un camino, y por tanto sus vértices tienen grado uno (a y h)
y dos (el resto), mientras que T5 no lo es, ya que, en particular tiene vértices de grado tres (¢, d

y e).

(El ejercicio 10 forma parte del problema 4 de la segunda parte del examen)
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Problema 1 (12 %)
Se pide:

a) (7 puntos) Utilizar el método del tableau para determinar si la siguiente estructura deductiva
de légica de predicados es correcta:

YV (P(m) — Jy R(x,y)), Elx—l(P(x) — Q(x)) = drdyR(z,y)

En caso afirmativo, demostrarlo por reglas de inferencia.

SOLUCION: Veamos si la estructura deductiva P, P, = ( es correcta analizando el
tableau asociado.

1. Vz(P(z) = 3y R(z,y))

1
2. Jz=(P(z) = Q(z)) V*
1
3. =3z 3y R(z,y) Vo
1
4. —(P(a) = Q(a)) (Eliminacién existencial z = a en 2) v
i
5. P(a)
1
G. —Q(a)
1
7. P(a) — Jy R(a,y) (Instancia universal x = a en 1) 3
N\
8. —P(a) Jy R(a,y) V4
1
9. R(a,b) (Eliminacién existencial y = b en 8)
!
10. Vo =3y R(z,y) (Simplificacién en 3)
l
11. =3y R(a,y) (Instancia universal z = a en 10) v°
{
12. Vy-R(a,y) (Simplificacién en 11)
{
13. —R(a,b) (Instancia universal y = b en 12)

El tableau queda cerrado y, por tanto, la estructura deductiva es correcta.



b)

Comprobamos ahora que es correcta mediante reglas de inferencias y razonando por

reduccién al absurdo:

Elxﬂ(P(x) — Q(x))
= (3z 3y R(z,y))
—(P(a) = Q(a))
Pla) N=Q(a)
P(a)

P(a) = 3y R(a,y)
Jy R(a,y)

R(a,b)

Vo =3y R(z,y)

— 3y R(a,y)

Vy - R(a,y)

- R(a,b)

= R(a,b) A\ R(a,b)
15. L

© 0N T W

= = =
oo = o

Va (P(z) — 3y R(z,y)) Premisa

Premisa

Negacién Conclusion

Eliminacién de cuantificador existencial en 2.
Eq.: =(A— B)= AA-B, en 4.
Simplificacién en 5

Instancia universal z = a en 1.

Modus Ponens, en 6 y 7.

Eliminacién de cuantificador existencial, y = b, en 8.
Eq.: =3x A=Vx - A, en 3.

Instancia universal z = a en 10.

Eq.: ~dx A=Vx— A, en 11.

Instancia universal y = b en 12.

Conjuncioén, en 13 y 9.

Eq. de 14.

Como P, Py, =() = L es correcta, la estructura de partida también lo es.

(3 puntos) Sabiendo que la siguiente estructura deductiva de légica de proposiciones

P17P27P3 :>Q

es correcta, decidir si el conjunto de férmulas { Py, P, <> P, P3, =Q} es insatisfactible o

1no.

SOLUCION: Por hipétesis

Py, Py, P = @ es correcta, de donde {Py, P, P5, 2Q}

es insatisfactible. Veamos que, en esas condiciones, el conjunto {Py, P <> P3, P3, =Q}
también es insatisfactible. Una manera de probarlo es con el método del tableau. En
ese caso, la hipdtesis equivale a que el tableau del conjunto {P;, P, P3, =Q} es cerrado.
Veamos que el tableau de { Py, P, <> P3, P3, =Q} también lo es. En efecto,

1. P
i)
2 PQ HPg /1
!
3 Ps
!
4 -Q
YRR
) Py Py
Lol

6. Py —P

La rama de la izquierda es cerrada ya que, por hipdtesis, el conjunto {P;, Py, P3, =Q}
es insatisfactible. Por tanto, el tableau es cerrado y en consecuencia el conjunto dado es

insatisfactible.



Problema 2 (10%)
Se considera la funcién f:7Z x Z x LISTp(Z) — Z tal que
n-m siL=[] (RB)

]
f(n,m, L) = ¢ f(n+CAB(L), m,RESTO(L)) si CAB(L)>0 (RR1)
f(n,m + CAB(L),RESTO(L)) si CAB(L) <0 (RR2)

Se pide:
a) (2 puntos) Evaluar detalladamente f(0,0, [3,—2,—4,5]) siguiendo el esquema recursivo
propuesto.
SOLUCION:
£(0,0,[3,-2,-4,5]) = f(0+3,0,[-2,—4,5])
F(3,0,[=2,-4,5]) = f(3,0+(-2),[-4,5])
F(3,-2,[=4,5) = f(3, -2+ (=4),[5])
f(3,-6,5]) = f(3+5,6,[])
F8,=6,0) = 8-(=6)=—48

b) (2 puntos) Describir qué devuelve f(0,0, L), para L una lista plana no vacia cualquiera.

SoLUCION: f(0,0, L) devuelve el producto de dos sumas: la suma de los niimeros enteros
positivos que aparecen en L y la suma de los negativos. En efecto,

= Sila cabeza es un entero positivo, lo suma a la primera componente del argumento,
que en inicio vale 0, y lo borra de la lista. Cada vez que la cabeza sea positiva, se va
realizando esa suma acumulada.

= Andlogamente, si el entero que ocupa la cabeza de L es negativo, la suma de este
valor se realiza en la segunda componente del argumento de la funcién.

= Cuando la lista se vacia, se aplica la regla basica que devuelve el producto de las dos
primeras componentes, donde se almacenan las sumas acumuladas.



€) (5 puntos) Construir una funcién recursiva g : Z x Z x LISTp(Z) — Z tal que, para L
una lista plana no vacia, ¢(0,0, L) sea el producto de dos sumas: la suma de los niimeros
enteros que ocupan posicion impar en L y la suma de los que ocupan posicién par.

SOLUCION: Buscamos primero una regla recursiva.

Tomemos una lista plana genérica L = [ay,aq, ..., ax] de longitud k& > 2. Siguiendo un
desarrollo anélogo al de la funcién f, para que g(0,0, L) devuelva las sumas de los que
ocupan posicién impar por un lado y la suma de los que ocupan posiciéon par por otro,
basta con ir eligiendo en cada llamada recursiva los dos primeros elementos de la lista:

= el primer elemento de L, CAB(L), se lo sumamos a la primera componente del
argumento, n.

= el segundo elemento de L, CAB(RESTO(L)), se lo sumamos a la segunda compo-
nente del argumento, m.

= climinamos estos dos elementos en la llamada recursiva.

En definitiva, la regla recursiva es:
g(n,m, L) = g(n+ CAB(L),m + CAB(RESTO(L)), RESTO(RESTO(L)))

Esta regla tiene sentido si LONG(L) > 2. Por ello son necesarias dos reglas basicas para
cerrar la recursividad: cuando L = [] y cuando LONG(L) = 1.

» Para g(n,m, []): si realizando sucesivas llamadas recursivas llegamos a este caso, es
que la longitud de la lista L era par, pues se han ido eliminando elementos de L
por parejas. Asi, las sumas acumuladas de los que ocupan posiciéon impar estaran
almacenados en la primera componente del argumento y la de los que ocupan posicion
par en la segunda. Por tanto, podemos cerrar este caso con la siguiente regla basica

g(n,m, H) =n-m

= Para g(n,m,[a]): si, por el contrario, realizando las llamadas recursivas llegamos a
este caso, es que la longitud de la lista L era impar. Por tanto el valor CAB(L) hay
que sumarlo a n y podemos cerrar el caso mediante la regla basica:

g(n,m,L) = (n+ CAB(L))-m, si LONG(L)=1

Finalmente, la funcién pedida g : Z x Z x LIST p(Z) — 7 queda definida recursivamente
del siguiente modo:

n-m si L=[] (RB1)
g(n,m,L) = (n+ CAB(L))-m si LONG(L) = 1 (RB2)

g(n+ CAB(L),m + CAB(RESTO(L)), RESTO(RESTO(L))) e.o.c. (RR)
OBSERVACION: Al igual que en el apartado a), la evaluacién ¢(0,0,[]) no tiene el mismo

sentido que ¢(0,0, L) con L # []. Si L = [] no tiene sentido operar con los elementos de
L, pero esta regla permite cerrar la recursividad del caso general y obtener lo que se pide.



d) (1 punto) Elegir ejemplos significativos para comprobar que la definicién propuesta es co-
rrecta.

SOLUCION: Se trata de comprobar, mediante ejemplos, que ¢(0,0, L) es el producto de
la suma de los niimeros enteros que ocupan posiciéon impar en L por la suma de los que
ocupan posicion par.

Mientras la lista tenga longitud > 2 se aplica la regla recursiva, que va eliminando ele-
mentos por parejas, hasta llegar a listas de longitud 0 o 1, en cuyo caso hay dos reglas
basicas diferentes. Por ello, para comprobar que la funcién devuelve lo pedido, habra que
elegir dos ejemplos de evaluacién: una lista de longitud par y otra de longitud impar.

Por ejemplo, tomamos Ly = [2,3,1] y Ly = [2,3,1,4].

s Para Lq:
9(0,0,[2,3,1]) = g(04+2,0+3,[1])

9(2,3,[1]) = (2+1)-3

s Para Lo:
9(0,0,(2,3,1,4]) = g(0+2,0+3,[1,4])

9(2,3,[1,4]) = g(2+1,3+4,[])

g(2+1,3+4,[]) = (241)-(3+4)

Se ve que en ambos casos la funcién devuelve lo pedido.



Problema 3 (10 %)

Sea X el conjunto de las palabras con 5 caracteres en las que el primero es una de las letras
del conjunto {a, b, c} y los 4 caracteres restantes son bits:

X ={x1zoxsx425/ 21 € {a,b,c}, x; € {0,1}, Vi # 1}
Se pide:
a) (2 puntos) Hallar el cardinal de X y el de

Y={rizrszgaes € X/ x1=0ay o+ a3+ 14 +25=2}

SOLUCION: Para obtener el cardinal de X construiremos sus elementos en un proceso
en dos pasos. En el primero elegimos el primer caracter y en el segundo elegimos los
cuatro ultimos bits. Para el primer caracter tenemos tres posibilidades. Para las restantes
cuatro posiciones, hay tantas opciones como selecciones ordenadas de dos elementos, 0 y
1, tomados de cuatro en cuatro, con repeticion. Por el principio de multiplicacion, se tiene
que:

|X|=3-VR(2,4) =3-2*

En cuanto al cardinal de Y = {axs 32425 € X / 29+...+2x5 = 2}, la forma de completar
las cuatro tltimas posiciones viene dada por las formas de seleccionar dos elementos (donde
van a ir los unos), de un conjunto de 4, {xs, ..., x5}, sin repeticién y donde lo que importa
son los elementos seleccionados y no el orden en que los elijo. Es decir, elegir xox5 es lo
mismo que elegir x5z9, pues proporciona la cadena 1001 en ambos casos. Por tanto, se
trata de combinaciones de 4 elementos tomados de dos en dos. En definitiva:

4 4!
‘Y‘—<z>—m—6

b) En X se define la relacién de orden <:

1 <rex 1 (orden alfabético)
T1T2X3T4T5 X Y1Y2Y3YaYs A y
x; <y;sii€{2,3,4,5} (orden usual)

1. (2 puntos) Probar que (X, <) no es un conjunto totalmente ordenado pero que si tiene
maximo y minimo.

SOLUCION: Los elementos 0000 y a1111 no son comparables. En efecto,
= 0000 £ allll pues cg, a.
» 1111 £ 0000 pues 1 £ 0.
Luego, al haber elementos no comparables, el orden es parcial y no total. Sin embargo,

» (X, x) tiene elemento minimo: a0000 < 1 xe x3 x4 x5 con xq Tox3T4xs € X,
pues a <p., r1y 0 < z;, para todo i € {2,3,4,5}.

» (X,x) tiene elemento méaximo: de manera andloga, se verifica que
T1Xox3x4x5 < cllll para todo x1 x9 32425 € X.



2. (3 puntos) Se considera el conjunto A = { palabras de X que empiecen por a0 }. Hallar
el diagrama de Hasse de A y sus elementos notables.

SOLUCION: Se verifica que
A={a0z 2923 | ;€ {0,1},Vie {1,2,3}} y |A]=2°=38

El diagrama de Hasse de la relacién es el de la figura, ya que por definicién de esta
relacion, se verifica que:

= 0000 es minimo y tnico minimal y a0111 es :
maximo y unico maximal. ; / r\

. , L a0011 40101 a0110 !
= Dos palabras con el mismo numero de unos - !

(o de ceros) no son comparables entre si. 5 5
'+ a0001 a0010  a0100 ;

= Una palabra p es menor que otra ¢ si los bits
nulos de ¢ también son cero en p.

_____________________________

3. (3 puntos) Hallar el diagrama de Hasse del conjunto B = A U {b0000}. Razonar si B
tiene maximo. Dar los elementos de X que son mayores que todos los elementos de
B.

SOLUCION: Para obtener el nuevo diagrama de Hasse, comparamos 50000 con los
elementos de A. Resulta que:

= ¢0000 < 60000 pues a <re. b y 0<0.

= Para los restantes elementos a0 xzox3 de A, con a0 zyxox3 # a0000, se tiene
que a0 x1x9x3 2 0000 pues 1 # 0.

Luego b0000 sélo es comparable con a0000 y, por tan- / T\

to, el nuevo diagrama de Hasse es el de la figura: los | ;0011 40101 a0110
elementos a0111 y 60000 son maximales, pues nin-
guno tiene en el conjunto B un elemento que sea ma-
yor que ellos. Como hay dos maximales, B no admite
maximo.

L 0001 0010 a0100 50000 |

Para obtener los elementos de X mayores que todos los de B, basta buscar aquellos
que son mayores que los dos maximales pues, por transitividad, seran mayores que
los restantes elementos de B. Sea x1xox31475 uno de tales elementos. Entonces:

m Si 60000 <X 2129230475 = b <pey T1 = 1 € {b, C}.
m Sia011l X zyxox3wgrs = 0< 25 v 23 =24 =125 = 1.

Por tanto, el conjunto de los elementos que son mayores que cualquier elemento de
B es
{00111, b1111, 0111, 1111}



Problema 4 (8 %)

El grafo de la figura siguiente representa las salas de proyeccién de peliculas de una capital
en la que se celebra un festival de cine. Los pesos de las aristas representan los kilémetros de
las avenidas que conectan las diferentes salas de proyeccién. El programa del festival asigna a
cada sala una sola pelicula cada dia. Se pide:

a) (B) Usar el algoritmo de Dijkstra para obtener las distancias de f a los restantes vértices
del grafo y hallar un arbol de caminos minimos desde f.

SOLUCION: La ejecucién del algoritmo de Dijkstra se resume en la siguiente tabla:

a|b|c|d|e|f h | 7 | Camino
floo| 2002000184 f
gl 3|2|oc0|2|0|—-|—|8]|4 frg
bl 3| —| 72| 7|—|—|8]|4 f,b
d| 3 |—-|T7|—] 6|—|—]8]4 f,d
a|—|—|7|—=|6|—|—17]|4| f,g9,a
== 7T =] 6|—|—]7]- fii
el —|—|7|—|—|—-|—-17|—1] fde
cl—|—=| == —=|=-|—=17|—1| f.d-c
hfi—1—|—|—| —|—|—-|—-1—-1fgah

De donde se extrae que la distancia de f a los demas vértices es:

d(f,) 31272160 1]|7]4

y un arbol de caminos minimos desde f es:




b) (2 puntos) La tabla con los datos de las distancias entre las salas estd parcialmente rellena.
Sin aplicar nuevamente el algoritmo de Dijkstra, y sabiendo que un arbol de caminos
minimos desde g es el siguiente, completar razonadamente los valores de la tabla.

SOLUCION: Los valores de la tabla que faltan se obtienen del modo siguiente:

1. Usando el resultado del apartado anterior, tenemos los datos de la tabla correpon-
dientes a la fila de f, pues conocemos d(f,x), para todo x € V.

2. Usando las propiedades de la distancia, sabemos que los valores de la diagonal de
la tabla son 0 porque d(x,z) = 0, para todo z € V. Ademds, la tabla es simétrica
porque d(z,y) = d(y, z), para todo z,y € V.

3. El 4rbol de caminos minimos desde g proporciona las distancias de g a los restantes
vértices del grafo: la distancia de g a x, con x € V', es la suma de los pesos de las
aristas del tinico camino que conecta a g con x en dicho arbol.

Por todo lo anterior, la tabla completa es:

a|blcld|el|flyg 7
al 0 |5]10/5]9 3|2 7
b| 5|05 4|5 1]2]3 6
c|10{5]0 (5] 9 |7|8[14] 8
d| 5415 |0]4]12]|3]9]3
el 915914 01|6|7]13]7
fl312] 712601 4
gl 2 (383, 7|10 5
h{4 (191141913 7|6| 0|11
v 716837 |4]5[11] 0

c) (2 puntos) Felipe quiere alquilar un piso en uno de los edificios donde estan situadas las
salas, de forma que si un dia desea ver una pelicula cualquiera del festival, lo pueda hacer
empleando la menor cantidad de tiempo posible en desplazamientos. ;Donde debe alquilar
un piso que satisfaga ese requisito?

SOLUCION: El lugar mds conveniente, en términos del grafo, serd el vértice que minimice
la distancia al mas alejado, es decir, un centro del grafo. Asi que en la tabla del apartado
anterior buscamos el vértice z tal que R(x), su radio, sea minimo. Se tiene que

Por tanto, el lugar adecuado para alquilar un piso sera en el edificio de la sala f.



d)

f)

(2 puntos) En dicho festival se proyectan peliculas que son comedias o de suspense. ;| Pueden
ofertarse de forma que salas conectadas directamente no proyecten peliculas del mismo
género?

SoLUCION: Consideramos los conjuntos de vértices V; formado por las salas donde se
proyectan comedias y V5 formado por las salas donde se proyectan peliculas de suspense.
En ese caso, la oferta puede realizarse si el grafo es bipartito, pues las aristas solo pueden
conectar vértices de V; con vértices de V5. Obviamente, la respuesta es negativa ya que un
grafo es bipartito si y sélo si no admite ciclos de longitud impar y se observa claramente
que i,d, f,7 es un ciclo de longitud 3.

(2 puntos) Felipe desea saber qué pelicula se proyecta en cada sala y para ello decide visitarlas
todas. ;Puede hacer un recorrido en coche desde su piso, sin repetir sala y volviendo a
casa’

SOLUCION: En este caso se desea visitar todos los vértices del grafo, volviendo al de par-
tida, sin repetir vértice. Por tanto, la respuesta serd afirmativa si el grafo es hamiltoniano.
Veamos si lo es. Para ello, sabemos que si un vértice tiene grado 2, las dos aristas que
inciden en ese vértice deben formar parte del ciclo hamiltoniano. Cuando incluimos todas
las aristas con esa caracteristica, obtenemos el subgrafo siguiente:

Y se observa que en el vértice d inciden mas de dos aristas, cosa imposible en un ciclo
hamiltoniano. Por tanto, el grafo no es hamiltoniano y por ello no se puede realizar el
recorrido solicitado.

(2 puntos) El arbol de caminos minimos desde g del apartado b), jes un arbol recubridor de
peso minimo? Razonar la respuesta.

SoLUCION: El 4rbol de caminos minimos dado es un arbol recubridor, pues es un arbol,
que es subgrafo y contiene todos los vértices de GG. Sin embargo no es de peso minimo.
Para ello basta con observar que el arbol obtenido sustituyendo la arista f7 de peso 4 por
la arista di de peso 3, proporciona un arbol recubridor con peso una unidad menos que el
dado. Por tanto, el arbol de caminos minimos desde g no es de peso minimo.



