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Indicaciones: Tresprimerasletrasdel primer apellido:

e No abandonar €l examen durante los primeros 30 minutos.

c) en el recuadro correspondiente o bien dejar €l recuadro en blanco.
Calificacion de cada pregunta de test: acierto: +1; fallo: -1/2; blanco: 0.
Cada definicion se puntuara sobre 1 punto.

No esté permitido €l uso de dispositivos el ectronicos.

Tiempo total parael examen: 2h

Preguntas detest (20%)

29/11/2016

En las preguntas de test, para cada pregunta sélo una de las tres afirmaciones es cierta. Debe responderse a), b) o

El coeficiente de x®y° en el desarrollo de (x — 3y)™ es:

15 15 15
a b) — 3° c 3°
(o -3[) 5[] :
El nmero de cadenas de bits de longitud 21 que son capicuas (o palindromos) es:
a) 2% b) 2 c) 2 B
Lafuncionrecursiva f: LISTp(IN) — LIST(IN) definida por
[O] s L=[]
f(L)= [1] s LONG(L)=1
f (RESTO (RESTO (L))) | [[CAB (L)]] en otro caso

tiene como conjunto de partida:

a) {[0L.[1]} b) {[ I} ) {[ 1} w{listas planas de longitud 1} C
L as selecciones ordenadas de dos elementos cualesquiera del conjunto A ={a, b, ¢} son:

a8 aa ab ac ba bb bc ca cb cc

b) ab ac ba bc ca cb

c) ab ac bc A
Seann,r € N talesquen>r > 1. Severificaque:

a) V(n) r) > C(n! r) b) V(n1 r) < C(n) r) C) V(n, r) = C(n1 r) A

Sea P(n) una propiedad sobre & nimero natura n de la que se sabe que, paratodon> 10, s P(n) y P(n + 1)
son ciertas entonces también [o es P(n + 2). Para asegurar que la propiedad es ciertaparatodo n > 10 basta

probar que:
a) P(10) escierta. b) P(9) y P(10) son ciertas. c) P(10) y P(11) son ciertas.




Definiciones (10%)

1. Definir reglas bésicas de unafuncion recursiva.

Las reglas basicas son las que definen € valor de lafuncién de manera explicita para algunos
elementos del conjunto inicial.

2. Sea f: N — N una correspondencia recursiva de la que se conoce Unicamente la definicion de su
reglarecursiva
f(n)=f(n-2)+ f(n-3).

Establecer el minimo conjunto de partida de f para que sea funcion y dar una posible definicion
completadef.

Como € conjunto inicial es N y en laregla recursiva e valor f (n) se apoyaen f(n—3) es
necesario definir la funcion de modo explicito para0, 1y 2y, por tanto, e conjunto de partida sera
CP: ={0, 1, 2}. Unaposible definicién paraf es:

1 sin=0

4 sin=1
f(n)= .

3 sSsn=2

f(n-2)+ f(n—3) enotrocaso



Ejercicios (30%)

1. Probar por induccion quef (n) = g(n) paratodo n> 2, siendo

1 S n=2 RB i
f<n):{2f(n—1)+(n—1) snx3rr ) 9MW=Z-0+D.

Paso base: Paran = 2 se verificaque:

f@=1y g(2) =2°— (2+1)=2°-3=1. Por tanto, f(2) = g(2).

Paso deinduccion: Tomamosn > 2y suponemos que f (n) = g(n) (Hipdtesis de Induccion)
Probemosquef (n+ 1) = g(n + 1):
Comon=>2, setienequen+ 1 > 3y entonces hay que usar lareglarecursva, RR:

f(n+1) R:RZf(n)+n = 2g(+n=2-2"-(n+1))+n=2""-2.(n+1) +n=

Hip. Induccién
=2 _n-2=2""_(n+2)=g(n+1).

Entonces, € principio de induccion garantiza que la propiedad es verdadera paratodo n > 2, es decir,
f(n) = g(n), paratodon> 2.



2. Sea f: LIST(IN) — LISTp(IN) lafuncién recursivadefinida por

[ ] s LONG(L)=0 RB
f(L)={[CAB(L)]| f (RESTO(L)) s LONG(L)>1yLISTA(CAB(L))=0 RR,
f (CAB(L))| f (RESTO(L)) enotrocaso RR,

a) (2 puntos) Evaluar detalladamentef ([ [1, 4], 4,[2] ]) y hallar el &rbol de dependencia
correspondiente, T: ([ [1, 4], 4,[2] ]).

Seredizalaevauacion de f ([ [1, 4], 4, [2] ]) indicando en cada paso la regla que se utiliza. En
cada caso, hay llamadas de lafuncién f alistas de menor longitud o menor profundidad. Después
de llegar alaregla basica se realiza € “remonte”, indicado con flechas, para obtener el resultado
delaevauacionde f ([ [1,4],4,[2] ]).

f(L 4. 402D = FCIL41) | f ([4121) = [L4]|[42]=]14,42]

/'

f([L4) = W] fa4D=Mm|4=Mm4
: —

(4 = 1) Fa D =1f1-
f(IN=11—

fCa@n = 14 | £ 2= [4]2a=42
fCEn = fC2) ] £ an =iafri=2

f(12) = 12 f I D=12]11-2
f(D=11—"

L1 =11

El arbol de dependenciaes:

Te(([1.4,4,[2]]) = [[1.4].4,[2]]

/\
[1,| 4] [4, |[2]]
(4] [[2]]
| PN
[] [|2] []
[ ]

b) (1 punto) Describir lo que hacef sobre listas planasy sobre listas que no o son.

Lafuncién f degaigua alas listas planas y “aplana’ las listas que no son planas, es decir,
eliminalos corchetes internos de las listas no planas.



3. Un grupo de teatro esta constituido por 10 nifios y entre ellos no hay dos que tengan la misma
estatura. Para una funcién hay que elegir a 6 de ellos para que salgan a escenario en fila con sus
alturas en orden creciente.

a)

b)

(1.5 puntos) ¢Cuantas posibles formaciones existen?

Basta elegir los 6 nifios que van a participar en la fila ya que luego el orden de colocacion
en ella estara determinado por sus alturas. Entonces dos selecciones solo se diferenciaran en
los elementos que contienen, y se trata, por tanto, de las combinaciones de 10 nifios
tomados de 6 en 6. Obviamente, no hay repeticiones ya que deben ser 6 nifios distintos.

=10-3-7=210

10 | .9.8.
Sunumeroes:C(10,6)=[ J— 100 _10-9:8-7

6) 6/-4  4.3.2
(1.5 puntos) ¢En cuantas de ellas participan el mas alto o el mas bagjo?

A = { selecciones que contienen al mas alto}
B = { selecciones que contienen al mas bajo}

Lo que se pide es el numero de selecciones del conjunto A U B y por € principio de
inclusion - exclusion severifica: |AUB| =[Al + Bl - |A~B]

|A| = C(9, 5) pues como €l nifio més alto debe participar en la fila solo hay que elegir a
otros 5 nifios entre los 9 restantes, razonando como en el apartado anterior.

|B|=C(9, 5) por idéntico razonamiento.

|A ~ Bl = C(8, 4) pues ahora e méas altoy e més bgjo participan en la filay hay que
elegir aotros 4 nifios entre |os 8 restantes.

Por tanto, se obtiene que:

! ! I 8'-(9+9-5 .8l
IAUB| =C(9,5)+C9,5-C@8 4= > > 8 _ (9+ ):138é
5I.41 51.41 4.4 5.4.41 5.4




4. ¢De cudntas maneras se pueden distribuir 10 peces pequefios indistinguibles y uno grande en 4
peceras distintas?

Hay que colocar los 11 peces en las 4 peceras y éstas son o suficientemente grandes para albergar
tantos peces como se desee. Como la colocacion del pez grande es independiente de la colocacion
de los pequefios se puede organizar un proceso en dos pasos para distribuirlos y usar luego €
principio de multiplicacion.

Paso 1. Elegir en qué pecera se afiade el pez grande. Puede ser cualquierade las 4 peceras.
Paso 2: Elegir la colocacion de los 10 peces pequefios en las 4 peceras.

Hay que elegir una pecera para cada pez, es decir, hay que hacer una seleccion de 10 peceras, de
modo que:

e éstas pueden repetirse, ya que en cada pecera caben todos ellosy
¢ ¢l orden noinfluye, yaque los peces son iguales.

Se trata, por tanto, de las combinaciones con repeticion de 4 elementos tomados de 10 en 10 y su
numero es.
|
CR (4, 10) =PR(3+ 10, 3,10) = 13
3!-10!

Como por este procedimiento todas las distribuciones son distintas (pues o cambia la colocacion de
alguno de los peces pequefios o0 bien la del grande), € principio de multiplicacion afirma que €l
numero de distribuciones posibles es

13! 13-12-11

4-CR(4,10) = 4. -
31-10! 3.2

=4.13-2-11=1144




Problema 1 (20%):

a)

b)

(6 puntos) Definir recursivamente una funcién f: LISTp (IN) — LIST (IN) tal gue dada una lista
plana L construya la lista que se obtiene a sustituir cada uno de sus elementos por la lista que lo
contiene a @ y a un nimero que indica la paridad de la posicién i que ocupaen lalista: 1 s i es
impary Osi i espar. Por gemplo, f([2,3,6,4])=[[2 1],[ 3, 0], [6, 1], [4, 0] ].

Podemos dar |a siguiente definicion recursivade f:

[] s LONG(L)=0 RB,
f(L)=1{ [[CAB(L),1] s LONG(L)=1 RB,
[[CAB(L),1], [CAB(RESTO(L)),0]] | f(RESTO(RESTO(L))) si LONG(L)>2 RR

En larecursividad se va construyendo lalistaf (L) mediante |a estrategia siguiente:

1. Seforman las listas obtenidas emparejando el primer elemento de L, CAB(L), con 1 puestiene
posicion impar en la lista'y e segundo elemento de L, CAB(RESTO(L)), con O pues su
posicion en lalistaes par.

Se formalalista que contiene como elementos | as dos listas anteriores.

Se concatena la lista anterior con la lista que devuelve la funcién aplicada sobre la lista
obtenida eliminando los dos primeros elementosde L, f (RESTO (RESTO(L))).

W

Mediante este proceso se llegaaunalistade longitud 1, si lalista de partida tiene longitud impar o,
en caso contrario, alalista vacia. Por ello ha sido necesario definir dos reglas basicas, una parala
listavaciay otra paralaslistas de longitud 1.

(1 punto) Evaluar detalladamente f ([2, 3, 6]) y f ([2, 3, 6, 4]) y hallar los &rboles de dependencia
correspondientes.

Se redlizan las evaluaciones pedidas indicando en cada paso la regla que se utiliza. En cada caso,
hay llamadas de lafuncién f alistas de menor longitud. Después de llegar a una de las dos reglas
basicas seredizad “remonte’, indicado con flechas, para obtener el resultado de la evaluacion.

f(236) = [[21.[321]] f([6]) =[[21.[3, 2] |[[6.4] =[[21],[3,2].[6,1]]

f(e) = [16.1] /

f([2364) = [[21.[32]] | f([6.4]) =[[21].[3,2]] [[[6,1.[4.2] =
=[[2.1].[3,2],[6,1],[4,2] ] '\

f(6.4) = [[61,[42]]f([])=[61.[42]|(]1=T[61].[42]

f(”)a”/

L os érboles de dependencia son:

T:([2,3,6]) = [2,3, 6] T:([2,3,6,4]) = [2,3,6,4]
| |

(6] [6,|4]
[]



c) (3 puntos) Dar una expresion para la profundidad del arbol de dependencia T; (L) en funcion solo
delalongitud de L. Nota: La profundidad de un arbol es el nimero de aristas de su ramamas larga.

S L esuna lista de longitud n > 2, cada vez que se usa la regla recursiva, RR, para hallar f (L) la
longitud de lalista disminuye en dos unidades. Por tanto,

e Sinespar, a cabo deg llamadas a RR se debe evaluar f ([ ]) y aplicar la primeraregla bésica

RB;. En este caso, se hacen g + 1 evauacionesy la profundidad del arbol de dependencia es n

(pues es e nlmero de aristas, no de nodos).

e Sinesimpar (n> 3), d cabo denT_1 llamadas a RR se debe evauar f ([ a, ]), Siendo a, €

ultimo elemento de la lista de partida , y aplicar la segunda regla basica RB,. En este caso, se

hacen nT—l + 1 evauacionesy la profundidad del &rbol de dependenciaes nT—l .

Entonces, s L esunalistadelongitud n, g(n) devuelvelaprofundidad del &rbol de dependenciaT; (L),
siendo

0 sn=01
gn) = g sinespar,n>2
n-1 . .
N sinesimpar,n>3



Problema 2 (20%):

Se quieren usar |as |etras de la palabra MURCIEL AGOS para formar palabras de 5 |etras distintas, con
sentido o no.

a) (3 puntos) ¢Cuantas hay que contengan la palabra SOL?

PASO 1. Hay que elegir las otras dos letras que acomparien a SOL. Como todas las letras deben ser
distintas, no hay repeticionesy como de momento solo se quiere elegirlas, no importa el orden. Se trata
de las combinaciones de 11 — 3 elementos (11 letras de MURCIELAGOS salvo S, O y L) tomados de
2en2.

7

11-3 8 I . . - ,
Hay = =i=8—:28 formas de elegir 2 letras distintas del conjunto

2 2) 2.0 2
{M,U,R,CI,E LA, GO,S} .

PASO 2: Hay que permutar las dos letras elegidas en e paso anterior con SOL considerado como
blogue. Por tanto, hay 3! maneras de colocarlas.

Todos los resultados obtenidos en este proceso son distintos pues o bien las dos letras elegidas en €
paso 1 son distintas o bien la colocacion que elegimos de ellasy SOL es distinta.

Por lo que & principio de multiplicacion permite afirmar que el nUmero de palabras es.

8 8!
3l=——--31=28-3!=168
2 2!-6!

b) (4 puntos) ¢Cuantas hay que no tengan juntas consonantes ni tampoco vocales?

Tales palabras deben tener consonantes y vocaes aternas y se pueden distinguir dos casos
dependiendo de s empieza por vocal o por consonante. Es decir, hay que contar los elementos del
conjunto A U B, siendo

A ={palabras de 5 letras distintas que empiezan por vocal y aternan vocalesy consonantes} =
={ V1C1V2C,V3/ Vi esvocal y C;es consonante de la palabraMURCIELAGOS }

B = {palabras de 5 letras distintas que empiezan por consonante y aternan vocalesy consonantes} =
={ C1V,C,V3 C3/ Vi esvoca y C;es consonante de la palabra MURCIELAGOS }

Y como son disjuntos el principio de adicion afirmaque |A U B| = |A| + |B|
Como las vocales y consonantes no se mezclan basta con contarlas por separado y utilizar €l principio
de multiplicacion. En cada caso se trata de variaciones pues el orden de colocacion influye y no hay

repeticiones pues las letras deben ser distintas:

IAUB| =|Al + Bl =V(6,3)-V(52) + V(5,3)-V(6,2) =
=6-5-4-5-4 + 5.4.3.6-5 = 6-5-5-(16+ 12) = 4200



c) (3 puntos) ¢Cuantas hay que tengan exactamente dos consonantesy que no vayan juntas?

Sea A ={palabras de 5 letras de MURCIELAGOS
gue tienen exactamente 3 vocales y 2 consonantes que no van juntas} .

Se considera el conjunto U definido por:
U = {palabras de 5 letras de MURCIEL AGOS con 3 vocales y 2 consonantes} .

El complementario de A respecto de U es:

A ={palabrasde5 letras distintasde MURCIELAGOS
gue tienen exactamente 3 vocalesy 2 consonantes que van juntas}

Para contar las palabras de A utilizamos el principio de multiplicacion:
Paso 1: Elegir las 2 consonantes que irén juntasy su orden. Hay V(6,2) =6 -5

Paso 2. Elegir las 3 vocales que las acompafiaran sin ordenacion pues ésta la consideraremos

después. Hay C(5, 3) = (2] :

Paso 3: Permutamos las 3 vocales con el blogue de las 2 consonantes: Hay P(4) = 4!

Todos los resultados son distintos pues o bien la eleccion de consonantes 0 su orden serén distintos
o0 bien las vocales el egidas seran distintas.

Por el principio de multiplicacion el nimero de palabrasde A es:

5 I
V(6,2) - C(5, 3) - P(4) =6-5-@-4! = 6.5.%-4!=6-5.5.4-4.3: 7200

Para contar las palabras de U se utiliza también el principio de multiplicacion, pero ahora primero
elegimoslas 2 consonantes y las 3 vocales sin orden y luego permutamos las 5 |etras elegidas:

lul =C(6,2)~C(5,3)-P(5):(2] : @ 5=

| |
=% 5 5_3.5.5.2.5.4.3.2= 18000
4.21 3.2

Entonces, por el principio del complementario se tiene que:

Al = Ul = A [=C(6,2)-C(5,3)-P(5) - V(6 2) - C(5,3) - P(4) = 18000 — 7200 = 10800



