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 NO SE PUEDE USAR CALCULADORA PROGRAMABLE, NI DISPOSITIVO 
ELECTRÓNICO QUE PERMITA ALMACENAR O CONSULTAR EJERCICIOS 

 LOS MOVILES DEBERAN ESTAR GUARDADOS Y APAGADOS.  
 LAS CONTESTACIONES A LAPIZ NO SE CONSIDERARÁN 
 CUALQUIER INTENTO DE COPIA, SOPLO, ETC. IMPLICARÁ UN CERO Y LA 

IMPOSIBILIDAD DE APROBAR EN ESTE CURSO DE LOS IMPLICADOS. 
 SI AL RECOGER EL EJERCICIO ESTE NO ESTA LISTO, SE PUNTUARÁ AL 50% 

 
 
1. Problema  (4 puntos-30 minutos) 
 

  El sistema de la figura consta de un péndulo cuya varilla tiene masa despreciable y longitud a= 1m. En 
su extremo sujeta una bola de masa M = 100 gr, sometida a la acción de la gravedad (݃ ൌ 10೘

ೞమ
) y a la fuerza 

del viento ܨ௩ሺݐሻ en dirección horizontal. 
  El péndulo tiene solidario una polea de radio R, que lo une a un motor que tiene otra polea de las 
mismas dimensiones, transmitiendo por medio de una correa el par motor generado. El rozamiento del eje de 
giro del péndulo queda determinado por ܤ௣ ൌ 2ಿ൉೘൉ೞ

ೝೌ೏
 . 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se considera que la inercia del núcleo del motor y la resistencia mecánica del mismo son despreciables, no así 
sus características eléctricas (ܭ௜ ൌ 1	ಿ೘

ಲ
, ௩ܭ ൌ 1 ೇ

ೝೌ೏൉ೞషభ
	, ܴ ൌ 100Ω, ܮ ൌ  (ܪ10

Se pide: 
1.‐ Ecuacion física del péndulo que relaciona ߠሺݐሻ, ߬௠ሺݐሻ	ݕ	ܨ௩ሺݐሻ y ecuaciones del motor de CC. 
2.‐ Linealizar las ecuaciones anteriores si el sistema se encuentra equilibrado en ߠ௢ ൌ 30° y ܨ௩௢ ൌ 0	ܰ. 
3.‐ Dibujar el diagrama de bloques de todo el conjunto indicando las señales: ߠሺݏሻ, ߬௠ሺݏሻ, ,ሻݏ௩ሺܨ ,ሻݏሺܫ ௙ܸ௘௠ሺݏሻ. 
4.‐ Obtener la Función de transferencia que relaciona ܷ௠ሺݐሻ y ߠሺݐሻ, así como ܨ௩ሺݐሻ y ߠሺݐሻ. 
5.‐ ¿Que posición alcanzaría el péndulo si soplara un viento con una fuerza de 0,1 N?¿y si el par motor pasara a 
valer 0,5 Nm? ¿Y si se dieran ambos efectos a la vez?   
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1.‐ Ecuacion física del péndulo que relaciona ࣂሺ࢚ሻ,   ሻ࢚ሺ࢜ࡲ	࢟	ሻ࢚ሺ࢓࣎
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ௗ௧మ
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ௗ௧
ሻݐሺߠ ൅ ܯ ൉ ݃ ൉ ܽ ൉ ሻ൯ݐሺߠ൫݊݁ݏ െ ሻݐ௩ሺܨ ൉ ܽ ൉ cos൫ߠሺݐሻ൯
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y ecuaciones del motor de CC: 

ܷ௠ሺݐሻ ൌ ܴ݅ሺݐሻ ൅ ܮ
݀݅ሺݐሻ
ݐ݀

൅ ௙ܸ௘௠ሺݐሻ 

௙ܸ௘௠ሺݐሻ ൌ ሻሶݐሺߠ௩ܭ  

߬௠ሺݐሻ ൌ  ሻݐ௜݅ሺܭ
2.‐ Linealizar las ecuaciones anteriores si el sistema se encuentra equilibrado en ࢕ࣂ ൌ ૜૙° y ࢕࢜ࡲ ൌ ૙	ࡺ  
Punto de equilibrio (derivadas nulas): 

߬௠௢ ൌ ܽଶܯ ൉ 0 ൅ ܤ ൉ 0 ൅ ܯ ൉ ݃ ൉ ܽ ൉ ሺ30ሻ݊݁ݏ െ 0 ൉ ܽ ൉ cos൫ߠሺݐሻ൯ሶሷ
 

߬௠௢ ൌ 0,5	ܰ݉
	
→ ݅଴ ൌ ܣ0,5

	
→ ܷ௠଴ ൌ 50ܸ 

Linealización: 
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Las ecuaciones del motor son lineales, por lo que lo único es poner variables incrementales 
 
3.‐ Dibujar el diagrama de bloques de todo el conjunto indicando las señales: 
,ሻ࢙ሺࣂ ,ሻ࢙ሺ࢓࣎ ,ሻ࢙ሺ࢜ࡲ ,ሻ࢙ሺࡵ  .ሻ࢙ሺ࢓ࢋࢌࢂ

 
4.‐ Obtener la Función de transferencia que relaciona ࢓ࢁሺ࢚ሻ y ࣂሺ࢚ሻ, así como ࢜ࡲሺ࢚ሻ y ࣂሺ࢚ሻ. 
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5.‐ ¿Que posición alcanzaría el péndulo si soplara un viento con una fuerza de 0,1 N?¿y si el par motor 
pasara a valer 0,5 Nm? ¿Y si se dieran ambos efectos a la vez? Aplicamos el teorema de valor final: 

௩ܨ ൌ 0.1ܰ
	
ሺ∞ሻߠ∆→ ൌ lim௦→଴

଴,ଵ

௦
ݏ ሻݏሺߠ

ሻݏሺݒܨ
	 ൌ ݀ܽݎ0,1

	
→ ߠ ൌ 30 ൅ 0,1భఴబ

ഏ
=35 

߬௠ ൌ 0.5ܰ݉
	
ሺ∞ሻߠ∆→ ൌ lim௦→଴

଴,ହ

௦
ݏ ሻݏሺߠ

ఛ೘ሺݏሻ
	 ൌ ଵ

√ଷ
݀ܽݎ

	
→ ߠ ൌ 30 ൅ ଵ

√ଷ
భఴబ
ഏ

=63 

Si se dan ambos, se suman los incrementos:	
	
→ ߠ ൌ 30 ൅ 33 ൅ 5 ൌ 68 
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2. Cuestión  (3 puntos-20 minutos) 
 

Dibujar de forma aproximada e indicando justificadamente los valores más significativos la 
respuesta ante el escalón de las siguientes funciones de transferencia: 

 
 

a) ࡳሺ࢙ሻ ൌ ૛૙ሺ࢙ା૚૙ሻ

ା૚࢙૛ା૛࢙
 

 
 

 

b) ࡳሺ࢙ሻ ൌ ૛ି࢙

ା૚࢙
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c) ࡳሺ࢙ሻ ൌ ૜ ࢙ష૚૙ࢋ

ା૙.૚࢙
 

 

 
 

d) ࡳሺ࢙ሻ ൌ ା૛૙࢙

࢙૛ା૙.૚࢙
 respuesta ante la rampa de un sist de primer orden con ganancia estática 

200 y contante de tiempo 10. 

 
 

e) ¿Cuál es la razón fundamental por la que se realimentan los sistemas de control? 
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3. Cuestión 2 (3 puntos‐25 minutos) 
Se desea analizar el  sistema de  control de espesor de un  tren de  laminación.  La acción de 

control se realiza por medio de la regulación de la fuerza que ejercen los rodillos sobre la plancha de 
acero saliente, de forma que a más acción de control el espesor es mayor (menos fuerza) y viceversa. 
Para poder realimentar el espesor logrado se dispone de un sensor laser que aguas abajo obtiene una 
señal  proporcional  al  grosor  en milímetros.  El  valor medido  es  necesario  filtrarlo  para  eliminar  la 
componente  de  alta  frecuencia  debido  a  las  imperfecciones  superficiales  de  la  lámina  saliente. 
Finalmente  la señal obtenida se compara con una referencia, y el error se utiliza para actuar según 
una acción proporcional (K=0.25) sobre el tren de laminado. En las figuras siguientes se muestran el 
esquema del sistema y el diagrama de bloques correspondiente. 

 
Puesto que el sensor está situado a cierta distancia 

d (en metros)  respecto de la salida del tren de laminación, 
existe un retardo debido al transporte que dependerá de la 
distancia, puesto que la velocidad de salida de la plancha se 
considerará constante e igual a      1 metro por segundo en 
las condiciones nominales. 

 
 
 

 
Se pide: 
1.‐ Obtener la variación de la respuesta del sensor+filtro si en la plancha se produce un error 

repentino de 0,1 mm respecto de las condiciones nominales (antitransformar). 
2.‐ Aplicando la aproximación de PADE de primer grado, determinar la máxima distancia a la 

que se puede situar el sensor sin que el sistema se vuelva inestable si consideramos despreciable la 
dinámica del sensor+filtro , esto es, su función de transferencia es 1. 

Nota: ݁ି்௦ ൌ
ଵି೅

మ
௦

ଵା೅
మ
௦
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1.‐ Obtener la variación de la respuesta del sensor+filtro si en la plancha se produce un error 
repentino de 0,1 mm respecto de las condiciones nominales (antitransformar). 

ሻݐሺݕ ൌ ଵିܮ ൤
0,1
ݏ

0,5
ݏ ൅ 0,5

൨ ൌ 0,1ܷ଴ሺݐሻሺ1 െ ݁ି଴,ହ௧ሻ 

2.‐ Aplicando la aproximación de PADE de primer grado, determinar la máxima distancia a la que se 
puede  situar  el  sensor  sin  que  el  sistema  se  vuelva  inestable  si  consideramos  despreciable  la 
dinámica del sensor+filtro , esto es, su función de transferencia es 1. 
 
Al tratarse de un tranporte, la distancia generará un retardo fijo (puesto q la velocidad y la distancia 
son fijos en el tiempo), por tanto planteamos el Tiempo que tardamos en llegar hasta el sensor como 
T  segundos.  Obtenemos  la  función  de  transferencia  del  conjunto  incluyendo  la  exponencial  del 
retardo: 

ሻݏሺܯ ൌ
0,25 2

ଶݏ ൅ ݏ2 ݁
ି்௦

1 ൅ 0,25 2
ଶݏ ൅ ݏ2 ݁

ି்௦
 

Aplicando la aproximación de PADE: 
.	

ሻݏሺܯ ൌ
0,25 2

ଶݏ ൅ ݏ2
1 െ ݏ0.5ܶ
1 ൅ ݏ0.5ܶ

1 ൅ 0,25 2
ଶݏ ൅ ݏ2

1 െ ݏ0.5ܶ
1 ൅ ݏ0.5ܶ

ൌ
0,5ሺ1 െ ሻݏ0.5ܶ

ሺݏଶ ൅ ሻሺ1ݏ2 ൅ ሻݏ0.5ܶ ൅ 0,25ሺ1 െ ሻݏ0.5ܶ
 

Lo que nos lleva al polinomio característico: 
ܲሺݏሻ ൌ ଷݏ0,5ܶ ൅ ሺ1 ൅ ܶሻݏଶ ൅ ݏܶ ൅ 0.5 െ 0.25ܶ ൌ 0 

Aplicando Routh, llegamos a que el sistema es estable si: 

݉ ൌ
ሺ1 ൅ ܶሻሺ2 െ 0.25ܶሻ െ 0.25ܶ

1 ൅ ܶ
൐ 0 

 
dado que T >0 , esto se cumple si el numerador es positivo. Resolviendo la inecuación, obtenemos: 

0<T<7,12seg 
Como  la velocidad es de 1 m/s, entonces el  sistema  será estable para distancias  inferiores a 7,12 
metros. 
 
 


