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NOMBRE:

Examen I-A,C (28 de Marzo de 2012)

Parte 12: Cuestiones (2 puntos)

1. (0.5 puntos) Sea una sucesién {a,}5°; tal que, para todo n € N, se cumple a,, < apy1y
an < 1. jConverge dicha sucesién? Si. jPor qué? La sucesién {a,} es mondtona creciente
y acotada superiormente.

1 n
2. (0.5 puntos) Si una sucesién {a,}5>; verifica que on <a, < <3> para todo n € N,
n

entonces lim a, = 0 porque se puede aplicar la regla del sandwich, siendo lim — =10
n—-+o0o n—-+oo OM

n—-4o0o

2 n
lim (3) =0 pues —1 < % < 1.

00 1\"
3. (0.5 puntos) Una serie »_ a,, donde a,, < <4> para todo n € N, jconverge? Si.
n=1
oo n
Por qué? Por el criterio de comparaciéon de Gauss, ya que Z <4> es convergente pues
n=1
es una serie geométrica de razén r = 1, con |r| < 1.

X nf+n . . L
4. (0.5 puntos) La serie ) FUEEE jconverge? No. jPor qué? No se satisface la condicién
n=1"N
2
. . , n°+n
necesaria de convergencia ya que lim ———=1#0.
n—+oo n¢ + 1

Parte 22: Problemas (8 puntos)

1. (2 puntos) Calcular, si existen, los siguientes limites:

2

i nd +n2\™" i n!
lim (—————+ lim —sen(n+ 1)

n—+oo \ n + 4 n—+oo N

Solucion
3 2\ 2n 3,2 3
, n _|_ n , omn n’4+n -1 / 2n° —8n
a) lim (———+ = lim e ( n3+4 ) = lim e< n3+4 ) = e2.
n—+oo \ n3 +4 1% n—+oo n—-+00

n! n!

. Nl _ Lo | n .

b) nl{rfoo o sen(n + 1) = 0 porque nllgloo e 0 ya que n! < n" y la sucesién {a, } con
an = sen(n + 1) estd acotada pues |a,| < 1.

3

> 7
2. (1 punto) Estudiar la convergencia y la convergencia absoluta de la serie ) ( T;))n
n=1 \""

Solucion Sea a, =



VI(yRP 111

La serie Z |an| es convergente pues lim V/|a,| = lim = =_- <L
n=1 —-+00 n—-+0o00 5 5 5
o0
Entonces, la serie ) a, converge absolutamente y, por tanto, converge.
n=1

. Se pide:

a) (1 punto) Determinar el radio y el campo de convergencia de la serie de potencias.

b) (1 punto) Calcular, si es posible, la suma de la serie cuando x = 4.

Solucion
o0
a) Sea an(x —1)", donde a,, = .
) Sen g ol =) S Tk
1| _ (n+2)(n+4) 1 _q.. 11
an n—too \ (n +3)(n+5) 3 3 3
Entonces, el radio de convergencia de la serie de potencias es r = 3. Por tanto, la

Se tiene lim
n—4o0o

serie converge absolutamente en (—2,4) y no converge en los intervalos (—oo, —2) y

(4, +00).
S btiene 1 3 Sean b 1
i r = 4 se O tlene a Serle numerlca —_— . can =
Z (n+2)(n—|—4) " (n+2)(n+4)
L puest m ” — 1w n’ 1y S e (seri $ni
Cp — —=. uesto que im — = —_————— = C. Serie armoni-
y Cn n2 q n—+oo ¢y, n—-+oo (n + 2)(77/ + 4) y = n

ca generalizada con p = 2 > 1) es una serie convergente, aplicando el criterio de

o0
comparacién en el limite se obtiene que la serie ) b, es convergente.
n=1

(="
Siz = —2resulta la serie numérica —_—
nzl (n+2)(n+4)

convergente por el andlisis realizado en el parrafo anterior.

, que es una serie absolutamente

Por tanto, el campo de convergencia de la serie de potencias es [—2,4].
1
1(n+2)(n+4)
A continuacién se obtiene la expresion de la suma parcial n-ésima .S,.

Se veri 1 2 -2
e verifica = asf
n+2)(n+4) n+2 ntd

/2 —1/2
<k+2 k+4> Zm_*zkﬂ

b) Teniendo en cuenta el apartado a), la serie Z es convergente.

"
[
Pﬂ@

k=1

1/1 1 1 1
‘2(3+4+5+'“n+2>

1 1 1 1 1
_2< 5+'”n+2+n+3+n+4>
1/1 1\ 1/ 1 1
_2<3+4>2<n—|—3+n—|—4>'

7 x 1 7
Ent lim S, = —.1 Y YR
ntonces, nffoo n= o uego n; (n+2)(n+4) 24



4. (1 punto) Determinar las curvas de nivel de la funcién f(z,y) = 2% + y? — 2z para los
valores c=0y c=1.

Solucion Las curvas de nivel ¢ tienen por ecuacién f(z,y) = ¢, es decir, 22 + y?> — 2z = ¢
o, en forma equivalente, (z — 1)2 + 4% = ¢ + 1.

Si ¢ = 0 la curva de nivel es (z — 1)? + 32 = 1, circunferencia de centro (1,0) y radio 1.

Si ¢ =1 la curva de nivel es (z — 1)? + y? = 2, circunferencia de centro (1,0) y radio v/2.

5. (2 puntos) Calcular, si existen, los siguientes limites:

, 223 — (y —1)3 ) T —y
11m ﬁ hm
(zy)—(0,1) 22+ (y — 1) (z,5)—(0,0)
Solucion
B 253 — (y — 1)3

a) Considerando f(x,y) = y utilizando coordenadas polares con origen

a2+ (y — 1)

T =17cosf
y=1+rsend
r3 (2 cos® 0 — sen? 9)

2
,
Entonces, denotando g1 (r) = 7y go(#) = 2 cos? § —sen? 0 se verifica que h’r% gi1(r)=0

r—s

en el punto (0, 1),

se tiene f(rcosf,1+ rsenf) = =7 (2cos® 6 — sen® ).

y g2 es acotada para todo 0 € [0, 27). Por tanto,

22% — (y — 1)

1 =0.
(zy)—(0,1) 22+ (y — 1)

b) Se calculan los limites relativos a los subconjuntos I'y, = {(z,y) € R* : y = ma}:

, T —y . x—mx

lim = lim =1—-—m.
(x,y) = (0,0) * 0
(z,y) €T

Puesto que dependen de la pendiente m, es posible encontrar dos subconjuntos tales

que los limites relativos correspondientes son distintos. Por ejemplo,

lim =0 vy lim = 2.
(z,y) = (0,0) 7 (z,y) = (0,0) 7
Yy==x Yy=—

Por tanto, no existe el limite doble.



