Apellidos:
Nombre:

VARIEDADES DIFERENCIABLES Y VDEE
Grupo A Examen final de Febrero del 2014
TEST.

= NO SE PUEDEN UTILIZAR LIBROS, NI APUNTES.
m LAS JUSTIFICACIONES HAN DE ESTAR SUFICIENTEMENTE DETALLADAS.
s TIEMPO: 1 HORA.

Decir si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones, justificando la respues-
ta:!

1) Un punto cualquiera de una variedad diferenciable de dimensién m tiene
siempre un entorno que es difeomorfo a todo R™.

CIERTO
FALSO

Justificacion:

2) Todo difeomorfismo local entre variedades transforma cada dominio regular
en un dominio regular.

CIERTO
FALSO

Justificacion:

! Cada respuesta/justificacién acertada vale 0,4 puntos. Cada una fallada descuenta 0,2 pun-
tos. La nota final estd entre -1 pto y 2 ptos.



3) Si una variedad tiene una funcién diferenciable cuya imagen es el intervalo
cerrado [0, 1], entonces es necesariamente compacta.

CIERTO
FALSO

Justificacion:

4) El conjunto D = {(z,y,z) € R®: 1 < 2% + y? + 2?2 < 4} es un dominio reg-
ular de R?

CIERTO
FALSO

Justificacion:

5) Si w es una 2-forma cerrada en R® — {(0,0,0)} entonces [,w = [ow,

siendo S? la esfera de radio r > 0 centrada en el origen con la orientacién del
vector normal hacia afuera.

CIERTO
FALSO

Justificacion:



Apellidos:
Nombre:

VARIEDADES DIFERENCIABLES Y VDEE
Grupo A Examen final de Febrero del 2014
PARTE TEORICA

= NO SE PUEDEN UTILIZAR LIBROS, NI APUNTES.
s TODAS LAS IGUALDADES HAN DE ESTAR SUFICIENTEMENTE JUSTIFICADAS.

s TIEMPO: 1 HORA.

(3 puntos)
a) Sea M variedad diferenciable, « € X*(M) una 1-forma en M. Se define:

da: X(M) x X(M) 5 (X,Y) = X (@ (V) = Y (a (X)) — a ([X,Y]) € F(M)
Probar que da € Q% (M).
b) Supuesto a = P (z,y, z) dz + Q (z,y,2) dy + R (x,y,2) dz € Q' (R?), deter-

minar la expresién analitica de la 2-forma da. Probar que da = da siendo d el
operador diferencial exterior.



Apellidos:
Nombre:

VARIEDADES DIFERENCIABLES Y VDEE
Grupo A Examen final de Febrero del 2014
PARTE PRACTICA

= SE PUEDEN UTILIZAR LIBROS Y APUNTES, PERO NO CALCULADORAS NI
SIMILARES.

s TODAS LAS RESPUESTAS HAN DE ESTAR SUFICIENTEMENTE JUSTIFICADAS.

s TIEMPO: 2 HORAS 30 MINUTOS.

Ejercicio 1 (3 ptos).
Dar estructura de variedad diferenciable al conjunto

R es recta afin de R?
M:{(R’p>/p€R }

de rectas punteadas del plano, de forma que la aplicacién ¢ : M — R? que hace
corresponder a cada recta punteada (p, R) su punto p = ¢ (R, p) sea una submer-
sién.

Ejercicio 2 (4 ptos)
Se considera en R? la forma diferencial

w= f(x)dy Adz — (4z2* + f (z))dz A dy

a) Determinar f sabiendo que w es cerrada, y f(0) = 0.

b) Encontrar entonces otra 1-forma 6 = Q (z,y, z) dy tal que df = w.

¢) Usando el teorema de Stokes, calcular el valor de la integral I;” de w sobre
el hemisferio norte (z > 0) de la esfera S*

d) Sea I, = fSE w la integral de la 2-forma w en la esfera S? de radio r > 0
centrada en el origen con la orientacién del vector normal saliente. Calcular I,
para todo r > 0.



Soluciones.
Ejercicio 1.
Definimos

El cambio de coordenadas es

(m,b,A) £ (R, p) : { f:fé;%/iz)bg—b/m 2, (%,_%,mm)

y el cambio de coordenadas es m = 1/m, b = —b/m, A = mA +b (m # 0). con
jacobiano
—-1/m?> 0 0 1
—=b/m?* —=1/m 0 |=—#0
A 1"
Ejercicio 2.
a) dw = (f'(r) —4x3)dex Ndy ANdz =0 = f'(x) = 423 = f(x) = 2* (si ha de
ser f(0) =0). Por tanto

w=ztdy AN dz — (4z2° + 2*)dx A dy

b)
df = —Q.dy \Ndz — P,dx Ndz + (Q, — P,) dz N dy
imponer w = df obliga a —Q, = 2* = Q = —z2* + G (2,y), P. =0 = P =
P(x,y), Q.— P, = —422°+ (G, — P,) = —4zx3 — %, necesitamos (G, —P,) = —xz*
Podemos tomar por ejemplo P = 0, G = —2°/5 quedando

5
9:—<zx4—l—%>dy

c) Sea S2 hemisferio norte (z > 0) de la esfera S? con borde parametrizado
por

r =cost dxr= —sintdt
v:4{ y=sint ; y=costdt
z=0 dz=0

Por el Teorema de Stokes

2m
/w = /d@z/ 9:/ v
s2 s2 s 0

+



